Dr. ing. DANILO BLANUSA

JEDNA VRST INTEGRALNIH TEOREMA
BESSELOVIH FUNKCIJA

RAZNE RELACIJE 1ZMEDU BESSELOVIH FUNKCIJA

U ovom se dijelu nastavlja izlaganje pomo¢nih stavaka po-
trebnih za kasnija razmatranja. Najprije éemo podsjetiti na neke
poznate relacije izmedu Besselovih funkcija i zatim razviti niz
novih relacija za te funkcije. Smatramo, da vecéina tih rezultata
zasluZuje i samostalan interes bez obzira na njihovu kasniju
primjenu.

1. Nekoliko temeljnih relacija izmedu Besselovih funkcija

Definiramo funkciju 4. (z) ukljuéujuéi slu¢aj, gdje n ne mora
biti cio pozitivan broj, veé¢ mozZe biti bilo kakav kompleksan broj
s izuzetkom cijelih negativnih brojeva:

4@ =Te+n(g )~an @ =2 WTP(”S:;?LU (;)2 )

re=1

Zbog faktora I' (n + 1) funkeija bi za cijelo negativno n postala
neizmjerna, dok naprotiv definicija za J.(z)

0

_ (17 (e
Iu(2) = Z T (mEr+1) (?) @

[

vrijedi i za taj slucaj, ako se uzme u obzir, da otpadaju ¢la-
novi, za koje je gama-funkcija u nazivniku neizmjerna. Lako
se iz toga razabira, da je za cijelo n

Jn (@ = (1" 1a(2), 3
kako je to dohro poznato.
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Iz poznatih relacija?

2
It @ = 2T (@) — T (), @)
G 1@ = T @) 5
dz 4 n 2} = -4 n41 (2 ( )
lako je s pomoéu (1) izvesti nekoliko relacija za funkeije 4. (2):
T YRy Y ) I

A1 V@) = 220D T4, V@) — 4u 1 (VF@)] O

cf(z)
d _ iz -
P A, (c2) = — 1) Ang1(cr) (8
4 Ty ¢ df(e) —
1z A4, (cVi@) = i+ ds Mg (V@) (9)
Iz (8) i (6), odnosno iz (9) i (7) proizlazi:
’;Z A, (c2) = — _233 (4, (c2) — Api1 (c2)] (10)
d o
& A eV @) = - ;f(z) [A V7 @) — Aaes (VF@)]. (1D
Spominjemo jo§ formule?
T (@) = — 1; Jo@ +Je 1 (2) 12)
Tol@ = D 0n @ —dni1 () (13)

i Besselovu diferencijalnu jednadzbu?®, koju zadovoljavaju funk-
cije Jn(2):

pTU LW e s
A

1 G. N, Watson: A treatise on the theory of Bessel functions, Cam-
Dbridge, University Press 1922, § 32 (str. 45). Ovo ¢emo djelo kratko ci-
tirati sa »Watson«.

t Watson, 32 (3), (4).

® Watson, 3'1 (1).
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Sve ove formule nije teSko provjeriti uvritenjem izraza (2),
a one vrijede za bilo kakvo kompleksno n, s izuzetkom nega-
tivnih cijelih vrijednosti od n u formulama za funkcije 4, (z).

Dajemo jo§ izvod jedne dalje relacije, Uvrstivii u (14) J.(2)
odnosno J._., (z) dobijemo:

22 (2) + 20 (@) + (—n) I () =0 (15)
2 _a@ 2l @ F -2 (2 =0. (16)

PomnoZi li se (15) sa J_—, (2), (16) sa J.(2) i odbiju li se dobi-
vene jednadzbe, moze se rezultat pisati u obliku

%- 1@V @—T . @ 7. =, an

dakle* .
21 @T w@ T @I =C. (18)

Uvrstenje izraza (12) i (13) daje

z{J,. @) [Z—L n @ T (z)] () [g 7, (z)—ml(z)]} -

=z[lhp1 @DT @D+ T 1D L] =C. 19)

Prema (2) vrijedi:
(@) = (g) [’TR‘%ZJT + 0(22)] (20)
son@ = (5" [ gy o] @1
T = (;)_ [1,(:11:3 + O(z?)] (22)
Ia@=(3) I[T(‘_l_—;d + o<z?>]. (23)

* Watson, 3’12 (1).
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Uvrste li se ti izrazu u (19), to izlazi:

22 1
2nt1 @@ =T () () = [r(n+z)1’(—n+1)

1 2
+ 0|+ 2 prr e 0@ = rarp e T O @9

Prema t. zv. drugom svojstvu gama-funkcije moZemo pisati
2 __ 2sin[n 4 1) 7
I'm+1D)I(—mn) — 7 ’

gdje ne treba izuzeti cijele vrijednosti od n, jer za te vrijednosti
obje strane od (25) iScezavaju.

Stavimo li u (24) z = 0, to je time odredena konstanta C u
(19), pa izlazi®

2[Tnt1@ T 0@ + Tn1 (D Ta ()] =

(25)

2 sin [(nn—{» 1)_71‘ 26)

Ta relacija vrijedi dakle i za cijele vrijednosti od n, 8to se u
ostalom uvida lako i grani¢nim prijelazom, kod kojega n tezi
cijeloj vrijednosti, ili primjenom formule (3).

2. Lommelovi polinomi i relacija izmedu triju
Besselovih funkcija
Za t. zv. Lommelove polinome daje Watson ovaj izrazé:

[ﬂ (=1 (m—m)! T (v ( > m+i 27

Ro.n@) = 22 BT 1(@ Fn)
gdje drugi indeks » moZe znatiti bilo kakav kompleksan broj,
dok je m cio'pozitivan broj ili nula. Za sluéaj negativnog cijelog
» napominje se, da po potrebi treba u jednom dijelu polinoma
zamijeniti kvocijent

E(wj— m—mn)
L(v+n)

kvocijentom (—1)™ *’1‘%1“_1{_)1) :

5> Watson, 32 (7).
¢ Watson, 961 (3); Lommel, Math. Ann. IV. (1871) str. 108—111; Ar-
chiv der Math. und Physik XXXVII (1861} str. 354—355.

86



Za negativne cijele vrijednosti prvog indeksa definiraju se

Lommelovi polinomi s pomoé¢u relacije’
R-m,1v(2) = (- 1)m_lRm—2,2~—v(z) (28)
s dodatkom R—1,,(2) = 0 (28a).

Mi éemo izrazu (27) dati takav oblik, da ¢e svi spomenuti
sluéajevi biti obuhvaéeni. Osim toga ¢emo promijeniti oznaku
tako, da éemo staviti Rp,» = My tm,o—1 (29).

Neka su dakle a, b dva kompleksna broja, kojim je razlika
realan cio broj, i neka je

r = la—b| (30), sgn (a7—~ b) = 'q';b . (31)

Dalje se sluzimo oznakom
(a)lliza(a+l)(a+2)(a+m—1)} (a)():lx (32)
za koju otito vrijedi (@)m = (— 1) (—a—m -+ 1, (323).

Onda zovemo Lommelovim polinomom izraz

r— 1 1 J—
Y —Y (“ig Lfn 1), 2
Ma, s (2) = sgn{a—Db) 2 \—Zu =T
oo = 1y —9n—1)!
] ( 5 ) n!{r—2an—1)!
S obzirom na to, da je
fr—n—1! _ o n
r—on—1)i (r—2n), , (33a)

moze se taj izraz pisati i ovako:
4] I N

[TJ (— 1" (r—2n), <(L{ g»—l +n 1)
M, » (z) = sgn (a—Db) Z -

= r—2n-—1
P Bt

Za sluéaj r =0, t. j. a = b, mozZemo smatrati, da suma nema
uopée &lanova, pa staviti Mga (2) = 0 (34).

r— 9 —1

7 Watson, 963 (9), (8).
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U literaturi se susretu osim Lommelove oznake R, , jo§ dvije
oznake za te polinome, i to Nielsenova® R”™ i oznaka P,,, koju upotre-
bljavaju Graf i Crelier®.

Te razne oznake povezane su medusobno formulama

Rm,w = Rv*l'm = P:'n-l == Mm+1','v——l (35)
Rv' "= P:;l = Rm,v+l = Mm-[—a--i—l,v (36)
ba—b-—1

May» =Ra—_p—-1,841 =R :PZ_z,_l, 37

pri femu smo za krace pisanje ispustili argumenat z, $to éemo uéiniti
i u mnogim daljim formulama. Vidi se, da se Nielsenova i Graf-Cre-
lierova oznaka uopce bitno ne razlikuju, a u Lommelovoj je samo jedan
indeks promijenjen za jednu jedinicu. Na%a je oznaka naprotiv bitno
drukéija.

Jedina je prednost starih oznaka po naSem misljenju ta, da jc jedan
indeks realan cio broj, dok drugi smije biti bilo kakav kompleksan
broj, $to se moZe u oznaci dovesti do izraZzaja time, da se za cijeli broj
pisu slova n ili m, koja ponajvise sluZe za takvu svrhu, dok se za kom-
pleksni indeks stavlja koje gréko slovo. U naSoj novoj oznaci oba su in-
deksa opéenito kompleksni brojevi, ali se mora jednom za uvijek is-
taknuti, da im razlika moze biti samo realan cio broj (ukljuéivo nule).

Prednosti nove oznake nastojat ¢emo pokazati usporedbom
niza najvaznijih relacija za Lommelove polinome pisanih sta-
rom Lommelovom i novom naSom oznakom.

Treba najprije provjeriti, da je definicija (33), (34) identi¢na
s definicijom (27), (28), (28a), ako se uzme u obzir (35) odnosno
37).

Uvrstimo dakle prema (37) u nasu definiciju 33) a =m + »
(38), b=w»-——1 (39) i pretpostavimo m + l=—a—b>0 (40).
Dobijemo

m
Z

Z (_l)nf,mz_")'(v+")“‘2" @D
(2). n!(m—2n)!

—

Mm+1',1'——1 (Z -

Prema (32) i (32a) je olito

—a--1)
a—m+1) 42)

@ = I, gy

% N. Nielsen: Handbuch der Theorie der Cylinderfunktionen, Teub~-
ner, Leipzig 1904. Ovo djelo éemo kratko citirati sa »Nielsenc,
? Watson, 962 na kraju paragrafa.
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Ako je a realan cio broj, to ¢e u sludaju —m +1 < a <0 (43)
gama-funkcije u nazivnicima od (42) biti neizmjerne, dok ¢e
brojnici biti konacni, tako da je lijeva strana jednaka nuli u
skladu sa (32). Za « < —m (44) imat ée prvi razlomak u (42)
neodredeni oblik & , dok ¢e drugi dati konagnu vrijednost, a
za a 2 1 (45) drugi ¢e razlomak u (42) imati neodredeni oblik
%, a prvi ¢e dati konaénu vrijednost. Dobijemo dakle
I'(—v—n-+1)

(1’—{-—7’1,)," 2n = T —‘_. ‘‘‘‘‘ - (_" 1)'"*2'L 717(—-1J——m+n+1) > (46)

gdje treba prema potrebi uzeti jedan ili drugi oblik, pa je time
dokazano, da je pod uvjetom (40) zaista Mm+s,»—1 = Rm,» (47),
kako to tvrdimo u (35).

Za m =—=-—1 (48), dakle prema (40) za a=="b (49), dobijemo
zbog (34), da je relacija (28a) zadovoljena.

Treba jo§ provjeriti, da se naSa definicija (33) slaZe sa (28).
U tu svrhu najprije primjeéujemo, da je u smislu (32a)

(5 ), s e (P ), 60)
Uvrsti li se to u (33) i uodi, da je
sgn (@ —b) — — sgn {(—a} — (—Db)], (51)
to se uvida, da vrijedi
Mab = (—1) Mg, —p. (52)
Stavimo sad a=-—m -+ » (53), b==v—1 (54), dakle
Mempr,pmy = (— 17" My 1. (55)
To bi u smislu (37) dalo
Rem» =(— D" " Rn_22-, (56)

5to je identiéno sa (28). Time je dakle dokazano, da je nasa
definicija (33), (34) Lommelovih polinoma identi¢na s defini-
cijama (27), (28), (28a), ako su oznake odabrane kao u relaci-
jama (35), (37).

Vidi se, da naSa definicija obuhvaéa u jednom obliku sve
slutajeve, a prednost nove oznake se veé o&itovala u prozirnoj
relaciji (52), koja u staroj oznaci ima pone$to ¢udni oblik (28).
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Jedan pogled na (33) dostaje, da se uvidi relacija
M, = — My, (57)
pa se u kombinaciji sa (52) moZe pisati

p= (— 1ot M, =M, = (— 1M, (58)

¢emu u staroj oznaci odgovaraju manje pregledne poznate rela-

cije’’) .
Ruv=(—1)""'"R_m—22—»=—R_m—2vtmt1 =

= (—1)" R, —r—m41. (59)

Poznato je, da se Lommelovi polinomi mogu shvatiti kao po-
opéene hipergeometrijske funkcije i to, ako upotrebimo Poch-
hammerovu oznaku

PFII (a[,az,---,ap,'Q[,@g,...,Qq,'Z) =

=

(@) (@)n - (B,
. 20 L0 (@) - (@0 =7 (60)

vrijedi')

R = 000 (3] (L5 i )00

pri ¢emu m ne smije biti negativno. Nije te§ko provjeriti, da
se taj red prekida poslije konaénog broja ¢lanova i da je iden-
titan sa (27). Za m'<C~—1 mora se najprije upotrebiti (28). Za
m -=-— 1 formula nije upotrebiva, a Lommelo\f polinom je pre-
ma (28a) jednak nuli.

Dajemo analogon formule (61) s nadim novim cznakama, 1

to u obliku, koji nije ograniten na m =0, t. j. na a
Taj oblik glasi:

- T z\ T — _
Mas = sgn (2=0) (2 rsz‘{f,,,b)r_l <727) o (2 271”‘ ’ ' TT;

10 Watson, 963 (10).
1t Watson, 961 (5).
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Nije tefko izradunati, da je ova formula za a—b = 1 istovjetna
sa (61), dok za a —b £ — 1 daje otito isto, §to bi dao analogni
izraz za M, ,, samo s protivnim predznakom, jer je u tom slu-

¢aju sgn (@—b)=-—1. To se slaze sa (57). Formula (62) ne
da se primijeniti jedino u sluéaju a =b, koji odgovara slu¢aju
m = - 1. Lommelov polinom je tada prema (34) jednak nuli.

Prelazimo sada na opéu relaciju izmedu triju Besselovih
funkecija, kojima se indeksi razlikuju za cijele brojeve. Watson
prvi daje tu relaciju u opéem obliku®®)

Jotn {2 Rpem—t,v4m+1 (@) + Jotp (@) Rmenet, v4n+1(2) -+
+J1'+m(2) Rn—p—-l,v+p+1 (2) =0. (63)

Watson dokazuje ovu formulu na temelju nekih relacija izmedu
Lommelovih polinoma. Mi ¢emo i¢i obratnim putom i dokazati
formulu (63) izravno potpunom indukcijom na temelju formule
rekurzije (4) za Besselove funkcije, a zatim iz (63) izvesti vrlo
jednostavno niz relacija za Lommelove polinome. Ovaj put je
radunski nesto dulji, ali daje bolji uvid u medusobnu ovisnost
tih raznih relacija.
Formula (63) dobiva u na$oj novoj oznaci pregledni oblik

J M, A+J, M, I M 0. (64)

eou ah ~

Upada u o¢i, da koeficijenat svake Besselove funkcije ovisi samo
o indeksima ostalih dviju Besselovih funkeija. To se¢ naravno
moze vidjeti i iz oblika (63), ako ga se pozorno pogleda. Drugi
i treé¢i ¢lan lijeve strane od (64) nastaju iz prvog ¢lana ciklié-
kom permutacijom indeksa.

Kompleksni brojevi a, b, ¢ moraju biti takvi, da su im razlike
realni cijeli brojevi ili nula. Ako je a==b = ¢, bit ée zbog (34)
sva tri koeficijenta jednaka nuli i relacija (64) postaje trivi-
jalna. Ako je na pr. a==b F ¢, (64) prelazi u

JaMa,r +JaMea =0, (65)

5to je zbog (57) ispravno. Mozemo dakle pretpostaviti
akbfcda. (66)
Osim toga ne Ce biti smanjenje opcenitosti, ako pretpostavimo
a—b>0, b-—c>0, dakle g—¢c> 0. (67)

13 Watson, 964 (8).
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M, =

, ¢

Me,a =

U protivnom slutaju postoji naime jo§ ovih pet moguénosti:

b—c¢>0, c—a>0, dakle b—a>0 (68)
c—a>0, a—b>>0, dakle c—b >0 (69)
b—a>0,a—c>0, dakle b—c >0 (70)
¢c—b>0,b—a>0, dakle c—a >0 (71)
a—c>0, c—b>0, dakle a—b>0. (72)

Vidimo, da uvjete (68) i (69) dobijemo iz uvjeta (67) ciklickom
permutacijom brojeva a, b, ¢, dok se uvijeti (70), (71), (72) dobi-
ju iz (64) necikli¢kom permutacijom, a medusobno opet prelaze
jedan u drugi ciklickom permutacijom,

Lijeva strana relacije (64) je invarijantna s obzirom na ci-
kli¢ke permutacije brojeva a, b, ¢, dok kod neciklicke permuta-
cije zbog (57) mijenja svoj predznak. Sama relacija (64) je dakle
invarijantna spram bilo kakvih permutacija brojeva a, b, ¢. Ako
dakle vrijedi koji od uvjeta (68) do (72), treba samo prikladno
permutirati oznaku brojeva a, b, ¢, pa ¢e u novoj oznaci uvjet
primiti oblik (67), pri éemu je relacija (64) zadrZala svoj oblik.
Mozemo se dakle ogranititi na sluéaj (67).

Stavimo 1i
p=ib—cl; g=lc—al; r=la—bl, (73)
to je prema (33)
(7] =D (p—n—1! ( b+c——“* +n+ 1),,_.2,._1
sgnb—c) Y (Z)Mn_l - (74)
n=0 = n! (p—2n—1)!
2
—1 pa——
e R e e L)
sgn {c—a) Z PO vw— - . (75)
n=0 (?) n! (g—2n—1)!

S obzirom na (67) mozemo sad uvrstiti u (74), (75), (33) za
p, q, r vrijednosti p—=b—¢, g—=a—c, r=a—2b (76) ¢ime
te formule prelaze u oblik
b—c—1
[=1]

M= ¥ (1P b—c—n- D! (c+n+ Do—cas

(17
, € 2z \b—c—2n—1
n=0 (~2—) n! (b—c—2n—1)!
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5]

Moo= Mai=— 3 (D (a—e=n=Dlctnt Daemtazi g
n=0 (%)a—c‘h"ln! (a—c—2n—1)!

(=]

Mo, = Z (‘U"({{jb*'ﬂ-l)!(b+n+1)a—b—zn_-1

Z \a—b—2n—-1} ’ (79)
n=10 (~2~) n! (@a—b—2n-—1)!
a relaciju (64) piSemo u obliku
JoMy, — Iy M, A+ I M, =0, (80

tako da je razlika izmedu prvog i drugog indeksa Lommelovog
polinoma u sva tri ¢lana lijeve strane pozitivna.

Uzmemo li za brojeve @, b, ¢ vrijednosti b -+ 1, b, b — 1, gla-
si (80)

Jopr My p =Ty My gy Jy My, = 0. (81

Lako se vidi, da je

b 2b
My, =M, ,=1 (82), Mytio = = T (83)
2

dakle

2b
Jb~t'-1 -

—dy A =0, (84)

§to je identi¢no sa (4). Formula rekurzije (4) Besselovih funkeija
prema tome je specijalan sluéaj relacije (80).

Opetovanom primjenom formule (84) lako je dobiti jedna-
kosti,

b(b+1 b+1
| A
B ;
b—1 b—1b
] Pt | AR B D)
2 3)
b—1 (b—1)b(b+1) 2b 1 b1
Jb+z — —Jh ’7“—-72‘ —T‘J’h_z*r(g’”
2 (2 3 2
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Buduéi da je
b

_I_
—
(=
—

Mb+2,b = PR (88) My yy = —:_—, (89)
2 2
Myyop-1= b(,bz+'21*)"‘ 1, (90 My i o™ (l?;_z 13b —1, (91)
(3) (5)
Myyops = b—1Db+1) _ 2 , (92)

LAY 2
(2) :
to su 1 (85), (86), (87) specijalni slucajevi relacije (80), pa ih
moZzemo pisati u obliku

Jyi2 My _1—J, Mb+2,b—l Iy My = 0 (93)
Jb+1 My s, M1 p_s + T,y Myjis = 0 (94)
‘Ib+2 M, _,—J, Mh+2. bz T Iy My, = 0. (95)

Na temelju (81), (93), (94), (95) provest ¢emo dokaz relacije (80)
potpunom indukcijom. '
Pretpostavimo, da za neko cijelo s = 1 vrijede relacije
J M —«1'—‘]be+.«,}:—-1_{‘ Ty M, » =0, (96)

b4 Mo, b bts,

Jb+s+1 My yoy— Mb+s+l,b—1 A dy Mb+x+1,b =0. (97)

Za s=1 te su relacije identi¢ne sa (81), (93) i prema tome
ispravne. DokaZemo li, da iz njih izlazi

Jb+s+’_' My, Mb+s+2.b~—-l ari Mb+s+2.b—1 =0, (98)

to smo time dokazali potpunom indukcijom, da (96) vrijedi za
svako s = 1),

13 Ovu relaciju daje i P, Schafheitlin: Die Theorie der Besselschen
Funktionen, Teubner 1908, str. 17 (6). I on provodi potpunu indukciju,
ali na ne$to druk¢iji naé¢in. Opéu formulu (80) ne izvodi, ve¢ samo spo-
minje na str. 19, da mora postojati linearna relacija izmedu friju Besse-
lovih funkcija, kojim se indeksi razlikuju za cijele brojeve, a koefici-
jenti relacije su cijele (racionalne) funkeije argumenta.
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Iz (81) izlazi

J b+s+1

etz o gsgt — +Jy4, =0. (99)

2
Eliminacija veli¢ina Jy, 1 Jy, ., iz (96), (97), (99) daje
b-t+s+1
z

‘Ib+.+2Mb.h—1_Jb ( Mb+s+1,b—-1_Mb+s,b—1) -+

2

b+s+1
+ I ( 2 My Mb+s,b) =0. (100)

2
Na temelju (77) daje jednostavan racun, da vrijedi
b+s-+1
p Mh+s+1,b——l_Mb+1,b—-1:Mb+x+?.,b—1' (101)
=

Kod provedbe verifikacije zgodno je u izrazu (79) kvocijent
faktorijela nadomjestiti prema
(a—b—n—1!

—b—2n—11 = @b 2, 102

kao §to odgovara formulama (33a), (33b), i analogno uéiniti u
svim sumama. Ne treba onda paziti na to, kolika je gornja gra-
nica u pojedinim sumama, jer ¢lanovi s prevelikim n sadrZavaju
faktor nula, pa automatski otpadaju. To vrijedi i za ostale veri-
fikacije u toku dokaza. .

Ako se u (101) pige b+ 1 umjesto b i s—1 umjesto s, do-
bije se

b-ts+1
z bst s T My s =My 0y (103)
2

Uvrsti 1i se (101) i (103) u (100), izlazi (98), pa je time dokazano,
da (96) vrijedi za svako s = 1.
Pretpostavimo dalje, da za neko s = 1 vrijede relacije

Jogs My yoa =y My 4 +Jys Mb+s,b =0, (104)
Jpqatr Moy = I My g o T s My gy, = 0. (105)
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Za s==1 ove su relacije identiéne sa (94), (95) i prema tome
ispravne. Moramo opet pokazati, da se moZe provesti povife-
nje od s.

Eliminiramo 1i iz (104), (105), (99) veli¢ine J,, 1 J, 4y,
dobijemo

bt+s+1
Jb+.+2 Mb,b—Z_Jb z Mb+a+x,b~z”‘Mb+s,b—-2) +
2
b+s+1
+Jb—-2< 2 Mb+.+1,b—‘Mb+:,b>:0~ (108)
2
Ako se u (101) piSe b —1 umjesto b i s -+ 1 umjesto s, izlazi
b+s4+1
2 Mb+_v+1,b—-2 "Mb+s,b—2 = Mb+a+2.b—2‘ (107
2

Uvrstenje izraza (107) i (103) u (105) daje
Jb+s+2 Mb, bz Iy Mb+u+2,b—-2 + Iz Mb+.+2,b =0. (108)
PoviSenje od s je time provedeno, pa je dokazano, da relacija

(100) vrijedi za svako s = 1.
Pretpostavimo sad, da za neko t = 1 vrijede relacije

Jb+s Mb,b—t—Jbe+s,b-—-t+Jb—th+-,b:0’ (109)

JorrMy o — I My, Iy My, = 0. (110)

Za t==1 te su relacije identi¢ne sa (96) i (104), koje su veé¢ doka-
zane. Treba pokazati, da je moguée poviSenje od t.
Iz (81) izlazi
J, b—t—1 7

R bermz = 0 11y

2
Eliminacija veli¢ina J,_, i J,_,_, iz (109), (110}, (111) daje

b—t—1 .
Jb+s (T Mb,b—t—-l - Mb, b—-t) -

2 /

b—t—1
—J, (h Mb+s,b~t—1 - Mb—{»-s,b——t) Iy Mb-l—s.b =0. (112)
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Analogno kao kod (101) mozZe se na temelju‘ (77) ratunom pro-
vjeriti, da vrijedi

b—t—1
Z My o =My, = My s (113)
2
Dalje, ako se pisu b 4+ s umjesto b i t 4 s umjesto t, izlazi
h—t—1
oz Myvibr = My T My (114)
2

Uvrsti 1i se (113) i (114) u (112), dobije se

Jb-{—x Moy o=y Mh—l-x.h—n—? + Ml:+x. » = 0. (115)
Time je poviSenje od t provedeno i dokazano, da relacija (109)
vrijedi za svako ¢t = 1. Buduéi da je {109) samo drukéije napi-
sana relacija (80), to je time cijeli dokaz proveden.

Zabiljezimo za nas najvaZniji specijalni slucaj relacije (64),
atojea=mn b=1 c=0:

Jn(2) = J, (2) Mu.o(z) — Jy (2) M1 (2) =

=J,% =D —s =Dl = Du—asmr

Sz

n—=2s—~1
= ("2) sl (n—2s — 1)

(s + 2202

o 2 (116)
520 sl (n—2s—2)!
Uvrstimo 1 .
G+ Doz = G L0620 s =0 D i
) . _ (n—s—1)!
(+2p—2s 27 (s+2)(13)...(n—s--1) =~ (s 1)1 . (118)
dobijemo formulu (116} u obliku
)
n@=i@ 3y — EVIeosmIi
= (E) T ) (a—2s—1)!
S L A—Y
—h@ 3 —s—=2ln—s—1)! (119)

= (g,_“l s1(s 1)1 (n—25—2)!

7 Rad Jugosl. Akad. 271
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Potpunosti radi navest temo vaini specijalni slu¢aj poluci-
jelih indeksa, koji se u literaturi izvodi neovisno od opée rela-
cije (64). Stavimo 1i jedan put

1 1

1
=kt oy, b=y, o=, (120)
a drugi put
_1 __1 (kL :
a=y, b=—v, e=—(k+y), (2
to izlaze relacije
JI.~+% M%_) +J% M__% k+»é— “{’*J‘Ej M+% N y (122)
Ty Mg T Mgy T g Mgy g =0, (129

koje se s pomoéu poznatih jednakosti'*)

2 /2
i) = \/;Z— sinz  (124), J @)= \x oy sz (125)
mogu dovesti u oblik

- )
R VI T (— 1) (2k—29)!
Teyy @)= \/5{; sin 2 Z @25 (k—2s)! @)

- = @k—2s— 1
cosz 3 (22T (k—2s— 1! (25 + 1)1 } (126)

k
= SVE ] (—1y 2k—23)!
Lerp® = 0| {COS” 2 G k—ae ol T
(=]
inz (=1 @k—25s—1)!
;!’SIDL s;ﬁ (22)!;‘2xal (k—-Zs_l)‘( S—**l)' }’ (127\}

gdje k znaéi cio pozitivan broj.

* Vidi na pr. Watson, 3'4 (3), (6).
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Stavimo Ui "=+ <k _%_%)’ (128)

to se ove dvije formule mogu sazeti u jednu:

- (] (
Ja(2) = \/n‘% {sin [z——% (2n—2k—1)] > ( (=1 2k —29)!

22) =28 (k—28)1 (25)
[k«l]

< — 1) (2k— 25— 1)!
> G e @ } (129)
s—0

7
_cos[z-—~ 4 (2n-—2k-—1)] T (=25 — 1)1 (25 L 1)!

U literaturi se te formule susreéu u nesto drugim oblicima’®, *¢,
koji se mogu lako svesti na (129).

Prelazimo sada na to, da iz op¢e formule (64) izvedemo na
kratak naéin poznatu opéu tro¢lanu relaciju izmedu Lommelovih
polinoma. U tu svrhu piSemo formulu (64) u Cetiri razna oblika:

JoM_ I M, +I,M,, =0 (130)
J. M, —J M, ,+JI, M, =0 (131)
J My T, M, +J, M, , =0 (132)
J, My T J, M ,+J.M,, =0. (133)

Uvjet snosljivosti za te Cetiri homogene jednadZbe s nepozna-
nicama J , J,, J,, J, ima oblik Cetveroredne determinante stav-
Ijene jednako nuli. PomnoZi 1i se drugi i Cetvrti redak te deter-
minante sa —1 i upotrebi (57), to ona postaje koso simetriéna,
a takva se determinanta moZe predociti kao kvadrat cijelog ra-
cionalnog izraza njezinih elemenata'™

0 M. 4 M,z,h M, . 0 M«, Jd T Mb,.l M,

M 40 M M, —M_, 0 M, .M,

My My, 0 B, - M ,—M,, 0 M, -
M,,,v M, ,M,,0O —M, . —M, ,—M,,0

P
=M, M+ M, M, M

¥ Watson, 3'4 (2), (). R. O. Kuzmin: Bessclevi funkeii, Glavnaja
redakcija obsCetehniceski literaturi, Leningrad—Moskva, 1935, str. 59.

** Gray, Mathews and Macrobert: A treatise on Bessel functions.
Macmillan and Co., London, 1931, str. 18.

17 G. Kowalewski: Einfiihrung in die Determinantentheorie. Veit u.
Co., Leipzig 1909, str. 134, stavak 40. ~

M, )= 0. (134)

b.c
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Dobili smo dakle op¢u troclanu relaciju
Mn, b M(', d + Mt'.a Mh,ll + Mh.c Ma,d =0 (135)

izmedu Lommelovih polinoma, gdje se drugi i treéi ¢lan lijeve
strane dobije iz prvog ¢lana ciklickom permutacijom prvih triju
indeksa.

U staroj oznaci ta relacija glasi'®

Ruv Rocm—t,v4m+1 4 Rpv Rm—n—t,v4ut1 +
Ru,v Rucp—t,v4pt1 = 0. (136)

Treba ovdje primijetiti, da je relacija (135) izvedena na temelju (64),
a ova je dokazana potpunom indukecijom iz formule rekurzije (4) od-
nosno (84). Nikakvo drugo svojstvo Besselovih funkecija nije kod dokaza
upotrebljeno. Stoga se kod toga dokaza moZe operirati i nizom veliina
wees Zygy Ly as Ly Zygys Ly, ..., koje zadovoljavaju (84), pa su na
temelju te formule rekurzije odredene kao funkcije od z, ako su, re-
cimo, zadane dvije susjedne tih veli¢ina kao bilo kako odabrane funk-
cije od z. Mogli bismo primjerice upotrebiti i same Lommelove poli-
nome ... My > My__y qo My - Mg s Migs o, . .. koji takoder zado-
voljavaju (84), kako izlazi odmah iz (135), a dalo bi se lo i izravno
pokazati uvritenjem definicije Lommelovih polinoma. Ovako proveden
dokaz doveo bi izravno do (135), jer relacija (64) vel ima taj oblik, kad
se u njoj Besselove funkcije nadomjeste Lomimelovim polinomima. Re-
lacija (135) je dakle dokazana bez primjene kakvih specijalnih svojstava
Besselovih funkeija. Isto to ¢e vrijediti za sve relacije izmedu Lomme-
lovih polinoma, koje izvodimo, a u njima se ne pojavljuiu Besselove
funkcije. U literaturi su naprotiv kod izvoda svojstava Lommelovih po-
linoma {esto upotrebljene relacije, koje ukljuéuju specijalna svojstva
Besselovih funkcija.

Neki poznati specijalni sluéajevi od (135)", *® lako se dobiju
:spomocu (82), (83) i (57) i znatno su pregledniji u novoj oznaci.

Izvest ¢emo sad neke poznate relacije, u kojima se pojavljuju
prve derivacije Lommelovih polinoma.

Za a7 b lako je spomoéu definicije (33b) verificirati relaciju
atb-1

, . -
Moyt Mogrpn = 2

(Mn,b - Ma+1’ 1,+]) > (137)
gdje akcenti znaCe derivacije po z. Za a ==b relacija (147) vri-
jedi zbog (34).

" Watson, 964 (6). Relacija je tamo dokazana na drugi nadin.

¥ Watson, 964 (1), (2), (3); 963 (1), (2), (3).

# Nielsen, str. 34 (11). Tamo su provedene oznake s gornjim in-
deksima prema naSim formulama (35), (36).
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Smanjenjem indeksa ¢, b za jednu jedinicu dobijemo

, , —a—b-+1
M =M, o™ I (M, —M,_, ). (138)
Dalje dokazujemo relaciju
, , a—b-+1
M, ,— Mu+1,b——l = T, (Ma, b + Ma+x. by - (139)

Ovdje se verifikacija na temelju (33b), (102) najprije provodi
uz pretpostavku

a—b>0. {140)
Zatim se vidi, da je zbog (34), (82), (83) relacija (139) ispravna
izaa—b-—=0,a—b=—11ia—b=—2. Relacija time vri-

jedi za a—b = —2 (141). Pifemo li a— 1 mjesto ¢ i b+ 1
mjesto b, to dobijemo

, , N
M, —M, = 0 (Mn‘b—‘—Mn—l, b+1)’ (142)

a (141 prelazi v a— 1) — b +1) =2—21ili a—b = 0 (143).
Izmjena oznaka aib daje spomocu (57) opet (139) saa~—b <0
(144), dakle (139) vrijedi bez ogranitenja. Vracanjem prija$njih
oznaka dolazimo natrag na relaciju (138), koja dakle takoder vri-
jedi bez ogranicCenja.

Ako ¢ 1 ¢ svako za sebe moze znaditi —+ 1 ili — 1, moZzemo
relacije (137), (138), (139), (142) sazeti u oblik

galeb L1

aM e M, .y, = s @M s M ) (145)
Formule bi u starim oznakama glasile®
L9

R+ Rt = =Y Ry —Ru o) (146)

—m—p 9
R A 221._, (Ruv — R v —1)  (147)

4 ’ 2 7

Romv—Rugzrr = T 52 (R Rz (149)
Ry Ru—2,y1== %ﬂl (R + Rm—2. v 41) (149)

2 Formule (148), (149) spominje Nielsen, str. 37 (8), (9). Oznaka je
tamo provedena s gornjim indeksima, prema nasim formulama (35), (36).
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odnosno u sazetom obliku
_ sli(m -+ 'V);l* &y (”‘:Uﬂ

&Ry + & R’m+n—~r._,, v, T ZV (&; R, —

- E:} le Fry )’+!2) . (150)

Vidi se na prvi pogled, da se simetrija i medusobna srodnost tih
relacija mnogo bolje isticu u novoj oznaci.

Zelimo li Lommelov polinom izraziti spomoc¢u derivacija
takvih polinoma, moZemo u (139) sniziti a za jedan, odnosno
povisiti b za jedan i dobivene jednakosti zbrojiti. Izlazi

4 g 1 ’ . a—b
Ma—l,b - Ma,b--l + Ma,b—H "_Ma+1,b - 4’2* (Ma—u, +

+ Ma+1,b + Mn,b+1 k- Ma.b—l)’ (151)
a ako desnu stranu pretvorimo spomo¢u relacija

2b

72" Md, b == Mu.h-i-l + Mn,b—l (13561)
2a ,
T Man T My g4+ Mgy, (135D)
koje izlaze iz (135) na temelju (82), (83) i (57), dobijemo
2 (az—bg) 1 7 g 4
T M,, = Ma-x,b —M M, M, (152)

Treba 1i izrazitl derivaciju Lommelova polinoma spomocu
takvih polinoma, moZze se postupati ovako: diferenciranjem se
dobiva iz (135a), (135b):

—2b 2b

42‘;_’“ Ma,b ‘L ";4 I\/I!a, b = NII«,’h—H + Iw,a.h—d (153)
—2aq 2a ’ ’ /
T M + = M, =M, ., - an{—l.b' (154)
Odbijemo li drugu jednakost od prve, dobijemo
2(a—Db) 2(a—Db) ., , , , ’
T M, ., — B M =M a, b4t +M M, “Ma+1.x,'

—
[=
o

(155)



Nadomjestimo H prvi i Cetvrti &lan desne strane u smislu (139),

a drugi i tre¢i ¢lan u smislu (142) te dijelimo sa g;;l?, to izlazi

’ 1 1
M, , = = M, , + ) Mgy +M,_y— M,y — Ma-{—l,b)' (156)
Do istog rezultata se dolazi, ako se (153) i (154) zbroje i upotrebe
formule (137), (138). Iz (156), (135a) i (135b) mozemo eliminirati
Ma,h——l i Ma—l.h ili Ma. pi 1 Ma+l,b ili M, i Ma—!.b ili MlL b1 i

M, pa dobijemo &etiri relacije:

a,b4-1

w,, = E“L’zﬂ oy — M — M, (157)
M, = ﬁ#i M, +M, \,— M, 11 (158)
= Tl M, — M, o
M, = ”'g"%b 1 M, +M, o+ M, (160)
Te se relacije daju sazeti u
P “El“g—ﬁ?b i oo M 8 M (161)

U starim oznakama te su formule® manje pregledne.
Lommelovi polinomi zadovoljavaju diferencijalnu jednadzbu,
koja za polinom y — R, . (z) glasi u starim oznakama™

@F+m@- 2wt m—2@—2r—m) (¢ —m—2y -

+422 3@+ 1y =0, (162)
pri ¢emu je upotrebljen simbol

d

3 =
Zd,z

(163)

2 Watson, 9'63 (6), (5), (4), (7). Formule su tamo drukéije dokazane.
2 Watson, 9'61 (6). Dokaz je tamo drukéije proveden.
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U novim oznakama ta diferencijalna jednadzba glasi za polinom

y=M,, @):
@F+a—b—1)@F+at+db—1)F—a—-b—1)@F—a+b—1y-
44223 G 1)y = 0. (164)
Da je dokaZemo, piSemo relacije (157), (158), (159), (160) u obliku
, a--b-+1 .
M a6 T Mn,b - Ma,b+1 - Ma+l,b (165)
, —a-1b
Ma+l,11 = Z+ Mu+1,b+ Mu,b —Ma—‘yl,b—;-l (166)
, a—b .
Ma,11+1 = Ma,b+|+Ma’b—Ma+,’b+\ 167
, -a—b-1
Ma+l,b+l = - "g 7 Mn+1,b+1 +Ma+:,b+Ma,/;+z~ (168)

Derivacije polinoma, koje se pojavijuju kod postepene primjene
operacija propisanih u diferencijalnoj jednadzbi, nadomjesta-
vamo uvijek prema posljednjim formulama, pa tako redom do-

bivamo:
@—a—b—1)M,, = —2M, ., —2z M, , (169)
@F+a+db—)@F—a—b—1)M,, = —22"M,, +
422 M, 0 —2@M,, — 20z M, , (170)

@+a-b—DEF+tat+b-)F-a—b—1DM,, =—2@Ba-+b+2)2*M, , +
+2 BFM, BT dala—0)2 M, 42 M, (171)
@—atb -DE+a b-D@tatb-1)Fa-b-1DM,, =

—[8z'~4(a+b+2) (a+b+ DM, , 82 M, , ., +
+4@2a+3)' M, +402b43) M, , (172)
G+ M, , = lat+b+2M, ,—2M,,\,—2zM,,, (173)
4229 (@D M, , = 82" +4(t+b+2) @tdb+ D21 M, , +

—}—82“Ma+1’b+1 ——4(2a+3)z”Ma',, ‘—~4(2b—}—3)z”Mn+‘,b.(174)
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- Jasno je, da je svejedno, kojim redom primjenjujemo simbolicke
faktore prvog ¢lana lijeve strane jednadzbe (164), pa je stoga
ta diferencijalna jednadzba na temelju (172) i (174) dokazana.

Zabiljezimo jo§ jedan specijalni slufaj opée tro€lane rela-
cije (1385). Stavimo li u njoj

a= m+; b= —m-— —;—, c = éa, d ;—%, (175)’
to izlazi zbog (82)
Moigog Mo T M g Moy g = = Mg, g (176)
ili upotrebom od (58)
Migy Moy, = 0 My o,y (7D
$to u staroj oznaci glasi™
Rl g4 Riy = (1" Ryy (178)

Konatno jog neke relacije, koje ukljuc¢uju Besselove funk-
cije:
Iz (64) dobiju se kao specijalni slutajevi spomoéu (82) jedna-
kosti:

J” == J[;+1 Ma,h+Jb 1'\/10_*_,,“, (179)
J e J«h—r-l ]VI—vu,—-/r + J—»h M —bemt, a? (180)

ili s obzirom na (58)
(=t I, M, T, My o (181)

Pomnozi 1i se (179) sa J_,a (180) sa J, i zhroje 1i se dobivene
jednakosti, to izlazi

Jod_ (=1t J, = M, s Wy d_p—J J,) (182)
ili zbog (26)
I Iyt ety g, =m,, " RV g

Tz

2 Watson, 962 (8). Tamo je dokaz proveden kvadriranjem i zbraja-
njem na$ih reclacija (188), (189), dakle upotrebom specijalnih svojstava
(124}, (125) Besselovih funkcija.
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U staroj oznaci ovo glasi®®

sin v

Jw+m Jrvr—f-l + (—1)’” J«r—m Jw—«l = Rm, v *nizi M (184)
Za a =—>, dakle a — b = 20 mora a biti polucio realan broj.
Stavimo i
a=m+%,b=—m—%',2a=2m—|—l, (185)
to (183) glasi
) L 2(__1)1}1
an+é+']i—m--%~ _N[m-f—%,—-mf%— Tz (186)
11i%
5 5 2( 1)
2 2 J—
Jm+% + ‘]Am—%— - R.’m, »;A~m Tz . (187)

Spominjemo dva specijalna sluéaja formule (64), koja na
temelju (124), (125), (58) glase®

2 . 24\2
m_‘_% = (;LE) sinz M,,H,.,‘},_Hé, — (ﬂ;) CcOos z M//1+ ;% (188)

2
(D" = (n%) cosz M, 1+ (?i) sinzM,.; . (189)
Kvadriranjem i zbrajanjem te upotrebom od (187) opet se do-

lazi na relaciju (177), kako je spomenuto u biljesci™.

Da zaokruzimo ovaj prikaz svojstava Lommelovih polino-
ma, dat ¢emo jo§ ukratko svezu s teorijom veriznih razlomaka,
koja je u nacelu poznata®™. Sluzit ¢emo se pri tom nafom novom
oznakom, dok ¢e oznake za veriZne razlomke biti iste kao u
Perronovu djelu®,

2 Watson, 961 (2).

26 Watson, 962 (4).

2" Watson, 962 (7).

2 Watson, 9'6; 9°64. Tamo se citira Crelier: Annali di mat. (2) XXIV
(1896) od str. 136 dalje. Autor nije imao uvida u taj rad.

0. Perron: Die Lehre von den Kettenbriichen, Teubner, Leipzig
u. Berlin 1929. Ovo ¢emo djelo citirati sa »Perronc.
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Definiramo™

b, —1 0 0
Biprr Ripg oo @y a; b, —1 0 0...
A, = K( + + ) - +1 Yitt
b,y b s by, 0 @42 by, —1
A, =A (191), B,, =4 _, 4 (192)
A_,,;=1,B_,=0.A4,,=0b,B,,=1,B , =b,,,. (193
Ako medu varijablama x,, x,, x,... postoje jednadibe“
Ty = by "][“ a; Xo
x =byx t+ar xg
; (194)
2 == b Tot - Qi1 g2
vrijedi*
X, FA LT + Qg Ao s Tugi g (195)
=B o Fa B T (196)
a -;‘7 se moze predoéiti kao verizni razlomak®
1
Ly a’~ l
— . 197
| Tt Trr et L)
Dalje vrijedi relacija®
B, . A= B A +
+ (—u! Ay Qg oGy gy B;a}, o A_u~1 . (198)

Povisi li se indeks svih a;, b, za ¢, to se prema (190), (191) po-
visuju drugi indcksi izraza A B, ., za @, t. j. iz njih postaje

A.‘, it BW_H, a prema (191) pos'ta'je A,z A = A.v, g- Re-
lacija (198) dobiva oblik

3 Perron, str. 14 (23), (23a), str. 6 (8), str. 11 (15), str. 15 (25).
3 Perron, str. 12 (21).

7 Perron, str. 14.

¥ Perron, str. 13.

* Perron, str. 18 (36).



B A

v—1, 40 ik i1, 0
=B i e Bige—i e T T gy Bpgg
gy Bin, ppege Busy o (199}
Stavimo 1
a, = —1 (120,1,2,...) (200)
2
b;_=2—( —;i_—l) 4=0,1,2,..) (201)
x,= J, (& 1-=012,..), (202)
to formula rekurzije Besselovih funkcija
24
J,_, —ﬁ»—J I (A=0,1,2,..) (203)

postaje identi¢na s jednadzbama (194), tako da prema (195) mora
vrijediti

J, = A,,f‘],;_J“+,¢—«A_;,’l Joyoay (204)
il
J‘+;.+1A.r_9,;.—-fi+z A, ~.x,z+J;v:0- (205)
Usporedba sa {64) pokazuje, da mora biti
A, =M, A =M 4, (208)
ili s obzirom mna (190), (200), (201)
—1, —1,... ,—1
A = Kl D20 2p—1) | (07
’ z ’ z
pa su time Lommelovi polinomi izraZeni kao kontinuante.
S obzirom na (200), (192) dobije se iz (199)
Ay—-f, o1 A;z+v+«i—!y 0
=A i hert Ao e T A o ot Ay, (208)
ili prema (207)
M/L+a'+"+l,n+o+1 M.u+z'+/i+o+!,0 =
=M o gorgaret My igor o
— M M (209)

ptrdidodudrdodtt Pudot, o
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Stavimo 1i u ovoj formuli
ptet+vt1l=m, ptet1=mn,
utvtitot1=p, e=a,

to izlazi

(210)

Mm, n Ml),q = Mp,n I\/Im' g Mpy m M,I,q, (211)
5to se zbog (58) slaze sa (64). Indeksi su ovdje cijeli brojevi.

Dalje ne ulazimo u svezu Lommelovih polinoma s veriznim
razlomeima.

3. lIzrazi za m-te derivacije funkeija A, (c Vti—29) 1 4, le(t—2)).

Prema (8) i (9) vrijedi

S Aylelt—2)) = ;(Lf—lg Aty felt—2) (212)
i

J Ty L CE P

()é‘*lu (C\t z ) = 2(n+1) A”-{-K(C\t 2%). (213)

Diferenciramo 1i {(212) m puta, dobijemo o¢ito ¢lanove oblika
a(t—zY A,p,lc(t—2)], ako kod diferenciranja A-funkcije
derivaciju uvijek izrazimo prema (212). Ako smo do jednog od
tih ¢lanova dogli time, da smo u bilo kojem poretku diferencirali
po potenciji od t-—z svega w puta, a po A-funkciji svega
m-—w puta, i ako uo¢imo, da diferenciranje po potenciji od
t—z snizava njezin eksponent za jednu jedinicu, a diferenci-
ranje A-funkeije povisuje za jednu jedinicu eksponent po-
tencije i red A-funkcije, to je jasno, da dotiéni &lan ima oblik
(_ 1)” (23 (t"“ Z)ma’lw‘A noon—w [C (t‘_‘ Z)] Dobivamo dakle

o Male(t—2) = [2] (D"t — 2" Dy mwle(t—2). (214)
Pz n < = “~ W nm—w .

Gornja granica sume je odredena time, da eksponent potencije
od t—z ne moZe postati negativan. Sasvim analogno razma-
tranje moZe se provesti na temelju (213), pa se dolazi do relacije

P . LJ . .
W An (C vt'—Zz) == Z aw Z’"—'WAn—{-m—-w (C Vtz——Z') N (215)

w=i)
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gdje su a, isti koeficijenti kao u (214). Da te konficijente odre-
dimo, provest éemo ovo razmatranje. Razvijemo A, eVt —2%)
prema (1) po ¢ Yi?—z* u red potencija i nadomjestimo potencije
od t* — 2z njihovim binomnim razvojima:

w

i (Y Sy (W) e
LeE—H)=n Y o (2> 2z 1,,),,<”>iw,l 16

w—0 w! (n+ w)!

ili
w W (— 1wty ('%)‘wtf“’“” -
Ay (eVE =25} = n! z 2 e

w==0 v=0 v! (’UJ‘—“U)' (n—}—w)‘

Razlikujuéi slucajeve takog i lihog m stavljamo u prvom slu-
daju m=—2r (218}, a u drugom sluéaju m ==2r 4 1 (219). Dife-
renciramo 1i (217) m puta dobijemo prema (218) odnosno (219)

7" An (C Vt 2 ) ==

8

w o (— 1wty (,; )' (20)] LW gty —or

/

=n! , (220

wer r=r Ru—21"! 2! (w—)! (n-+w)!

07+

()Z_I+[ A, (C\t 7) ==

I e o

=n! — . (221
" w:Z-H .v;ﬂ Q2v—2r—1)! v! (w—ov)! (n+w)! 221)

Uvedemo li sad nove indekse sumacije

v=v—r—1 (222}, w=w-—r—1, (223)
to izlazi:

Q7
0z Ay (V& —2*) =

w (= (ﬁ)jw (2 v 21} =2y

IS A e

w=0 y=1 (2” 'L’"—T)' (w—2)! (n—{ r-Fw)!



g+

gerrr An (Ve —27) =
s & & U () ot oy i o
=n!(’2) e (225)
w0 v QU @r-E D w—o)! (nr +w+1

Stavimo z =t:
¢ V2w

) s o — l)w ( _I) Aw t-,-“«
{()Z‘:,An (cVE—2) }z:z = n! (E) u§“ + 7_{_7;0 -, (226)

gdje je
it (— ZU—}—ZT)’
Ay = DA
g; (27))'( —|— )!(w——-v)!

(227)

i
¢ 2wt )
_1)w(7 ) Bw t’»’W—rl

f o — <
— A, (e Vt*—2) ) , (228)
| dz2r+ ( ==t ( z m—+rt+w-F 1 (
gdje je
- (— D" 2o+ 20 2)!
By = ia % L (229
=y Qo+ wtr-RD)! o —w)!
U predasnjem dijelu ove radnje je dokazano:
Ay =20 20w >r
= (=hrrent <
Ay = (2w) (r*w)' za we T (230)
B, =0 20 w>T
(— 1) 229+ (2r 4 1)!
By = - PR y<r. 1
Qw1 T —w)! za w<r (231)
Uvrstenje u (226) 1 (228) daje
kg I
A, it — 2 =
l,’)zir 1 (C\t )}z._t
s o2 4 CJW t"*w
=n! (w;) 2n! e e . (232)
- = Quw)!l r—w (n+r+w)!
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a’r-\-l
{()Z‘H;T Aq (Ve —=2* )}z*t =

w1 t_w+l

w—w(zw—l—l)‘ w)! (n+r+w—l—1)‘

Uvedemo li nov indeks sumacije i to w —= 71— w (234), to moZe-~
mo obje formule sazeti u jednu upotrebivi (218), (219):

7]

I;)A,; ,z(c\lﬁt;é)}zzt=n!(§) m! 2 - T - (235)

A

A VE D) = 2 ntmien g = A, (V=2

A (m—2w)! u'(n—i—m w)!

Stavimo 1i u (215) z =t i uodimo, da je prema (1) A, (0)=1(236),
to izlazi

{})’j;' 11 (C1 t“"Z')}z_, _— z Aw t"[‘jw. (237)

Poredba od (235) i (237) daje traZene koeficijente aw:

TL' my c‘mﬁ;‘w

v = 238
v 27! (m—2w)! (m—4n—w)! (238)
Uvrstimo 1i to u (214) i (215), dobijemo konaéno:
a/’l
@ An [C (t—_z)] ==
[m} ‘ z) 1 fe( )]
_— w TL' mx i — 2w n—2w S cl{t—z
( ( + w , (239)
= 2yl (m——2u)' (n 4+ m-——w)!

m

. (240)
ot 27 ! (m—2w)! 4 m—w)!

Stavimo H u (240) z=it, t=1iz, (241), pa naknadno opet ispu-
stimo poteze nad z i t, to dobijemo:
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AV ) =

e

%]

Z (— 1)ym—wp! m!cm—2w tnz—ﬂwAn+m_w (C Vtz‘;?)
- g 27 w! (m—2w)! m+m—w)!

Zanimljive su jo§ dvije relacije, koje istina kasnije ne ¢emo
trebati. Buduéi da se u (224) i (225) radi o apsolutno konver-
gentnm redovima, to moZemo €lanove.poredati kako hotemo.
Uvedemo 1i dakle mjesto w novi indeks sumacije w==w + v
(243), to izlazi

. (242)

(VT ) =

—n(g)" 3 fo”'zii Cor(5)" e 049

y=0 (2v)! (v+r)' o w! (n+r+v+w ’

= ";"'F"i A eV E=22) =

e (7 s 5 ()
2 S @ud D wr b DL AT w! (b v w 1)

ili s obzirom na (1):

2r

a )
377 A (V=2 =

c 2v .
L — (21)*‘{—27')!22”
(e (2),, e Ay 246
n(z) < (ZU)!(U+7)!(H+T+U)! A4 (Ct), ( 4 )
0r+1

dz""l Vt ﬁb)_
f e+l bl (2) (2U+2T+2 )1z
()

Ove su formule razvoji po potenm]ama od z, a mogu se shvatm
i kao Neumannovi razvoji®® po varijabli t.

3% Watson, 16°11.
8 Rad Jugosl. Akad. 271
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¢
4. Redukcija integrala g 2 A (e V= x) da.
Ako u (6) stavimo n==1, z— ¥V i* — «* i jednakost pemno-

Zzimo sa x”%, dobijemo

e 4 (Ve =) = AV E—) +
+ pjé'*‘« (VE=2)— cttat A, VE— )

~g . {248)

Dalje izlazi iz (9)
x Ay ( (Vi —z?) =21 ———IL — A (cVe—2% (249

i prema tome parcijalnom integracijom
£
x4, (c Vit —x?) dx =
X

¥
z_t"é:'_ — Ez(n AV —X7) — "’fl) S 27 Ay (¢ V i1~ T dx, (250)

X

4 ———
§xnt24,(c Vit —X%) dax=
¥

t
41 (2 o L SO,
—_ 4; - 41{,,,11 ( Vtz b 4(71(;}1‘,,) S " Al (C Vt‘? __xs) dx =

X

A,cVETR) — ,@.(’L:%QL”'T, +

4ot 4X"+‘

4 BT DXT A v + 8("“3(""1)5 = AV E ) da, 25D

X

ﬁmﬁ(c VR =204 evexy - A P

4B DX Y ey 4 B D 3)S N (A

X
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Pri‘ tome za n = 4 vrijede sve tri relacije (250), (251), (252). Za

=3 otpada u (252) zadnji ¢lan, dok ostale dvije jednakosti
vmede nepromijenjeno, za n==2 relacija (250) vrijedi nepro-
mijenjeno, isto tako (251), dok umjesto (252) dolazi

12

S x? A, (c 1/1?7——12)(11 =
ke

¢

- :t - 45{/11 (cVe—x9)— 3 \ A, (cViF—x%dx. (253)

Za n-—1 u (250) otpada zadnji &lan, isto tako u (251), dok u
(252) otpadaju zadnja tri ¢lana.

Integriramo li (248) po x od X do t i nadomjestimo integrale
na desnoj strani s pomodu (250), (251), (252), odnosno (253),
dobijemo za n-=1:

- X*

, A (Ve —X%, (2549

t
S JCA“ (CV?Z*?) dx ==
Y

za n o= 2

I3 z

A,V )dx = cl S A eV -2 da + tz S A, (V=D dx +
X Y

ety
8
s

J{ X(t :X) X) +‘ ; »40((,1/1?"*)() ——'C.

Z -

(255)

za n==3, uzevsj jos u obzir (254),
i t

S A (e Ve T2 de = 4 S 2 AV Pdx _ 2 \rc X% AdeV X))+
Y %

C

X2 — XY

+~2— LA eV XY =

— (C“' 4~X3) e x4, (c

eex) - 2EEY A Ve ), @s6)

[
[
o]



za n>4:

¢ 4

anA(c P —x)dx= (“C 1’ Sxﬂm\@(cl/t“—x)dx~

X X

¢

_ (E:l);(g:é')f S 2= A (e V) dae — W;ﬂl’%’ﬂﬁf?@ A (e =X+
A

n—1 (42 __ W2 —_—
—X——*(; ) AV E—X). (257)

Razmotrimo sad ne$to opéenitije slijed veli¢ina @y, @1, Y2

od kojih su prve Cetiri, t. j. Qo, @1, @2, @3, zadane, dok su n~falg
odredene jednadzbom rekurzije

Q=" 0T DOTIE o 4 1) xR KT (259)

gdje su R 1 T zadane veli¢ine. Jasno je, da @y i @3 odr
@n s hhxm n, dok Qo i

odu lw Ave

AU

@: odreduju sve @, s takim n. otavl*no

li. za litho
n=2m 1, (259)
0 (238) dobive oblik
Qomgr = 477; Qo ~— ﬁlﬂ(lnc_» sz—q—{—sz m—'R x0T (260)
Za tako n stavimo n==2m (261) i dobijemo ‘mjesto {250}
2m—1)° 2m—1)(2Zm—3)t* . oy
sz:—»( ch ll s = Lﬂ L;_mjﬁ_+(2m__l)xzrn—.uR_{_X_m.ﬁ_, T (262)
Prema redencm 1

e
Tvr dlmo, da za m 2 2 vrijede ove direktna for

2]

(1) 22Bmi(m—s— 1! {m—s—+ 13122
Q:n;+\:Q1 z

Y

=i (m—28)1 (s— 1) (s 13! =2 T
[nr;—l] ‘ . )
s " (——1)5 22 m'(m——s-—~1\'(m—-—5,!w
T - (m——23——1)’3’(s+1)’c~”“" 2 7
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4285 m

- 2 (R LT ) (- 1)52””—"—jif)jn'(m——r-s)'(m—s)'Xz"“t“ (263)
s 2r (m—r—2)1r— st rF M=

$>.0

(=]
— 1) 2m)!(2m—2 112
Q=g 3 STV EMIEmTas AT

& (m—3) 22 BS i (m—28)1(2s 4+ 1) 2>

=)
i —1Emi@2m—2s—1)it>
+e SZ‘, 2¥m—2—l ! (m—??s——l) 1{2s4-1)! 2o *

.

ri-28<m

z Rt ) 1) (m—r—s)! 2m)! (r—-1)1 2m~—28)! (r+8) | X731

. (284}
2r—1] 2222 (e p—25) 1 m ! (2r—2) ! (m—s5) ! (Zr425) 1 1 3

v, %
i ’uV'
o

0 -

Stavimo li u tim formulama m =2, to je lako vidjeti, da se za
taj slucaj podudaraju s formulama (260), (262), t. j. glase:

16 St 20p
Q=3 Q— 5 Q@ + 4X°R+ X°T (265)
9 3¢
Q=7 &— 5 Q,+3XR-+XT. (266)
Dalje za m—23 formule (260) i (262) uz primjenu od (265) i
(266) daju:
376 241¢7 2 8 144 X SGX‘
Q:=Qg{?'f’— A 2888 ( +6X4\—1— (%2 +X’) (267)
¢ c?
225 15 t\ 5t HBX \ 25X
Q= Q=7 )=+ (25 x4+ 7 (% +x). (269)

Lako je vidjeti, da i (263) i (264) za m =3 daju te iste izraze.
Formule (263), (264) ispravne su dakleza m =2 m = 3. Treba
jo& dokazati, da za m Z 4 zadovoljavaju jednadzbe rekurzije
{260, (262). Provest ¢emo taj dokaz najprije za (263).
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Uvrstimo izraz (263) u (260) i uzmimo na]pm]e u obzir &la-
nove sa Q. Dobijemo )

] (— 1) 272 ! (m—s—1)! (m— s 1)1 £

s:zl (m—28) (s— 1) (s 1)1 % =
1
f_’?}i[ o (1) 22 (m— Dl (m—s—2) ! (m—s)! ¢
e = (m—2s— 1! {s— 1)} (s+ D! 2
n 2m(2:n772) [ZJ (— 1) 222732 (m—2)1 (m —s‘ 2‘)!(Tn——s)!t3‘ . (269)
¢ §=2 (m—2s)! (s — 2)! s 22

pri ¢emu smo u zadnjoj sumi stavili s =5—1 i naknadno ispu-
stili potez nad s. Time je postignuto, da eksponent od t u optem
¢lanu svih triju suma bude isti. Pretpostavimo sad

2<s< m;1 (270)

i svedimo opce ¢lanove suma na zajednicki nazivnik

(m—28)! (s—1)! (s + 1)1 2%,
Brojnici onda daju

(—1)P 2253 !l (m-—s— 1) (m—s+ D1 =

=4m*(m—2s) (—1)F 2252 (m— ) (m—s—2)! (m—s)! 1> +
+2m@2m—2) (1) (s—1) (s-+1) 2222 (;m— )1 (m~ s—2)! (m—s)!t. (271)

Podijelimo li sa (—1)° 2% ;! (m——5-—2)! (m—s)! £, dobijemo
(m—s—1)(m—s+1) =mim—2s) 4+ (s—1) (s-+1), (272)

Sto je ispravno. Za s —1 posljednja suma ne prinosi ni§ta, a
ostale dvije daju

2m~2 ap V (m — 2 m! 2 2m=—1 (o, — 1} Hm—
272l (m—2)!mlt" 4m2 (m— 1 (m— 3) {(m—1)!1% . (273)

(m—2)10121 22 — (m—3)1 01321 =2

Sto je ispravno. Za slucaj takog m moZe biti 3:%";:10; pau
tom sluc¢aju prva suma desno u (269) ne prinosi niSta, a druge
dvije daju
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2” 2p)!p—D! 41"
0l (p— 1! (p+1!c”
4p(dp—2) (— 1) 2*”“2 @p—2!p—2!p!t" 0y
0! (p—2)!plc”

$to je ispravno. Jednakost (269) dakle vrijedi
Uzmimo sad u obzir ¢lanove sa Q@3
I’m—l]
(— 1) 22252y (m—s— 1) (m—3) 1 £
(m—2s— 1)1 sl (s} 1)1 c¥m—is—2

T oy 2t 1yt s — 21 (m—s—1le*

5=10

[/n —3
4m?
+ T
o “ (m——~2s‘——2)’8' (S+1)’ c’”"")s’"j'
'IIIAIJ
2m(2m—2) (- 1p2em=emt(m - 2l m—s lm -s DI 275)
c ; (m—2s—1)!(s 1)!s!mst ’
I ovdje smo u zadnjoj sumi stavili s —s5—1i umjesto s opet
isali s. Neka je
152 ™27 (@76)

Svedemo li opée ¢lanove na nazivnik
(m—2s—1!s! (s 1) 22,
to brojnici daju
(— 1) 2=5=2 gl (m-— 5 — 1)! (m — )1 25 =
Pm—1Dtm—s—2){(m—s - 1)1 2 4
2)Hm s - 1) 1%, (277)

1y 2

2 rt—25

={(m-—2s—1)4m(
A 2m@2m--2)s(s 1) ¢ 1) 225t (m-—2) (m~ s
2im=ts=2ml(m—s-—2)1(m—s—1)! ¥, pa
(278)

Razdijelimo sa (—1)°
(m—s—1)(m—s)=(m—2s—)m-+si+1

dobijemo
§to je ispravno.
Za s == 0 dobijemo
4m? 22— (m — 1) (m—2)! (m — 1)!
(m—2)1 0! 1! ¢t , (279)

22 m! (m—1)! m!
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Za slugaj lihog m moze biti s = ﬂ;‘rl ==p, pa dobijemo
(127 @p+1!p! e+ 11”7
0ipl(p+1)!c”

— 2@p+D4p 1 2P Cp—Die—1Iple” 00
o 0l(p—1)!plc? ’ ¢

$to je ispravno. Jednakost (275) dakle vrijedi.
Uzmimo dalje u obzir ¢lanove sa R:

r42s<m

z (—1) 22—ttt (m—7r—s) | (m—s)! X2t

ns (m-—r—28) 1 {r—1)!s! (rFs)! 22
»2

:}:0

4285 1) 5
4m? Z (--1)8 2¥m=tr=t—1 (m—1) N (m—r—5—1) | (m—s—1)! X>r 2%
¢ s (m—-r 25— 1)1 r— 1)1 s! (r4-5)! 22
=

rr2s<m

4 ( fl) (__1)&22m—2r—2s—1( ,_2)|( . -—S—-—l)!( -s——1)!X2’—2t25
m T:l z m m-—-r m +

(m—r—28)! (r—1)! (s—1)! (r+s—-1)! c2m—2s—2

4 rs
rz2
s2.1
+ 2m X2 (281) -
gdje u zadnjoj sumi opet stavljamo s=s-—1 i zatim mjesto s
piSemo s.
Neka je
2<r<m—3 (282) 1<s< m—“;:i (283)
dakle r+2s<m—1. (284)

Svedimo opc¢e Elanove suma u (281) na zajedni¢ki nazivndk
(m—r—2s)1(r— D!ls! (r4s)! c*2 . Brojnici daju

(—1)s 22m=2r=2H t (m—1 —8) ! (m—s)! X¥ 2% =
= 4m* (m—r—2s) (—1)° 2225 = (m— 1) (m—r~—s—1) (m—s—1)! X¥—2¢% 4

~+ 4m (m—1)s (r-}s) (—1) 22m—2r—6—=1 (m—2)! (m—r—s—1)} (m—s—1) X2t (285)

120



Dioba sa (—1)§ 22m=2r=2+Um ) (m —r —s--1)! (m — s — 1} | X¥—2¢2¢
daje

(m—r-—-s)(m—s) =mm—r—28)+sk-+s, (286)
§to je ispravno. Neka je dalje

2<r<m—1 (287), s=0. . (288)
Dobijemo
prortiml(monim!__ 4m 2= - Dim—r—D!m = DI g4,
(m—Pl(r—1)101r (m—r—DIE—1)10!r! ’

5to je ispravno. Ako je
r+2s=m, r=m —2s (290), r>2, s>1, (291)
izlazi (—1) 22+ ! s) (m—s)]

0l (m—2s 1Isl(m—s)!
4m(m71)( 1)5 25—t (m—2) (s~ DI (m—s-—1)!

LN AR 2 9
01 (m—2s— Dl(—Dl(m s 1)1 » (292)
§to je ispravno. Ako je konacno
r==m, s=0, (293)
to imamo
1p! | x2m—2
Zml0im! X g xont (294)

Ol (m—D10Im!

$to je ispravno. Formula (281) dakle vrijedi.

Clanovi sa T daju istu jednakost (281), samo 3to su opéi &la-
novi suma podijeljeni sa 2r, a zadnji ¢lan desne strane jedna-
kosti podijeljen je sa 2m. O¢ito i tu raéun potvrduje ispravnost.
Time je konaéno dokazana formula (281).

Postupak za dokaz formule (264) sasvim je analogan.

Uvrstimo (264) u (262) 1 uzmimo u obzir ¢lanove sa Qq:

['7] (— 2m)'(2m-~-~’7s+1 e
SZ=L (m-»s)z’”’—’sm‘(m 25)] (254 1) =
-1
(@2m—1)° "] (—1s@m—2)! 2m-—2s—1It* 4
- & = (m«s—l) 2em—25-2 (1) (m—~2s—1)! (2s-1)! c2r—22
(2m-1) (2m—3) [] (*1)‘ s—1)@2m—4! 2m—2s—1) 1%
4 R (295}
&

(m—s=1) 22752 (3n~2)| (m—2s)! (25~ 1)‘c2’”*’5’-2

s=2
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Pretpostavimo {270) i svedimo opc¢e ¢lanove na nazivnik
(m—s) (m—s—1) 222 ml(m -2s) (254 1)I 2.
Brojnici daju
(m—s—D{1)PFsZm)!Cm—2s4+ DIt =
= (2m—1)*(m—s)s" m(m—2s) (- 1)* s(Zm -2)! (2m—2s— )1 t&}
4+ (2m--1) 2Zm—3) (m—3) 2* m(m— 1) 2s(2s-}1) (—1)°.
s 1E@Em HI@m 25— 1)1¢B, (296)
Dioba sa (— 1) s(2m}! (2m —23s)!t* daje
(m—s5—1) 2m—2s+1=(m—25) Cm~—1)+(s—1) (2s 4 1), (297)

$to je ispravno.
Za s—=1 izlazi iz (295)

R (’Mn)'(”m-—jl) t*
(m-—1)2" 2 mi{m—2)I31c*

2Zm—1P1 2m—2){(2m—3)!?

T m— )2 m— 1) (m - 3)! 3 ¢ (298)
Sto je ispravno. Za slucaj takog m moze biti s == lg— =p, i
dobijemo
VpGplEp DI
n-27(2 p)'ot(vp+1 e
(417—1)(413*3) (=1 (p—1) (4p—4)! (223—1)‘ t” . (299)
(p—1 27 @2p—2)1 0! 2p— 1)
5to je ispravno. Jednakost (295) dakle vrijedi.
Clanovi sa @, daju:
[ij (—1)C2m)!(2m—25s—1)1t%
= Pm——1 | (m—2s—1)1(2s 4 1) =22
(2m—1) (7] ¢ 1 2m—2)i@m—2s—3) & n
o ¢ 52:3 2u=2=3 (m - 1) (m 25— 2)1 (2s 1)1 Pt
[”?:‘J
em—1)Cm—3t 2 ( 1¥@Cm-4)!12m-—2s -3)1¢* (300)
c* 2m=25=3 (m —2)| (m—2s —1)! (25 — 1)l P26+

s=1
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Pretpostavimo (276) i svedimo opée €lanove na nazivnik
2¥m=2—l m | (m—2s— 1) (2s+ 1) ¥~ Brojnici daju

(—1rCmi2m—2s— 1 t*=
=0Cm -1*2"m(m—2s—1)(— 1) 2m —-2)! 2m 253! t¥* -+
+.2m—1) (2m—3) 2" m(m—1) 25 (2s+1) (—1)* 2m— 4)'(2m—-—23—3)‘ts (301)
Dioba sa (— 1 (2m)! (2m —2s—3)! daje
2m -25—2) (2m—23»:3) = 2(m—2s—1) @m—1)+ 25 (2s-+1), (302)

$to je ispravno. Za s = 0 proizlazi iz (300)

2Zm!2Zm—1n! _ C2m—1)P2m—2)! 2m—3)! 303)
2=l m— D11 =2~ 223 (D[ (m—2) ! 122 *
sto je ispravno. Za sludaj lihog m moZe biti s == ,’L‘Z_J = p,

pa dobijemo
(—1Y 4p+2)! @2p+ D!*
27 2p D101 2p+ D! 7
@p+DEp—1 (=1 (p—2! 2p—nIt”
B Eep—nogp—nier O
$to je ispravno. Jednakost (300) dakle vrijedi.

Clanovi sa R daju:
r4esSm

'22"1—2'—’% (m—r— 2s)!m((zr 21— s)’(ér+23)|s'cz”’—2"“°

S

2
$2.0
(2m— 1)
- TTE
C
r4-2s<in—1

(—1)y (m-—ﬂ sfl)‘(Zm r—1) @m—2s—2 '(r+s)|X2’“3t2‘

v s rm—r—2s—. (mAr—Zs—l)‘ (m—D! (2r-2)! (m—s—1)! (Zr~}-2s)! sl m—ir—2s—2
rz.2
= @m—1)2m—3)
2m—1)(2m—3
4 GmDEm—d)

r4-28 < m
= im s DIEm—4) |('rvl)’(2m~”3*2)|(r—}—s—w1)’X7'—3 ts

1A
r>2
sZ 1

z + (Zm— l) XZm-—3 3 (305)
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Neka vrijedi (282), (283), (284), pa svedimo opée ¢lanove na na-
zivnik
(—1)¢ 22m=2r=2541 (. 7—28) ' m| (2r--2)] (m—s)] (2r+-2s)] 5] 3P —2r—2s,
Brojnici daju
(—1F m—r—3s)!12m)! (r— D! (2m—25)! (r-+s)| X¥ 3t =
=C2m— 12 m-—-r-2sym(m—3s) (- 1)’ (m—r—s— DI (2m—2)!.
(r—D12m—2s Dl X3t}
+@m-12m—3)2m(m 1)(m— s)(2r-+2s) 2r-+2s—1)s(~1)*.
m—r—s—-Em-4)! r— N 2m—2s-2) (r4-s— 1) X3, (308)
Dioba sa (— 1) (m—r—s— 1! (2m)! (r— D! (2m — 25 - 2)I (r+3)!.
X' daje (m—r—3s)(2m—2s) 2m—2s 1) =
=0C2m—D2(m—r—2s)(m~— )+ 2(m—s)(2r+2s—1)s, (307
§to je ispravno. Pretpostavimo 1i dalje (287), (288), to dobijemo
(m—n!@m)!e—DICm)!rIXr=
2m=2+l ()t (@r- 2t m!(2r)1 0!

(2m- 1P (m-r— 1) (2m—2) (rflr)' (2m- ”l‘ (AP S (308)
T 2 () (m— 1! (2r — 2)! (m—1) ! (211 01 ¢Fir 0 2
Sto je ispravno. Ako vrijedi (290), (291), izlazi

(D st @m)m 25— D! @m—29)1 (m_ 5)! XPm—w=S g5
2%+ 0'm'(2m “4s--2)1 (m—s)! Zm—2s)!s! &

251 0 (m—212m—4s ~2)! (m-s— D1 (@m—2s—2)! (s~ 1)1 ¥
$to je ispravno. Pretpostavimo li konacno (293), to imamo

0! 2m)(m -1} (2m)! m! X¥—3 N .
) m'((ﬁrf”zg m)‘ o = @m— DX, (310)
$to je ispravno. Formula (305) dakle vrijedi.

Clanovi sa T daju istu jednakost (305), samo &to su opéi &la-
novi suma podijeljeni sa 2r — 1, a zadnji ¢lan desne strane jed-
nakosti podijeljen je sa 2m — 1. O¢ito i ovdje ra¢un potvrduje
ispravnost.

Time je konaéno i formula (264) dokazana.
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Stavimo sad

X

!
Q. = S 2 A de V<2V dx (n=0,1,2,..) (311
X
R= — I:C_Z& A VEZX) 312)
T = X2 -’317“2' A, e VE=XY) (313)
i prema (311), (254), (255), (256)
t
Q, = 5 Ale VE—2) dz (314)
.
2 yv2 ) e
Q="F M eve—x) (315)
t 3
Q, = 1 S SWleVe—2)dx + tj S A (e V'iz——xg)dx—i—
27 >0 2 : B

+ XX g evemm s EavEmm— L e

a=(2+%)e-xn e - 205Xy i) e

Uvrstimo 1i (311), (312), (313) u (258), dobijemo prvotnu jed-
nadzbu rekurzije (257), pa prema tome uvrstenje izraza (311)
do (317) u formule (263), (264) mora dati direktne formule za
redukeiju integrala

t [P
[N Vf—xr)dzx.
by

Uvrstimo spomenute izraze najprije u (263). Tvrdimo, da se
dobivena formula moze dovesti u oblik
4 ———
§atmtip, (V& —2)dx=
X
—X? TR
~ X {A, (V%) .

r+?s <m

2 (— 1) 2222 gt (1 —5) | (m —s) | X°" ¢2

(m—r—2s)!ris!{rfs)tcm—2r—2
$

=X

“ N
lIviv

o o
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Ag (e VEE—=XT) -
r+n§m—l( 1) 2%m—2r— 2’m'(m——r—s——l)'(m——s)'X"”tzs }

(m—r—2s— DIrls! r+s 4 1)t 2%

.

r s
o zam>i.  (318)

Uvrstenje naime daje ponajprije oblik

St 27+ A (e VtT~——x§) dr =

P
t:!_Xte [?] (— 1) 22=25 0t (o —s — 1} (m— s+ I3
— A B) B) .
2 { eV =) 2 (m—29) (s — D) (s 1)1 2m~%

o ﬁ;] _— “szzm—zs ] —s 1) AT
+alve—z) 3 D (m—s—tlm =

= (*m~*’s——1)'s!(s-+—l)'c2”"’s

(2]
- — 1) 22m~25—2 o t —_—s— 1N —_ tXZ 1;2!
+A0VE=X) ¥ (= zm=rEmln—s— D! (m—s) —_

520 (m“*~23~—1)'.§!(5+1)!’72m 252
m -1

(— 1) 227=25 m 1 (g —s— 1} (m—s)! 25

AV EZTE) z? .

(m—2s— 11sl(s4 D) 2
— AV E=R)-

r4-25.5 m—1 (— 1)522”‘ 20— z‘m’(m—r—s——l)'(m—s)'X”t“

- (m——r——ZS-—l)'r‘s'(r+s+l)-cw~"~“

r>

>0

—+ A (cl/t“7 X7 -

r-f-gfm 1)5 zzm-zr—Z: ’(m——r-——s)'( —‘S)’X”tz’} 319)
' - (m—-r——-Zs)'r's'(r—i—s )1 com ot ’

réi

520

i naknadno

pri femu smo u predzadnjoj sumi stavili r =7 -
pisali opet r mjesto 7 te zasad pretpostavili m =
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Zbrojimo 1li prvu i drugu sumu izraza (319), to nije tefko
dokazati, da vrijedi:

[’E] ( l)s Qim—1s 4 |(m_s_1)|(m_3+| £28

(mMZS)! (s — 1) s 4 1)t pm—es

s=1

m—1
[ 2 ] (‘_ ‘)s 221 —28 n'(m—*—x*l)'(m~s)"“

+ 2 (m—Zs-—l)';"(5+1)vcm—-2s T

$m=0
[ 2] (-——— 1)5 28m=28 | [(m — s) 1] 125
= > - - (320}
= (m . )| (S |) Csz?s
Ako je naime

1<s< M (321)

- 2
i ako svedemo opée €lanove suma u (320) na zajednicki nazivnik
(m—28)!s1(s4 1)1 ¥ %, to brojnici daju
s{— 1y 22 Sy (m—s— 1) m—s+ DI+
+(m—28) (— 1) 22 ¥t (m—s— D (m—3s)! 12 =

= (s 1) (— 1) 22 5 m ) {(m— s} 7. (322)
Dioba sa (— t)* 2¥ -2 m!(m-—s— 1}! {(m —s)! daje
m—s+ Ds+m—2s=(m—9s{s4+1), (323)

§to je ispravno. Ako je s==0, dobijemo

2"t m—DIm! 2% miml)? 2
(m—1)10010 ™ T et e ? 324

8to je ispravno. Za sluéaj, da je m tak broj, moZemo jo§ sta-

viti § = ZL —=p, pa dobijemo

(=17 22 @pLp -~ DL DL _ (P 2TRDLOY Y o

Gp—Dip+Dtce? 0 (ph? ¢ ’
$to je ispravno. Jednakost (320) dakle vrijedi.



Sad moZemo usporediti (318) sa (319). Clanovi prve sume
u (318), za koje je r = 2, daju zadnju sumu u (319). Clanovi
prve sume u (318), za koje je r =1, daju tretu sumu u (319). Cla-
novi prve sume u (318}, za koje je r =0, daju zbroj prve i druge
sume u (319) u obliku (320). Clanovi druge sume u (318), za koje
je r = 1, daju predzadnju sumu u (319). Clanovi druge sume
u (318), za koje je r=0, daju ¢etvrtu sumu u (319). Time je
formula (318) dokazana. Ona vrijedi za m = 2, kao formula
(263), iz koje je proizasla, a i za m =1, kako pokazuje poredba
sa (256).

Uvrstimo 1i (312), (313), (314), (316) u (264), to se dobiveni
izraz moze dovesti u oblik

14 [E— -
S 2 Ay {eV 2 — 2D dax =

X
! [%]
P — 1Y 2m)t(2m—2s)! t2*
= Sz\o (eVi*—xHda z =1y e
R e 2t (m—28)! (29)1
P [”Z'Z"l]
— 1) @m)! @m—2s — D1+
+ 08 eresman o +
. & 2Bl (m— 25— D! (2s -1 22t
L ['"211] (—1) (Zm)'("m—zs—l)'tzs
FXANEVeE=x) Y T+
& i n—2s— D! (254 1)1 e
42— X% A (cL e X)
“ZS”’ (- s+ (m- rfs)!(Zm)!(r* DI@Em—2)! (r 9! XV 1%
: -~ 2m=2r=2+ (e — 26) 1 1 (21— 2) ! (m—8) 1 (2r -} 25) | st 22~ 2sh2
r%‘z
s=0
+ =X A, VXY,
riesm (=18 (m—r—3s)1 2m)tr! @m—28)! (r4s)} X¥—1 t2s 4
) ,EE 22m—2r—2s+1 (m—r_ZS)'m'(Ar)'(1n—3)'(27‘+23 )1 s} Fmmar s
o
[”14] (— 1)+ (2m)! (2m——-28—1)'t25+1
+ z za m > 2. (326)
222U | (m— 25 — 1)1 (25 1)1 ¢ -

§=0
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Da se to uvidi, zbrojimo najprije izraze, koje daju Qp i prvi
¢lan izraza (316) za Qu:

7] s (— 1) (2m)! @m— 25 4 )1 ¢35
— m +

(m—s) 222 m1 (m—25)! (28 - 1)1 2m~%

"f—‘lz“[%W] (ml)S(Zm)!(Zm——er“l)!tzs _

22m=25 m t (m —28)! (2s)! c¥-%

S$==]

s=10

[%} — S ] — | 425
_ 2 (— 1) (2m)! 2m—2s)! ¢ . (327)
22m=25 m 1 (m—2s)! (25) ! # %

§=0

U svrhu dokaza ove relacije pretpostavimo (321) i sredimo opce
¢lanove suma u (327) na nazivnik

(m —s) 22"~ m ! (m—2s)!1 (2s~}- 1)1 c2m-2.
Brojnici daju:
s(—I1FEm)!2m—2s+ 1) % 4
4+ (m—s)2(m—2s) (— 1) Cmt2CZm—2s— DIt =
=m—s)2s+D (=1 2m)!(2m—28!t%*. (328)
Dioba sa (—1)* 2m)! (2m —23)! t* daje
s@m—2s-+1)+ (m—2s) =(m—s) 2s+ 1), (329)

§to je ispravno. Ako je s — 0, dobijemo

2m)! 2m — ! - (2m)! (2m)! (330)
27Tl (m— D! 11 2% m!mlote
§to je ispravno. U sludaju, da je m tak broj, moZe biti
m v .
S==0p, sto daje
(= Ep@p+tY _ (=1 eprep! 331)
p22p(2p)'0'(2p+1 1 27 2p)1 01 2p)tc”

8to je ispravno. Relacija (327) dakle vrijedi.
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POy o

Izrazi, koji potjetu od Qg i od prvog ¢lana izraza za @2, daju
prema tome prvu sumu u (326). Drugi ¢lan izraza za Q: daje
drugu sumu u (326). Treéi ¢lan izraza za @2 daje ¢lanove pete
sume u (326), za koje je r ==1. Cetvrti &lan izraza za Q2 daje
treéu sumu u (326). Peti ¢lan izraza za Q. daje Sestu (zadnju)
sumu u {326). Suma, koja je pomnoZena sa R, odgovara ¢etvrtoj
sumi u (326), a suma pomnozZena sa T odgovara ¢lanovima pete
sume u (326), za koje je r = 2. Formula (326) je time dokazana
i vrijedi za m Z 2, kao formula (264), iz koje je proizasla.

¢
5. Redukcija integrala S Ale Vi —=x)de.
X

Za kraéu oznaku stavljamo
t
Po== § MalcVE—2Pdx  (n=0,1,2,..). (332
% .

Uvrstimo 1i u (7) t2—x? mjesto f(z), snizimo n za jednu jedi-
nicu, pomnoZimo jednakost sa t*—x” i integriramo od X do t, to
proizlazi

£

tz Pn sz ‘\ (C l/t2 2) d.ZC =
X

_dn=0) ,  dnn—])
-~ 2

3 Pn.s. (333)
c [

Parcijalna integracija na temelju (9) daje:

-1
cZ Paey
x=X

2 AV —2*) dx = {%Z‘l xAa eV 2= xg)}

w=t 2n

2 2n
=2t 22’2 At VE=XF) — 1Py (339)

Uvrstimo 4 to u (333), izlazi jednadzba rekurzije

2n(2n — 3) 4n(n—1)
Pn= —M??T— P,,V; zt" Pn 9 —
2n P — n
— X5 Da (Ve —Xx%)+ 2¢ e (335)
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S pomoéu nje dobije se lako

4 8
- Py= WP]“—CE?'PO_X J\ (Cl/t X2)+2t 2,(336)
72 24 144 [ o
v= (e e ) P PO“X?F“EW“—“XZ)”
72
— X AV EX )+2‘(c§§f+c—3i2‘)' (337)

Tvrdimo, da je za n = 2 opéenito
-t

Pu==AsPi+BuPo+ X 3 Cur A (VEZXT) 4 2tD, (338)
r—1

ili

4 t

fAdlcl e 2 o= a, AV E"a a8, (AleVF ) aa+
X

X ¥

n—1

+X v Cn, A, (Cl/t XZ)—}—-QtD”’ (339)

gdje znadi:
=)
2 13541 225-2 11 (29 — 2 6)!
A= 3 e It 2 (340)
ey ﬂ—2$+1) (25—2)! (ct)w-2
[4]
(— 1) 22‘n'(2n—-—2s_1)
B'x: — 34]
4 z (n—2s)! 25— 1)! ct)z" s 341

s—1

[\L’—»] — [y 225+ ) —_—r—s— 1) (21— 21 !
. — Z =R etinl ey —s— 1! 2n—25s — 2! (r+5) (342)
Flsl (n—r—2s— D)1 (n—s— 1)! (2r - 25)1 (ct)m—2r—2s

Rt

n-—{
- nl@n—25—21 [i]ﬁrnw 2o nt(2n—25—2)!
- ls'(n-—-s—l)'(ct)"’"‘” (2s)! (n—2s— D! (ct)?n-%

51

D, =

. (343)

U zadnjem izrazu otpada za n==2 druga suma.
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U svrhu dokaza treba se najprije uvjeriti, da te formule za
n=2 1 n==3 daju izraze (336), (337). Dalje ih treba uvrstiti
u jednadzbu rekurzije (335). Uzmimo najprije u obzir ¢lanove
sa Py, t. j. ¢lanove, koji potje¢u od izraza (340):

[!’il,]
é (— 1y+1 282 1 (20 — 261
(n—2s+1)! (25 —2)! (ct)?>

y =1

_ 2n(2n—3) E‘Z:] (— )31 225-2 (n — 1)1 (2n — 25 — 2)!
- 242 (n—23)1 (25— 2)! (ct)2n—2-2

—1

n+l]
2

C

4 -1 [ — 1)y 2254 (n—2)! 2n — 25— 2
n(n ) ) (n (2n s‘ﬁ)# (349)

c?? - (n——23+ l)' (2s—4)! (ct)2r—25-2

pri emu smo u zadnjoj sumi stavili s == s — 1 1 naknadno pisali
opet s mjesto s. Pretpostavimo

2§s:<;% (345)

i svedimo opée ¢lanove na zajedni¢ki nazivnik
(n—2s -+ (25— 2)! (ct)z—2s.
Brojnici onda daju
(— 1128241 (20— 25)) =
=2n(2n—3)(n—2s+ 1) (— 1)1 252(n— 1)1 (2n— 25 - -1 —
—dn(n—D2s -2 (25— 33 (- 1) 2B~ {(n— A1 Bn—25—2) 1. (346)
Dioba sa (—1)sT12¥—2n) 2n - 25-—2)! daje
Cn—25)(2n—2s—1N=2(2rn—3)(n —2s+ 1)+ (25— 2) (25 —3), (347)

Sto je ispravno. Ako Je s==1, dobijemo

ni@n—-2)1  2n@En—3) (n—!1Cn—4! (348)
m— D10 (ct)>—2 n—2)101(ct)e" 2 ’
|
3to je ispravno. Ako je n lih broj, mozZe biti s == n-; - = p,
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pa dobijemo

(— |)p+1 020 —2 (gp___ i (gp —2)! _
0'2p — 2! (ct)P—2

42p—1(@p—2) (— Iyp+ 2w (2p—3)1 2p — 4!
0! 2p—4)! (ct)? 2 , (349)

§to je ispravno.

Analogno uzmimo sad u obzir ¢lanove sa Pg, t. j. one, koji
potjetu od izraza (341):

[22] (—1p2snl@n—2s— !

Z e e

n—I1

2n (2n —3) [ : ] (— 1) 2% (n— 1)1 (2n—2s — 3)!
- )

G A (25— ) Qs— DI ety

4n(n—1) [ﬁ](—— 1)5—1 282 (p — 2)1 (2n— 25 — 3)!

s , - =0 (350)
¢’ - n—28)1 (25— 3)! (ct)in—2—2

Pretpostavimo

n——IA

2 - (351}

A
A

s

i svedimo na zajedni¢ki nazivnik (rn— 2s)! (2s — I)! (ct)24—%,
Brojnici daju

(— 1) 2%t @0 — 25 — 1)1 =
= 2n@n—3) (1—25) (— 1) 2% (n— D! n-—25 — ! —
—dnm D@s— ) @s—2)(— 1rent(n 2)t(2n 25— 3)I. (352)
Dioba sa (— 1) 2 a! (2n— 25 — 3)! daje
(@n— 25 —1) (2n— 25— 2) — 2(2n—3) (n— 25) +

+ @s—1) 25— 2), (353)
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3to je ispravno. Za s=—1 izlazi K

. ,,Ezjj! (En:— )N 2n(n—3)22 (n—1)! (Zn—5)! 354
=)t i1t = m—a) T -~ 399

$to je ispravno. Ako je n tak broj, moze biti s,—_—gf = p, pa izlazi

(=breweptep—nt
0t @p— Nty
__ 8pp—H(—1pt 2%t ep—2)! 2p—3)!
0tE@p—3)(ct)” ’

(355)

Sto je ispravno.
Uzmimo dalje u obzir ¢lanove, koji potjedu od (342) za jedno
stanovito r. Pretpostavimo ponajprije
1<r<n—3. (356)
Dobijemo

{*sz (— I+ estint (n—r—s— ! @n—25— 2! ()
‘r's'(n—r—-Qs—l)'(n-s——l)'(2‘r—f~23)'(ct)2”—2"”—_

§==1()

_fn (8n — 3)
BT ’

n—r—=2
3 Z ](—l)‘“?”wnf DIn—r—s—2)!@n—25— 8!+
' rst(n—r—25—2) 1 (n--5— D @r + 25)! (ctyin—r—2e?

§=0

dn(n—1)
c? t2 ’

n—r—1
[ é ] (1251 n—2) (n -‘rfs~2)'(2n~2s~4)'(1—{—a~l)' 357
) ris—)n—r—2s—N(n 73‘2)’(2r+23~2)'(ct)z"z”” - (897)

s=1

Neka je

1<s< L'QT;—E (358)

134



i svedimo opé¢e ¢lanove na nazivnik
rtsl (n—r—25—1) (n—s—1)! (2r + 2s)! (ct)?*—¥ % Broj-
nici daju
(—Dettgzstligln—r—s— DI 2n—25—2D1 (r+3s) 1 =
=n(2n—3)(n—r—2s— ) (n—s5—1)(—1)FL,
L — DI n—r—s—2!1 (2n—25—4)! (r +5)! —
—dnn—Dsn—s—1) @4 2s)(@r42s-—-1)(—1)s.
2B —2) (n—r—s—2)1(@n—2 —4)! (r--s— 1)1, (359)
Dioba sa
(— 1)+ 2st2 (p—s—)n! (n—r—s—2)! @n—2s —4)! (r -+ s)!
daje
n—r—s—1) @n—25s—3) = 2n—3) M —71r—25—1) 4
+ s(2r 4+ 2s—1), (360)
ito je ispravno. Za s =0 dobijemo
o 2nt{in—r—1)! (2n—2)!r!ﬁ‘ -
rt0l(n—r — D! (n— D@ (ct)22

2n(2n~3)2(n——1)' n—r—2)! (21’1.—4)‘]”
10! (n—r—2)! (n—2)! (211 (ct)Pn—2

-, (361)

Sto je ispravno. Ako je n—r -1 tak broj, moZe biti
n—r—1

s=———g——=p, pa dobijemo
(=1t 2%+ 2p 474 1)!p! Cp+ 20! (r 4 p)!
rip! 0 (p 47! (2r 4 2p)! (ct)?P
__4@2p+r+1) @p+n) (¥ +! 2% 2p+r—1) I(p—=1)! (2p+2r=2)! (r +p-1)!
!l (p—-D! 0! (p+r—1)}! (2r+2p—-2)! (ct)¥+?

,(362)

sto je ispravno. Ako je r=—n—2 (363), otpada zadnja suma,
a u ostalim je moguéa samo vrijednost s =20, pa dobijemo
2n!11(2n—2)! (n—qZ)"
m—2)10!' 1T (n— D! (2Zn—4)! (ct)*
2n(2n—3)2(n—1!0! 2n—4)! (n—2)!

T T T =) 010l (n—2) 1 @Zn— D) (e - (369)
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Sto je ispravno. Ako je r==n—1 (365), dobijemo samo sumu
na lijevoj strani sa s=0, ali prema jednadzbi rekurzije (335)

pridolazi jo§ na desnoj strani sumand — —%Iz.z—, dakle
2n! 0!l @2n—2)! (n— 1! 2 (366)
n—11010! (n—1)! 2n—2)! (ct)* — e’

3to je ispravno. Time su ¢lanovi, koji potjeu od (342), uzeti u
obzir. Svi ostali flanovi, koji dakle potjetu od (343), daju:

el "11;1]
z n!(2n— 2s—2)! (—1)511 225 ! (2n — 25 — 2)!

L Sl D= T 2 @ n—2s— DI

2n(2n7—3) g (n— 1)1 (2n—25s—4)!
et sln—s—2)! ()2 —%—12

+
(2]

, 2n(2n—3) Z (=18 (m— 11 2n—2s—4)!

¢ tz (23)' (n—2s — 2)! (Ct 2!1—05—-
n—2
__ 4dn(n—1) Z (n—2)!(2n — 25 — 4)! -
2t o (s— D! n—s—2)! (ctyn—z—2
[Z]
_ 4n (n—l) (—1°25"2(n—2)1 2n—25s—4)! | n
ctt? z T@s— D n—2s— DI(c)n—2-2 T 2

(n=4,5,6,...). (367)
Zadnja suma otpada za n —=4.

Za s—=1 {368) dobijemo
22 n! 2n—4)!

n! (2n—4)! -
It m— 2! (e + 5 ==

2n ( n-—3)(n——1)'(2n—6)' 2n(2n—3) 22 (n — 1)1 (2n—6)!

11 (n~— 3)! (et)2e—2 + 22 (n——4)' (ct) »—% - (369

Svedimo na nazivnik 2(n — 2)! (ct)2*—2, Bromlcj daju
2n! Cn— 4! - (n—2) 22 n! 2rn—4)! =
=2n—2) 2n 2n—3) (n—1)! 2n—6)! +
+ Mn—2) (m—3) 2n 2n—3) 22 (n— 1)! 2n—6)!  (370)
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Dioba sa 2n! (2n — 4) (2n — 6)! daje
@2n—5 4+ 2(n—2) 2n—5) = (2n—3) + 2(n—3) (2n—3), (371}
8to je ispravno.

Za s 2z 2 (372) uzmimo najprije u obzir samo prvu sumu
lijevo i prvu i treéu sumu desno u jednakosti (367). Zajedni¢ki
nazivnik ée biti s! (n — s — 1)! (ct)**—%, a pretpostavlja se

2<s<n—2 (373)
Brojnici daju
@n—2s—2)! = 2n(2n—3) (n—s—1) (n—1)! 2n— 25 —4)! —
—dn—1)sm—s—1) (n—2)1 @n—2s—4) ! (374
Dioba sa n!@2n—2s—2) 2n—2s—4)! daje
n—2s—3 — (2n—3)—2s, (375)

Sto je ispravno. Za s =n-——1 treba uzeti u obzir i zadnji ¢lan
u (367):

n! 0! n
I = 376
(n—1)1 0! {ct)? A (376)

1 ovo je ispravno.
Uzmimo sad u obzir drugu sumu lijevo i drugu i Cetvrtu
sumu desno u (367) I pretpostavimo
2<s< 3«';%. (377

Zajednitki nazivnik je (2s)! (n—2s —1)! (ct)®*~%, a brojnici
daju
(— 1+t 22l 2n—2s —2)! =
= 2n2n-—3)(n—25- 1) (— 1)+ 25 (n— 1)1 (2n— 25 — 4)] —
—4n(n—1)28(2s— 1) (-—1)° 2%~ (n—2)1 (2n — 25— 4)!. (378)
Dioba sa (—1)5+1 2%+ nt (2n—2s — 4)! daje
m—s—1)2n—25s—3)=(2n—3) (n—25s—1) 4+ s(25—1), (379)
$to je ispravno. Za slucaj, da je n—1 tak broj, moZe biti
n-—1

§= —5 =P pa druga suma lijevo i Cetvrta suma desno u

(367) daju
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®

(—~ 1y @Ep+-1)12p)t

2p)! 01 (et)+”
_4@pt+1)2p(—1)r 2% 2p—1)! (2p—2)!
(2p — 2)! 0! (ct)#+2 > (380)

Sto je ispravno. Time je cijeli dokaz proveden.

t
6. Redukcija integrala | z" 4, (c VP — %) dux.
X

IzvrSimo li na temelju (9) parcijalnu integraciju

t
S 2 Ay (e V2 dx = 2(;‘ {tm—-—l__X,n_‘ Auer (e VP:?{T)} B
x|

I3
— ?i(’—'cl;li S 22 A, eV 1*— o) dx (381)
X

dovoljan broj puta, dolazimo bez potefkoéa do ovih formula:

ayzam-—=2r 1 r<mn

Ay eVt — ) dx =

Py

< (=1t @) r—s)!  f, ~ EE—
= z B o — gt | bor—zsti_ yor—2541 4, (c VE— X))} +

s=1 t
nC (VTR G5
X

S xr A, (c Vtz - xﬂ) dx =
X

1)+ — U
_ G s T +

§=1

-

Y 2RI (r—n)! (r—mn) or—on P 383
+ D e — ot Sa: Ay (e Ve ) dac. (383)
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Integral na desnoj strani moze se dalje izraziti s pomoéu (326).
cgzam=2r+1 1 r<<m:

I3
S 2t A, eV ir—at)dx =
X

r4t 2§ e
_ — 1)+t 2% —tntr | JER R 22542 A 2 )
- Z ”(n—s Vir—s-1)! X Aims (e VE—X7 X) (384)
dyzam=2r+1 i r2n:
¢
S A, ¢ ViE—22) de =
x

. (.«1 s+1 2251914t { sr—zeb3 __ yarsks A e
—Z ¥ (n—3s) (Tvs+1)v\t X nes e Vi Xﬂ)}+

-~

17! P
0 (rn Gt 5 =t Ay (¢ VEE—af) dx. (385)

X
Integral na desnoj strani moZe se dalje izraziti s pomoc¢u (318).

¢
7. Derivacije po t integrala [ x" A, (c Ve —28) dx.
x

Sluzeti se kraticom (332) tvrdimo, da vrijedi

”gt Py=f, () Po+g, @ Pr+... (n=0,1,2..), (386)
’ gdjejezar=0,1, 2,....
for® = (—1) & (387)
g, &) =10 (388)
forgn® = 0 (389)
1Ykt N2
Gy @) = —(h-l)—:,;i*—i, (390)

a totkice na desnoj strani od (386) znate &lanove, koji ne sadr-
zavaju integrala. Jednakost (386) je odito ispravna za n =0, §to
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odgovara r =0 u (387), (388). Pretpostavimo, da je ispravna za
neko n i diferencirajmo jednakost po t. S pomocu (9) dobijemo

dt ]f (t)Pu T"g”(t)Pl ...}:’:

=f, () Py + £, () — 52 fo®) Pitg,©)P +g,®— ffg,, () P,4... (391)
Uvrstimo 1 (336), izlazi

[
5 U Ptg, OP ...} =

I, 2 , 't 1
= [f,, ® -+ 9 (t)] Py + [gn 0—5f0—g, (t)} Po... (392

Prema tome funkcije f, (t), g, (t) zadovoljavaju jednadZbe re-
kurzije

T2, (393)

g ® = 1,0 +

Guiat) =g, — f,, ) — — 9,1 . (394)
Lako je uvjeriti se, da izrazi (387), (388), (389), (390) zadovolja-
vaju ove jednadzbe rekurzije, ¢ime je dokaz proveden.
Tvrdimo dalje, da vrijedi

5;;— tP) =9, P +¥, P, +... (n=0,12..), (395

gdje je zar=290,-1,2,...

e, =0 > (396)
Y, () = (—1)crt (397)
Popp (B = (— 1) 2% (398)
P, @) = 0. : (399)

1z (389), (390) izlazi za r==10
(% Py = — Cz Py 4 ..., (400)

dakle

2 gnt! 2
at” (tP) = 2 gt Fo 4. — 2 g WP 79,4 ®) P,]+ ... (401)
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ili

2
P, 0) =— 5,0, ® (402)
B0 = — g, (0, o)

éime je dokaz proveden.

Ogrammmo 1i se na ¢lanove najvisih potencua od t, koji su
pomnozeni sa Py ili Py, to dobijemo na temelju (326), (386) i

(395):
2§ V=T 0= G e 7
+ 4nrgert j;::l y — — 2n21— 1 o g;’, (tP) —
—nr(@n+ 1) @D e L e, )} =5 ((;12)): {(wnr &2 Py
+ (— 1) 2mrer g Py — (—1y LERT L (2"; D or o p, —

— (—1y—12nr@Qn + 1) (2n— 1) =22 Po} A=

,,_1/1+r4 \ . Ar—9n—1 .,
2(2,,‘ o);“—*_z,((zz)); {t—nPO + jli(iﬂ__zl_l thnp|} + ... (404)
#
Al g Sy (D @)l [, 07
gt S <A V=) dx = 221 2 () { apr+i Fo

X

n(2n+1) R

) > £
+ 2n (27‘ —+ 1) t‘”+l “a*rz’" Pu e 0t»,+1 (tPI) -

 R@ D@ AENE D L, P )
oLz T e “Pl)} =

_ (=1 !

T 2% i (2p) !

{(- 1yt le B L R

+ (_"‘1)" 2n (27’ + 1)CZr tra—t PU + (— 1)’+1 n(zn _|_ 1) cirth—l PO +
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+ (___ 1)r+1 n(z'r* 1) (Z‘Ej- 1) (’7n~——1) 2rt2n~1 P]}+. P—

(— 1)+ (4n)! ?
= ZT»rcmrfzz)! {n (4r—2n41) =" Py — ; g2+ Pl} + ... (405}

t
dtz’ S A (e ViE—x") dx =
x

(— 1) (4n -+ 2)! Lo
2R (O 1) {2 (A1) @ A DB o o

+ 8nr(n+-1)(2n 4 1)1

02r—l 02

l)tz;:T Py 4 ¢ gl oo (tP) +
o —

+2r2n 1)t Fra (zp )} =

—1)" (4 2
gt (g T | 20 D @n ) Py

4 =1V dnr(n+ 1) (2n 4+ 1) 222 P, 4 (— 1) cr¥2gntip, 4
+ (— 1~ 14r (2n + 1) ¥ 2 P(,} 4=

— 1)+ (4n 4 2!
zz:x(+z_cz’1—3ri€2%‘)m {2 @n+ 1) (n—2r + 1) P+

+ Pt p, } T (406)

t
e
X
(=1 (4n 2yt , gL
) 2 (Tl e

T Towmds CZn-i-z (2n+1 1) @n -+ 1Dt —— o Py +

oy 41

Fdn(n + 1) @n 4 1) @r + 1) gt 3;

+
A%r 41 o
+ Pttt é::ﬂ‘ (tP)+(2n+1)2r+1) tz" e (tPl)} L=
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- Eﬁ% 3:(37531 {(’7”’“ (n+1)(2n+ 1)+l p 4

+ (1) 4n(n+1) 2n+1) (2r+1) ¢ 981 Pyt (—1)7 2¢¥+2 ki p, -
(= 1F (@n + 1) @r + 1) w2 gt p } =

(— 0+ (4n 4 2)!

= 22n+zczn-—zr(2n+ 1)

{zaw Py + (2n+1) @r—n) 241 P, } . 407y

Radi boljeg pregleda ponavljamo rezultate zadnjih &etiriju pre-
tivorbi:
S

azr o
o S x* Ay(e V2 —x)dxe =
x
N G VA GO LI n4r—2n—1) .
- 271- =T () Py A e I " Py - (408)

i

0¥ +! I

T S 7 Ay (e Vit —xf) dx =
X

—~ 1)+ (4n) ! 2
= %k?ii;y((zz)j'i‘ {n (47‘ - 2n + 1) th——l Pr,*—- % g2t Pl } + ... (409}

(‘)Zr : Jp—
pra S 2 FIAL (e V= %) dx =
X

e (=D dn4-2)1 1Y g2m 2 on | ‘
2043 n—2r2 (29 - 1)1 {2(271‘;‘1)(71'*277'1)32 Py + ¢ +ZPIJ’T'~-(410)

dzr-{»—l : T
T S 2 RN (e VE— ) dx =
X

ot +

— 1) (4n + 2
= e () fi)" {4 2n 1) 2r < Pl} oL@
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