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PROBLEM MJERE I MONOTONA PRESLIKAVANJA 
DJEL1MIČNO UREĐENIH SKUPOVA1 

1. Problem mjere prema Borelu sastoji se u tome da odre­
dimo porodicu skupova P(B) koja će oibuhvatati sve intervale 
brojevnog pravca, а к toime imati ova dva svojstva: 

1. (o-svojstvo). Ako članovi niza Sn leže u porodici P(B), 
onda i njihova unija (suma) leži u P(B), t. j . iz Sn ^P(B) slijedi 
\jSn^P(B), (n^N)2; 

2. (<5-svoJ!stvo). Ako članovi Sn niza leže u P(B), onda u 
P(BJ leži i zajednički dio Л Sn tih skupova, t. j , 

iz Sn^P(B) slijedi r\SngP{B), ( n € N ) . 

Postoji postupak (ispoiredi na pr. K u r a t o v s k i [8], p. 
159) kako se postepeno može izgraditi porodica P(Bf; skupovi 
koji sačinjavaju množinu P(B) zovu se izmjerivi skupovi u 
Borelovu smislu. 

Naravno, slično se postavlja problem za skupove u ravnini, 
prostoru i t. d. 

2. Problem mjere prema Lebesgue-u (v. [11] p. 110; [12] 
p. 74) sastoji se, za l inearne skupove, u tome da svakom line­
arnom skupu E pridijelimo realan broj 1>> 0 tako zvanu mjeru, 
mE, skupa E i da pri tom budu ispunjena ova tr i ušlova: 

1 Članak je na francuskom bio napisan koncem 1937. godine, no 
do danas nije bio objelodanjen. 

2 Znak ^f. čitaj »jest element od« i si.; N je skup svih prirodnih 
brojeva; znak (n^zN) čitaj »za svaki n^JV« odnosno »kad n prolazi 
skupom N «. 

3 Isp. D. K u r e p a, Matematički kontinuum, Glasnik mat. fiz. I, 
112—125, 1946., čl. 4—6. 
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Lx Kongruentni skupovi imaju istu mjeru; 
L 2 Mjera je potpuno (kompletno) aditivna funkcija: udruženju 

(sumi) od najviše prebrojivo mnogo skupova, koji dva po 
dva nemaju zajedničkih točaka, pripada mjera, koja je 
jednaka sumi mjera tih skupova. 

L 3 Mjera jediničnog odreska [0, 1] svih brojeva 0 <; ж <C 1 
jest l4. 

U vezi s uslovom L2 možemo promatra t i i ustav' 
L2* Mjera unije dvaju skupova bez zajedničke točke jest suma 

mjera tih dvaju skupova. 

V i t a l i je 1905. dokazao, da ima i neizmjerivih skupova 
u L e b e s g u e-ovu smislu. Specijalno!, nazovemo li razredom 
realnih brojeva svaki najveći l inearni skup sa svojstvom, da 
je razlika ma kojih njegovih dvaju članova racionalan broj, 
tada se čitavi kontinuum raspada u porodicu disjunktnih 
razreda; ako linearan skup V5 sadrži iz svakog razreda jedan 
jedini član, onda on nije izmjeriv u L e b e s g u e-ovu smislu.5 

No> problem, da li postoji mjera s ustavima L3, L.,* (a ne 
Lo) i L;! ostao je i dalje otvoren. 

4 Naravno, ako se radi о skupovima u ravnini odn. prostoru, ulogu 
skupa [0, 1] preuzet će jedinični kvadrat odn. jedinična kocka. 

5 Ako za racionalni broj r označimoi sa V + r skup svih brojeva 
х + r, (х €^ V) , onda se vidi, da su za različite r ti skupovi dva po dva 
bez zajedničkih točaka i da je čitavi kantinuumC = \J (V + r), (r^R). 

Tu je R skup svih racionalnih brojeva. Kad bi skup V imao određenu 
mjeru, recimo mV, bilo bi po uslovu L t : 

m V— m(V+ r), 

jer skup V+r nastaje iz V translacijoim; kako je nadalje skup R raci­
onalnih brojeva prebrojiv, bilo bi poi uslovu L2: 

m{\J (V+ r)) = 2 m ( l / + r ) , 
ie.K rc-:R 

dakle 
•*\ m С = 2 m (V + r). 
K ' re.R 

Odmah ćemo doći na kontradikciju. Naime, bilo bi ili m V = 0 ili 
m V > 0; u prvom slučaju bilo bi m ( F + r ) = 0 za svaki r ^ R, pa 
dakle, prema (*) i m C = 0 , protivno uslovu L3, da je m.[0,l] = 1. Ako je 
paik m K > 0 , onda gornja relacija (*) dajem С — со, što znači, da sam 
kontinuum С ne bi bio izmjeriv, je r njegova mjera ne bi bio određen 
broj. 

Dakle mV ne postoji 
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H a u s d o r f f (v. [7] pp. 469—472) je dokazao, da za 
skupove na kugli ili skupove u prostoru sa 3 i vise dimenzija, 
tarj ublaženi problem mjere ne dopušta pozitivan odgovor. 
Njemu j,e naime pošlo za rukom da kuglinu plohu rastvori na 
4 disjunktna dijela od, kojih je jedan prebrojiv6, dok preostala 
t r i А, В, С imaju osebujno svbjstvoi, da su međusobno1 kon-
gruentni , pa bi dakle morali imati za mjeru trećinu mjere mK 
čitave kuigline plohe; međutim skup A je Ikongruentan ne 
samo sa Б i С nego i s njihovim spojem В \J С tako da bi 
dakle bilo 

mA = mB -\- mC, 
t. j . t rećina 'kugle bila bi jednaka dvije trećine kugle, a to je 
nemoguće, ako je mjera same kugle ф 0. 

В a n а с h [1] je naprotiv pokazao, da postoji realna funk­
cija za l inearne (ravninske) skupove, koja udovoljava L1 ; L2, L3. 
Time je dakle dokazana egzistencija mjere (uz uslove L1 ; L2, L3) 
u l inearnom kontinuumu Ct i u ravnini C2. 

Na taj način otkrivena je velika razlika u s t rukturi Kar te-
zijevih prostora C-, (pravac), C2 (ravnina) s jedne strane i 
prostora Cn sa те > 2 dimenzija s druge strane. Ta je razlika 
bila upadljiva naročito! kad su В a n a e h i T a r s k i (v. [3]) 
dokazali, da ma koja dva skupa koja leže u Kartezijevu prostoru 
s n dimenzija (n > 2) i koji obuhvataju po jiednu kuglu, možemo 
rastaviti na konačno mnogo dijelova, tako da svaki dio jednog 
skupa bude podudaran s odgovarajućim dijetom drugoga skupa7; 
naprotiv, takvo rastavljanje nije moguće u slučaju t i = l i 

6 A time i mjere O; vidi se naime, da svaki skup, koji je najviše 
prebrojiv, ima mjeru 0. 

7 S i e r p i n s k i je dokazao ovo: svaka kugla može se rastaviti 
u 8 disjunktnih dijelova, tako da nakon zgodnih kretanja pet od njih 
odri. tri oid njih ispune po jednu kuglu, koja ima radius isti kao i zadana 
kugla [v. Fundamenta mathematicae, 33' (1945) p. 229]. 

8 N e u m a n n (v. [12]) je tu pojavu ispitivao' s gledišta teorije 
grupa i našao da razlog toga naglog skoika sa slučaja n = 1, 2 na pre­
ostale slučajeve n = Э, 4 , . . . leži u građi grupe kretanja prostora C„ • 
naime prostori Cn sa n > 2 dopuštaju slobodnu grupu kretanja (rotacija 
oko jedne te iste točke) s dvije izvodnice, dok za prostore d i C2 tafcve 
g r u p e n e postoje. 

Čitava pojava zavisi od grupa transformacija. Jer, da se u prostoru 
Cn {n > 2) uzela samo grupa translaeija, ne bi bilo paradoksalnog razli­
kovanja; s 'druge strane, promatra li se mjesto grupe kretanja grupa 
svih afinih transformacija u ravnini, ima ta grupa dvije slobodne 
izvodnice, pa zato u ravnani ne postoji mjera koja bi mjesto uslova Li 
zadovoljavala zahtjevu da bude invarijantna s obzirom na afine 
transformacije. 
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3. Banachov problem mjere sastoji se u ovome: Ako j e Q 
zadan skup, može li se svakom skupu S ̂  Q pridružit i rea lan 
broj 

m S > 0 , 

tako da budu ispunjena ova tri uislova: 

Bu Ako je x^Q, onda je т(х) = 0 t. j . svaki jednočlani skup 
u Q ima mjeru 0 (taji uslov čini ublažen je L e b e s g u e-ova 
uslova Lj); 

B2 Funkcija m je potpuno aditivna (isp. uslov L2); 
B 3 Funkcija m nije identički jednaka 0 (isp. uslov L3). 

Tako postavljen problem mjere je problem koji se tiče ne 
individualno skupa Q, nego svih skupova koji imaju isti kard i ­
nalni broj, kao i skup Q. Jer, ako je f ma kakvo obostrano 
jednoznačno preslikavanje skupa Q, pa ako označimo sa /Q 
skup,svih f(x), (x^Q), tada postojanje mjerne funkcije m u Q 
dopušta obrazovanje mjerne funkcije m1 u fQ, na pr. tako da 
za svaöfi skup S^fQ stavimo 

m.S = m (f-^). 

No za skupove Q, koji su konačni ili prebrojivi, В а-
n a c h o v problem mjere je lako rješiv, jer prema uslovima 
B, i B 2 takva mjera identički bi iščezavala, što. se protivi sa B 3 . 

S t . В a n а с h i С K u r a t o w s к i [2] dokazali su, da 
je B a n a c h o v a mjera nemoguća i za slučaj kad skup Q ima 
jtfi za svoj; kardinalan broj. 

4. Ulamov uslov. S t . U l a m je dokazao [14], da je В a-
n a c h o v a mjera nemoguća, ako oisnovni skup Q zadovoljava 
ovom Ulamo'vom uslovu: 

Neka je Ф ma kakova porodica iz Q sa svojstvom, da je 
svaki sistem skupova iz Ф, koji su dva po dva bez zajedničkih 
točaka, najviše prebrojiv; tada postoji porodica ¥ sa svojstvom9: 

(4.1) У С Р ( < 2 ) \ ф , 

(4.2) fc-?<No> 
(4.3) k(Q\\jSXX0, (S^V). 

s 
9 P (Q) označuje skup svih dijelova skupa Q. 
Za dva iskupa A i B, -oznaka A\B predstavlja skup .sv ih ele­

menata iz A koji nisu u В. кХ označuje kardinalni broj (potenciju) 
skupa X'\ p rema tome, fcX^Xo znači, da je X najviše prebrojiv. 

232 



Ulamov uvjet j|e vanređno općenit. Zasad se ne zna n i za 
jedan skup, koji ga ne bi ispunjavao; t a t o se na pr . zna, da 
svaki skup kojemu je kardinalan broji manji od prvog nedosti-
živog kardinalnog broja, zadovoljava U l a m o v uvjet (v. 
S i e r p i n s k i , [13], p . 107)10. 

5. Caratheodory-ev problem mjere. Često se spominje 
C a r a t h e o d o r y - e v problem mjieire metričkog prostora E, a 
sastoji se *(v. [6] p . 238) u tome, da svakom skupu S.C E pridi­
jelimo t. zv. »vanjisku« mjeru ju* S, tako da budu zadovoljena 
ova 4 uislova: 
Ci 0 ~<C ju*S <; oo ; za prazni skup v mjjera je 0; ima bar jedan 

S C E s a svojstvom JJ*S > 0; 
C2 Ako- je X<ZS<ZE, onda je ju* X < ju* S; 
C, Mjera spoja od konačno ili prebrojivo mnogo skupova jest 

manja ili jednaka sumi mjera tih skupova: ako je n < f f l 0 
ili n — u)0, t ada je 

џ* \JS„ < Sfi*Sv , (v = 1 ,2 ,3 , . . . ,n) ; 
V V 

C4 Ako su А, В dva skupa sa razmakom Ф О11, onda je 
/г*(А\ЈВ) = џ* A + fi*B. 

Lako se dokaže, da u K a r t e z i j e v o m prostoru C„ ima 
С a r a t h e o ' d o r y-evih vanjskih mjera (v. [6], p. 239.). 

6. Problem mjere kao poseban slučaj monotonih preslika­
vanja djelimično uređenih skupova. Označimo li sa 

(6.1) (P(Q);<--) 

množinu svih skupova sadržanih u Q i djelimično uređenih s 
obzirom na odnos <^, onda bi postojanje B a . n a c h o v e i C a ­
r a t h e o d o r y-eve mjere za osnovni' skup Q značilo uzlazno 
preslikavanje djelimično uređena skupa (6.1) na skup С realnih 
brojeva (odnosno na skup С \ J {oo} ). 

10 Nff i'e nedoistiživ (inakcesibilan), ako redni broj a nema nepo­
srednog prethodnika, a broj Ka riije suma od manje od Ntt brojeva 
koji su < Хс . 

11 Razmak dvaju skupova, A i. В jest infimem razmaka točaka о, b 
gdje ]\e а^. A, b^B. P rema tome, razmak skupova A i В jest 4= 0 onda 
i samo onda, ako postoji broj £ > 0, tako da bude razmak | a — Ъ | ^> e 
za svaki a ^ A, bšz B. 
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Općenito, nekai je 
(6.2) џ 

ma kakva jednoznačno preslikavanje djelimično uređena skupa 
(6.1) na izvjestan djelimično uređen skuip 

(6.3) (-?;<);• 

ovaj se sastoji od skupa S, koji je djelimično uređen s obzirom 
na relaciju <; 1 2 . Transformacija /г je uzlazna u (6.1) (isp. К u-
r e p a [10]) ako< relacije 

(6.4) X, Y <Š P (Q), X<CY 
povlače 
(6.5) « Х < / * У . 

Konvencija о praznom skupu i praznom elementu. Prazni 
(vakantni ili pusti) skupi v jest onaj; skup, koji nema nijednog 
elementa; to isto možemo1 izreći1 riječima!, da j e v sastavljen od 
pustog elementa; smatrat ćemo da je v dio svakog skupa; ta ­
kođer ćemo pusti element smatrati, elementom svakog skupa 
i to naravno nepraruim elementom svakog skupa. Kad se govori 
о preslikavanju / skupa S, pa ako se izričito ne kaže drukčije, 
onda se podrazumijeva, da pri tom pusti element skupa S 
prelazi opet u pust element, t. j . da je 

fv — v. 

Skupovi mjere nula. Definicija mjere. Za svaki х ^ Q 
reći ćemo, da je rnjtere nula s obzirom na uzlazno preslikavanje 
џ; isto tako, za svaki skup M ^ Q za koji postoji točka х «^ Q 
sa svojstvom 

fj, M = /LI (X), 

reći ćemo da je mjere nula; p rema tome relacija 

(6.6) fiM<Z\j[i(x), (x^Q) 

je nužđian i dovoljan usloiv, da dio M С Q bude mjere nula. 
Ako skup M nije mjere nula, reći ćemo, da je on mjere ф 0 
t. j , . mjere različite od nula. 

12 To znači, da je 
l . * % i z a svaki х^ S; 
2. iz х, у, z ^ S te х <C у -5^ z slijedi х 
a. ako su х, у takvi elementi u S, da je i х ^С у i у ^С х, onda je x = у. 
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Po definiciji, mjera u osnovnom skupu Q bit će svako 
jednoznačno uzlazno preslikavanje џ djelimično uređena skupa 
(P (Q), С ) , ako su ispunjena ova tri usilova: 

K-L svaki dio skupa mjere nula jest mjere nula; 
K2 unija od <! J$0 skupova mjere nula jest mjere nula; 
K,, ako su Fl3 F2 dvije porodice disjpnktnih skupova mjere 

=t= 0 sa svojstvom, da je 

(6.7) F,C F2 i da 

(6.8) F2 \ F1 ima '">- J^0 članova, tada je 

(6.9) Ц\Јхх<1Л\ЈХо 13 

.v.eF, x.ßF, 

L e m a . U svakom skupu postoji bar jedna mjera. 
Stvarno, neka je q ma kakav predmet, koji ne leži u Q; 

promatrajmo skup 
(6.10) {q} \JP(Q), 

koji ćemo djelimično urediti tako, da q stavimo između prazna 
skupa i preostalog dijela djelimično uređena skupa (P (Q); <1); 
za svaki element х skupa, (6.10) stavimo: 

џ (х) = q ili x 
već prema tome, da li je J c x < ^ „ ili kx~> tf0; tada se vidi 
da je /u određena mjera u skupu Q. 

Za djelimično uređen skup (S, < J stavlja se: 

(6.11) kc (S; <;) = sup X, (sup = supremum = gornja ograda), 
XC.S 

pri čemu X prolazi svima dobro uređenim dijelovima skupa 
(S;^); primijetimo, da je кХ oznaka za kard ina ln i broj od X. 

Teorem. Neka je Q proizvoljan skup s Ulamovim svojstvom; 
neka je nadalje JU ma koja mjera u skupu Q t. j . ma koje uzlazno 
preslikavanje parcijalno uređena skupa (P (OJ; ̂ ) uz uslove 
К,, К 2 г К... Tada se slijedeća dva uslova međusobno isključuju: 
O) U Q ima bar jedan skup mjere =t= 014 

13 Unija (spoj) \J xi je skup sastavljen od elemenata, koji se 

javljaju kao element u bar jednom skupu iz Xx ^ Ft porodice F t . 
Primijetimo, da i < T znači, da je х <C у, ali da nije у<C х. Znak. < 
n (6.9) je bitan. 

14 Na pr. točka /' (Q) razlikuje se od svih točaka џ(х), (xsiiQ), 
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A) (A r h i rii e d oi v p o s t ui 1 a t): 

(6.12) kc (u (P (Q); < ) ) < «o ; pritom je 
(џ(Р (Q)); < ) parcijalno ^uređeni skup svih /л (х), (Х^ЦР (Q)). 

Primjedba. Dobro je sadržaj gornjeg teorema dovesti u 
vezu s ovom B o r e l o v o m izrekom (v. [4] p. 108 u пой): 
». . . Etaut donnee une suhe indefiniment croissante de nombres 
entiers, il n'existe pas de nombre reel superieur ä tous les 
nombres de cette suite. Cet »axiome d'Archimede« est au fond 
la base т ё т е de la rnesure des grandeurs . . .« . 

Dokaz teorema (isp. S i e r p i n s k i [13] p. 108). 
Neka Q i / J imaju isto značenje kao i u teoremu; pretpo­

stavimo da teorem nije istinit, dakle da postoji bar jedan 

(6.13) M^P(Q) 

mjere različite od nule, ma da A r h i m e d о v uslov A vrijedi. 
Promatrajmo porodicu 

(6.14) ф 
svih X ^ P (Q) za koje presjek 
(6.15) - Х А М 
ima mjere Ф 0. Kako je 

ХГ\М<Х, 
to će zbog uslova K3 svi elementi od Ф biti mjere ф 0. 

Dokažimo, da je svaki dio od Ф koji je sastavljen od 
disjunktnih skupova najviše prebrojiv. 

Stvarno, kad bi u ф bilo neprebrojivoi mnogo elemenata 

(6.16) X o , X i , . . . , X « , . . . , ( « < toj , 
svojstva 
(6.17) Ха r\,Xß=v (prazno), (a < /? < ш Ј , . 
tada stavljajući za svaki a < a > 1 : 

(6.18) Fa= \JXa, ( § < « « ) , 

skup Fa bio bi mjere ф 0. 
Nadalje, ako je a < ß < юг, skup Fß sadržavao bi kao 

svoje dijelove sve 

X| , (а> Ö < | < а> ß) koji inače ne leže u Fa • 
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To' znači, da bi bilo Fa С. F~ß, i da bi u Fß \ Fa bilo neizmjerno 
mnogo skupova disjumktnih i mjere Ф 0, pa bi bilo ne samo 
A* Fa •< Џ Fß , nego* po uslovu Кя .također 

(6.19) liFa<llFß. 

Na taj, bi način imali nebrojiv dobro uređen dio 

(6.20) fiFa, ( a < o ) 1 ) 

djelimično uređena skupa џ (P (Q)), protivno pretpostavci da 
vrijedi Arhimedov uslov A. 

Tim je teorem potpuno dokazan. 
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