Dr. DBURO KUREPA

PROBLEM MJERE I MONOTONA PRESLIKAVANJA
DJELIMICNO UREDENIH SKUPOVA!

1. Problem mjere prefna Borelu sastoji se u tome da odre-
dimo porodicu skupova P(B) koja ¢e obuhvatati sve intervale
brojevnog pravca, a k tome imati ova dva svojstva:

1. (0-svojstvo). Ake €lanovi niza S, leze u poredici P(B),
onda i njihova unija (suma) lezi u P(B), t. j. iz S, €P(B) slijedi
\JS € P(B), (nEN)?;

2. (d-svojstvo). Ako ¢lanovi S, niza leZe u P(B), onda u
P(B) lezi i zajedni®ki dio N S tih skupova, t. j.

iz 8§, <P(B) slijedi NS €P(B), (n<N).

Postoji postupak (isperedi na pr. Kuratovski [8], p
159) kako se postepeno moze izgraditi porodica P(B)?; skupovi
koji saCinjavaju mnozinu P(B) zovu se izmjerivi skupovi u
Borelovu smislu.

Naravno, slitno se postavlja problem za skupove u ravnini,
prostoru i t. d.

2. Problem mjere prema Lebesgue-u (v. [11] p. 110; [12}
p. 74) sastoji se, za linearne skupove, u tome da svakom line-
arnom skupu E pridijelimo realan broj >0 tako zvanu mjeru,
mE, skupa E i da pritom budu ispunjena ova tri uslova:

t Clanak je na francuskom bio napisan koncem 1937. godine, no
do danas nije bio objelodanjen.

: Znak € Gitaj »jest element od« i sl; N je skup svih prirodnih
brojeva; znak (n €< N) &itaj »za svaki n< N« odnosno »kad n prolazi
skupom N «,

3 Isp. D. Kurepa, Matematitki kontinuum, Glasnik mat. fiz, I,
112—125, 1946., ¢l 4—6.
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L, Kongruentni skupovi imaju istu mjeru;

L, Mjera je potpuno (kompletno) aditivna funkcija: udruzenju
(sumi) od najviSe prebrojivo mnogo skupova, koji dva po
dva nemaju zajedni¢kih tocaka, pripada mjera, koja je
jednaka sumi mjera tih skupova.

L, Mjera jediniénog odreska [0, 1] svih brojeve 0 <Lx <1
jest 14,

U vezi s uslovom L, moZemo promatrati i uslov’

L,* Mj jera unije dvaju skupova bez zajednicke tocke jest suma
mjera tih dvaju skupova.

Vitali je 1905. dokazao, da ima i neizmjerivih skupova
u Lebesgue-ovu smislu. Specijalno, nazovemo li razredom
realnih brojeva svaki najveéi linearni skup sa svojstvom, da
je razlika ma kojih njegovih dvaju ¢lanova racionalan broj,
tada se ditavi kontinuum raspada u porodicu disjunktnih
razreda; ako linearan skup V? sadrZi iz svakog razreda jedan
jedini €¢lan, onda on nije izmjeriv u Lebesgue-ovu smislu?®

No problem, da 1i postoji mjera s uslovima L, L,* (a ne
L.) i L, ostac je i dalje otvoren.

4 Naravno, ako se radi o skupovima u ravnini odn. prostoru, ulogu
skupa [0, 1] preuzet ¢e jedini¢ni kvadrat odn. jedinitna kocka.

5 Ako za racicnalni broj r oznalimo sa V4 r skup svih brojeva
x4, (x E V), onda se vidi, da su za razli¢ite r i skupovi dva po dva
bez zajednitkih tolaka i da je &tavi kontinuumC=\J (¥ + r), (rE<R).

r
Tu je R skup svih racionalnih brojeva. Kad bi skup ¥V imao odredenu
mjeru, recimo mV, bilo bi po uslovu Ly:

=m(V+r),

jer skup V + r nastaje iz V translacijom; kako je nadalje skup R raci-
cnalnih brojeva prebrojiv bilo bi po uslovu Le:

m(\}(V—{‘ r))_vm(V—l- r,

dakle
*) mC= 2 m V+r).

Odmah ¢emo doéi na ko.ntradmkcuu Naime, bilo bi ili m V—. 0 ili
m¥V > 0; uprvom sludaju bilo bi m(V+4r) = 0 za svakir < R, pa
dakle, prema (*) i mC= 0, protivno uslovu Ly, da je m[0,1] = 1. Ako je
pak m V>0, onda gornja relacija (*) dajem C = oo, $to znadi, da sam
kontinuum C ne bj bio izmjeriv, jer njegova mjera ne bi bio odreden
broj.

Dakle mV ne postoji.
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Hausdorff (v. [7] pp. 469—472) je dokazao, da za
skupove na kugli ili skupove u prostoru sa 3 i viSe dimenzija,
taj ublazeni problem mjere ne dopusta pozitivan odgovor.
Njemu je naime poflo za rukom da kuglinu plohu rastvori na
4 disjunktna dLJela od kojih je jedan prebrojivé, dok preostala
tri A, B, C imaju osebujno svojstvo, da su medusobno kon-
gruentni, pa bi dakle morali imati za mjeru trecinu mjere mK
titave kugline plohe; medutim skup A je kongruentan ne
samo sa B i C nego i s njihovim spojem B \JC tako da bi
dakle bilo .

mA = mB -}- mC,

t. j. treéina’ kugle bila bi jednaka dvije tre¢ine kugle, a to je
nemoguce, ako je mjera same kugle = 0.

Banach [1} je naprotiv pokazao, da postoji realna funk-
cija za linearne (ravninske) skupowve, koja udovoljava Ly, Ly, L.
Time je dakle dokazana egzistencija mjere (uz uslove Ly, L, L)
u linearnom kontinuumu C; i u ravnini C,.

Na taj nadin otkrivena je velika razlika u strukturi Karte-
zijevih prostora C,; (pravac), C, (ravnina) s jedne strane i
prostora C, sa n > 2 dimenzija s druge strane. Ta je razlika
bila upadljiva naro¢ito kad su Banach i Tarski (v. [3])
dokazali, da ma koja dva skupa koja leze u Kartezijevu prostoru
s n dimenzija (n > 2) i koji obuhvataju po jednu kuglu, moZemo
rastaviti na kona¢no mnogo dijelova, tako da svaki dio jednog
skupa bude podudaran s odgovarajutim dijelom drugoga skupa®;
naprotiv, takvo rastavljanje nije mogute u slucaju n=1 i
n=—22%

¢ A time 1 mjere 0; vidi se naime, da svaki skup, koji je najvise

prelbropv, ima mjeru 0,

7Sierpinski je dokazao ovo: svaka kugla moZe se rastaviti
u 8 disjunktnih dijelova, tako da nakon zgodnih kretanja pet od njih
odn. tri od njih ispune po jednu kuglu, koja ima radius isti kao i zadana
kugla [v. Fundamenta mathematicae, 33 (1945) p. 229].

S Neumann (v. [12]) je tu pojavu ispitivao s gledista teorije
grupa i naSao da razlog toga naglog skoka sa sluaja n = 1, 2 na pre-
ostale slutajeve n =3, 4,... lezi u gradi grupe kretanja prostora C,;
naime prostori C, sa »n> 2 dopustaju slobodnu grupu kretanja (rotacija
oko jedne te iste toCke) s dvije izvodnice, dok za prostore C; i C; takve
grupe ne postoje.

Citava pojava zavisi od grupa transformacija, Jer, da se u prostoru
C,(n> 2) uzela samo grupa translacija, ne bi bilo paradoksalnog razli-
kovanja; s druge strane, promatra li se mjesto grupe kretanja grupa
svih afinih transformacija u ravnini, ima ta grupa dvije slobodne
izvodnice, pa zato u ravnini ne postoji mjera koja bi mjesto uslova Ly
zadovoljavala zahtjevu da bude invarijantna s obzirom mna afine
transformacije. .
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3. Banachov problem mjere sastoji se u ovome: Ako je @
. zadan skup, moZe 1i se svakom skupu S < @ pridruziti realan
broj
mS >0,

tako da budu ispunjena ova tri uslova:

"B, Ako je x£Q, onda je m(:c)— 0 t. j. svaki jednoé&lani skup
u @ ima mjeru 0 (’caJ uslov ¢ini ublaZenje Lebesgue-ova
uslova L,);

B, Funkcija m je potpuno aditivna (isp. uslov L.,);
B, Funkcija m nije identic¢ki jednaka 0 (isp. uslov Ls).

Tako postavijen problem mjere je problem koji se ti¢e ne
individualno skupa @, nego svih skupova koji imaju isti kardi-
nalni broj kao i skup Q. Jer, ako je f ma kakvo obostrano
jednozna¢no preslikavanje skupa @, pa ako oznaéimo sa f@
skup,svih f(x), (r&Q), tada postojanje mjerne funkcije m u @
dopusta obrazovanje mjerne funkcije m, u f@Q, na pr. tako da
za svaki skup S< fQ stavimo

mS=m (f71S).

No za skupove @, koji su konatni ili prebrojivi, B a-
nachov problem mjere je lako rjesiv, jer prema uslovima
B, i B, takva mjera identitki bi iS¢ezavala, $to se protivi sa B,.

St. Banach i C. Kuratowski [2] dokazali su, da
je Banachovsz mjera nemoguéa i za slucaj kad skup @ ima
N1 za svoj kardinalan broj.

4. Ulamov uslov. St. Ulam je dokazao [14], da je B a-
nachova mjera nemoguca, ako osnovni skup @ zadovoljava
ovom Ulamovom uslovu:

Neka je @ ma kakova porodica iz @ sa svojstvom, da je
svaki sistem skupova iz @, koji su dva po dva bez zajednitkih
tocaka, najvise prebrojiv; tada postoji porodica ¥ sa svojstvom?:

4.1) ‘Pg P@\0,
(4.3) \U S) <o, S€T).

9 P (Q) oznaduje skup svih dijelova skupa Q.

Za dva skupa 4 i B, oznaka ANB predstavlja skup svih ele-
menata iz A koji nisu u B. kX oznaduje kardinalni broj (potenciju)
skupa X'; prema tome, kX < No znadi, da je X najviSe prebrojiv.
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Ulamov uvjet je vanredno opéenit. Zasad se ne zna ni za
jedan skup, koji ga me bi ispunjavao; tako se ma pr. zna, da
svaki skup kojemu je kardinalan broj manji od prvog nedosti-
zivog kardinalnog broja, zadovoljava Ulamov uvjet (v.
Sierpinski, [13], p. 107),

5. Caratheodory-ev problem mjere. Cesto se spominjé
Carathéodor y-ev problem mjere metrickog prostora E, a
sastoji se (v. [6] p. 238) u tome, da svakom skupu SCE prmch—
jelimo t. zv. »vanjsku« mjerw u* S, tako da budu zadovoljena
ova 4 uslova:

Cy 0<Zu*S oo ; za prazni skup v mjera je 0; ima bar jedan

S C E sa svojstvom u*S>0;

C, Ako je XC SCE, onda je pu*X < p*S;
C, Mijera spoja od konatno ili prebrojivoe mnogo skupova jest

3

manja ili jednaka sumi mjera tih skupova: ako je n < w,
ili n=w,, tada je

WS, < ZursS,, (v=1,2,3,...,n);
v v

C, Ako su A, B dva skupa sa razmakom = 0, onda je
uw*(A\JB) = p*A + u*B.

Lako se dokaZe, da u Kartezijevom prostoru C, ima
Carathéodory-evih vanjskih mjera (v. [6], p. 239.).

6. Problem mjere kao poseban slu¢aj monotonih preslika-
vanja djelimi¢no uredenih skupova. Oznatimo 1i sa

(6.1) (P@);<)

mnozinw svih skupova sadrzanih u @ i djelimiéno uredenih s
obzirom na odnos <, ond= bi postojanje Banachove i Ca-
rathéodory-eve mjere za osnovni skup @ znatilo uzlazno
preslikavanje djelimi¢no uredena skupa (6.1) na skup C realnih
brojeva (odnosno na skup C\J{co}).

1 N, Je nedostiziv (inakcesibilan), ako redni broj ¢ nema nepo-
srednog prethodnika, a broj 8, nije suma od manje od §&, brojeva
koji su <N, .

1 ch\zmak dvaju skupova 4 i.B jest infimum razmaka todaka a, b
gdje je a€'4, b < B. Prema tome, razmak skupova 4 i Bjest == 0 onda
i samo onda, ako postoji broj &> 0, tako da bude razmak |a—b]| >e
za sveki a € 4, b < B.
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Opéenito, nekal je
(6.2) : . )2
ma kakvog jednoznatno preslikavanje djelimi¢no uredena skupa
(6.1) na izvjestan djelimi¢no ureden skup
(6.3) (S; <)
ovaj se sastoji od skupa S, koji je djelimi¢no ureden s obzirom

na relaciju < 2. Transformacija u je uzlazna u (6.1) (isp. K u-
repa [10]) ako relacije

(6.4) X,YEPQ,XCY
povlace o
(6.5) uX <uy.

Konvencija o praznom skupu i praznom elementu. Prazni
(vakantni ili pusti) sku(p v ]\es’[, onag) skup, kop nema nijednog
elementa; to isto moZzemo izreéi rije¢ima, da je v sastavljen od
pustog elementa; smatrat ¢emo da je v dio svakog skupa; ta-
koder ¢emo pusti element smatrati elementom svakog skupa
i to naravno nepravim elementom svakog skupa. Kad se govori
o preslikavanju f skupa S, pa ako se izri¢ito ne kaze drukéije,
onda se podrazumijeva, da pritom opusti element skupa S
prelazi opet u pust element, t. j. da je

fo=n.

Skupovi mjere nula. Definicija mjere. Za svaki x <@
re¢i ¢emo, da je mjere nula s obzirom na uzlazno preslikavanje
u; isto tako, za svaki skup M < @ za koji postoji totka x €Q
sa svojstvom

wM = u(x),
reti ¢emo da je mjere nula; prema tome relacija
(6.6) wMe< \Jﬂ(x), (r€@

je nuzdan i dovoljan uslov, da dio M C Q bude mjere nula.

Ako skwp M nije mjere nula, reé¢i éemo, da je on mjere +0
t. j. mjere razli¢ite od nula.

12 To znati, da je
Lx<Cxza svaki x € S :
2. iz x,y,zéstex<y<z slijedi 2Lz
3. ako su x, y takvi elementi u S, da je i x <y i y <{ x, onda je x = y.
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Po definiciji, mjera u osnovnom skupu & bit ée svako
jednoznaéno uzlazno preslikavanje u djelimiéno uredena skupa
(P (@), < ), ako su ispunjena ova tri uslova:

K, svaki dio skupa mjere nula jest mjere nula;

K, unija od <{ N, skupova mjere nula jest mjere nula;

K, ako su F,, F, dvije porodice disjunkinih skupova mjere
=0 sa svojstvom, da je

(6.7) F,C F,ida
(6.8) F,N\_F; ima > N, ¢lanova, tada je
(6.9). ,u»\‘JFxl<u \ix{_) 13

Lema. U svakom skupu postoji bar jedna mjera.

Stvarno, neka je g ma kakav predmet, koji ne lezi u Q;
promatrajmo skup
(6.10) {¢t VP@),
koiji ¢emo djelimi¢no urediti tako, da ¢ stavimo izmedu prazna
skupa i preostalog dijela djelimi¢no uredena skupa (P (Q); <);
za svaki element x skupa. (6.10) stavimo:

u(x)=gq ili x ]

ve¢ prema tome, da 1i je kax <IN, ili kx> N,; tada se vidi
da je u odredena mjera u skupu Q.

Za djelimi¢no ureden skup (S, <) stavlja se:
(6.11) k. (S; <) =sup X, (sup==supremum =gornja ograda),

Xxcs

pri ¢emu X prolazi svima dobro uredenim dijelovima skupa
(S; < ); primijetimo, da je kX oznaka za kardinalni broj od X.

Teorem. Neka je @ proizvoljan skup s Ulamovim svojstvom;
neka je nadalje 1 ma koja mjera u skupu @ t. j. ma koje uzlazno

preslikavanje parcijalno uredena skupa (P (Q); <) uz uslove
K,, K,iK,. Tada se slijede¢a dva uslova medusobno iskljuduju:

0O) U Q ima bar jedan skup mjere %+ 01

13 Unija (spoj) \J a Jje skup sastavljen od elemenata, koji se
xeF,

javljaju kao element u bar jednom skupu iz X, =3 F; porodice F;.
Primijetimo, da « <y znati, da je x <y, ali da nije v << x. Znak <
u (6.9) je bitan.

1 Na pr. totka # (Q) razlikuje se od svih totaka g (x), (x €| Q),
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A) (Arhimedov postulat):
(6.12) ke (1 (P (Q); <)) << No; pritom je
(« (P (Q)); <) parcijalno ruredeni skup svih u(x), (XE P (Q)).

Primjedba. Dobro je sadrzaj gornjeg teorema dovesti u
vezu s ovom Borelovom izrekom (v. [4] p. 108 u noti):
»...Etant donnée une suite indéfiniment croissante de nombres
entiers, il n’existe pas de mnombre réel supérieur & tous les
nombres de cette suite. Cet »axiome d’Archiméde« est au fond
la base méme de la mesure des grandeurs . . .«.

Dokaz teorema (isp. Sierpinski [13] p. 108).

Neka @ i x imaju isto znadenje kao i u teoremu; pretpo-
stavimo da teorem nije istinit, dakle da postoji bar jedan
(6.13) ME PQ
mjere razlic¢ite od nule, ma da Arhimedov uslov A vrijedi.

Promatrajmo porodict

(6.14) o
svih X €/ P (Q) za koje presjek
{6.15) - XN\M
ima mjere & 0. Kako je
XNnNmM<Xx,

to ¢e zbog uslova K, svi elementi od @ biti mjere 0.

Dokazimo, da je svaki dio od @ koji je sastavljen od
disjunktnih skupova najviSe prebrojiv.

Stvarno, kad bi u @ bilo neprebrojivo mnogo elemenata

(6.16) Xo, X1, Xy e, (@< )
svojstva :

(6.17) Xo N Xpg = v (prazno), (e < f<<wy), .
tada stavljajuci za svaki o << w,:

(6.18) _ Fa= \SJX ¢Et<oa),

skup Fo bio bi mjere == 0.

Nadalje, ako je «<<p<w,, skup Fg sadrzavao bi kao-
svoje dijelove sve

X, (0w a < E<op) koji inate ne leZe u-F,.
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To znagi, da bi bilo F,  Fg, i da bi u Fg \_F. bilo neizmjerno
mnogo skupova disjunktnih i mjere == 0, pa bi bilo ne samo
pF. < uFg, nego po uslovu K, takoder

(6.19) wF < puFp.
Na taj bi nac¢in imali nebrojiv dobro ureden dio
(6.20) . HFa, (@<<wy)

djelimitno uredena skupa u (P (Q)), protivho pretpostavei da
vrijedi Arhimedov uslov
Tim je teorem potpuno dokazan.
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