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JEDNA VRST INTEGRALNIH TEOREMA 
BESSELOVIH FUNKCIJA 

(Dalja izlaganja na temelju radnje iz 271. knjige „Rada") 

Istražujemo u ovom posljednjem dijelu integralne teoreme, 
о kojima je bila riječ na kraju I. dijela.1 

1. Jedna temeljna Laplaceova transfora_acija 

U Laplaceovoj transformaciji 

f{s)= Je-stF(t)dt (1) 
о 

zvat ćemo F (t) prvotnom funkcijom, a / (s) izvedenom funk­
cijom. 

Doetsch daje u svojoj knjizi о Laplaceovoj transformaciji2 

na stranama 401 do 403 tablicu prvotnih funkcija s pripadnim 
izvedenim funkcijama. Pod brojem 38 te tablice dane su funkcije 

F ( t ) ~ J0(k.yt2--a*) z a t > « ( 2 ) 

' « - I^SF (3) 

s naznakom a >̂ 0, Јс po volji, apscisa konvergencije ß = 0. 
To dakle znači, da je Laplaceov. integral (1) s funkcijom (2) 

1 Formule označene rimskim brojkama I do III odnose se na pr i ­
jašnje autorove radnje о Besselovim funkcijama; v. »Rad« i Math. Rev., 
8 (1947), str. 580—581. 

2 G. Doetsch: Theorie und Anwendung der Laplace-Transforma--
tion, Springer , Berlin 1937. Ovu ćemo knjigu odsada kratko citirati sa 
»Doetsch«. 
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konvergentan za Re (s) > 0, a divergentan za Re (s) <C 0. Ovo 
je međut im ispravno samo onda, ako je к realan broj, što u 
Doetschovoj tablici nije naznačeno, a nije naznačeno ni na str. 
373 spomenute knjige, gdje je ta transformacija napisana ovako: 

f e - " J 0 ( f c V ? ^ « 2 ) d T = A j L J L = - ( a>0 ,<x>0 ,kpovo l j i ) . (4) 
о Va2 + k2 

Ova ј е formula toliko specijalnija, što se traži а > 0, dakle 
о realno, dok naznaka za apscisu konvergencije f] = 0 u tablici 
dopušta kompleksno s (koje odgovara varijabli o), za koje je 
Re (s) > 0. Uvjet, da к treba da bude realno, ne da se ni iz 
čega naslutiti, jer se u toj tablici za konstante u raznim funk­
cijama dopuštaju kompleksne vrijednosti, što je vidljivo iz 
funkcije pod brojevima 4 do 9, gdje su apscise konvergencije 
ovisne о realnim odnosno imaginarnim dijelovima dotičnih kon­
stanta. S obzirom na to, da je relacija (4) temelj naših daljih 
razmatranja, provest ćemo točnu diskusiju konvergencije toga 
Laplaceova integrala za slučaj kompleksnog k, premda nam ne 
će .svi ti rezultati biti potrebni. 

Prije nego što prijeđemo na tu diskusiju, dat ćemo neke 
kritičke primjedbe о onim mjestima u li teraturi , koja rade о 
tom integralu. Kao izvor za formulu (4) Doetsch navodi Watso-
novo djelo3, str. 416, formula (4), u kojoj da treba supstituirati 
t2 —• у2 = г2, а = а, Ъ = к, у2 — — а2. То, istina, ni je sasvim 
korektno, jer ta formula glasi 

JJ0(bt) ^?J^Z3lt2~y2^ tdt _ e x p [ - f Гг/Уа^+Ь2] 
It2 —у2 Va2 + b2 

s napomenom, da vrijedi gornji ili donji predznak prema tome, 
da li put integracije odozgo ili odozdo obilazi singularitet inte-
granda na mjestu t = y. Veličina у je izrijekom pretpostavljena 
kao realna i pozitivna, dok bi u Doetschovoj formuli prema 
у2 •==. — а2 zbog realnog а ta veličina ispala čisto imaginarna. 
Može se međutim analognim postupkom, kako Watson dobiva 
našu formulu (4a), dobiti relacija 

I Јо (Ы) ехр [— а Vt2 + а2Ј_ ^ = exp[— aVa2 + b2] ^ 
Vt2 + a2 Va2 + b2 

3 G. N. Watson, A treatise on the theory of Bessel functions, Cam­
bridge University Press, 1922. Ovo ćemo djelo kratko citirati sa »Watson« 
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u kojoj je a realno i pozitivno, pa bi iz nje ispravno izlazila 
naša formula (4), koju donosi Doetsch. Ü Watsonovu tekstu se 
pretpostavlja, da su konstante a i Ъ (koje odgovaraju Doetscho-
vim konstantama a i k) realne i pozitivne, a tek se u bilješci 
kaže, da bi uz izvjesna ograničenja mogle biti i kompleksne 
(»with certain limitations, a and b may be complex«). Ova će 
ograničenja biti predmet naše diskusije. 

Možemo još navesti Weyrichovu knjigu , gdje je na str. 110 
dana formula (18), koja glasi: 

eikR 1 т n л - J J i - p i - i XdX ,A \ 
—.•=—- = \ J0 (/r) e VA ~k w -рт , (4c) 

gdje je R= }'r2jrz2- Naznačeno je, da Уя2— к2 mora imati 

takav predznak, da bude lim •-.- УX2 — k2 = + 1. Nema disku-

sije о dopustivim vrijednostima veličine k. Očito je, da se inte­
gral ne mijenja, ako к nadomjestimo sa —k, dok se lijeva 
strana relacije mijenja. Može se pokazati, da imaginarni dio 
veličine к mora biti veći od nule. Ako je Јс čisto imaginarno i 
taj imaginarni dio pozitivan, stavimo к = ia, čime je a > 0, 
dalje stavimo \z\ = o, r - c, l = + V^2 — « 2 , R = Vr2 + z2 = 
Vc2 + 2 2 , pa dobijemo (4), gdje samo piše с mjesto k. Ako к 
nije čisto imaginarno, dobijemo istu formulu (4), ali s kom­
pleksnim a, a krivulja integracije polazi od a i teži p rema + 0 0 . 
Formula (4) je i za taj slučaj ispravna, što se neposredno uviđa 
analitičkim produživanjem. 

Formula (4c) dana je i u II, dijelu djela Franka i Misesa5 

n a str. 924., formula (11). Ni ovdje nisu diskutirane dopustive 
vrijednosti veličine k, samo je na str. 923 kod formule (9a) 

00 

primjedba, da integrand integrala j ei(fe+;cosÄi> d() iščezava za 
f ° 

Q = 00, što se postizava prikladnim predznakom veličine Јс, 
odnosno za realno 7c time, da se X odabere kompleksno. Očito 
je, da se to slaže s našom primjedbom, da imaginarni dio veli­
čine Јс mora biti pozitivan. Kompleksno Я za formulu (4c) nema 

4 R. Weyrich: Die Zylinderfunktionen und ihre Anwendungen, 
Teubner, Leipzig und Berlin 1937. 

5 Ph. Frank und P. v. Mises: Die Differential- und Integralglei­
chungen der Mechanik und Physik, Vieweg u. Sohn, Braunschweig 1935. 
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smisla, jer je to realna varijabla integracije. Dalje se nalaze u 
I. dijelu istog djela (1930) na str. 825. formule (32), (31), koje 
glase: 

K v | e - - ( - v ) J o ( i , y a ^ ^ ) đ « - = p - ^ ( 4 d > 

1 _ = К и 1 = _ е х р [ _ £ £ ( 1 / 1 + 2 £ _ 1 
H(x,p) т./ 2£ L v \ Г p 

V p 
(4c) 

Na citiranom mjestu je u eksponentu eksponencijalne funkcije 
pod integralom pomutnjom ispušten sumand —pa. Stavimo li 

х 
u (4d), (4e) Q = —ГЈС, p = a -f- гк, — = ß, а = т — ß, dobijemo 

opet formulu (4), u kojoj samo piše ß mjesto a. U sva tri citi­
rana djela navodi se kao izvor jedna Sommerfeldova rasprava6. 
U toj se raspravi upotrebljava i dokazuje relacija (4c), a k je 
tako definirano, da je Je, pa čak i Je2, kompleksan broj u prvom 
kvadrantu (vidi str. 678. te rasprave). Time je tamo zadovoljen 
spomenuti uvjet, da imaginarni dio veličine Je mora biti pozi­
tivan. Relacija je međutim točna i onda, ako je Je u drugom 
kvadrantu, što se uviđa analitičkim produživanjem, kod kojega 

ne smije proći kroz nulu, dakle Je2 ne smije dobiti pozi­
tivnu realnu vrijednost, t. j . Je ne smije prijeći u treći ili četvrti 
kvadrant. 

Prelazimo sada na diskusiju konvergencije integrala (4). 
Napišimo taj integral našim kasnijim oznakama: 

L = f е~н J0(oi¥^?)dt (ж^О) (5). 

i stavimo općenito 
s = s1 + is2 (6) 
с _= cx -4- ic2. (7) 

Budući da je prema III (1) 
J0(z) = Jo(—z), ' (8) 

možemo promjenom predznaka od с uvijek postići, da bude 
6 A. Sommerfeld: Über die Ausbreitung der Wellen in der draht­

losen Telegraphie, Ann. d. Physik und Chemie, 28 (1909), str. Й65 i t. d., 
osobito str. 683. 



ili 
c2 > 0 (9) 

C l > 0 , c2 = 0. (10) 
Konvergencija integrala (5) na donjoj granici nije sumnjiva, 
jer je tamo prema III (1) integrand kontinuiran. Radi se dakle 
о konvergenciji s obzirom na gornju granicu. Poslužit ćemo se 
asimptotskim razvojem7 

л(г) = У;Мто(гНг*-т) " { l) (2z)2"* + u 4 2 i ] 

. v л 
M—l 

gdje je upotrebljen Hankelov simbol 

2 ( - 1 ) - ¾ ^ + о см--*-1) •, (11) 

fr,«.)- ( 4 ^ - - 1 - ) ( 4 ^ . - ^ 1 4 ^ - ( 2 ^ - - 1 ) 4 ) K Q ) = l j 
22" 

a pretpostavlja se 
л <C arg z <C n. (13) 

Ovaj posljednji uvjet bit će za nas zadovoljen s obzirom 
na (10) i s obzirom na to, da je Vt2—ж2 >̂ 0. 

Stavimo li u (11) 
v = 0, M = 1, (14) 

dobijemo 
j ° ( 2 ) = У^ {cos ( z-f) [ i +° ( j z | _ 2 j ]"-

-_dn(---j) [-A. + O(|2|-3)]J __ 
: У ^ { 1 [exp({2~"т)+ e x p(- i 2 + -т)][1 + °(!г |_2)]- (15> 

- | j ^ e x p ( i z - ^ ) - e x p ( - i 2 + ^ ) ] [ - - ^ +O(|Z;-3)jJ _= 

7 L. с. 4, str. 47. 
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Uvrstimo li sad 

z = с Vt2 —ж2 = (ej + ic_) t "I/ 1 — 

i uočimo, da zbog 

lim = с 

(16) 

(17) 

iz egzistencije konačnog lim sup [|c yt2 — х2 \ f (t)] očito izlazi i 
t-* со 

egzistencija konačnog lim sup [t f (t) ] , t o j e s t da m j e s t o 

O(|cVt2—х2]"1) možemo pisati О (t—_), dobijemo 

J0 (с У t2---"_?) = 

e x p ( - ^ ) fe{< ехр I ici t i / I — 72 V - * \/2тгс 

. exp(-c. t ^ 1 - - ) i l - f - 0 ( t - i ) ] j + 

ißi _ 

. exp(C2t ^ l - ^ ) [ l + 0(t-i)]}> (18) 

tako da za integrand od (5) vrijedi asimptotski razvoj 

e~stJ0(c Vt2 — х2) = 

е х р ( ~ т ) i ( 
====^ \ ехр [ i (с. — s2) t ] ехр 

r2 

f2 

V2re< 

V t \ / l - ^ -
[ici* (V ̂ - ^ - 1 

ехр [— (c2 + s^ t] ехр V" х •C5 , t | \ / 1 - - ^ - - 1 U + Oft-1)] + 
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ехр 

\Ј2л( VW 
= ^ ^ j e x p [ — i (ex + s2) t] exp 

1 t2 

c^l-^-l)]. 

. exp [ (c2 — si) t] exp 

Zbog 

e t 1 - ^ - 1 
t2 

[i + o i t - 1 ) ] 

lim 

vrijedi 

lim exp 

lim exp 

i c j t 

c2 

V 1 — 

V ̂ т - 1 

1 — : , - — 1 

lim exp 

= lim exp 

= 0 

(19) 

(20) 

• i c i t K / 1 (V: 

[c_t(^: = 1.(21) 

Dalje je očito 

| exp [ i (c i — s2)t}\ = |exp[ — i(ci + s2)t] j = 1 

= о U * ) . 

(22) 

(23) 

i t M l - $ 

Pretpostavimo li sad 
*i > c2, (24) 

to se vidi s obzirom na (9), da eksponenti eksponencijalnih 
funkcija ехр [— (c2 -f- st) t] i ехр [(c2 — si) t] postaju negativni 
i da integral mora biti apsolutno konvergentan. Pretpostavi­
mo li dalje ' * 

s1 = c2>0 (25) 

s2 = —Ci, (26) 
to se vidi, da funkcija ехр [— (c2 + ¾ ) t] i sada ima negativan 
eksponenat i da će stoga prvi sumand izraza na desnoj strani 
od (19) dati apsolutno konvergentan integral. Drugi sumand 
toga izraza će glasiti 
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in 
e x p ^ j -

VW1-?-
• exp [cat (\Ј^Џ - l ) ] [1 + 0 ( ^ 1 ) ] } . (27) 

S obzirom na (21) i (23) dat će član О (t-1) u uglastoj zagradi 
apsolutno konvergentan integral. 

Prema (21) možemo staviti 

exp[— i c i t ( y 1 - - ^ - - i j jexp [ c _ t ( y i -4->: U -
= 1 + °"i + i °2 > 

r 
(28) 

gdje je 
lim б1 = 0 (29) 

lim a2 = 0, (30) 

t. j . za po volji maleno s može se naći T tako, da za 
t > T 

vrijedi 
15,1 < e 

i prema tome 
1 + d- > 1 — £ . 

(31) 

(32) 

(33) 
Budući da je osim toga 

-1 •* - t 
i / /—_? VT 

(34) 

to je 

R e [ , — l = i ; e x p [ - i c l t ( V / l - ^ - - l ) ] e x p [ c a t ( y i - ^ - l ) ] } 

(l + ö 1 ) > ^ ^ - za t>T, (35) 

fsR 
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i p rema tome taj dio daje divergentan integral. Integral (5) je 
dakle pod pretpostavkom (25), (26) divergentan, tako da je po 
poznatim stavcima8 apscisa konvergencije, a ujedno i apscisa 
apsolutne konvergencije 

ß = c2. (36) 
U točki Si = c2 > 0, s2 — — Cj pravca konvergencije s2 = c2 > 0 
divergira dakle integral (5). Preostaje još da se istraži, da li je 
taj integral konvergentan u ostalim točkama pravca konver­
gencije. (Svakako on u tim točkama ne može biti apsolutno 
konvergentan, jer pravac apsolutne konvergencije pripada ili 
sav ili n e pripada nikako području apsolutne konvergencije9). 
Konačno još t reba posebno diskutirati slučaj c2 = 0. Pretpo­
stavimo dakle najprije 

52 = с г > 0 (37) 
5 2 Ф — е . . (38) 

Prv i sumand izraza na desnoj strani od (19) dat će zbog (36) 
apsolutno konvergentan integral, isto tako dio drugog sumanda, 
koji je pomnožen sa О ( t - 1 ) . Preostaje još izraz 

ехр 
171 

R = 
\Ј2п( 

=r ехр [ — i(ci + s2) t] . 

. ехр 

Red potencija 

(ca — icjtyyj 1--1- — 1 (39) 

- ' ( V 1 - ! - 1 ) — ' ^ т ^ + Tigris ~Ь • • • -8t4 ' . 16Г ' 128t* 

It 

možemo uvrstit i u razvoj 

(c, 
ехр [(c2 — ici) у] = 1 -, - 1! 

+ 

i ci) у , (c3 —ici ) 2 u 2 

2! 

(40) 

+ . . . , (41) 

što je dopušteno, jer je za dovoljno veliko t red (40) apsolutno 
konvergentan i suma apsolutnih vrijednosti njegovih članova 

8 Doetsch, 3. poglavlje § 2. str. 13 i t. d. 
9 Doetsch, str. 15. 
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manja öd radija konvergencije reda (41).10 (Taj radij konver­
gencije je neizmjerno velik.) Dobijemo dakle 

' ехр [ ( c a ' - i C l ) . [ ф ~ ^ - l ) ] = 1 - f e - t c x ) ( | ^ + ^ г + .. .) + 

= 1 — (c2 — i ei) -^- + (c2 — i ci)2 -g ĵ- — (c2 — ici) U + у (c2~ici)2x2 —б + .... 

(42) 
Dalje vrijedi 

1 , , хг , 5x4 . 15x6 . 
= 1 + -r-f + ^ТТТТ + ГооТб + • • • ( 4 3 ) *Г ä? 4t2 ' 32t4 ' 128t6 

Produkt apsolutno konvergentnih redova (42) i (43) daje 

in 
T i , • , , . , | \ , . ч х2 

R = —j==^~ - ^ - ехр [—i(ct + s2)t] h — (c2 — iсг) 
ехр 

[ Ж2 iC2 1 

( c a - i c ^ - ^ + i 4 p - - - - | 
in 

e x p 4 ехр [—i(cx + s2)t] 
V2JTC \Jt 

[1 + 0 ( ^ 1 ) ] . (44) 

Dio toga izraza;, koji je pomnožen, sa О (t—1), daje оси» apso­
lutno konvergentan integral, a ostali dio za q - f 82фО [vidi 
(38)] uvjetno konvergentan integral, što je lako dokazati.11 

10 Isporedi na pr. K. Knopp: Theorie und Anwendung der unend­
lichen Reihen, Springer, Berlin 1922, str. 173.-

11 Taj integral je dobro poznat. Zna se, da je 

$ 4 = Vf<"-»-41 v 2 
0 

Usporedi С. Jordan: Cours d'analvse de l'ecole polytechnique, Gauthier-
Villars, Par is 1Ö13, II. sv., str. 201. 

14 



Prema tome je pod uvjetima (37), (38) integral (5) uvjetno 
konvergentan. Pretpostavimo konačno 

S l = c2 = 0 (45) 

Cj > 0 . (46) 
Za 

s2 = —c1 (47) 

daje drugi član od (19) divergentan integral, što smo već prije 
dokazali (nezavisno od toga, da li vrijedi (37) ili (45)). Prvi član 
će dati uvjetno konvergentan integral, (a ne apsolutno konver­
gentan, kao pod pretpostavkom (37)), što izlazi na analogan 
način, kao što je bio upotrebljen, da se izvede (44). Integral 
(5) je dakle pod pretpostavkom (45), (46), (47) divergentan. 

Za 
s2 = cx (48) 

uz (45), (46) dat će prvi član od (19) divergentan integral, a 
drugi član uvjetno konvergentan, dakle je integral (5) diver­
gentan. Ako ne vrijedi ni (47) ni (48), dat će oba člana od (19) 
uvjetno konvergentne integrale, tako da je integral (5) kon­
vergentan. Vidi se dakle, da je za c2 = 0 n a pravcu konver­
gencije s2 = 0 integral (5) divergentan u dvije točke, s2 = —c t 
i s2 = cx. 

Slučaj 
c1 = c2 = 0 ~ (49) • 

je trivijalan, jer je onda Besselova funkcija u integralu (5) iden­
tično jednaka jedan. 

Oslobodimo li se pretpostavke (9) odnosno (10), možemo 
dobivene rezultate izraziti ovako: 

STAVAK IV 1. S t a v i m o l i 

с = Cj -j- iCo, (50) 

a p s c i s a j e k o n v e r g e n c i j e i n t e g r a l a 

L = j " e-stJ0 {cftF^x2) dt 
о 

d a n a s a 
/3-= !c2l. 

15. 

(51) 

* 
(52) 



A k o j e 
c2 ф 0 , (53) 

i n t e g r a l j e n a p r a v c u k o n v e r g e n c i j e s v a ­
g d j e u v j e t n o k o n v e r g e n t a n , o s i m u t o č c i (|c2j, 
—Cj sgn c2), g d j e j e d i v e r g e n t a n . A k o j e 

c2 = 0, c. ф 0 , . (54) 
i n t e g r a l j e na p r a v c u k o n v e r g e n c i j e s v a g d j e 
u v j e t n o k o n v e r g e n t a n , o s i m u t o č k a m a (0, cj), 
(0,—cj, g d j e j e d i v e r g e n t a n . S l u č a j 

cx = c2 = 0 (55) 
j e t r i v i j a l a n , i i n t e g r a l j e u t o m s l u č a j u n a 
c i j e l o m p r a v c u k o n v e r g e n c i j e d i v e r g e n t a n . 

Potpunosti radi primjećujemo, da je analogno kod Lapla-
ceovih transformacija, koje odgovaraju funkcijama pod brojem 
34 i 35 Doetschove tablice i koje glase 

? e - - _ _ _ M d t = _ _ _ _ Z ± Z = £ ) l . (ReC)>0 ) (56) 
о - Va 

i 

)e~'Hv Jv (at) dt = — -Y- Re {v)>— — \, (57) 
0 V"»(s* + a8) т 

apscisa konvergencije dana apsolutnom vrijednošću imaginar­
nog dijela konstante a, i samo je onda jednaka nuli, kao što 
je tamo naznačeno, ako je ta konstanta realna. 

2. Kompozicija dviju ili više Besselovih funkcija nultoga reda 

Relacija (4), napisana oznakama prema (5), glasi: 

] е - Jo (c V ? = ? ) dt = - ^ - = _ - _ Т 
х V S + C2 

(ж^О, Re(s)> Im (c) |, .c po volji), (58 
gdje je još uzet u obzir stavak IV. 1. Integriramo li ovu jedna­
kost po i od i do oo, izmijenivši na lijevoj strani poredak 
integracija, što je očito dopušteno, dobijemo: 
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J je- '*Jo(cVt 2—x ')dt d x = j " е-"ј*Ј0(с\/-2 —x2)dx 
Ј * L x 

GO , , . 

— f exp(—x vV-f-c2) ^ __ ехр (—ж уУ + с*) 

dt 

>/-а+.с* dx sz + c* 
• (59) 

Prema tome u Laplaceovoj transformaciji (I) odgovara prvot­
noj funkciji 

F ( t ) ^ 
za 0 < t < ж 

]J0(c\jts—х2) dx z a t > x 
X 

izvedena funkcija 

*лл — exp(—х у/^ + с2) 
Ј l s ) - s- + с2 

(60) 

(61) 

Prema poznatim stavcima12 operaciji komponiranja u području 
prvotnih funkcija odgovara operacija množenja u području 
izvedenih funkcija. 

Neka su xx >̂ 0 i x2 >̂ 0 dva realna parametra i neka je 

Fx{t) = 
0 za 9 < t <-xi 

(62) 

F2 (i) = (63) 

Jotc^t2 — жг
2) za t > x x 

0 za 0 ^ t ^ x 2 

J0(csjt2 — x2
2) za t > x a . 

Tvorimo u smislu I (33) kompoziciju 
t 

кЈЈ (t; x_, x2) = j" Fi (u) F2 (t — у) dy = 
о 

i—*j 

= J J0(cV/u^=^)Jo(c\/^r^F:rx72)du ( t > x x + x2).(64) 

12 Doetseh, str; 161, stavak IV b. 
-2 Rad Jug. Akad. 277 17 



Prvotnim funkcijama (62), (63) odgovaraju prema (2), (3) izve­
dene funkcije 

Ш = ЈЗ±1Џ^+*1. ( 6 5 ) 
Vs2-rc2 

i M - e X P ( ~ X2 VS +C 2 ) , R R , 
J2 (S) = г 7 = = | , (66) 

у s2 + с • 
dok kompoziciji - ^ ( t ; ж1( x2) kao prvotnoj funkciji odgovara 
njihov produkt 

4 lB\ 4 U\ - eXP [— (Д?1 +,3¾) V-2+C*l , 
/ l (S) % (S) = — ^+~CZ ^ ' 

kao izvedena funkcija. U drugu ruku prema (60), (61)' izvedenoj 
funkciji (67) odgovara kao prvotna funkcija integral 

1= J J0(c^¥^2)dy. (68) 
- * , + % • 

Budući da je prvotna funkcija, koja pripada zadanoj1 izve­
denoj funkciji, jednoznačno određena,13 mora kompozicija (64) 
biti identična s integralom (68), t. j . dobijemo integralan teorem 
.Besselovih funkcija, u kojem ćemo prema III (1) pisati funk­
ciju Л0 mjesto funkcije J0: 

t — x2 

Kfl (t; --1.-¾) = 1 A> (c sly2-*!2) A> (c sl(t — y)2~x2
2)dy = 

*1 

t 

= j* Мс№=у*)ау. (69) 
% + *2 • 

Analitičkim produživanjem lako je uvidjeti, da ova relacija 
vrijedi i onda, kad nije zadovoljena pretpostavka, da su xlt x2 
i t realni brojevi s uvjetom t > хг -\-x2, već to mogu biti tri 
bilo koja kompleksna broja, a krivulja integracije bilo koja 
krivulja, koja se može rektificirati (na pr. po odsječcima glatka 
krivulja), a spaja točke, koje* su dane donjim i gornjim gra­
nicama integrala. Drugi korijeni, koji se pojavljuju u argu­
mentima funkcija, samo su prividni, jer jeA0 taka funkcija," 
kako izlazi iz III (1). Integrali u (69) su stoga očito cijele ana-

13 Ako zahtijevamo, da bude kontinuirana. Vidi Doetsch, str. 34. 
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litičke funkcije. Istina je, da se u tom poopćenju prvi integral 
u (69) više ne može smatrati kompozicijom u strogom smislu 
definicije I (33). Ipak ćemo pridržati taj izraz i u ovom slučaju. 

Provede li se'postupak integriranja po ж od ж do .00, koji 
je doveo od (58) do (59), r puta, dolazi se do relacije 

j e~stl jdx) J0(c \Jt2~x2)dx dt=^±Z^M±^. (70) 
(\/s2 + c2) r + 1 

Uzevši još u račun formulu II (154) za п-struku integraciju, 
možemo dakle reći, da prvotnoj funkciji 

0 za 0 £ t ^ a ; 
F ( t ) = (71) 

t 

(r —l)j \ (У~~ж)г-1Ј0(с\/*2 — y2)dy za t>x 

odgovara izvedena funkcija 

Ш = ШЏ±+11. (72) 
(\/s2 + c2) r+1 

Neka su dalje хг ^ 0, x2 2> 0,. .., xx > 0 realni parametri. 
Onda prvotnim funkcijama 

0 za 0 ^ t £ x f c 

F k ( t ) = • (k= l , . . . , r) (73) 

Jo (c V t2 — x\ ) za t > xk 

odgovaraju izvedene funkcije . 

ехр (— х, \l s2 + c2) 
f ( s ) = ^ Ј ^ Л ^ L (k= l,...,r). (74) 

Vs + c2 

Kompozicija funkcija (73) glasi: 
К1\\\\1{1;хг,...,хт) = F-(t)* F2(t)* . . . * Fr(tj = 

= Ј dyi Fx (t — уА j dy2 F2 (j/i-y2) • • • Ј dur-2 Fr_2 (yr_3 — i/__) • 
о о . • u 

Ут-2 

. j" dyr-iFr--i(yr-2 — j/r-i) Fr (г/r-i). (75) 
u 
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Uvrstimo li funkcije (73), lako se vidi, da će odbacivanje onih 
dijelova integrala, za koje su integrandi jednaki nuli, značiti, 
da se pojedine varijable integracije kreću u ovim granicama: 

xr S Уг-г ^ Уг-2 — Xr-i (76a) 
Xr + Xr-i<L Уг~2 <L vr-3 — Хт-2 (76b) 

Xr + Xr-1 + Xr-2 <• Уг-3 S Уг-4 — Xr-3 (76c) 

Xr + Xr-\ + ... + x3<,y2 йУг — ^2 (76d) 
xr + Xr~i + ... + x2 <I Ух S t — хх • (76e) 

Dobijemo dakle, zamijenivši J0 sa Л0: 

^ о , . . . , ' о (t>xi'•••> Xr> = 

= J ЙУ1 A° (C V(* — yi)2 — *-*) Ј ЙУ2 Л> (С \1(У1—У2)2-Х2
2) ... ј dur_2 -

fc=2 fc . fe=3 * 

Уг-2 - *r-1 

• A> (с V (2/г-в — ?/r-2)2 — а;2_2) { dy--i • 

. А,М(Уг-2-.Уг-1)*--:-£__) A , ( c > / 2 / L t - ^ ) . (77) 

gdje je u smislu (76e) 
r 

t > 2 -¾ • (78) 
fe = i 

Ovoj kompoziciji odgovara kao izvedena funkcija produkt 
funkcija (74): 

* iM* лл * лл - e x p [ — ( ^ + ¾ + .. . + a?r)Vs2 + с 2 ] , 7 ( П 
j i (s) j z (s)... /r (s) = -г-р- - ^ - ^ . г . (79) 

( V s + с: ; 
Stavimo li još 

X = 1 ¾ . (80) 
к = i 

možemo prema (71) i (72) zaključiti, da je 
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К ;(t;x1,...,-Cr) = 7 -~ ? i (y-X)'-^ 0 (cVt--y«)dy (81) 
* " ' * V Л). х 

pod p re tpos t avkom, da je 15> X. Razumijevamo li pod 

^ о ' . . , , о (*> ^- i ' • • •» Хт> 
izraz (77) i onda , ako !uiU. £^ X i j * " 2 ' * * * J **"r 

bilo koji kompleksni 
brojevi, koji dakle više ne zadovoljavaju uvjet t~> X, opet se 
analtiobim produživanjem uviđa, da (81) vrijedi i u tom slučaju. 
3. Jednadžbe rekurzije za kompoziciju dviju Besselovih funkcija 

višega reda 
Za ovo, što slijedi, pretpostavlja se prema potrebi, da su 

parametri xx, x2,... od nule različiti. Slučajevi, kod kojih išče­
zavanje jednog parametra ili više njih dovodi do teškoća, ras-
pravit će se kasnije. Razmatrajmo kompoziciju 

к"','„? (t;x1,x2) = 
t — * 2 

= J У* К (с vV117^) (t-y)^ -A», ft JW^yT11*?) dy, (82) 
pri čemu su m1, m2, щ, n2 nenegativni cijeli brojevi, t, хг, x2 
bilo koji kompleksni brojevi, a krivulja integracije bilo koja 
krivulja, koja se može rektificirati, a spaja točke хг i t—x2. 

Ako su t, xlt x2 nenegativni realni brojevi i t>-xx-{- x2r 
možemo (82) shvatiti kao kompoziciju funkcija 

0 za 0 £ t _ 
Fx{t)^ ' (83) 

0 za 0<Lt<Lxi 

tm< А щ (с V t2 -

0 

-xt
s) za t > Хх 

za 0 <L t <1 x2 
F2 (t) = (84) 

tm* Ащ{с {? — х2
г) za t>x2. 

U tom slučaju komutativni zakon za operaciju komponiranja 
daje 

к Zlln! (¢^1.¾) = KHZ1 (t; X2'Xl) • ( 8 5 > 
Analitičkim produživanjem izlazi, da (85) vrijedi i za bilo koje 
kompleksne vrijednosti od t, xlt x2, a dobije se to i izravno 
iz (82) supstitucijom z = t—у. 
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Diferenciramo li (82) po хг i uzmemo u račun III (9), do­
bijemo 

v r7.m,,m.2 /, \ 

= — ж™'(i — _ci)"b A-,(c\/(t—*_)* —x2
2) + — ; — - ^ г т - К^'^Ц;хъх2) (86) 

ili 

Knt + l,n., &>Х1> X2> = 

__ ?C?i±_) { ^ ^ ^ + ̂ .(t-x^i.HF^)^/)) (87) 

i analogno 

= - - - | "<-% + i ^ t - ^ l ^ c V(t —-C2)2—-ci2) [• 
с x2 l м 2 J 
U (87) i (88) pretpostavlja se хг =f= 0 odnosno x2 ф 0. Ove jed­
nadžbe daju mogućnost postepenog povisivanja donjih indeksa 
kompozicije. Diferenciramo li (82) po t, izlazi s obzirom na 
III (9): 

дК™"'/' {f,xi.x2) 

(88) 

dt 

= (t — x2)mi x™°Ani (c yj(t—x2)2— хх) + m2 К™"^2~ (t; xb х%) — 

--П^П)^^'*^ (89) 

ili 

K r ; ,C+i ( t ; ; r i ' X 2 ) = 

2(na + l) (t — ж2)т ' а^« A„, (с v(t—ж2)2—ccj2) + m2 К™'/™2 (t; -ci, x2) — 

дк7'п!(t;xltx2) \ 
" s <90> 
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i analogno s obzirom na (85) , . 

к :;tl::: (-; *ъ ъ> = - -^ - - - -1 (t - ^- хг< лщ (c ^ - ^ - - ^ - ) + 

+ m i &„'„_/ (t; x i , x2) д i . (91) 

Uvrst imo li u ,(90) za K^"™2
+^ izraz, koji daje (88), dobijemo: 

a,K^ + 1 ( t ;a 1 > a ; . ) 
# X o 

f m m.-iv ч 9 K ^ ' ( t ; a : i ^ ) 1 
x2 j m2 К П Ј ' „ ; (t; x i , x2) — х - l. (92) 

Integriramo li po x2 i odredimo donju granicu integrala tako, 
da integral iščezava za i = хг + x2, kao u (82), izlazi: 

K™1'™2 (t: x i . x 2 ) = 

= \ у\m2 кге;;^; L-(t;жх,у) ^ ^ ^ \ dy (93) 

i analogno 

= J 2 /^^^^(^1 / ,¾) = ^ Jđ2/. (94) 

Posljednje dvije jednadžbe dopuštaju postepeno povisivanje 
gornjih indeksa kompozicije. Jednadžbe vrijede i za m2 = 0 
odnosno m1 = 0, kada otpada prvi član u vitičastoj zagradi u 
integrandu. Toi se razabira, ako» se cijeli izvod izvrši pod tom 
pretpostavkom. 

Dajemo još neke jednadžbe rekurzije, koje mogu prema 
potrebi korisno poslužiti. Prema III (7) vrijedi 

( г / 2 - х 1
2 ) Л „ 1 ( С \ / у 2 " - х 1

2 ) = 

= *Пг{1Г1)\К-1(с{¥^)-К-Лс{¥^)\. os) 
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Pomnožimo li ovu relaciju sa ymi (t— _/)m--Л-, (с \j (t — у)г—х/) 
i integriramo po у od x% do t—x2, dobijemo 

К-Н + 3.-Ч __ • кт,ш, + 4 « П « р 1 ) { K m „н —К^__) (96) 

i analogno 
4n2(n2 —1) 

- ¾ -Ч,,п. + ~2~ ( 1 - - , , - , - 1 - - - - , , - , - . . ) - 1 9 ^ 

Ako se u (92) povisi m2 za jednu jedinicu i uvrsti izraz (97),. 
izlazi 

d m„m2 + l ( у 
—— = (m2 + 1) К П Ј ' ^ (t; 11,¾) — 

— — — ( т /Ym"m2 ff- i , r l + i ^ i ^ ^ Km"mä f f i , t j -

- к ? . С - 1 (*; ^-¾) }• (98) 

Integracija po t daje, ako se donja granica odredi tako, da 
integral iščezava za t = xt + x2 , 

K - » „ m , + l ( t ) = 

= J ) (m. + 1) КЦщ (У > хъ 3¾) — — -јј^ j -¾ К™1'™s (у; х ь х2) + 

[ <:vr- i (?/; --i-*.) - K;:Z-2(y; хь -¾)]} | % 09> 

xt + х2 

4n2(n2 — 1) 
с 

i analogno 

rt,, lij 

= f (mi + 1) K™1/̂ 2 (у; x_, 3¾) — — --^- I ж. K™'" ™г(у; хъх2) +• 

[ к ; 1 ц ( 3 / ; x i , я . ) - К ^ . . ( у ; * i , x _ ) ] | W (100) 

*, +х. 

4n i (n i— 1) 



4. Izravne formule za kompoziciju dviju Besselovih funkcija 
višega reda 

Ponovljenom primjenom jednadžbe rekurzije (87) dobije 
se lako 

C/C ft; *i>-¾) = -¾11 (^ j-J1 КС (-; ** -¾) + 

+ 2 ^--Гм (^^j^'^r'-^t-x^^jcVF^^^^^jaoi) 

к: 
n,—1 

* = 0 

i dalje 
2"-nai / 1 д \п-

On,—fc-, J / 1 Я \n„-k-l 

+ 2-?5й%Йв_к)" N-Mt— .)-.40^^--0--^.-)]. (102> 
п.—1 

Uvrstimo li (102) u (101) i uzmemo u račun, da je prema III (9) 

- f i N l t - ^ - x / ) = Trr^j^A+iicjlf^W17^!2), (ЮЗ) 

dakle 

(^^Г^^3^^ = 2 ^ ^ И Т ^ ^ ^ ? ) - (104> 

izlazi 

К"1""4 (t;xbx2) = г ^ п ^ п г ! / I 
¢2(-..+-1.,) 

л,—1 

/ 1 в Y> / i a y « ._„,,,-,-. U_&_TJ 1^¾]. K°.° <*'•*-.*->+-

+ 2 - г ^ Э Д ^ Р [-r-Mt-.j-ikccVct-*,)'-*.-)] + 
fc = 0 

+ 2 - ^ ¾ l i ^ P f o " 4 ' " ^ ^ ^^^-^? ) ] - (105> 
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P r i tome pretpostavljamo щ . > 0 i n2 > 0. Ako je n a primjer 
щ = 0, n2 > 0, otpada prva suma .na desnoj strani od (105), 
t. j . vraćamo se n a (102). Slučaj щ = n 2 = 0 je trivijalan. Time 
je K™''™2 izraženo pomoću' K ^ " ' 2 . Treba još izraziti K^,1"3 

pomoću K0 '0 , koje je dano formulom (69). To ćemo učiniti u 
točki 6 za općenitiji slučaj konipozöcije bilo kojeg broja Beissel-
o'vih funik-cija ivonđa specijaldzacijom izvesti relaciju, koja nam 
ovdje treba. [Vidi formulu (129).] 

Zabilježimo još nešto općenitiju formulu, kojom se svodi 
'K™1'1"2 паКГ" 1 " ' , gdje je p <C nu q < n2. Ta se formula dobije 
analognim načinom kao (lt>5) i glasi: 

K " ( t ; xi>x^ = 

_ 2">+"г-р-дП1!п2! t\_ д уч-Р / J_ J^^-я m2 

- С2(п1+Щ-~Р-Ф p i q i U r дхЈ \ x2 дх21 КР>« { ' Хъ X2) + 

+ " v* 2"--*-* ml /1_ j y ^ - ^ r mi_. л Ј(,_Ж1)2_Хо2 ) i , 

+ 2 с
2<^Чр + k) . W ^ J L l ( l} A*(cVlt Ж1) X2/J + 

•0 

пз-д-1 ЧЈЧ-Ч-к „ ,1 / 1 Я xiH-q-fc-1 , V 2 ^ - « n_l / 1 0 утя** г - y i , )m. A, (сЈ7Г^ЖГ^)] 

љ = о (106) 

5. Jednadžbe rekurzije za kompoziciju bilo kojeg broja 
Besselovih funkcija višega, reda 

Kao poopćenje od (82) definiramo u analogiji sa (77) kom­
poziciju • . • • • • 

< ; ; . 7 . ' / n ? ( t ; * i > - - o * r ) = 
t—x1 УЈ-ЖЈ 

= J dyx (t-уг)-» АП1 (c ^(f^F-xT2) ) dy2 (угујт* АП2 (с уЦу^-у^х**) . . -
Г Г 

2 *fe 2 хк 
к=2 к=5 

J ауг-2(уг-г-Уг~2)т'-*Апг_2(cV(yr-3-^-2)2-S) ' 

-1 

J d_/-__ iL*... (с УТ^-Т^-Уг-i?-<-.) А »г (сVž / iu 1 ^ ) , do?) 
хТ 
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koja se za realne vrijednosti od t, х1г. .. ,хт i t > X (vidi (80)) 
može smatrati kompozicijom funkcija 

0 ; za Ö ^ t ^ X j 

Fk(t)= (k= l , . . . , r ) , (108) 

•tf"* A,4 {с^¥^х§ za t>xk 

dok ćemo mi dopuštati i bilo kakve kompleksne vrijednosti od 

Diferenciramo li (107) po xt, dobijemo očito: 

—— Kn n
r (t;Xi,...,Хт) = —аг™-Кп

2
 R (t — ^ ; x 2 , . . . , ^ г ) + 

c 2 ; r i к:;;, 2"7'7 и',*1>"-.хт). (109) 2 (1¾ + 1) "1 + 1 

Zbog komutativnog zakona za operaciju komponiranja vr i ­
jedi analogna formula za bilo koje xk, t. j . 

-— K " n
r (t;xl!...,xT) = 

mk j ™ i m 4 _ 1 , m f c f j , ... . >mr , _ v 

— xk Kn, nk_l,nk+l nr (t xk ; Xi,...,хк_1,хк+1) ...,xk) + 

Diferencira li se (107) po t, izlazi: 
j o - m j , . . . , mr , \ m-i -r--m2, . . . , mr ,, < ^ , 

~К" " - „ „ ( t , ' X i , . . . , X r ; — X , i \ . n __ ( t Хл l Х о , - . . , Xr) т 
fff nl > • • • J -V ^ •» х / / X « 2 , . . . , « • - . " _. ^ -. 

i rriTii—1, m 2 ) . . . , m_ / , ч С T ^ - " 1 I + 1 » "-з. • • •» mr /_- \ 

+ m i K
n i : щ,..:,:т (t.;gi,--.-,-cr) — 2 ( n 1 + i ) K»»+i,",,. . , .^.(*» , а ;1)-»gr) 

(UD 
ili pomoću (109) 
^ -г-гЈп-t , . . • , ni-. / , \ T r m i — 1 , т . . , . . . , т _ / , \ 

a t - - - « , , , . . , - , (*;*!,....х-) = mi К„; '„; „; (tjari,...,,-.) — 

1 9 Т ,т!+1, i 
Ж! ЭЖх ">• Z'.'.'. п, ( t ; - " i , . . , - c r ) (112) 
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i analogno za bilo koje xk: 

•̂ - Knl,...,nT { t ; x x , . . . , x r ) = 

= т ^ Г " ' - " ? H ! H 1 ' " " ? ( t ; i i , . . , i , ) . (113) 
"4—1. " i . " t + 1 

Isporede li se formule (109), (110) i (111) sa (86), (89), vidi 
se, da (109) do (111) vrijede i za r = 2, ako se definira 

K™(t;x) = t m 4 ( c \ / t 2 - ^ ) . (114) 

Razumije se, da i formule (112), (113) vrijede i za r = 2 te u 
tom slučaju odgovaraju formuli (92). U anaiogonu formule (93), 
koji bismo dobili iz (112), bila bi integracija po prvom para­
metru protegnuta od t—X4rx1 do x1 tako da integral iščezava 
za t = X. 

6. Izravne formule za kompoziciju bilo kojeg broja 
Besselovih funkcija višega reda 

Pretpostavimo г ^ 2 i primijenimo na (112) operaciju SXl 
definiranu prema II (135) sa дг (хЈ = хг. Uoči li se, da sve 
kompozicije (107) zadovoljavaju uvjet II (148), kako se odmah 
uviđa, izlazi s obzirom na stavak II. 5.: 

_-»,+!, m , , . . . , » . ( ) = = 
Tl_, П 2 » • * • » П г 

= s,J|mxK:i;-i';v:;:;:; ( ^ ь - л ) - i^ K;;::::m
n: (*;*->..., хл 

(115) 
Ova relacija vrijedi i za mx = 0, kad prvi član u vitičastoj 
zagradi otpada, analogno kao što je to bilo kod (93), (94). 

Izbjegavajmo najprije svaku komutaciju operatora SXi i 
—. Označimo li radi kratkoće samo prvi gornji indeks kom­
pozicija, dok mjesto SXl pišemo S, daje postepena primjena 
jednadžbe rekurzije (115) na primjer: 

K4 = (3S2 + 3S2 -l S-l- + 2S 4 S2 ~ + S I: S ~ S + 
\ at at ot at at at 

+ s ¥ s a t s~dtSM \ KP. (116) 
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Pogled na tu jednakost pokazuje, da desno od svakog —stoji 
5 ili K°, i lako je vidjeti potpunom indukcijom, da to vrijedi 
i za bilo koje Km. Prema stavku II. 5. komutira dakle svako ^г-

dt 
s operatorom, koji mu je nalijevo, pa stoga možemo u svakom 
članu operatore ----, počevši s onim, koji stoji najdalje nalijevo 
u dotičnom članu, postepeno pomicati na lijevi kraj člana. Time 
prelazi (116) u oblik 

K4 = [3S" + 6 ( i )V + (*) V ] K ° ' (Ш) 

Općenito vrijedi, kako se dokazuje potpunom mdukcijom na 
temelju (115): 

*Q;;;;;lr (t;_c_,...,xr) = 

*=o - (118) 
Da taj dokaz izvršimo, nadovezujemo najprije na stavak II. 5. 

I д У Tvrdimo, da izraz l-^-j Sq f(t; xx,. ..,хт), gdje Sq znači produkt 
od q operatora Sg о > (к = 1 , . . . , r), koji ne moraju biti me­
đusobno jednaki, zadovoljava uvjet II (148), ako to čini funk­
cija f (t; xlt... , Xr) i ako je p ^ q. To svakako vrijedi za q = 1, 
jer je za p = 0 izraz jednak Sf, pa je prema istom stavku 
— Sf = S — f, čime je operator S na prvom mjestu, pa izraz 
opet zadovoljava II (148). Pretpostavimo li, da je tvrdnja isprav­
na za neko q, bit će 'dopustiva prijertvorba 

čime je Š došlo na prvo mjesto, pa tvrdnja vrijedi i za q + 1. 
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Time je tvrdnja dokazana potpunom indukcijom. Iz nje dalje 
izlazi, da vrijedi 

* ( i f ~ ' ' - U )'***'•• (120) 

ako je p 55 q, a funkcija f zadovoljava II (148). Čitamo li naime 
(119) zdesna nalijevo, vidimo, da se operatori S jedan po jedan 

* * ( д Y 
mogu s lijeve strane potencije l^r/ prenijeti na desnu. 

Ako dakle na izraz (112) djeluje operacija SXl, ta se ope­
racija može dodati potenciji S™*~ , jer je % - -27c <= ma — к, а 
kompozicija K™1+1' ™2;;;;; m

n
r (t; xlt..., xr) zadovoljava II (148). 

Pretpostavljajući, da relacija (118) vrijedi za neko m1 ^ 1, 
uvrstimo je sad u (115) i nadomjestimo u prvoj sumi na desnoj 
strani к sa Je—1. Izlazi 

(-1)--+4-71- + 1). J 2ккНт^-Ш+П\'. 
fe = 0 

(
Й \ m1+l-2k 

Z 2fc-1(fc—l)!(mi—2fc+l)!-W- - л K»i.-- „r (t, ^ , . . . , ^ 

fc = i 

Г_!?_1 

-(-i)-'^' 2 * Щ ^ Й Ы *:+"Х,:;:::;:; (*;*!..-..*>. 
*=0 (121) 

Pretpostavimo najprije 

1 5 5 Ј с ^ - ^ . , (122) 
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Članovi s indeksom к daju 

(__!)»»,+i ( m i + l ) ! ( — l ) ^ - 1 (m i — 1)! mj 
2hk\(mi~2k + l)l 2 ^ 4 ^ - - 1 ) 1 ^ - 2 ^ : + 1 ) 1 

_ (— pfr -mi! 
2 f ck!(m! — 2fc)! ' (123> 

Dijelimo li sa (—l)"*»-1 m,! i množimo sa 2k kl (m1—2Jc -f- 1)!, 
to dobijemo 

m1.+ l = 2 k + m 1 — 2 k + 1 , (124) 

što je ispravno. Za к == 0 dobijemo 
( _ ! ) » . + - ( m i + l ) ! '(—!)«-» mi! 

2° 01 (mi + l ) ! 2 ° 0 ! m i ! ' 

što je ispravno. Ako je ттц lih broj, može biti к = 

dakle m1 = 2s—1, pa dobijemo-

(125) 

Tnl + 1 

( - l ) 2 s ( 2 s ) ! _ ( - 1 ) 2 » - 2 ( 2 5 - 2 ) ! ( 2 5 - 1 ) _ ^ 1 2 6 > 

2 s s ! 0 ! 2 ^ ( ^ - 1 ) 1 0 1 

što je ispravno. Budući da formula (118) vrijedi za m1 = 0 i 
za m1 = 1, ona je t ime dokazana. Razumije se, da analogna 
formula vrijedi za svaki od gornjih indeksa kompozicije. Po­
đemo li od kompozicije, kojoj su svi gornji indeksi jednaki 
nuli i provedemo postepeno povišenje pojedinih indeksa prema 
formuli (118), dobijemo članove s operatorskim produktima 
oblika 

a \m1—2k1 / a \m2—2fc;, " 

dt) »- \di) 
u kojima možemo na temelju (120) sve operatore S premjestiti 
na desni kraj dotičnog operatorskog produkta, počevši od onih, 
koji su desnom kraju najbliži. Dobijemo stoga općenito 

^;:::;:;fo^ ^).-- ( i l f - i r ' -v] . 

M M M r 
L 2 J L a J L 2 J 2 ms-2ks / r \ 

I 2... 2 (£)". nrbl,:: i |w. . . . ,d. 
fc,=o fc2=o fcr=o \"=i / (127)' 
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Ako stavimo sve donje indekse jednako nuli i uvrstimo (81), 
možemo pisati: 

КУ\::,? с*;*.,....-*) - ; ( г - ^ ( П ( - 1 ) я * ^ ч . 

LTJ LTJ i«-.-». / г \ * 
2--- 2 fer1 П s:rK i (у --о--- л (с Vt^v) dy. 

fc1=o fcr = o \t>=i . / х (128) 
Za r = 2 dobije se dz toga: 

K™" 0
mj (t; х-, x2) = (— 1)"- + •"* mi! m2! . 

2 2 (£) S ^ S ^ - J A(cV*2-2/2)du.(129) 

Ova se formula može uvrstiti u (u05), pa je time dobiven izraz 
z a к2',2 (- 5--1.¾). 

Na temelju jednadžbe rekurzije (109) možemo postaviti 
opću formulu, koja izražava K ™ 1 ' ' ' " ™r (t; ж - , . . . , хт) pomoću 
К^"'У'"^ (t; х1г..., Хт). Neka je r, kao i dosad, broj parova 
indeksa kompozicije. (Smatramo, da svaki donji indeks s p r i -
padnim gornjim čini par). Neka je dalje p broj donjih indeksa, 
koji su veći od nule, dok su ostali donji indeksi jednaki nuli. 
Dopuštamo 1 ^ p ^ r. (Slučaj p = 0 je trivijalan.) Radi jedno­
stavnosti zamišljamo, da je p r v i h p donjih indeksa veće od 
nule , što zbog komutativnog zakona komponiranja ne znači 
smanjivanje općenitosti. Neka je Q minimum dvaju brojeva 
p i r — 1 , it. j . Q = p, ako je p <i r—1 i Q = r-—1 z a p = r. Neka 
konačno (kj, k2,... ,ky) znači kombinaciju y-iog razreda 
(1 žs У Žs Q) elemenata 1, 2, . . . , p , a (sx, s 2„. . . , s r _ 7 ) tomu 
komplementarnu kombinaciju (r—y)-tog razreda, tako da su 
ki, k2,... , ky, Sj, 5 2 , . . . , s r _ T sv i elementi 1, 2 , . . . , r. Zbog 
1 ^ у <* Q i jedna i druga kombinacija imaju uvijek barem 

V 
jedan elemenat. Pod sumom -«- sa zadanim у razu-

mijevamo, da u dotičnom izrazu t reba uvrst i t i redom sve kom-
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binacije indeksa (к , , . . . ,ky), a istodobno za indekse slt... , sT-y 

tomu komplementarnu kombinaciju, i tako nastale izraze zbro­
jiti. Postavljamo sada opću formulu služeći se oznakom 

1 д 
— -£- =DXk, (130) 

koja odgovara oznaci II (134): 

К 

п: l 

+ i _ п <s i 
7 = 1 ( / r , , . . . , / ^ ) б = 1 м.-1=0 

П <Ä'E ' C.'ü^tt-Sv1- О • (131) 

Opaža se, da smo umjesto komplementarne kombina­
cije (s l t . . . , sT \ mogli staviti komplementarnu kombinaciju 

(si> • • • >s
p-y)> -• j . mogli smo izostaviti elemente s + J , . . . , s r, jer 

r—7 

ti elementi u produktu П prinose samo faktore DXs ,...,DXs , 

koji znače jedinični operator, pa se mogu izostaviti. Gornja 
granica spomenutog produkta glasila bi onda p—у umjesto 
r—у, а kompoziciju na kraju formule (131) pisali bismo 

Kn/ . . . . o/ 7 0 , - . . . , 0 I * 2j Xk9t Xs^-'-'Xtp^'Xp + iy-'Xrl-

Za kasnije svrhe ipak nam je zgodnije ostati kod oblika (131). 
Treba još primijetiti , da za r^p^r—1, y = p kompozicija 
na kraju formule (131) ima samo jedan par indeksa, pa se t reba 
sjetiti definicije (114). 
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Da dokažemo formulu (131), pretpostavimo r ^ 2 i stavimo 
u (190) щ = n2 = ... = nr. Prema (131) bilo bi za p = 1, nx = 1 

кгго.'::::?(«;*- •••••*> = Jr{D*> ^ : 7 / . : 7 ( ^ . - - 0 ¾ ) + 
+ 1^-^^--.-.-.-,^^--1,-¾.... .¾)} (132) 

u skladu sa (109). Formula (131) dakle vrijedi za taj slučaj. 
Pretpostaviimo dalje, da je formula (131) dokazana, ako je 
p = l, а щ je neki pozitivan cio broj . Dokazujemo, da (131) 
onda vrijedi i za nt + 1. Iz (131) izlazilo bi naime: 

к;^:::::^^--! *) = 

= (|f+1(m+i)!{D::+1 ^::::7(^3-1.-^) + 
« i 

+ 2 (^р^о^ЈхГ-КоГ;;;;^^-^;«., . . .^)]}. <ш> 
u>,=0 

2 
Izluči li se -^Ј (nj +-1) D*, i odvoji član sume za w1 = n1, vidi 
se, da izlazi 

- ,m„ m, mr , . . 2 ( n _ + l ) f / 2 \"» / 2 \ - п * 1 
к-^-- -:(t;xi 'Xr)= —с»~ д *{("?) П 1 ! Ы nrr-

. x™'~ KQ'"_ ' - 'Q r (t— x x ; x 2 , . . . , x r ) + 

+ (J,)"' щ! D*; к™1';;;; or (t; -ct,..., xr) + 

ПЈ—1 

i>,=0 

2(n! + l) f „ : i_i m m 
2 Д ; , ^ Xj K 0

S . . . , О (t -Ci/ X2,..., Xr) + 

+ к"1;;;;;^ (t; *_,..., хг)\ (134) 
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u suglasnosti sa (109). Budući da analogni dokaz vrijedi za bilo 
koje xk, t ime je potpunom indukcijom dokazano, da (131) v r i ­
jedi za p = 1. 

Pretpostavimo sad, da (131) vrijedi za neko p ( l r^pr^r—1). 
Dokazujemo, da onda vrijedi i za p + 1. Neka su dakle 
nj, . . . , np bilo koji pozitivni cijeli brojevi i neka je ponajprije 
np +1=1. U izrazu, što ga za taj slučaj daje (131), razmotrimo 
članove, kod kojih je u kombinaciji (к1г .. . , ky) sadržan broj 
p + 1. Indeks sumacije wp + i zbog np + \ = 1 dobiva samo jedinu 
vrijednost nula, pa se iz svih tih članova može izlučiti х™1^1'1 

2 
i к tome dodati faktor - 2 iz produkta pred vitičastom zagradom, 

a izraz, koji ostaje, očito je isti onaj, što ga daje 

К™У, '.'.'.', "n", o^+2'.'.'.',' or tt—Xp+i'' Xi,...,xp, xp+2,. ..,Xr) 

prema formuli (131). Prvi član u vitičastoj zagradi, kako ga ta 
formula daje za ovu posljednju kompoziciju, nastaje od one 
kombinacije (klt..., ky), u kojoj se nalazilo samo p + 1. 

Razmotrimo dalje članove, koji odgovaraju kombinacijama 
( k j , . . , ky), u kojima nije sadržano p + 1. Iz tih članova se 

može izlučiti Dx + 1 , (koje se nalazi među faktorima Dx
5), a 
"s 

taj isti faktor se može izlučiti i iz prvog člana u vitičastoj za­
gradi, koji bi glasio 

2 
I ovdje dodajemo faktor —i od produkta pred vitičastom zagra­
dom, a izraz, koji ostaje, očito je prema (131) jednak 

Ki:v:.\m
n

p
p:7,+i'::::7 ^' ^ , - - - ^ ) -
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Izlazi dakle . 

„ш,, mp,mp+l,mp + 2 , . . . , m r (f \ 
n, , . . . , n . 1 , 0 , . . . , 0 \^, ^-1, • • • , •i'T ) — 

-" I m p + 1 — - u7""11 ' " " • ' mp' m p + 2 ' • - • » m r /+ ^ , 
~ZfiiXp + l ^ п » , • . . , np, 0 0 ^ ^ p + b ' ж 1 i • • ч Xp,Xp+2, • • . , Ж г 1 + 

+ DIp+1 к ^ ; ; ; ^ ; > + 1 - ; ; ; ; ^ (t,-*_,..., я г)1, (136) 

što odgovara formuli (110), ako se u njoj mjesto к piše p + 1 
i stavi Xp+i = 1. Budući da je u kompozicijama na desnoj, strani 
od (136) broj od nule različitih donjih indeksa jednak p. prema 
pretpostavci s pravom smo n a nj ih primijenili formulu (131), 
a relacija (136) dokazuje, da je ta formula (131) ispravna i 
za kompoziciju na lijevoj strani, gdje je taj broj indeksa jednak 
p + 1, a (p - j - l)-ti indeks jednak jedan. 

Pretpostavimo dalje, da je relacija (131) dokazana onda, 
kad je (p + l)-ti indeks np+t neki pozitivan cio broj. Dokazu­
jemo, da formula vrijedi i onda, ako je taj indeks jednak 
Пр+i + 1. Primijenimo opet formulu (131) na taj slučaj, da je 
(p -f- l)-t i indeks %+i + 1. Razmotrimo li članove, koji daju 
kombinacije (k1, .. . , ky), u kojima je sadržan broj p + l, uzevši 
п račun samo vrijednost indeksa sumacije wp+i = np+x, i izlu-

•cimol—2-l (np+i + 1)! iz produkta pred vitičastom zagradom, 

;a I—» : = I - , ,- iz dotičnih članova između 
Vcz/ Wp+il \ć> np+i) 

2 
zagrada, dakle ukupno - г (np+i + 1), dobivamo izraz, koji prema 
(131) odgovara veličini 

^ л , , ' . . . ' n", о Г . . . , ' о г ^ — Xp+i; X\,... уХруХр+2,... ,хт). 

Razmotrimo li sve ostale članove, možemo izlučiti Dx +l . Ovaj 

se operator nalazi među faktorima D , ako je p + 1 sa-

držano u kombinaciji (klt. :. ,ky), pa je tada za kE = p + l 

.Dxk' nadomješteno sa Dx
p+l p+l, jer je (p + l)-ti indeks 

Пр+1+1 umjesto np+1. Tu dakle izlučujemo Dx +1. Ako p + l nije 
sadržano u kombinaciji (кг , . . . , ky), među faktorima se 
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nS П 4 -1+1 П 4_i 

D б nalazi jedan, koji glasi D p = D* ,, D p . 1 ovdje 
2 

izlučujemo D* +1. Odvojimo li još faktor —з(пр+1+ 1) iz pro­
dukta pred vitičastom zagradom, preostaje izraz, koji je u 
smislu (131) jednak 

K % ,mp,mp + 1, mp + 2 , mr /f \ 
^п,, . . . , np, np + 1 + l, 0, . . . , 0 УЂ,Х1,...,ХТ). 

Dobili smo dakle * 

K"" "V+i' mp+?' • • • • m' (t • т , r > = _tfr__±-J__l_ . 
-^ПЈ, . . . , np + 1, 0, . . , , 0 W-» •*-->•••>-CW — c2 

i - ^ p + t 1 " 1 K " 1 >' • • • •' »P >' ^ + 2 ' • • • ' ^ &~ХР + 1 ;X1>...,Xp,Xp + 2,...,Xr) + 

+ DXp+1 к:;;:::;:;^1;^2'.::;^ (-;--_,...,*-)}. азя. 
Primjena formule (131) na prvu kompoziciju desne strane od 
(137) opravdana je, jer ta kompozicija ima samo p donjih 
indeksa, koji su od nule različiti, a primjena na drugu kompo­
ziciju desne strane opravdana je prema pretpostavci, jer je 
(p + l)-ti donji indeks np. Relacija (137) dokazuje, da je onda 
relacija (131) ispravna i za lijevu stranu formule (137). Tim 
je potpunom indukcijom izvršen dokaz za formulu (131). 

Radi boljeg pregleda napisat ćemo tu formulu opširnije za 
slučaj r = 3 , p = 3: 

1*-» n n vi' > X\, Xv, X%) = 

2 \" ,+ n,+ n. 
-A n t ! n2! n3! D"' D"* D"* K^'^'p"3 (t; xbх2, xs) + 

ni—1 

n2—1 
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- 1 

w 3 = 0 

" l — l n2—1 

X 2 (I)"'"" + •-)-. 

• 1>;ГШ1~] D - — ^ x - - 1 х - ' 1 K0
m« ( t - ђ - ч ; x3)] + 

D - . - - W D » p - W - я - . - - Д.-.-1 £ - . ( „ -* -_ . - , , •*_) ] + 

. D - | - « . - - D - . - ^ i [ x ^ - - ж~--- K ^ t - * . - * * ; * _ ) ] } • (138) 

Želimo li izraziti К™1 ™p'^p+i gr (t; x x , . . . , x r) po­
moću K°0""°0{i; xv...,xr) [vidi (81)], moramo formulu (128) 
uvrstiti u (131). Pri tome treba uočiti, da se za r— 1 ^ p <̂  r 
u (131) pojavljuju kompozicije s jednim parom indeksa, kako 
smo već spomenuli [isporedi (138)], dok (128) vrijedi samo za 
r ^ 2 , a z a r = l vrijedi definicija (114). Razlog, da (128) ne 
vrijedi za r = l , leži u tom, da za taj slučaj iz (112) ne izlazi 
(115), jer (112) doduše vrijedi i za r — 1, kako je lako uvjeriti 
se na temelju definicije, (114) i formule 111(9), ali funkcija 
K™ (t; х) ne zadovoljava uvjet II (148). Moramo stoga u (131) 
za slučaj, ako ima kompozicija s jednim parom indeksa, dotične 
članove odvojiti. 

Bit će prikladno da dopustimo i negativne cijele potencije 
integralnih operatora SXk definirajući 

SI" = Dl . (139) 
k k 
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Pretpostavimo1 dakle najprije r ^ 3 i 1 ^p<r— 1. U torn 
je slučaju Q = p i nema kompozicija s jednim parom indeksa. 
Uvrštenje formule (128) u (131) daje, ako uzmemo u račun (139): 

p 
-ггТПг , . . . , m„, m„4-\, . . . , mr , \ T T / -< \ о , 

K B l \ \ . . , n £ . o f + \ . . . o M t ; * ! > • • • > * • ) == 1 1 ( - . - ] n _ ! . 

(r 

M [-1 

— 2)! 2 - - - 2 \dt) 
9. = 0 g r = 0 

+ (r̂ -r:2)i 2 2 2 ••• 2 П te*) щТ̂ Ч* 
7 = 1 ( ^ ку) Wi = 0 u)y = 0 \ e = l 

г — У 

U<'-_1) 2 - 2 (жГ 
г = 1 / i>,=-0 i v _ - v ^ 0 

. П (-I)"5 «-.J <? 

* - ( * * , + . . . + *frj' 

J ( y - x ^ - . - . - x , . . . , ) ^ - 2 ^ ^ V(t-x*,—... —a^)* —y*)d2/ 

(140) 'r-y 

Ako je naprotiv r — 1 ^ Р ^ Л bit će Q = r— 1, a članove sa 
j, = г — i ćemo odijeliti. Dobijemo na pr. za p = r ( r ^ 2 ) : 
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к :::::::^:7 (t;*i>->xr) =-11 (i)" «.i. 

f , L 2 J b J s о».--,,.) 

(г —2)! Z '•• _£• 1 öt/ 

[ TT ( - 1 ) - - mv\ S^-"»-««' I С ( y - X V - 2 i l 0 (с \ / ? ^ ? ) dw + 
r—2 "*, —- nky~* / у 

+ ^Zf^f] 2 2 2 "• 1 П (c2) 

[ms "I Гт , "1 

__J |̂  ^ J ^ 
2 -;i 2 (1Г 

V J = 0 vT _ y--= 0 

2 \ - » ? _ l _ D n „ . - « > . - l 
гое! -1¾ 

II 
mK ~ г 

J (у-х8 1- . . . -х а г_7)Г^-2Л0 (с Vt-3**,---- —-%7)8—У2) du 

t - ( . % + . . . + .V, ) 

+ 

"*! —1 nfcr_r~x / r—1 

2 2 - 2 П 
2 \ ~u'e 1 D * . 

I I х"кЧ \(t^-Xki — ...—Xkr^)mSlA0{c'\{t~Xi!i-...-xltr^f~xlj 

(141) 
Pri tom je st onaj broj između brojeva 1, . . . , r, koji nije sa­
držan u kombinaciji (k1, , . . , icr_i). 
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Za p = r—1 formula ostaje formalno ista, samo što se 
kombinacije (Jq, . . . , ky) tvore od brojeva 1, . . . , k r _ i , pa u 
zadnjoj sumi dobijemo jedinu kombinaciju (fcj, . . . , k r - i ) = • 

(1, . . . , r—1) sa u " " = DnJ = D°x = I. 

7. Kanonski oblik integralnih teorema 

Pokušajmo desnu stranu najopćenitijeg integralnog teore­
ma (141) izraziti pomoću što manjeg broja što jednostavnijih 
funkcija. Uzmu li se u iračun formule (130), II (116), III (255) i 
III (119), a ova posljednja formula s oznakama prema III (1) 
glasi 

f' К'] 
-_- (— D t t '[(n — w — l ) ! ] 2 

_1„ (z) = n! _lj. (z) 2 JTTi^air у ) (го!)2(п — 2w— 1)! 

f-Jl 1 
_ V (— l)w{n — w — 2)!(n — ги — 1)! 

- A o ( 2 ) У ^.2--2..-- , (142) 
„__0 (~\ и > ! ( г и + 1 ) ! ( п - 2 г и - 2 ) ! J 

onda se iz posljednje višestruke sume u vitičastoj zagradi u 
(141) razabira, da ponovljena primjena operacija DXh i Dx na 
izraz u uglastoj zagradi u (141) daje očito funkciju oblika 

Ro (t;x1,...,xr) • A0(c^(t~xki~... — -"_)* — ^ ) + 

+ Rx(t;xx,...,xT) • Л . (с У^ — х^ — . , . — ^ . ^ ) ^ - 0 ^ ) , ( 1 4 3 ) -

gdje su R0 i JJj racionalne funkcije od t, xlt . . . , х.т. Da su te 
funkcije racionalne, uzrokovano je napose time, što su sve 
potencije od z u (142) take, tako da korijen u argumentu Besse-
love funkcije otpada, kad se uvrsti mjesto z u formulu (142). 

Razmotrimo sad srednju višestruku sumu u vitičastoj za­
gradi u formuli (141). Pretpostavimo najprije, da je eksponent 
operatora SXg pozitivan. Stavimo li 

t — {xki + ... + хч) =t, (144) 

xSl + . . . + %-_-, = X , (145) 

<p(t,y) =A0(dt2 — у2), (146)-

41 



može se integral u srednjoj višestrukoj sumi u (141) nakon 

izvršenja operacije Sx
 б б prema 11(186) i 11(188) svesti 

л а oblik 

T-~x T 

J Ф(у)Ч> (i,y + X)dy= Ј Ф (Ј/-Х) Ч> (t,у) du = 

j ^ (.у — л.) -а0 vc к г- — у J ay = 
X 

J Ф(2/ —-с*! — - - - - - - - - ^ ) 

. Ао(сЏ — хк1 — ...-хку)*т- y2)dy, (147) 

;gdje je Ф u smislu II (189) cijela racionalna funkcija od 

( д \ms —2lv 
— 1 ' 

mk _ 1 ^-4---1 
i zatim, poslije množenja sa x t

 ! , operacija D4 ,očito 
će diferencijacije pod znakom integracije s obzirom na III (9) 
povisivati indeks A-funkcije, koja će biti pomnožena cijelom 
racionalnom funkcijom od у, х1г. ... ,x.r, dok će pred dobivenim 
integralima stajati racionalne funkcije od xk ,..., xk . Rastav­
ljanjem tih integrala po pojedinim potencijama od у dolazimo 
na integrale oblika 

J у-» Лп {clt2-у*) dy, 

pomnožene racionalnim funkcijama od x1;. . ., х.т, a ti se inte­
grali prema III (382) do (385), III (339) i III (318), III (326) mogu 
izraziti u obliku 
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г 

JR0 А0 (с V t 2 - X 2 ) + Rx Аг (с s / l 2 ^ 1 ! 2 ) + R2 J A0 (с ^ 2 - У2) dy + 
x 

t  

+ Rs f ^ 1 (c f t 2 - y 2 ) dy + K4, (148) 
x 

gdje t i X imaju značenje (144), (145), a R0, Rlt R2, R3, R4 su 
racionalne funkcije od t, xlt. .. ,xr . Diferencijacije po gornjoj 
granici integrala* (147) dovode očito do analognih izraza kao 
(143), pa ih možemo smatrati već sadržanim1 u (148). Slučaj, 
da je eksponent od Sx u (141) jednak nuli ili negativan, ne 

-daje nikakvih načelnih promjena u razmatranju, jer se time 
samo pojednostavnjuje funkcija Ф u (147) i u smislu (139) 
dodaju nove operacije diferenciranja. 

Prva višestruka suma u vitičastoj zagradi u (141) dopušta 
isto razmatranje, pa je rezultat sadržan u obHku (148) za у = 0, 
u kojem je slučaju t = t i X = X. Isto tako je i (143) specijalan 
slučaj od (148) za у = r—1 (pri čemu je R2 = R3 = R4 = 0), 
tako da se (141) može izraziti pomoću članova oblika (148). 
Razumije se, da to vrijedi i za slučaj (140), koji se od (141) 
razlikuje u tome, što izvjesnih članova nema. 

Označimo sad sa N broj kombinacija nultog do (r—l)-tog 
razreda e lemenata 1, . . . , r, i numerirajmo isve te kombinacije 
od 1 do JV. (Nije teško vidjeti, da je rV = 2r—1). Neka je 
(xki,..., xk -) k-ta od tih kombinacija. Stavljamo 

xki + ... + xky = ak (k=l,...,N) (149) 

xSl + ... + xSr_y = Ък (к = 1,..., N). (150) 

Napose neka je prva kombinacija ona, koja odgovara у = 0, 
dakle" kombinacija »nikakav elemenat«, koja je nultog razreda, 
pa j e za taj slučaj 

ax = 0 , bi = a;i + . . . + X r = X . (151) 

Eazumije se, da je uvijek 

ak + Ък —X (к = 1, . . . , Щ, (152) 

43 



Možemo sada integralni teorem (141) dovesti u oblik 

JV 

кт,.. •, щ. (t x Х т ) = V R 0 ; k ( t . x ...,Xr)A0 (c sj^a^ — bl + 
nl * • • • * nr ' •—— 

fc-=l 

JV 

+ 2 R_, * (t; xt,..., xr) Ax (с > / ( * ~ а . > * ~ ъ 1 ) + 
i«=i 

JV t-ak " 

+ ^ R2,k(t;x1,...,xr) ^ 4, (c\l(*-*„)* —lf)dy + 
fc=i • . ьк 

*—afc 

+ 2 Ks;„(-;*_,-...,ж-) С - 1 . ( ^ ( - - - ^ - - / 1 ) % + 

+ R 4 ( t ; x i , . . . , x r ) , (153) 

gdje su R0, Ri,k, R2,k, Кз,к (к = 1 , . . . ,N) i R4 racionalne funk­
cije od t,xx,...,xT). Pr i tome su s obzirom na (143) svakako neke 
od veličina R2,k i Rs,k jednake nuli, na što se međutim ne 
obaziremo. 

Oblik (153) integralnih teorema nazvat ćemo kanonskim 
oblikom tih teorema. Pita se, da li je u tom izrazu, koji je 
linearan s obzirom na funkcije 

Л (с y/(t • ак)г — Ъ1)., Аг (с s / ( t - a A ) ^ ^ b | ) 
—ак i—«fc 

\ A0 (c v / l t ^ a j ^ 1 ) dy, С At (c ^W^irf^y2) dy, 
bk

 bk 

(fc = 1 , . . . , N), 
broj tih funkcija sveden na minimum, t. j . ne daju li se možda 
neke od tih funkcija linearno izraziti pomoću ostalih funkcija, 
s koeficijentima, koji su racionalne funkcije od t, x1 . . . , хг. 
Razumije se, da bi to moralo vrijediti za bilo kakve vrijednosti 
parametara xt, . . . , х:т (izuzevši vrijednost nula, ' koju zasad 
isključujemo) i varijable t. Ovo je pitanje ekvivalentno s pi ta­
njem, da li između navedenih funkcija postoji l inearna re la­
cija s koeficijentima, koje su racionalne funkcije od Х^, • * • , Хг 
\ t. Dokažemo li, da takve relacije ne može biti, t ime je i doka-
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2ano, da se ne daju pojedine od navedenih funkcija izraziti 
'linearno pomoću ostalih i da su prema tome racionalne funkcije, 
koje fungiraju kao koeficijenti u izrazu (153), jednoznačno 
određene. Na temelju takvog dokaza bit će opravdan naziv 
»kanonski oblik« za izraz (153). 

Treba primijetiti, da za taj dokaz nisu dovoljni poznati 
kriteriji l inearne nezavisnosti (determinanta Wronskoga i Gra­
nao va determinanta), jer koeficijenti nisu konstante, već racio­
nalne funkcije varijable t. Jasno je, da je dovoljno dokazati 
nemogućnost l inearne relacije za neke specijalne vrijednosti 
parametara хг, . . . , хт. Odabiramo stoga parametre хг, . . . , хт 
tako, da bude zadovoljen uvjet, da ni u kojem paru jednadžbi 

aj = Ч } 
г., г., (j3=k;j,k = l,...,N) (154) 

ne budu zadovoljene obje jednadžbe i da za najviše jednu vri­
jednost Jcj indeksa 7c bude 

bk = 0 . (154a) 

Da je moguće odabrati parametre x1; . . ., x:r tako, da ovaj 
uvjet bude zadovoljen, izlazi iz poznatog stavka algebre14: 

»Ako su f1 (xlt . . . , х/), . .. ,fr(xlt . . . , x.r) bilo kakvi poli­
nomi, koji ne iščezavaju identično, i ako je M neki skup 
od neizmjerno mnogo veličina, na pr. skup cijelih brojeva, 
mogu se za varijable xlt x.2 , . . . , хт na neizmjerno mnogo 
načina odabrati takve veličine A1( . . . , l skupa M, da bude 

( ^ , . . . , ^ - ) 4 = 0 za v = l, . . . ,n.« Stavimo li za naš slučaj 

јјЛ{х1,...>Хг)^ај-ак + Г{Ц~Ђђ ( јфЈс; j , к = 1,...,JV), (155) 

jasno je, da su prema (149), (150) te funkcije polinomi varijabla 
xlt. . . , xT, koji ne iščezavaju identično, jer bi inače za realne 
varijable realni dio bio a; — ak, i taj bi realni dio morao iden­
tično iščezavati, što je nemoguće, jer su a. i ak sume elemenata 
različitih kombinacija varijabla хг, . . . , xr. Odaberemo li za M 
na pr. skup pozitivnih cijelih brojeva, uklonili smo se vrijed­
nosti nula za parametre хг, . . . , x,., pa i za brojeve bk, a pri­
mjena citiranog stavka daje mogućnost da se zadovolji željeni 
uvjet. Na temelju toga izvest ćemo u idućoj točki dokaz, da je 
nemoguća l inearna relacija između spomenutih funkcija, s 
koeficijentima, koji su racionalne funkcije varijable t. 

14 O. Perron: Algebra I., W. de Gruyter, Berlin u. Leipzig 1932, 
•/str. 77, stavak 29. 
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8. Dckaz jednoznačnosti kanonskog oblika integralnih teorema 
Dokazujemo 
S T A V A K IV. 8. N e k a j e z a d a n o N p a r o v a 

k o m p l e k s n i h b r o j e v a ak, bk (fc= 1,..., N) t a k o , d a 
n i u k o j e m o d p a r o v a j e d n a d ž b i 

_. __ • ü 4 = 7 c ; J.b=l,...,N) (156) 

ц = ч 
n i s u z a d o v o l j e n e o b j e j e d n a d ž b e i da n a j v i š e 
za j e d n u v r i j e d n o s t fcj i n d e k s a v r i j e d i bfc = 0 
(156a); n e k a su d a l j e Ro.fc, Ri,k, R2,k, Rs,k (k = l , . . . , N) 
i R4 c i j e l e r a c i o n a l n e f u n k c i j e v a r i j a b l e t, 
k o j e n i s u s v e i d e n t i č n o j e d n a k e n u l i : o n d a j e 
n e m o g u ć e , d a p oist o< j i i d e n t i t e t o b l i k a 

N • N 

2 Ro,k Л0 (c s[(t-akf-bl) + 2 R_,„ - 1 . (c ^ ^ ^ ) 2 ^ 1 ¾ ) + 

N t-ak 

+ ^,R2,k С Д> ( c v („-_д8"---у*) đy + 

iV t_a f c 

.+ 2 й».* J Aiicftt-aJF-^dy + Ri-0. (157) 

Jasno je, da se slučaj, ako su koeficijenti R razlomljeno 
racionalne funkcije, koji nama treba, može svesti na ovaj,-ako 
se identitet pomnoži zajedničkim višekratnikom svih naziv­
nika. Uvest ćemo još pojednostavnjenje с = 1 (158), koje ne 
znači smanjivanje općenitosti, jer se to pojednostavnjenje može 
postići supstitucijom 

t У ak bfc 

t ,= — , у = ~ , ak = — , bk = —, (159) 
с с с с 

koja ne ruši pretpostavke našega stavka. 
Izvest ćemo najprije dokaz za slučaj N - = 1 . Radi jedno­

stavnosti neka je aj = 0, što ne znači smanjivanje općenitosti, 
jer se to može postići supstitucijom t —i-f-a ! (160). Ispuste 
li se još suvišni indeksi, radi se dakle о identitetu 
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R0A0(jt2-b2) +R1A1(^ — bt) + R>^Al({t2~y2)dy + 

+ R3 ^AxUt2 — y2)dy + R4 = 0. (161) 

Izvest ćemo najprije neke pomoćne formule. Stavi li se u 
ЈЛ1 (216) n = 0, odnosno n = 1 i integrira po z od 0 do i, izlazi, 
ako se mjesto z piše у: 

i Аэ (с V t * = ? ) đy = У --Ц- У -^----, (162> 
3 У ^ (u>!)2 ^ 2 k + l 
0 ti>-=0 1 = 0 

- ( - i ) « ( A ) a e
t - - + i ( - l ) ^ ( ^ ) 

U l v c v ? ^ ? ) đ u . = У ^ У Щ . (163> 
J -- tu! (го + 1)! • ^ 2к + 1 

Stavi li se u 11(94) —q = 2 n + l (164) i nadomjesti n sa ги, 
izlazi 

V U / __ 22"'+1(го + l)!u>! = 22/__M)^ 
--•• 2k + l (2u; + 2)! ( 2 U J + 1 ) ' U ' ' 

Uvrštenje u (162) i (163) daje 

( - 1 ) - - . - 3 - - ^ - + 1 _ ! 

t>=0 

( - 1 ) - 2 ^ ^ 2 - + 2 

о «.-o 

^A0(cjt2-y*)dy = 2 ^ r V V ~ = l S i n ( C t K (166)' 
0 » - 0 

?t 2 - H Ü V » — - ?i" -cos (rt)1' (167)' 
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Na temelju tih formula vrijedi, ako se još uvede (158), 
t ъ 

{ Л0 {{F^2) dy = sin t - f Л0 (y/F^V )dy, (168) 
о 

2 J i l x ( V t 2 - u 2 ) đ u - - j - ( 1 - cost)— Jyl^Vt2 — у2) du. (169) 
ь о 

Stavi Id se и (42) c2 = 0, cx — -1 (170) i odijele irealni članovi 
od imaginarnih, izlazi 

cos [t Vi —%-—l] =cos (V-2 —ж2—-t) = 1 —-^г + 

+ ... = i + o ( u ; - 2 ) , (171) 

sin ( i V i — -^ —I-) = sin(\/t2 —д:2—t) = 

- - f f - l 1 — r J - S F - - - 0 « ! ' ! " 1 ) - <172> 
Piše li se mjesto (realnog) broja х kompleksni broj b, ovi raz­
voji očito ostaju na snazi, ako je samo predznak korijena tako 
odabran, da bude 

i / b2" v/t2 —b2 
lim Vi — - г = lim ^ = -+• 1, (173) 
] ( [ + » I t |t| -> oo t 

pri čemu i t može biti kompleksna varijabla. Vrijedi dakle 

cos(\/T2 — b2 — t) = 1 + O(|ti~2), (174) 

s inCV?^^?—t) = O ^ t ] - 1 ) . (175) 
Možemo stoga pisati 

sin (yflF^b* — -Л = sin It — ~\ cos ( ^ - - Ь * — t) + 

+ cos ft — -^-) sin (\Jtz — tf — t) = 

= sin (t — y ) U + 0 ( | t | - 2 ) ] + cos It — ^OQtl-1) (176) 
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I analogno 

cos I y/t*----b"* — -™) =cos (- — •?) ft + O(|t|-2)] — 

- s i n t — - O d t l " 1 ) . (177) 

Ako je imaginarni dio varijable t ograničen, a'realni dio teži 
j_ I . ' / -Т \ i I / J l \ \ . 

prema ±00, |sm lr —- 1 1 j cos It — H su ograničeni, pa je 
očito za taj slučaj 

sin (- — -?) 0(1*!"" = Ö ( | t | - n ) , (178) 

cos (t — -*) 0 ( | t | - » = 0 ( | t | - n ) , (179) 

dakle prema (176) i (177) 

sinNl^^V2 — -*\ « s i n / t — -*) - p O d t l - 1 ) , (180) 

cos ({iF^J?— П\ -=cos (i — ^ ) + Of l t , - 1 ) , (181) 

Iz (11) rizlazi za v = 0 i ?-= 1 s obziirom na III (1): 

A>(z) = y_f-jcos ( z — Y ) U + 0 ( | z | - 2 ) ] + sin ( z — ^ ) o ( j z H ) J , (182) 

-li(z) = у У Д - { s i n ( 2 - - 4 ) 1 1 + 0( lz | - 2 ) ] + c o s ( z - ^ j O ( | z | - i ) } . (183) 
i 

i vrijedi 

О (| N t ¥ ^ b I r ' 1 ) = 0 ( j t |~ n ) . (184) 

Zbog (173) očito vrijedi 

Nadomjesti li se u (182), (183) z sa \jt2—b2, gdje je t varijabla 
s ograničenim imaginarnim dijelom i s realnim dijelom, koji 
teži prema +oo, bit će s obzirom na (173) zadovoljen uvjet 
(13) (i onda, ako je imaginarni dio od Ь jednak nuli), pa se 
dobije pomoću (180), (181), (184) 
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-l0G/?-b2)= yA|ooe(t--j) +0(|t|-i)J.= 

-=yAcos(t__|)+0(;trb, ( 
^(V7=F) = | \ / f { s i n ( t - f ) + 0 ( [ t | - ) } = 

= | У ^ sin(t-~)-f-0(|t| *). (186) 

- l o ( V t 2 - b 2 ) = O ( | t | 2 ) 
_ A 

A 1 (V : ?^b ž ) = 0 ( | t | 2 ) 
što, drukčije rečeno, znači, da postoji konačni 

(187) 

(188) 

lim sup \t\ | A, (Vt2 — b2)! i Um sup | t | | -1Х(^2—• b8)|, 
| « | > o o 

gdje t tako teži prema <x>, da realni dio teži prema + со, dok 
imaginarni dio ostaje ograničen. 

Označuje li M0(t) maksimum funkcije \Л0 ( Vi2—А2Ъг) | , a 
M-iit) maksimum funkcije \Лг(\]ьг — A2b2) | s obzirom na realnu 
varijablu Л, koja prelazi zatvoreni interval (0, 1), pod istim će 
uvjetima očito postojati i konačan 

i i 
r lim sup |t | M2(t) i lim sup \t\ Mt(t), ili 

M0(t) = O ( | t f * ) (189), M.( t )= 0 ( | t T * ) (190). 
Iz toga izlazi 

< ^A0(ft*-y*)dy\ = J o A ^ - A « ^ * 
о " | | o 

ь 

_£ |b| С |Д,(^?-Я£о")|с1Я <: IЬ(Mo (t), (191) 
о 
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dakle 

i analogno 

A0(f?=y*)dy = O(\t\ 2 ) (192) 

6 _ i 
A(Vt 2 — y±)dy = 0(\t\ 2 ) . (193) 

о 

Prema (168), (169) dobivamo dakle 

' _ I 
[A0U¥^y*)dy = sint + О (\t| a ) , (194) 

j-Mv*-1 
•y*)du = ~ ( 1 — cost) + 0 ( | t | 3 ) . (195) 

" i 
Poslije ovih pr iprava prelazimo na dokaz nemogućnosti 

identiteta (161). Neka je t realna varijabla, a m najveći stupanj 
polinoma Ra, R\, R2, R3, R4, pa stavimo* prema tome 

R0 =PmV" + pm__x t " - 1 + . . . , (196a) 

Д. =- qm tm + qn_1 tm~x + ..., (196b) 

R2 = rm tm + rm_ r t " - 1 + . . . , (196c) 

R3 = sm tm + sm_1 t " - 1 + . . . , (196d) 

R4 = umtm + um_1 tm~x + ..., (196e) 

gdje je barem jedan od koeficijenata pm, qm, rm, sm, um od 
nule različit. Označimo li lijevu s t ranu identiteta (161) sa F (t), / 
izlazi iz toga identiteta na temelju (185), (186), (194), (195), (196): 

lim t~m F (t) = lim (rm sin t + um) = 0 , (197) 
t •* oo t •* со 

dakle zbog periodiciteta sinusa 
rm sin t + um=0 (198) 

ili 
rm = um- 0 . (199) 
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To dakle znači, da su R2 i R4 najviše (m—l)-toga stupnja ili 
nula (ako je m = 0). Time dobivamo dalje 

lim t~ m + 2 F (t) = lim pm J ~ cos 11 — - J ) = 0 , (200) 

dakle 

Pm = ° • (2 0 1) 

I R0 je dakle najviše (m—l)-toga stupnja ili nula. Izlazi dalje 

lim t~'n+1 F (t) = lim [rm_i sin t + 2s,„ (1 — cos t) + u m - i ] = 0, (202) 

t •* OO t -> OO 

dakle zbog periodiciteta izraza u uglastoj zagradi 

rm-x sin t + 2sm (1 — cos t) + un-i = 0. ^(203) 
Za t = 0 izlazi 

am_- = 0 , (204) 
za t = л; dobiva se 

sm = 0 , (205) 

a z a t = ---

r- ,_i = o; (206) 
tako da je i R3 najviše (m—l)-toga stupnja ili nula, a R2 i R4 

najviše (m—2)-toga stupnja ili nula. Prema tome je dalje 

lim t~~m+2F(t) = lim p m , \ / — c o s f t — -A + 

(207) 

dakle 

Pm_i cos (t - ".) + qm sin (t - - J ) = 0 . (208) 

Za t = — izlazi 
4 

3 7 1 

a za t = —— 
4 

, - 1 = 0> ( 2 0 9 ) 

J = 0 . (210) 
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Time je i i?-, najviše (m—l)-toga stupnja ili nula, a R0 najviše 
(m—-2)-toga stupnja ili nula. Prema (199), (201), (205), (210) svi 
su dakle koeficijenti p; qm, rm, sm, um jednaki nuli, t. j . nijedan 
od polinoma R0, . . . , R4 nije m-toga stupnja, što se protivi 
pretpostavci. Identi tet (161) je dakle nemoguć. 

Da dokažemo nemogućnost općeg identiteta (157), prenijet 
ćemo taj identitet pomoću Laplaceove transformacije,iz podru­
čja prvotnih funkcija u područje izvedenih funkcija. Pomno­
žimo najprije identi tet polinomom 

G(t)--= J]! (t — ak — bk){t — ak), (211) 
7 c = l 

koji sigurno ne iščezava identično. Stavimo li 

Ro,k(t) • G(t) =До,*(*)* (212) 

Ri.kit) • G(t) = (t — ak — bk)Rllk{t), (213) 

%fc(t) • G(t) =R2,fc(t), . (214) 

Rs,k(t) • G(t) = (t — afc) _?_.„(-), • (215) 

RAt) - G ( t ) = R 4 ( i ) , (216) 

opet su i Ro,k(t), Ri,k(t), R.2,k(t), Кзд (-)> R4(t) polinomi, i nji­
hovo identično iščezavanje je ekvivalentno s identičnim išče­
zavanjem polinoma R0,k (t), . . . , K4 (i). Uvedemo li još (158), 
možemo mjesto identiteta (157) razmatrati identitet 

JV 

V R0Jt.(t) Л^{(f^^^bl) + 
k=l 

N 

+ _£ R_, к (t) (t — ak — Ък) Л _ ( V F 1 1 ^ ) 8 " 1 ^ ) + 

Лг t—ak 

+ 2 ' ^к (t) j Л0{{Ј^^^) dy + 

Л' «—(¾ 

+ 2 Кз-fc (£) ^ _ a - ) J Л1 ( v l t ^ a , ) 2 — 7 ) d y 4- R4(t) = 0. (217) 
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Prema (58) vrijedi 

] e-*<Ло (V?=b 2 ) dt = ^ ^ j i ä ± Ü (b > 0, Re (s) > 0). (218) 
vV + 1 

Kao što je spomenuto u diskusiji formule (4c), može se anali­
tičkim produživanjem uvidjeti, da se b može odabrati i kom­
pleksno, pa se u tom slučaju krivulja integracije počinje u 
točki b i teži prema + ° ° - Možemo je napose odabrati i tako, 
da vodi od točke b do jedne na osi х po volji odabrane točke, 
a odanle uz os х prema + o o . 

Ako je аг imaginarni dio kompleksnoga broja a, supstitu­
cija će t = t—a (219) uzrokovati, da se krivulja integracije 
počinje u točki a -f- b i teži pirema ai + oo. UočiniO' li, da je 
integrand cijela funkcija, koja teži eksponencijalno prema nuli, 
kad uz ograničeni imaginarni dio realni dio od t teži prema 
-j-oo [isporedi (187)], uviđamo, da se na temelju Cauchyeva 
teorema put integracije može tako pomaknuti , da od točke 
аЛ-Ъ teži prema -f-сю. Vrijedi stoga 

[ e-«A0(y[ii=&=bF)dt = ^^=^Ž±^L (Re(s) > 0). (220) 
J Vs—1 

a + b 

Derivira li se ova jednadžba r puta po s, izlazi 

" Ге--Г/1о(^(-=^=Р) dt = (-1У £• a b b ^ l Z l « ) . (22l> 
J dsr Vs2 + 1 

л+Ь 

Deriviranje relacije (220) po b daje pomoću III (8) 

J e-'tA1(^'Jt^df—b2)dt = 
a+b 

= J- {ехр [— (a + b)s] ---ехр (— b {^+1 — as) ) . (222) 

Derivira li se to po s, izlazi 
00 о i 
j e—* t At (V ( t - a ) ' — b 1 ) đt = у (a + b) ехр [— (a + b) $] + 

а+Ъ ' 

.+ -~ exp(—b yV + l" — as)\. (223) 
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Prema (222) i (223) vrijedi 

J e—*(t — a~ b)HitVC-a)-—b»)dr = 

= у (-^- + a + b) ехр (—b Vš-TT - as). (224) 

Deriviramo to još r puta po s i dobijemo 

] e~" z*r (f— a — b) A i (vTć-^-4>*) dr = 

— ехр (—b V s* +1 — as) . (225) 

Prema (59) vrijedi 

J e- -* j Ло ( y ? = ? ) dy d. = ^=^1+^- ( R e (в) > 0). (226) 
ь ь 

Nadomjestimo li opet t sa t—a, pomaknemo prikladno put 
integracije i deriviramo r puta po s, izlazi 

<*> t—a 

J e-'W j Л0(\'и—a)*—y')dy dt = 

, Ј ^ ехр (— b yrsž~+l — as) 
1 ' 9sr 

sz-|- 1 
(227) 

Ako na temelju "(222) izvršimo prijetvorbu analognu onoj, koja 
je dovela od (58) do (59), i pomnožimo jednadžbu sa eas, do­
bivamo 

oo t—a . ,  

j exp[— s(t — a)] j Ai(\l(t—a)*—уг) dy dt = 

J — [exp(— ys) — exp(— у sjs' + l)]dy (Re(*)>0). (228) 
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Deriviranje po s i dioba sa eOT daje 

- J e—«(. —a) J Ai(y/(-—a)2—y2)dy dt = 
a + b Ъ 

2 ехр [— (a + Ъ) s] 2s , , , 2 , - . ,_„_, 
= c-i——;—'-- -— exp(—b ys2 + l —as). (229; 

S SiJrl 
Derivirajmo tu jednadžbu r puta po s: 

j е - "Г( -—a) ] Л х (у( -—a ) ž = ?)dy df -
a+b ' b 

, ЛЛг дт [2exp[-~(a + b)s] 2s , , Гг— Л 
( - l ) r — | _ - i i — _ , + _ ехр (- b vs2 + l - a s ) } . 

Uvodimo sad kraticu 

(230) 

}* (-) = До, * (-) Л о (v/ (-• — a)* — bf) + 

+ Ri,k(t) (t — ak - Ък)Лг (J(t-ak)* - bf) + 

+ «2. * W J" Ло ( \/ (t — a/ — y*)dy + 

t-ah 

+ \k(t)(t — a,) l Ax{s[(t^af—y2) dy (231) 

i načinimo izraz 

T(s) = _> j * e—'Q^dt + J e—tRiWdt. (232) 
к = 1 a k + bfc 0 

Zamislimo li, da put integracije pojedinih integrala .pod suimoim 
vodi od ak + bA do 0 (na pr. pravocrtno), i zatim od 0 po osi х 
prema oo, dijelovi će integrala od 0 do oo s posljednjim inte­
gralom od (232) prema pretpostavljenom identitetu (217), dati 
nulu, tako da ostaje 

N 0 

T(s) = 2 J* e~«Qk(t)dt. (233> 
k — l ak+bk 
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Time je postignuto, da su otpale teškoće konvergencije, pa ja­
stoga cijela analitička funkcija (233) jednoznačno definirana u 
cijeloj ravnini, (Dvoznačnost korijena u argumentdima Bessel-
ovih funkcija ne očituje se, jer su to take funkcije svojeg 

argumenta.) Razumijeva li se pod Ro.k [—-r-1 simbolički izraz, 

koji se dobije, ako se u polinomu Ro k(t) zamijeni općenito P * 

sa (—l) r — i analogno za Ri,k (t), . . . , R4 (t), može se na temelju 

(221), (225), (227), (230) i na temelju relacije 

r ' дт 1 
s * osT s 

(234) 

mjesto (232) pisati 
s 

T(s) = ~£ \R0,k ( — д_ 
ds 

exp(—b k ys2-f 1 

+ Ri,k ds. 

+ R2,k 

ds + ak + Ъ, 

Vs2 + 1 

2 e x p ( — bk ^"?ТТ 

•aks) 
+ 

• a , s ) 

д_ 
ds 

ехр (—• bk si s2 + 1 — ak s) 
+ 

+ RS,k{-^) 

sz + 1 

" 2 ехр [— (ak + bk) s] 2s ехр (— Ък \ s2 + 1 — ak s)' 
1 

+ E* (- i) (235) 

Slučaj bkt — 0 [vidi (156a)] ne daje bitnih teškoća, U prvom, 
trećem i četvrtom članu pod sumom može se izravno staviti 
b;h = 0, što se može učiniti već u (220), dakle i u (221), zatim 
u (226) i (227) pa u (229) i (230). U drugom članu dobije se 
mjesto 

2 ехр (— bkt {s2 + 1 — акг s) 
bki 

graničnim prijelazom — 2 yV + l ехр (—akis) što se može izvr­
šiti već u (224) i (225). 
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U području, u kojem su integrali u (232) konvergentni, 
funkcija (235) je identična s funkcijom (233), pa analitičkim 
produživanjem izlazi, da mora s njom biti identična svagdje, 
t. j . (235) je cijela analitička funkcija i prema tome ne mijenja 
svoju vrijednost, ako se s uzduž zatvorene krivulje povrati u 
prvotnu točku. 

Riemannova ploha funkcije s 2 +l ima dva razgraništa 
s = i i s = —i, pa obilaženje svakog od tih razgraništa mijenja 
korijenu predznak. Odaberimo dakle zatvorenu krivulju, koja 
obuhvaća, recimo, -f-i, a ne obuhvaća —i, i zamislimo, da s 
prođe po toj krivulji. Tim će se u (235) izmijeniti predznaci 
korijena. Budući da čitava funkcija (235) mora ostati ista, bit 
•će razlika dobivenoga i prvotnog izraza jednaka nuli: 

ђ \ ехр (—bfc V s2 +1 — o-k *) + ехр (Ьк V s2 + 1 -aks) 

harni l 
dsl Vs-4-i 

+ Ri,u ( - ^ - ) { ( £ " + Ч + Ък) [ ^ ехр ( - \ Vi-TT~a ks) 

— — ехр (Ък Vs*+T — ak s)l i + 

— / д \ exp(-bk\ls* + l~aks) — exp{bkJs*+l-aks) 

+ љ,* (--^-) — Š^TT : — ~ 
+ R3,k ( - | - ) [ - s ^ I e x p ( - b Ä v / s 2 ^ I - a f c S ) + 

^ Ј - exp(b,Vsf + l - a 4 s ) ] 1 = 0 + ? ^ т exp(bfcVsf + l - a i S ) H = 0. (236) 

Ni ovdje slučaj bfc, = 0 ne daje bitnih teškoća. Prvi član pod 
sumom daje 

drugi član daje 

ђ у 2ехр(— akjs) 

^(-i){(i+^)[~-^s'+1^(-^s)]}' 
а Ireći i četvrti član otpadaju. 
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Razmatrajmo kompleksne brojeve —ak + bh i — a k — b k 
{k = 1, . . . , N), pr i čemu je moguće, da su neki od tih brojeva 
međusobno jednaki, a da nije povrijeđen uvjet stavka IV. 8, 
da ni u kojem paru jednadžbi (156) nisu zadovoljene obje jed­
nadžbe. Ipak ćemo sve te brojeve in abstracto razlikovati. Ako 
međut im za jednu vrijednost kt indeksa к vrijedi (156a), ne 
ćemo razlikovati dotična dva broja —a k + bk i —a k — b k f 
koja su oba jednaka —a;, , već ćemo taj broj uvrstiti samo 
među brojeve —а к + Ък. U tom slučaju dakle razmatramo svega 
2N—1 takvih brojeva, dok ih je inače 2JV. 

Neka je Q maksimum apsolutnih vrijednosti tih 2N odno­
sno 2N—1 brojeva, t. j . polumjer najveće kružnice sa središtem 
u ishodištu, na kojoj leži bar jedna od točaka, koje odgovaraju 
t im brojevima. Odaberimo jednu od tih točaka na toj kružnici, 
pri čemu je moguće, da toj točki odgovara nekoliko međusobno 
jednakih brojeva. Neka su ti međusobno jednaki brojevi 

— ak + bk za indekse к = аъ а2,..., аП1. (237) 

-ak — bk „ „ k = ß1,ß2,...,ß„,. (238) 

Među indeksima pod (237) može pri tom biti sadržan indeks kv 
Zajednička vrijednost tih brojeva neka je Qe:,f (—n < ц> <I л). 

Da korijeni u (236) budu jednoznačni, ograničimo se na 
područje izvan kružnice s polumjerom й = 1 i ustanovimo, da 
korijen Vs 2 +1 treba da bude pozitivan za realno pozitivno s. 
(Ta pretpostavka odgovara (173) i šutke je vrijedila već za 

(218).) Možemo tada korijen razviti u red potencija po — : 

\ sz 2s 8sd 

Funkcija 
f J Š - X l _ s _ _ J ^ + 

V S + S 2s 8s3+-'-

j e dakle za s = o o regularna i jednaka nuli, i stoga funkcija 

ехр [А(^Ж+Г~8)] = ехр ^ ( ^ - - ^ - 3 - + . . . ) ] , "(241) 

gdje je A bilo kakav kompleksni broj, za s = oo regularna i 
jednaka jedan. Lako se uviđa, da (236) poslije izvršenih deri-
viranja dobiva oblik 
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k=l 

N 

liju (s) + у s2 + 1 Vk (s) 1 ехр (— Ък V s2 + 1 - ак s) — 

— V iuk(s) — Vs2 + 1 VA (s) 1 ехр (bfc ^ б Ч 7 ! - ак s) ==_ 0 , (242) 

gdje su ГЈ (s) i V (s) izvjesne racionalne funkcije od s. Taj oblik 
vrijedi napose i za к = kt (btj = 0), samo što će za taj indeks 
dio sa Ukl (s) otpasti, a dijelovi sa V \ (s) će se zbrojiti. 

Pomnožimo li (242) sa ехр (— s Q eilf), možemo pisati: 

N 

2 ju f c(s) + V^HrT УН*)} e x p [ — b j v ^ + l — s ) j . 

. ехр [(— ak — bk — ee !>)s] — 
N 

— 2- {u* (s) — V^2TT Vk (s) } ехр [bfc ( у7 г ТТ — s) 1. 

. ехр [(— ак + Ък — Qе^) s] = 0 . (243) 

Istražimo iz prve sume članove, za koje indeks к ima vrijed­
nosti (238), a iz druge sume članove, kojima indeks ima v r i ­
jednosti (237). Među ovim posljednjima može biti član s in­
deksom к = к,, za koji je Ък, = 0. Za taj indeks vadimo dotične 
članove iz obiju suma, što zajedno daje 

2 vV + 1 Vh (s) ехр [ (— aki — Q ёП s]. 

Sve ove izvađene članove skupimo u funkciju G1 (s), dok sve 
ostale članove skupimo u funkciju G2 (s). Onda je dakle 

G_ (s) + G2 (s) == 0 (244) 

ili G_ (s) ЕЕН — G2 (s). (245) 

Uzmemo li sad u račun, da su eksponencijalne funkcije 
ехр [(—ak—bk—-Qei'p)s} i ехр [(—ak + bk — Qeir)s] u članovima 
od Gj (s) sve jednake jedan, jer smo zajedničku vrijednost dotičnih 
brojeva —a k — bk i —ak + bk označili sa дё9, izlazi iz (239) i 
(241), da Gi(s) za s = ce može imati samo nebitno singularno 
mjesto. 
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Za vrijednosti indeksa k, koje su sadržane u G2 (s), vrijedi 

— ak + bk = Qk ехр (i OJJ (— л < <pÄ <: л ) , (246) 

— a, — Ък = а, ехр (ZV») (— n<tpk£n), (247) 

pri čemu je sigurno 

QkUQ, ok<,Q> (248) 

jer je Q maksimum svih apsolutnih vrijednosti tih brojeva, a 
u slučaju 

Qk = Q odnosno ak = Q (249) 

sigurno je 
(рк^Џ(р odnosno t/Jk^z(p, (250) 

j e r se ti brojevi razlikuju od Qeiv. Stavimo li sad u G2 (s) 

s = /e—>, (251) 

gdje neka l bude pozitivno (dakle realno), dobivamo za ekspo­
nente eksponencijalnih funkcija 

(—ak + Ък — Qeilf) Яе-:* = X [(—ак + Ък) е~*~- ¢) = 

= X \qk е х р [i (q>k — (p)} — Q) = X [Q, COS (Фк — <р) — д + 
+ iQksin(<pk — <p)} - (252) 

i analogno 

(— a, — Ък — Qd^Xe-* = 

= X [ah cos (tpk — <p) — Q + i(тк sin (tf>k — ?>)]. (253) 

Realni dio tih eksponenata je u slučaju (249) negativan zbog 
(250), a pogotovu je negativan u slučaju znaka < u (248). Ako 
je dakle /л minimum brojeva Q — Qk cos(cpk—(p) i Q—ikcos(y>s- ep) 
i ako je 0 <C £ < /^, za / -> со G2 (s) će sigurno jače težiti prema 
nuli nego ехр [—(ju—s) X], jer su eksponencijalne funkcije po­
množene funkcijom poput (241), (239) i racionalnim funkcija­
m a Uk(s) odnosno Vk (s), a sve te funkcije ne mogu težiti jače 
prema oo nego konačna potencija. Ako dakle funkcija G2 (s) 
sadržava bairem. jedan član, ima ona za s = oo sigurno.bitno 
singularno mjesto, koliko ne iščezava identično. Budući da 
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^lijeva strana identiteta (245) nema bitno singularno mjesto za 
s= oo, mora desna strana, dakle i lijeva, identično iščezavati, 
t. j . vrijedi 

G. (s) = 0. (254) 

Kad G2 (s)*uopće ne bi imao članova, vrijedila bi eo ipso r e l a ­
cija (254), no G2{s) ima za N l> 2 (a slučaj N = 1 smo već 
riješili) sigurno barem jedan član, jer bi inače s v i brojevi 
— ak— bk i — ak + bk bili sadržani među jednakim brojevima 
(237) i (238), što bi dovelo do protivrječja s pretpostavkom 
stavka IV. 8. s obzirom na jednadžbe (156). Kako smo vidjeli, 
u izrazu G1 (s) može biti sadržan član s indeksom /c,. Ako je 
u Gx (s) sadržan s a m o taj član sa кг, za koji je gk = 0, onda je 

G2 (s) =5 0 (255) 

identitet, koji odgovara identitetu (236), samo što nema čla­
nova s indeksom kv Na temelju toga skraćenog identiteta, koji 
zbog N >̂ 2 sigurno nije bez članova, vršimo analogni postupak, 
koji smo izvršili sa (236) i dolazimo do neke nove funkcije 
G, (s), koja više ne sadržava član sa кг (ali sigurno nije bez 
članova, kako izlazi iz postupka, kojim se ta funkcija dobije). 

Prema tome smo dakle svakako došli do neke funkcije 
Gx (s), koja sigurno ne sadržava s a m o član s indeksom kx. 
Prema načinu, kako su iz (243) odijeljeni članovi za Gx (s)r 
imat će (254) oblik 

2 { u f c ^ + V ^ + l Vßk(s) 1 ехр ( - b ß t V"?TT - a ß k s ) — 

fc==i 

«i 

— 2 {Vak(s) — Vs* + 1 V4(s) J ехр (Ъак {s*~+l — aaks) = 0, (256) 

pri čemu smo faktor exp(—s(»ei(p) opet odbacili. Ukoliko je član 
s indeksom kx sadržan u tom identitetu, on glasi prema pri je 
spomenutom 

2 V"?+T V-fri (s) exp(— shs). 

Prođe li s iznova zatvorenu krivulju, koja uključuje -\-i, a 
isključuje —i, promijenit će se predznaci korijena u (256), t. j . 

. izlazi 
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2 lußk(s) — VsM-T Vßk(s)| exp (bßu V ^ T l - c^s) — 

n, 

— 2 !üafc(s) + V s 2 T l Vak(s)\ exp (—b.4 VTS~+1 — < V ) ^ 0 , 
fc=i l ' (257) 

a član s indeksom klt ukoliko je sadržan, glasi 

2 V ? T l V i a ( s ) exp(— akis). 

Razmatrajmo sad brojeve 

— ak— bk za indekse к = а ь , , . , а Л 1 , (258) 

— afc + bÄ „ .. k = ßx,...,ßn,, (259) 

koje dobijemo iz (237) i (238) promjenom predznaka brojeva 
bk. Budući da su brojevi (237) i (238) međusobno jednaki, bro­
jevi su (258), (259) svi međusobno različiti. Da su dva broja 
(258) jednaka, t. j . 

- а . - Ь . = - а к - Ь „ (260) 

a uz to otprije 
— а. + bj = — ab + Ък, (261) 

izlazilo bi 
ПЈ = ak, bj = bk (262) 

u protivrječju s pretpostavkom stavka IV. 8. Analogno vrijedi 
za slučaj, da su dva broja (259) jednaka. Da je jedan broj (258) 
jednak jednom broju (259), bilo bi 

-aa-K=-aß + bß, (263) 
a otprije 

— a„ + b a = —ар — Ър, (264) 
pa bi bilo 

a
a = aß - Ьа = — bß, dakle b* = b£ (265) 

u protivrječju s pretpostavkom stavka IV. 8. Ovdje se vidi, 
zašto su u (156) brojevi bk u kvadratu. Na ovo pitanje ćemo se 
još kasnije osvrnuti . 
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Ako je Q maksimum apsolutnih vrijednosti brojeva (258), 

(259), pa je Q eiv jedan od brojeva, koji imaju tu apsolutnu vri­

jednost, možemo (257) pomnožiti sa ехр (—sQe i 9)i dobivamo 
analogon relacije (243): 

2 |uftt(s)-V72TIv^(s)}. 
/1=1 * ' 

. ехр [bßk ( V s2 + 1 — s) ] ехр [(— aßk+ о ^ — Q eif) s] — 

— 2 \Uak(s) + JTTl Va„{s)\ . 

. exp [— Ъпк ( V 7 T I — s) ]• exp [ (— a4 — ba. — get*) s] = 0 . (266; 
(Eventualni član indeksa кг dakako glasi 

—2 V ^ T l Vki (s) ехр [ (— ah - де1ђ $}.) 

Ako se broj Qeiie nalazi među brojevima —aß + bß , izvadit 
ćemo član s indeksom ßk i nazvati ga Gi(s), dok ostatak izraza 
(266) nazivamo G2(s). Ako je naprotiv broj Qei(f sadržan među 
brojevima —a a — b a , neka je C7x(s) član s indeksom ak, a osta­
tak izraza neka je G2{s)- Analognim razmatranjem kao prije 
dobivamo ' 

G\ (s) == 0 . (267) 

Ako je ge"9 bio broj s indeksom kb t. j . gei<p = — ak , daje nam 

G2{s) == 0 (268) 

identitet, koji se podudara sa (257), samo što nema člana s 
indeksom kv Ponovimo li razmatranje, dolazimo svakako do 
neke funkcije G\ (s), koja ne sadržava' toga člana, t. j . ima 
oblik 

{ Ua (s) + {č + 1 Va (s)} ехр (— ba ТнгТ — aa s) == 0, (269) 
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ako je qe9 među brojevima (258) odnosno 

{üß(s) — №+2 Vß(s)} exp (bß fs* + l ~aßs)^0, (270) 

ako je дё* među brojevima (259). Prođe li s zatvorenu krivulju, 
koja uključuje -f-i, a isključuje —i, možemo u (270) promi­
jeniti predznake korijena, tako da i tu dobijemo oblik (269). 

Isporedi li se (243) sa (236), vidi se, da identitet (269), koji 
sadržava samo članove, u kojima je u eksponentu eksponenci­
jalne funkcije negativni predznak pred b, , mora glasiti 

- i д \ exp(—ba ^ s 2 + l - a a s ) 
\ ds I yjs2 + l 

+ R . . . ( - - | - ) | ( A +aa + Ъа) [ А е ч > ( - Ь _ У ? Т 1 - а в в ) ] | + 

, д v exp(—ba ^ + 1 - a a s ) 

S obzirom na (221), (225), (227), (230) i na relaciju 

Г <г« f dt = (-1)' -|-- ^±=±±J^L 
J dsr s 

(272) 

a + b 

može se mjesto (271) pisati 
со 

f e~« |во,„(t) A, (V(f^/^bf) + 
± 1 . . V 

+ R%a{t) (t — aa-ba) At (s}(t — a/ — b2J + 
t-~aa 

+ %„(f) Г Дз ( / ^ 0 ^ - ^ - - 7 - ) dy + 

+ R«. «(<)(* — аа) Г Л! ( ̂ (t — a / - - -V) dy — 2 й_.«(i)} df = 0. (273) 
5 Rad Jug. Akad. 277 gtj 



Stavimo li 

. = t ' + a e + b e , (274) 

postaje donja granica vanjskog integrala nula, a ako prikladno 
pomaknemo put integracije, gornja granica je opet +°°- Time 
je integracija protegnuta uzduž realne osi, pa možemo upotre-
biti stavak о uzajamnoj jednoznačnosti preslikavanja, koje daje 
Laplaceova transformacija15. Time je izraz u zagradi, u koji 
naknadno opet uvodimo t prema (274), identično jednak nuli. 
To je onda relacija poput (160), tako da vrijedi 

R(), a (t) = Rl, a (t) = 3 Й2, о (>) ^ Нз, a(Ö = Ö (275) 

i s obzirom na (212) do (216), 
Ro, a (t) = Rl, a (t) == R2, a (.) = R3, a (.) = 0 . (276) 

Time smo u prvom identitetu (157) snizili N za jednu jedinicu. 
Ponavljanjem toga postupka'može se sniziti N na jedan. Koliko 
postoji indeks k1; za koji je Ък = 0, dotični će članovi ostati 
u tom posljednjem identitetu, u kojem je* N = 1. Budući da 
smo za taj slučaj već izveli dokaz, koji ne ovisi о tom, da li 
je b = 0, time je sve dokazano. 

Izvršit ćemo još diskusiju nekih slučajeva, gdje nisu zado­
voljeni svi uvjeti stavka IV. 8. Ako nije zadovoljen uvjet, da 
(156a) vrijedi za najviše jednu vrijednost k1 indeksa k, već 
ako je za barem dva indeksa kt i k2 

bfci = b f e j = 0 , (277) 

lako se vidi, da postoji identitet poput (157), Prema (168) izlazi 
naime 

V2) dy = 

sm(t — akJ, (278) 

Doetsch, 3. pogl. § 7. 

t-aki 

A, (уј {t—akf — y2)dy = 
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Io = j И о ( у Д г - = а ^ г - г / " г ) й у 

;= J Л>(\/ (t—ahf~ у2) dy = sin (t — a,J, (279) 
о 

a prema (169) 

i»*! 0 

[1 — cos(£—afc])], . (280) 
-• — at 

I* = J Л_ ( {Ь—Ч? — y2)dy= \ Аг (v/ (г - % / "— u2) dy -
i>/r2 0 

2 
= " 7 Z [ 1 - 0 ) 8 ( . - ¾ . ) ] . (281) 

Ako u izrazu 

sin(f — ak — a k ) = cosafc sin(£—ofr ) —sina,, cos (t — ak ) ~ 

= cosak sin ( £ — a k ) — sin% ccs(£—a k) (282) 

nadomjestimo sin (t — ak ) , sin (г— ak ) , cos (t — ak ), cos (t—ak ) 
vrijednostima prema (278), (279), (280), (281), dobijemo iden­
titet 

cos а̂  Ij — cos afei I2 + -^- (t-—ak ) sin ak I> — 

(f — a ^ ) s j n a ^ j 4 _). s j n a ^ — s m a^ ^ о , (283) 

koji potpada pod oblik (157). 
Ovdje istina treba primijetiti, da su koeficijenti u kanon­

skom obliku integralnih teorema bile racionalne funkcije ne 
samo s obzirom na varijablu t, već i s obzirom na parametre 
xlt...,Xr- Kad bismo za parametre a£ uvrstili izraze (149), 
u identitetu (283) bili bi koeficijenti doduše racionalne funkcije 
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varijable t, ali transeendentne funkcije parametara xv ... ,xr. 
Iz toga se vidi, da bi zahtjev, da koeficijenti ovise racionalno 
о parametrima, vjerojatno omogućio slabije uvjete s obzirom 
na te parametre u stavku IV. 8. U ovo pitanje međutim ne 
ulazimo. 

Pretpostavimo dalje, da u drugoj jednadžbi (156) nisu na­
pisani kvadrati, već prve potencije parametara Ък. To dakle 
znači, da na pr. za neko ?c moiže biti a. = ak (284), b. =- — bk ф 0 
(285). Funkcije za indekse j i к podudaraju se u prvoj sumi od 
(157), a isto tako i u drugoj sumi. Takvi se članovi dakle mogu 
zbrojiti. U trećoj i četvrtoj sumi također će se neki članovi 
moći zbrojiti, kako ćemo još vidjeti. (Pri tom još pridolaze neke 
trigonometrijske funkcije.) Pita se, nisu li poslije toga zbra­
janja koeficijenti opet jednoznačno određeni. Neka najprije 
postoje barem dva para indeksa jlf кг i j 2 , Jc2, za koje vrijedi 
(284) i (285). Supstitucija _/== — _/ (286) daje 

h -h 

l Л0 (VI^-y2) dy = — j " Д, (Vt 2 - t ? ) dy, ' (287) 
о о 

dakle s obzirom na (168) 
t ~b 

j Л0 (VT^tf) dy = sin t — j* Л0 ( K 7 = j , 2 ) dy = 
—Ь 0 

(> 
= sin t + j Л0 {V t2 — уа) dy = sint + 

о 
t 

+ sin t — l Д, ( K ? - ^ / 5 ) dy (288) 
ь 

ili 
t t 

j Л0 {VT^y2) dy + j Л, ( K7*-~=?) dy = 2 sin t. (289) 
b - b 

Slično se dobiva 
t • t 

J Л- {VJ^tf) dy + j At {VT^if) dy = -f (1-cost). (290) 



Prema tome ее biti 

A f A0(iXt—ahf-y2)dy + A J Ao{i(t—ah)2 — y2)dy + 

*-% *~?- . 
+ B J Ao(V(--a / :)2--y2)d?/ + ß J Ao(f(--a / 2)"2-?/2)dy + 

*-"л  
+ C(f —u / i) С ^ ( f ^ — а л ) 2 —u2) đu + 

+ C(t--o>.i) J A.fVCt — а,. )2 — у2) du + 

'-% 
+ D (t — a/2) J л . (VП—а^)2 — u2) dy + 

'-% 
+ D(t — a.) j ^ (Vt- —-V,)2 —2/2Td2/ — 

— 4C —4D = 2Asin(t —ал) + 2Bsin(.—а,ч) — 

— 4D cos (t — ah) — 4D cos (г — а у ) . (291) 

Stavimo li 

A =— 2ctg (а. —а, );*В = ^ — 7 - 2 ч~ 1 С = 1 ; D = 0, (292) 
Jl j2 sin(a/i—a. j 

desna strana izraza (291), u kojoj su stegnuti dotični članovi 
treće i četvrte sume prema (157), identično iščezava, kako se 
može lako izračunati. U tom slučaju dakle postoji identitet 
oblika (156). I ovdje su koeficijenti racionalne funkcije vari­
jable t, ali djelomice transcendentne funkcije luarametara. Po­
stoji li samo jedan par indeksa j , k, za koji vrijedi (284), (285), 
a nema indeksa, za koji bi vrijedila jednadžba (156a), dokaz 
jednoznačnosti se može ipak izvesti, ako se stegnu članovi, koji 
odgovaraju u (157) tim indeksima. 



Na temelju (284), (285) vrijedi 

= [R0J(t) + R0k(t)] A0 (ЈЏ^Г^Ц) , (293) 

= [ Rl ; (t) + R, fc (r)] л. (jjf̂ ĵ̂ bf) • (294) 
Dalje je s obzirom na (288) i (166), (167) 

J AoWF11"^)27^2) di/ = — J Aolv 'T i 7^) 2" 1^ 2)^ + 2 sin ( .^ . ) = 
-i.,. 6. 

= - 5 А 0( \ / (--ар 2-у 2)йу + 2 J Л 0 У ^ - а р 2 - ? / 2 ) du, (295) 
ь/ о 

"i , t-ai ' 
J A 1 ( V

/ ( - - a y ) 2 - i / 2 )d i /= - ( АхЦ{1-а;)*-у*)б.у +j±^[ 4 ' 1 -

— cos(t-a,-)] =— f ^ itv^*1"^-"7^") d2/ + 2 f Л- ЏЛ11^.)2 ^уђ du. 
h о ' (296) 

Mogu se dakle prema (293) do (296) članovi identiteta s indeksi­
ma j i k dovesti u oblik 

I X . (t) + K-.>)] A0 (уГП-Г^Т Г Го)) + | X .(t) + R1>k(t)] . 

.^(/(^=7¾)2^¾) + [R2J(t)-R2k(t)] J Ao(^r^2_Z^2)dy + 

+ 2R2jt(t) J A0(V'(^- а.)2~=^) dy + \R3,j(t)-R3Jc(t)], 

t—aj jf (— aj 

. J Л ^ ^ ^ ^ а . + г В . » « j A1{jTt^f^)dy.(291) 
bi о 
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Uvedemo li mjesto članova s indeksima j i к članove s novim 
indeksima p, q s vrijednostima ( 

ap = ar
 Ъ

Р = ЪР (298),(299) 

R0p(t) = RQj(t) + R0k(t), (300) 

R i , pW = R i , . /W + **..*(*)> (3 0 1) 

* . , , ( ' ) = K 2 , i W - R 2 > f c W > (3 0 2) 

\ W = «s.yW — -*_,*.(-), (303) 

aq = a., bq = 0, (304),(305) 

К->в(.) = 2R2 f i (*) , (307) 

2¾ q{t) = 2RSj(t), (308) 

dobivamo upravo izraz (297). Vrijednost b«, je dopustiva, jer 
smo pretpostavili, da nijedan od ostalih bk nije jednak nuli. 
Stavak IV. 8. je dakle primjenljiv, i identitet je nemoguć. 

Time je diskusija osobitih slučajeva izvršena. 

9. Formule rekurzije za kompozicije, ako pojedini parametri 
iščezavaju 

Jednadžbe rekurzije (87), (88), (92), (93), (94) nisu pr i ­
mjenljive, kad je dotični parametar jednak nuli. Za taj ćemo 
slučaj izvesti druge jednadžbe rekurzije. Stavimo u (82) x.2 = 0 
i upotrebimo III (6): 

JK. 

л r / 4 , ) , 4(n2 + 1) (rio + 2) г .„, m„ — AJcU —y)] J du = — ^ — ^ [Ki;™;+1 (t;xb0) ~ 

C^'^b^J- < (309) 
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Nadomjestimo li u (89) n2 sa n 2 - f l i w2 sa m2 + 1, stavimo 
x2 = 0 i uvrstimo izraz (309), izlazi 

dK™»"b+i, 0 ) • | 

" ^ " = (m_-2Ti_-l)K^+1-(«;a:b0) -f 

+ 2 (щ +1) к"';;„? U; *_, о). (šio) 

Pretpostavimo li m2 >• 0, deriviramo (90) (u kojem je stavljeno 
x2 — 0) po t i uvrstimo izraz (310), dobivamo 

c2 аг ' c2 ö i 2 j 
(2n2 —m2 + 14=0, m 2 > 0 ) . (311) 

Ako je naprotiv m2 = 0, u (90) prvi član u vitičastoj zagradi 
ne iščezava, kada stavljamo x2 = 0, ali iščezava drugi član. 
Dobivamo za taji slučaj, 

*„,.„,+- (*,-"i,0) - 2 п з + 1 | K „ j > n . ( t . a - i , 0) 

mj, 0 1 д Г / , \1 1 ö2Kmi',, (.,-^,0) 1 

—?£ ^ (w**-*.)] + i -—^ : L - i l - )•(3l2) 

Formule (311), (312) dopuštaju postepeno povisivanje donjega 
indeksa, kojemu odgovara parametar stavljen jednako nuli, uz 
pretpostavku, da je m2 ф 2n2 + 1. Uz lihi m2 može se dakle 

, .. , л , Tn2 1 • j ^ 2 + 1 
povisivanje od n2 provesti od 0 do —--— i od — -— na vise, 
dok za täki m2 povisivanju od n2 nema zapreka. 

Pretpostavimo sada m2 > 0 i nadomjestimo u (311) m2 sa 
m2 + 1. Poređenje sä (90), gdje zbog x2 = 0 prvi član u zagradi 
otpada, daje 

= (2n2 — тщ)т2К^;^+1(1;х1,0) — (2щ-2т^-1) ^- К"';;,!;' (-«' xi>°> 

(rn.>0) (313) 



Stavimo li u (311)' m2 = l, i 2 = 0 i isporedimo sa (90), gdje 
stavljamo m2 = 0, tako da otpada drugi član u zagradi, dok 
prvi član ne otpada, izlazi 

- 2щ tm* ЛП1 ( с фг!=Ц ) _ (2«а — 1) jj К™1,'", (*; хг, 0). (314) 

Jednadžbe (313) i (314) imaju oblik 

c2f(t) + f"(t)^9(t), (315) 
pri čemu je za sjučaj (313) 

f(x1) = 0, f(Xl) = 0, (316) 
a za slučaj (314) 

/ ( ^ ) = 0, f'(x1) = x^! . (317) 

kako izlazi iz definicije (82) i iz jednadžbe (89), koja vrijedi i 
za m2 — 0, pri černu otpada drugi član na desnoj strani. Opće 
rješenje jednadžbe (315) može se varijacijom konstanata dobiti 
u obliku 

fit) = ~- J d + j e-*q>{y)dy + - ј ^ I Co + J e™<p{y)dy\. (318) 

Odredimo li konstante Cx i C2 pomoću (316), dobivamo 
t t 

f (t) = _ J еш \ e-irr<p(y) — е~ш \ ei<y <p(y) dy l = 

t 

= у J ->(i/)sin[c(t —2/)]dy. (319) 

Odredimo li te konstante pomoću (317), izlazi 

Ht) = - ^ - I e*c<*-"->-с̂ - + e":( \ e-ic*<f>{y)dy — e-«(«--o О-ЈЧ _ 



1 

ct \ eict(p{y)dy\ = — { x''hsin[c(t — xt)\ + 

J I c I 
« i 

+ i <p(y) sin [c(t—y)j dy\. (320) 

Uvrštenjem izvoza za ep (t) prema (313) jednadžba (319) glasi 
t 

Kre"n (i;xi,0) = \ К„ „ (u;ж,, 0) sin [с(г--?/)] du — 
с j 

-^ \ щ Ki;n; (у;хъ 0) sin [c(t—y)\ dy (m2 > 0). (321) 

Parcijalna integracija daje 
t 

\ ~дџ К"ь "=2 ( У ; ХЪ 0 ) S l n I C ^~"^1 đ?/ = 

= I -C.C (у: *-• °>sin [«(-—у)] K~^ + 

+ с \ кГ;;„'"2 {у; хъ 0) cos [с(г—у)] dy = 

с \ К!:!!? (Уiхь 0) cos [c(t — y)]dy. (322) 

No budući da je 
t. 

o7 ^ C;n7(j/;^o)sin{c(f—u)jdu = 

t 
c f K^4y;*i,0)cos[c(;—v)]du , (323) 
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izlazi 
i 

К1:"п! (У: хь°) sin [c(t — у)] dy I ду 
t 

ft \ К""ъ {у>' Xl> 0) s i n lo(t-y)]dy. (324) 

Stavimo li kao u (83) 

tm> АПл (с Х/У2—х\) za t > х1 

Flit) = , (325) 
О za 0 £ t <; ЖЈ 

a kao specijalne slučajeve od (84) i (62) odnosno (63) 
F2 (.) = ."•» -_„, (cr) (t ^ 0) , (326) 
F3(t) - Met) ( t_>.0), (327) 

onda je prema (82) i I (33) 

к'2™; (t; xlt o) = FT(t) * F2 (t) (t > се,), (328) 
a prema (64), (69), (166) 

— sin (ct) - Fa (t) * F3 (*) (- _> 0) . (329) 
с 

Prema tome je očito za t > i , 
t 

7 ( - C C fe;^ö) sin [с(t —у)] dy = FrW * F2(t) * F3(t) = 

= К 2 Zl о (* -' хь 0,0,0), (330) 
a analitičkim produživanjem se uviđa, da je i za bilo koji 
kompleksni xu t 

t 

7 \ <: ;Г (г/;an, о) sin [с(t—у)] dy = к:;;;;0°;° (.,-^,0,0,0). 
i (331) 

Jednadžba (321) može se dakle pisati u obliku 

щ,п2 (t;xb0) = т2(2п2 — гщ)Кщщ* 0 ,0 (-,--¾0,0,0) — 

— (2n , — 2 m 2 — 1) ~ к£'™* J; J (t; x b 0,0,0) ( r n a > 0). (332) 
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Uvrštenjem izraza za ep (t) prema (314) u jednadžbu (320) izlazi 

Кт"1 (t;xb 0) = — х™» sin [c(t — хг)] + 

t 

+ ^Т \ У"Н Ani (С №~~^) sin [с(. —t/)l dy — 

t 

jj -^у С;;„°2(У'жьО)sinic(t-y)idu. (ззз) 2њ — 1 

Analognim se zaključivanjem uviđa, da se ta jednadžba može 
dovesti u oblik 

*C'n2 (*; *-. о) = XT Kl о (- — *-; o. o) + 2 "2 K ^ ' J ; J (-; xx, o, o) — 

_ ( 2 n a - l ) jj К ^ 1 ! ( « ; х ь 0 , 0 , 0 ) . (334) 

Za kompozicije sa više od dva para indeksa dobiva se 
mjesto (309) sasvim analognim načinom 

*CJa. "I','.'.'.', 'Z (t;0,x2,...,xr) = 

• = 4 ^ + 1 ) ( ^ + 2 , „ . . o . - , . . . . , - , ) -
С " l+J . , п 2 , . . . , nr 

— к™1;';;.; m
n

r (t; о, x , , . . . , x r ) , (ззб) 

gdje je samo radi jednostavnosti prvi parametar stavljen jednak 
nuli umjesto drugog. Nadomjestimo li u (111) m1 sa m1 + 1 i 
n3 sa nj + 1, stavimo хг = 0 i uvrstimo zatim izraz (335), izlazi 

. ^ KX\%:.'::Z (-;o,-c.,...,x-) = 

= 2 (щ + i) к™1;;;;; ™'r (t; o, x 2 , . . . , х,) — 

— (2ni — mi. + i) к™ 1 ; .^ ; ; ; ; ; ™ч.; о, x 2 , . . . , -Cr). (ЗЗб) 
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Neka je sada m1 > 0. Deriviramo li ( Ш ) , u kojemu je stavljeno 
Xj = 0, po t i uvrstimo (336), izlazi 

*C+i,1Ü','.".;! t ('»' °> x 2 , • • •, -сг) = . 

= J ( n l j L l ^ f к „ ь _ _ _ x r ) __ 

--2-4- k;*-1'™"---':' (^-0,^,.. . ,^) + 

1 д2 m »i 1 

(27 . - . - ГП1 + 1 Ф 0 , m i > 0 ) . (337) 

Ako je m 1 = 0, onda za xt = 0 u (111) ne otpada prvi član 
desne strane, ali otpada drugi član. U tom slučaju se dobiva: 

"m
n
r(t; 0 , x 2 , . . . , Xr) = 

_2(niJ-_ 
2 n i + f{<" "г (^; 0 , ,то , . . . , x r ) 

К" ' 2 ' '"'' (t; Хо,..., Xr) + dt ."='•••• »г 

+ -½ -f^ K°' ' ;;=•••"// (t; 0,x2,...,xr)\.- (338) 

Formule (337), (338) dopuštaju povisivanje donjega indeksa za 
ove kompozicije pod analognim uvjetima kao formule (311), 
(312) za kompozicije sa dva para indeksa. 

Za povisivanje gornjega indeksa postupamo sasvim ana­
logno kao u slučaju kompozicija sa dva para indeksa. Polazeći 
od formule (111) umjesto (89) odnosno (90), i od (337) umjesto 
(311), dobivamo analogno prema (313), (314): 

(> + ^)к^+1':::;;;;:ч^;о;х2,...,хг) = 

= (2пг — mjm-i K™*— ' ™ 2 ' ' ' '\"^ (t; 0, x2,..,, хт) — 

— (2% — 2 m i — 1 ) j ~ К"'1," ;;'";; (t;0,x2,...,xr) ( m i > 0),(339) 
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(с 2 + ^ - ) к ^ : : ; ; ; ; ; ' : ; ч г ; 0 ! Ж 2 ! . . . : х г ) = 

2 T7-HI2 > • • . - Шг / . \ 

% Кп n
r {t;x2, ••• ,Хг) — 

— (2пх— 1) К°; '" ; ; ' ; ; '£ (t;0,x2,...,xr). (340) 

Jednadžba (315) vrijedi i ovdje. Mjesto (316), (317) dobivamo 
га m, > 0 i za Tfii = 0 

/(:.2 + . . . + 1-) = 0, f (_c2 + . . . + ж г ) ~ 0 , (341) 

kako se razabira iz (107) i (111). Sasvim analogni zaključci kao 
kod kompozicija sa dva para indeksa dovode konačno do jed­
nadžbi 

К ГОЈ+1. nij , . . . , III,. / . A \ 

ni ni,.... n,. ("•' 0 ' #2> • • • , # # • ) = 

= m i ( 2 n i — rnx) К"1/ 'm„l'." '''"' ' 'о о (^/ 0, ж 2 , . . . , x r ,0 ,0) — 

— (2п_—2т. — i) ~.|- к™;;;;;;";;°Ј (г;о,ж 2 , . . . ,х- ,о ,о) 

( m j > 0 ) (342) 
i 

К „ . п!," ! + "п &>' О, X2,...,Xr) = 

— 2п! К™2' " ' ' "̂  .'0 '0 (-; х2, • • •, Хг.О, 0) — 

— (2П-—i)к"; ,™;;;;;; '";;° ° (*; о, х 2 , . . . , х г , о,о). (343) 

Formule (311), (312), (332), (334), (337), (338), (342), (343) omo­
gućuju postepeno povisivanje indeksa, za koje je pripadni pa ra ­
metar stavljen jednak nuli. Formule su izvedene za slučaj, da 
je to prvi par indeksa, ali vrijede, dakako, analogno, i kad je 
to bilo koji par indeksa. Polazna je točka kod toga povisivanja 
formula (81), koja daje kompozicije s bilo koliko indeksa, ako 
su ti indeksi jednaki nuli. Povisivanje donjih indeksa svih 
potrebnih kompozicija vrši se onda na temelju formula (87), 
III (5), ako se pripadni parametar razlikuje od nule, a pomoću 
(311), (312), (337), (338), ako je jednak nuli (pri čemu nema 
teškoća, jer gornji indeks nije lih, nego jednak nuli). 
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Zatim se vrši povisivanje gornjih indeksa pomoću (93), 
(112), ako se pripadni parametar razlikuje od mule, a pomoću 
(332), (334), (342), (343), ako je jednak nuli. Razabira se, da je 
postupak, ako je koji parametar jednak nuli, dosta opisežan, pa 
će zato biti prikladnija metoda graničnog prijelaza, koju ćemo 
raspravit i u idućoj točki. 

10. Granični prijelaz u izravnim formulama za kompozicije, 
kad pojedini parametr i xa, x 2 , . . . konvergiraju prema nuli 

Želimo li u općim formulama (140), (141) neke od para­
metara xlt. . . , хт staviti jednako nuli, nailazimo na teškoće, 

jer operator DXk — 7,— u tom slučaju gubi smisaoi. Očito 

lijeva s t rana u tim formulama prema definiciji (107) n e pruža 
nikakve teškoće u tom pogledu, pa je vrijednost te lijeve strane, 
kada se neki parametr i stave jednako' nuli, jednoznačno odre­
đena i jednaka limesu, koji dobivaimo, ako* ti parametr i isto­
dobno na bilo koji način ili svaki za sebe u bilo kojem poredaju 
konvergiraju p rema nuli. Taj granični prijelaz mora dakle biti 
primjenljiv i na desnu s t ranu kao cjelinu, ali ne mora biti 
primjenljiv na svaki sumand desne strane. Tu ćemo se poslužiti 
stavkom II. 7, koji je primjenljiv, jer svi sumandi desne strane 
imaju derivacije bilo kojega reda i za xk = 0, ako ih prethodno 
pomnožimo dovoljno visokom potencijom dotičnoga, parametra 
xit koji t reba konvergirati prema nuli. 

P rema 11(270), a s obzirom na formule 11(132) i 11(133) 
vidi se, da je rezul tat postupka taj , da treba operatorsku poten­
ciju Ds

x = ~ ) nadomjestiti sa -—-.-j ( — - I , ako djeluje 
xk дхк J (2s)! V dxt 

2S s 1 / д \ 2 , + 1 

na neku funkciju f (xk), a sa т ^ - т т п I ^— , ako djeluje na 

funkciju oblika — <P(xk), i poslije tih deriviran ja funkcija f(xk) 
xk 

odnosno cp(xk) staviti xk=0. Slučaj, da je funkcija oblika 

— <p{xk), nastaje u (140) odnosno (141), kada je mk = 0, jer je 
xk

 e 

onda dotični faktor u uglastoj zagradi х~г. 
Time bi problem graničnog prijelaza u načelu bio riješen, 

no mi ćemo još raspravit i neka pojednostavnjenja, koja se mogu 
učiniti, Zamislimo na primjer, da se u srednjem članu vitičaste 
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zagrade na desnoj strani ođ (141) treba neki određeni xh sta­
viti jednako nuli. Označimo uglastu zagradu u tom srednjem 

» članu sa 4>(t,x. ) i stavimo 

' ж_е 

<p(t,xks) = х^ tfj(t, xkh (344) 

Prema prije rečenom imat ćemo nadomjestiti 
„пк„~™е~ 1 1 . , / , . , , -4 

- V ^ ^ ¾ 0 ^ ¾ ) (345) 

sa 
„ _ и . е _ 1 ( n f c , - t o . - l ) ! J / д ч " - * - - - - - - -

(346) (-r) • ^ 1 = (2n t e -2r» £ —1)! [ \ d x k e / rK' ^')xlt = 0 

Prema (344) vrijedi 

,K ) 9{tlX0 = 

*- \ s / (mft — s)! X*- \dxk 

. 4 > ( t , x k e ) , (347) 

ako je 

mk > 2nk —2we—l (348) 

ђ \2ще - 2 . , , - 1 

•ч) .̂-.,) = 
2 Р Г* "JK^i)T<''~'(ä|;J '' ' -<'•**>• 

(349) 
ako je 

"** й 2пк — 2и>, —• 1. (350) 
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Stavimo 1ш sada xk = 0, onda u slučaju (348) iščezne desna stra­
na od (347), dok u slučaju (350) dobivamo 

ĆXh j J Че = 0 
(2nfc„ — 2we— 1)1 {( д \ 2 » „ £ - 2 » e - m f r e - l 

(2*. e —
 2™E — ^.e — ! ) ! ( \ дхке J *- J *fre = 0 

Prema tome rtretaa izraz (345) u slučaju (348) nadomjestiti nu­
lom, a u slučaju (350), s obzirom na (346), sa 

»_e-»e-l( _ 1 } ! f/ \ 2 - * г - 2 - - . - - m i e _ l 1 
_^ ! ( i L V(t,-C»)} .(352) 

(2nft£ - 2u>e — тп^ — 1)! l \ &**. / ' J Ч = ° 

Budući da V (£, зск ) ovisi о varijablama t i xk očito samo u 
obliku linearnoga izraza t — xk —. . . — xk , gdje se xk nalazi 

među varijablama xk ,...,xk , može se diferencijacija —— na­

domjestiti diferencijacijom ( — ^ - j , tako da mjesto (352) može­

mo pisati 

(_!) ^ ( n J), ^ - a - , - » _i 

V(t,0). (353) 
• (2^-2^.-^-1). \dt/ 

Konačni je dakle efekt, da se u slučaju (348) dotični član u 
(141) odbaci, dok se u slučaju (350) ispušta dotični х h

k* , a 
mjesto dotičnoga operatora 

DZ'"''1 (354) 

piše se 
2 ¾ - »' - 1

 ( __ 1 } " Ч + г
 ( __ __ 1 } , j , , _ 2lI)£ _ _ x 

_ JL (355) 
(2n, — 2iv — m,. — 1)! Л ć* ' 
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i konačno se stavlja xk = 0, što se može učiniti i prije deri-
viranja po t. Razumije se,' da se diferencijacija po t, sadržana 
u (355), može sažeti s diferencijacijom 

ar 
koja se nalazi u (141). 

Uzmimo sada, da treba neki određeni broj parametara 
х (б = 1, 2,. . ., H; 1 <^H <^r — у) и (141) staviti jednaiko шли. 
Pretpostavimo, da uz odabrane vs vrijedi 

m __ n v ^ o (ö = l,2,...,h) (356) 

i 
m — n — u , < 0 (ö = h + 1,...,H), (357) 

gdje je 
K h £ H , (358) 

ра se pitajmo, čime treba nadomjestiti operaciju 
н m m _ n _ ,. 

П (—1) "б m ! S ' * *б 's , (359) 

ako hoćemo parametre xs (б = 1,..., H) staviti jednako nuli. 
Primijenimo li jednadžbu II (205), dobivaimo 

I I m. m. — в . — v, \ 

\ e=i б / 
( — (xki+... + ¾^) 

\ (у X . . . _C ) r ~ y ~ 2 . 

• A0(c}jt~-xki--..:-xkyr-y2)dy 
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= {r~y — 2)! 

fr —У —2 + 2 2 К — *V — %)1! 

L ^ = 1 * v J 

a (__!)%+ e* 2™'* ~"'e ~°e m ! г ( т л , —n, —va + \ ) 
T T ¢, \ 's 's -t / 

5=1 ^ л 
« — (*), + . . . + X,. ) ft 

( 1 / - ¾ ) 

• Л0 (с у (7— xki —... — х ч ) 2 — yz)dy, (360) 

je je 
Xh = xm + ... + хщ . (361) 

Na ovaj izraz treba još da djeluje operacija 

IT (—1) ** m. ! S 'б '*б , (362) 
8=/.+1 

koju zbog (357) i (139) treba prema prije rečenom nadomjestiti 
operacijom 

я (—1) « тп i 2- "* a (—m, + n. + v ) ! 

бЛ+i (— 2m
s + 2 n + 2 v e ) ! 

—2m, + 2o, +2i> .' ' a a ђ 
(363) đxs 

i poslije izvršenja te operacije staviti 

х -=... = a- = 0. (364) 
s f t + l SH 

Stavimo li kratkoće radi 
w — — ms + n + v , (365) 
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vrijedi s obzirom na II (85) 

(-m + \ + vsV- wi ( u , - ! ) , Г(№) 

(—2m, +2n + 2 « )! (2w)\ 2(2«;—-1)! 2Г(2и>) 
б б б 

2 2 ю I/ тг 

\ SÄ 's б 2 / 

2 • б б б V п 

2 ' , (366) 

tako da (363) dobiva oblik 

т т *б \ *я •*« б 2 / 

Pod pretpostavkom 

q > 2 2n- > (368) 
г = 1 

gdje SU пт pozitivni cijeli brojevi, vrijedi očito 
'* } 

{z — X)q y{t, z) dz\ = mi) I xi == . . . = x s = 0 

Г (z—X 0 ) 4 ~ 2 n i ~" _ 2 r i s p(*,z) dz, (369) 
(q — 2 ^ - . . . - 2 1 1 , ) 1 

dok za 

<z < _£ 2пг (37°) 



lako dobivamo 

-{'-i-')-1 

x= 0 

= ( - 1 ) 
4 + 1 ~l П _L 

ÖX 
q> (t, X) . (371) 

X = X o 

Ako je X0 ф 0, može se dakako već u vitičastoij zagradi staviti 
X = X(). 

Primijenimo li foiranule (369) odnosno- (371) na opeiraiciju 
(367), koja t reba djelovati na izraz (360), izlazi konačno-, da išče­
zavanje parameta ra xs , . . . , xs znači, da u (141) treba izraz 

r т., m, — п . — v. 

Л (—1) '*m, \Sx
:s 'б б . 

б • «s 

\ {у—ж, — • • • — х , У' 

t - ( x k + , , , + xk) 

•v.Sj + , . . + 

Л0 (c]jt — x: h 
хк. У2— у2) dy 

za slučaj 
н 

г —у —2 + 2 ^ {m^ — nSr — vJ >0 
<p=i 

nadomjestite izrazom 

(г — у — 2)! 

(372) 

(373) 

n-v + v., т., 
н (___!) 'б -S 2 s п 

— у —2+2 2. (™,0 — n,e — vJ 

т. "! Г\т. — п . —vK + 

V 71 
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* — <**, + • • • + - О 

] (у-х*)' - - •> s? • 

• Д, (c \/ (t — "ж~—. . 7 — хч)2 I^y") dy, (374) 

gdjie je ' 
X„ = х + . . . -f- .т , . (375) 

a za slučaj 
н 

r — у —• 2 -f- 2 2 Om,., — n
s — «,) < ° (376) 

izrazom 

( „ 1 )
r -^ 1

( r __ y _2)! . 

" r-1) б 5 m t ! 2 ä б б Г ms ~ns - v s + T ) 

a_-i К я: 

1/1гН-1+,Ь ---^] 
• V O X 

. 4 0 (с ^(t'-Xfc, - • • • - ^ , / - X2) х = Х д . (377) 

Pojednostavnjenja, koja smo raspravili , mogu se dakako 
analogno primijeniti na prvi izraz u vitičaistoj zagradi u (141). 
U posljednjem izrazu u toj zagradu može se operatoir, Dx

H 

izravno primijeniti na Besselovu funkciju 

Л0 (с \!{t — xh —- . . . — хкг_х)г — -cft ) , 

što s obzirom na (104) daje 



pa se naknadno može staviti х = 0, taiko da se tu dobije re­
zultat i bez primjene stavka II. 7, koj,i bi dakako dao isto, jer je 

^Jix) = ^{fx^[ix-a)mfix)l}x = a' (379) 

ako li limes na lijevoj strani postoji. U tom slučaju ga dakle 
ne treba nadoimjestiti limesom desne strane, kao' što to činimo 
u smislu jednadžbe II (207). Prijetvorbu (378) smo- uostalom već 
upotrebili u foirmuli (105) za kompoziciju dviju Besselovih funk­
cija. Sto- je izvršeno' za jednadžbu (141), može se dakako ana­
logno učiniti i za jednadžbu (140), osim prijetvorbe (378), koja 
ne dolazi u obzir, jer dotičnih članova nema. Kada su neki 
parametri stavljeni jednako nuli, jasno je, da će se brojevi aht 
bk, definirani prema (149), (150), tvoriti saimo od onih parame­
tara, koji nisu stavljeni jednako nuli, i da će broj članova u 
kartonskom obliku biti prema tome manji. Ako su napose svi 
parametri stavljeni jednako nuli, bit će samo jedan par brojeva 
ak, bk, naime a = b = 0. 

11. Kriterij za pojavljivanje integrala u kanonskom obliku 
integralnih teorema 

Prema (153) mogu se kompozicije, koje razmatramo, ćizra-
ziti pomoću četiri vrste transeendentnih funkcija: 

An (с s/W^'aJ2~— bjj), Ax (c y/(t — а Ј ^ Г ђ г ) , (38o), (381) 

l Л0(с VF-oTF^") dy, (382) 

j" At (c ЈП^Ј=у*) dy . (383) 

Od tih su funkcija prve dvije vrste dobro poznate Besselove 
funkcije, za koje postoje i tablice, dok su posljednje dvoje vrste 
manje poznate transcendentne funkcije, za koje smo u IV. 8. 
dokazali da se ne mogu linearno izraziti pomoću prvih dviju, 
a ni međusobno. Da su te nove funkcije (382), (383) transcen­
dentne, izlazi! već iz toga. što prema (166), (167) za specijalnu 
vrijednost parametra bk degeneriraju u trigonometrijske funk­
cije, za koje znamo da su transoendentne. 
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Bit će zanimljivo- istražiti, pod kojim se uvjetima u kanon­
skom oblaku uopće n e pojavljuju funkcije (382), (383), koje ćemo 
kratkoi zvati »integnalima«, t. j , kada ее racionalne funkcije, 
koje u (153) fungiraju kao koeficijenti t ih integrala, bi t i iden­
tično jednake nuli s obzirom n a varijablu t za bilo koje vrijed­
nosti parametara x1;..., хт. P r i tom ćemo- uzeti u račun * i 
slučaj, da neki od tih parametara imaju fiksiranu vrijednost 
nula. Kao odgovor n a to pitanje poisitavljamo 

STAVAK IV. 11. D a u k a n o n s k o m o b l i k u k o m -
p o z i сii j a 

к™1;;;;•;"' {г;х^...,хт) (r;>2) 

k о e f i c i j e n t i i n t e g r a l a b u d u ш d e n t i č n о ji e d n a-
k i n u l i s o b z i ;r о m n a v a r i j* a b 1 u t z a b i l o k о j e 
v r i j e d n o s t i o n i h o d p a r a m e t a r a xlt...,xr, k o j i i 
n й s u s t a v l j e n i j e d n a k о n u l i , n u ž n o - j e i d o-
v o l j n o i , d a s e i s p u n i j e d a n o d o v i h u v j e t a : 

A) Z a s v e k = l, . . . , r v r i j e d i 

mk<nh, (384) 

a n i j e d a n о d p a - r a m e t a r a n e m о r a b i t i s t a v i j e n 
j e d n a k о n u 1 i. 

B) M e đ u v r i j e d n o s t i m a к = 1 , . . . , r i m a j e d ­
n a v r i j e d n o s t /c3, z a k o j u j e 

mki — nki _;> 0 , (385) 

a z a s v e о s t a l e к ф kj v r i j : e d i 

™_ — n„ £ — (™kl — nks + D • (3 8 6) 
N i j e d a n o< d p a r a m e t a r a n e m o r a b i t i s t a v l j e n 
j e d n a k oi n u 1 i. 

C) M e đ u v r i j e d n o s t i m a к = 1 , . . . , r i m a 1 i h 
b r o j q > 1 v r i j e d n o s t i к1,к2, . . . ,кч , z a k о j e j e 

™к > 2n,. (j = 1 , q) , (387) 
j j 

a p r i p a d n i p a r a m e t r i s u s t a v l j e n i j e d n a k o 
n u l i : 

хк = 0 (j = 1, . . . , q) . (388) 
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Z a s v e o s t a l e v r i j e d n о s t i 7cq+1,. 
i m a (t. j . а к о n i j e q = r), v r i j e d i 

,k r, u k o l i k o i h 

< 2 + I кв—v 
(j — q + 1, . . . , r), 

a p r i p a d n i p a r a m e t r i xk ,... ,xt 

(389) 

n e m o r a j u b i t i 
3-1 "r 

s t a v l j e n i jhe d n а к о n u 1 i. 
U s 1 u č a j u r == 2 u v j e t C) j e n e i is p u n j i v, j e r s e 

t r a ž i r^>qj>3, d o k s e u v j e t i A) i B) d a j u s a ž e t i u 

m1 -f m2 <C n2 + n 2 . (390) 

S obzirom na komutativni zakon za komponiranje možemo 
uvijek postići, da bude кг = 1, t. j . da (385) glasi 

m i — ni žš 0, (391) 

a (386) postane 

тк — пк£ — (т1 — щ + 1)(к = 2,...,г). , (392) 

Dalje možemo postići, da vrijednosti к} ,. . . ,kq budu prve u 
nizu 1, 2 , . ' . . , r, tako da (387) glasi 

m f c >.2n , ( k = = l , . . . , q ) , -(393) 

a mjesto (388) vrijedi 

хг = х-, = ... = xq = 0. (394) 

Konačno je (389) nadomješten sa 

™fc — Щ й ~ 
q+l , v t \ 

2 -^ ( m < 1 " " И" 

(fc = q + 1 , . . . , r) (395) 

Time je ipostignuto pojednostavljenje u pisanju. Prije nego što 
pristupimo dokazu stavka, primjećujemo: ako je za neku kom­
poziciju dokazano*, d a koeficijenti, integrala identično iščezavaju, 
onda taj zaključak ostaje na snazi, ako bilo koje od parametara 
(koji nisu već stavljeni jednako* nuli) stavimo* jednako* nuli. Ako 
naime u kanonskom obliku nema integrala (382), (383) i ako 
neki oid koeficijenata funkcija (380), (381) odnosno član R4 u 
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(153) postaju neizmjerni, kada dotični parametri teže prema 
nuli, onda maramo izvršiti granični prijelaz prema stavku II. 7. 
Takav postupak involvira procese deriviranja, koji, izvršeni na 
funkcije (380), (381), prema (142) i III (9) daju opet funkcije 
tih vrsta, tako da u kanonskom obliku opet nema integrala 
(382), (383). Dokazujemo li dakle, da je koji, od uvjeta A), B), 
С) dovoljan, možemo pretpostaviti, da su samo oni parametri 
jednaki nuli, koji prema uvjetu to moraju biti, pa će dokaz 
vrijediti i za slučaj, ako su još dalji parametri stavljeni jednako 
nuli. Ako dokazujemo, da su ti uvjeti nužni, moći ćemo za 
slučajeve, koji tim uvjetima nisu obuhvaćeni, pretpostaviti, da 
je što više parametara jednako nuli, i dokazati, da se u kanon­
skom obliku pojavljuju integrali. Taj će dokaz vrijediti i onda, 
ako ti parametri nisu stavljeni jednako nuli, jer bi inače inte­
grali moral; nastati stavljanjem tih parametara jednako nuli, 
što smo vidjeli, da ne može biti. Kratko rečeno, stavljanjem 
parametara jednako nuli mogu integrali iz kanonskoga oblika 
nestati, ali integrali ne mogu nastati, ako :h nije već bilo. 

Dokazujemo najprije, da su uvjeti stavka dovoljni. Pri 
tome trebamo neke zaključke, koji se daju izvesti iz stavka 
II. 2. Zamislimo, da je u smislu IV. 7. određen kanonski oblik 
integrala 

t 

j* (у - ХУ" A0 (с yfF^y*) dy . (396) 
x 

Pitamo se, pod kojim se uvjetima izvršenjem operacija 
Dxk (k — l,...,n) na taj integral mogu ukloniti integrali u 
njegovu kanonskom obliku. » 

Razvijemo li potenciju (у — X)'" po binomnoim stavku i 
rastavimo integral (396) na toliko sumanda, koliko taj razvoj 
ima članova, jasno je prema III (269) i III (333), da članovi s 
lihiim potencijama od у ne prinose integrala za kanonski oblik, 
pa dakako ni onda, ako* na njih još izvršimo' neke operacije 
Dxk. Članovi s täkim potencijama od у daju prema 111(341) 
izraz, koji, ako se izostave članovi bez integrala, ima oblik 

(-ir{xm-(^)f2(t)xm-24-
" t 

+ (™) u (t) х"'"4 - . . . } J A) (c v? ---V) dy + 
X 
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-f (-ir{_r-(^)g-(t)X"*-a-r-
v e 

+ (7)sn(t)Xm~4----} $Л, (cj¥^y*)dy, (397) 
х 

gdje funkcije / (t) i g (t) znače sume, koje u III (341) fungiraju 
kao .koeficijenti integrala, a indeksi tih funkcija znače ekspo­
nent od х u integralu na lijevoj strani od III (341). 

Primijene li se na izraz (397) operacije DXk, vidi se, da 
diferencijacije' po donjoj granici integrala daju članove bez 
integrala., tako da se možemo ograničiti na pitanje, pod kojim 
se uvjetima, primjenom operacija DX/_ može poništiti izraz oblika 

X"*- ( ™ ) i 2 ( t ) X f f i - 2 + ( ^ ) f 4 ( t ) X " 1 " 4 - . . . (398) 

Jasno je, da se mora poništiti koeficijenat svake potencije od t 
u tom izrazu, a takav koeficijenat ima oblik polinoma 

аХ'" + ЪХт~~2 + . . . , (399) 

gdje neki od koeficijenata a, b,... mogu biti jednaki nuli. Po­
tencija X s je prema (80) homogena funkcija s-toga stupnja 
varijabla x1; . . . , xn , pa primjena nekih operacija DXk na sumu 
(399) snižava stupanj svakoga člana, koji pri tome ne iščezne, 
za isti broj jedinica:, tako da su članovi, koji nisu iščezli, razli­
čitog stupnja i poslije izvršenja tih operacija, i njihova suma 
ne može biti jednaka nuli za bilo koje vrijednosti parametara 
xx,. .: , Xr . Moraju dakle svi članovi sume (399) iščeznuti svaki 
za sebe, da cijela suma iščezne. Budući da svaka potencija od 
X, koja se pojavljuje u (398), mora biti sadržana u nekom koefi­
cijentu (399) neke potencije od t (uključivo nulte potencije), 
dakle će (398) primjenom operacija DXk iščeznuti identično s 
obzirom na t za bilo koje vrijednosti parametara x1,...,,xr 
onda i samo' onda, ako primjenom tih istih operacije iščeznu 
sve potencije Xm, Xm~2, ... , koje se nalaze u (398). 

Za iščezavanje potencije X1"* vrijede kriteriji stavka II. 2. 
Ako je za najvišu potenciju Xm ispunjen kriteri j A) toga stav­
ka, t. j . ako' je m <C n (400), taj je uvjet pogotovu ispunjen i 
za sve niže potencije od X u (398). Ako je za najvišu potenciju 
Xm ispunjen kri teri j B) rečenoga stavka, t, j . ako> je m — n lih 
broj, a m j> n, onda je i za sve niže potencije Хт~2к u (398) 
m — 27c — n lih broj , pa te potencije, bez obzira n a to, da li je 
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za njih m — 2k = n, iščeznu kratnom primjenom 
svih operacija DXk. Te su operacije za ponišitenje najviše po­
tencije X,m nužne i dovoljne, a za, poništenje nižih potencija 
očito pogotovu dovoljne. Prema tome možemo ustanoviti, da su 
kriteriji za poništenje integrala u kanonskom obliku od (396) 
primjenom operacija DXk isti kao kriteriji prema stavku II. 2., 
koji sax nužni i dovoljni za poništenje potencije Xm . 

Prijeđimo sada na pitanje, dla li je uvjet A) stavka IV. 11. 
dovoljan. Promoitrimo u tu svrhu prvi elan vditičaste zagrade 
u (140) odnosno (141). Budući da je zbog (384) 

mr —- n„ — qe <: — 1, (401) 

možemo prema (139) pisati 
т.. — п.. —• </„ — m,. + п.. -f a,. 

S = D . (402) 

Budući da je r — 2 < r (403), što odgovara uvjetu m<in kri­
terija A) u stavku II. 2., a primijenjeno je r različitih operacija 
(402), dok prema rečenom kriteriju treba primijeniti barem 
m + 1, t. j . u našem slučaju r — 2 + 1 = r— 1 takvih opera­
cija, ne daje taj član integrala za kantonski oblik. 

U druigom članu u viitičasitoj zagradi od (140) odnosno (141) 
može se analogno zbog (384) staviti 

m —n — v , < — 1 (4041 
"б s 

i prema (139) 

s'"'e " "*« ""e = D~'"'6 + ""б +1'б . ' (405) 
' "г '*б 

Ovdje je broj varijabla хн ,.. . , xSr_y jednak r — у, pa je 
r — у — 2 < r —-у (406) analogon relacije т<Сп. Izvršeno je 
r — у operacija (405), što je više nego m-f 1 = r — у — 2 + 1 = 
= : r — у — 1. I ovaj član dakle ne daje integrala za kanonski 
oblik, a treći član u vditičastoj zagradi (141) uopće ne sadržava 
integrala. Time je dokazano, da je uvjet A) stavka IV. 11. do­
voljan pod pretpostavkom, da nijedan od parametara Xi, . . . , Xr 
nije stavljen jednako nuli, što se pretpostavlja u (140), (141). 
Pogotovu je taj uvjet dovoljan i onda, ako se neki ili svi ti 
pairaimetri stave jednako nuli, kako smo već prije raspravili. 
Pretpostavimo! dalje, da vrijedi uvjet B) stavka IV. 11., t. j . da 
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vrijede (301) i (392). Za članove drugog izraza u vitičastoj za­
gradi od (140) odnoisnoi (141), za koje je m1 sadržan u brojevima 
mk , . . . , mk , t. j . kada je 1 sadržan među к1г . . . ,ky, vrijedi 
isto razmatranje kao gore, t. j . ti članovi ne daju integrala. 
Ako • je naprotiv u drugom izrazu vitičaiste zagrade 1 sadr­
žan, među brojevima sa,. . ., sr_7, t. j . m, među brojeviima 
mSl,.'.., roS(._7, maramo izvršiti novo razmatranje, koje će biti 
primjenljivo i na prvi izraz u vdltičastorji zagradi. 

Zamislimo*,, da je u drugom izrazu u vitičaistoj zagradi na 
integrali najprije primijenjena samo operacija S™1 ~ "* ~"%, gdje 
simo pretpostavili, dia je s1==l. Smijemo dalje pretpostaviti, 
da je 

m, — n, —-v, ^ 0, • (407) 

jer inače operator S™,1 ~ "' ~~ щ u -smislu (139) znači deriviranje, * 
i istoga taij slučaij potpada pod argumentaciju, koju smoi dalli za 
slučaj uvjeta A) stavka IV. 11. Uvodimo kratice 

Xi = xkj + ... + xh , (408) 

X2 = x+x-{~... + x = хл+'х + ... + х . (409) 

Prema definicijama, koje ш dane prije foirmule (131), vrijedi 
onda 

X, + X2 = X = ху + . . . + xr. (410) 
Supstitucijom 

z = y — X2 + x1 (411) 
možemo integral drugog izraza u vitičastorj zagradi od (140) 
odnosno (141) dovesti u nešto drugi oblik: 

t —X, 

J ( j / - x , ) r - T - 2 i 0 H ( i - - ^ ? 4 s ) d i / = 

•__(__ D'-T-I j* (^^2)г^2Л(сУи^Х^2=^+^=^а)й2.(412) 
t-Х+ж, 

Stevimo sada u II (168) 
П = = Г ; q = = r _ _ ; / _ 2 ) k=l, (413), (414), (415) ' 

(p (t; z,x2, . . . , xr) = 

= ( - 1 ) г ^ х ( г - у - 2 ) ! A0 (dit-X^iz + Xa-x3>), (416) 
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označivši varajiablu у sa z. Prema II (170) i II (175), gdje osim 
(413) do (416) još stavljamo 

m = m1 — щ — vx , (417) 
dobivamo onda s obzirom na (412) 

<-Хд 

x2 

(mi—ni—uj 12'"1 -»*» tj+x^ [ \ j ; a 

. Д, (c V ( t ^ - Х ^ ^ ч Ј Т ^ С ^ х ^ ј 2 ) dz, (418) 
što u slučaju у = r — 2 (419) [to je najveća moguća vrijednost 
od 7 u dotičnom izrazu od (140) i (141)] daje 

S?r"l~r' j ЛАс yjlt^W—l?) dy = 

" 1 Г (дЗ ,'Л-
(rai — n , — V i ) \ 2 

f-X-Kr, 

. ^ ^ ^ ( - — -^^^-(г-f"Xa — a:i)2) dz, (420) 
dok u slučaju da je у <C r — 2 (421) možemo« prijeći na obJik 
II (176), t. j . 

t—х, 

-£ГП,~"! 1 (У —Х.Г-^-а^1о(с>/'(-"—-^)а-!^)с1у = 

7 ^ = ^ ¾ ^ ? Г ((- -^(-".-u8)-—-du 
(m!—П!—vj! 2mi n i "- J . J * t -Х+д 

. A0 (c f(t - rX.)2 '— (2 + X^— x- )"a) dz. (422) 
Ako na desnoj strani od (420) i (422) opet uvedemo у prema 
(411), te formule glase; 

t—X", 

s : r ^ J -i0(c>T(t^x1")^-\?)di/-= 
i —X'j 

(m5 — n! — vj - - • ^ Ј Г Ј ^ ^ Г 1 [xj-(y~X2 + Xi)-]™.-».--.. 

. A,'(cV(- —Xj)2"--ž/*)d_y, (423) 
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ЗлГ"1""1 j* {У-Х2У-^ А0(с yJit—Xj' — y^dy 

= (—iy-t-2{r — y — 2) 
( m j — n _ — " v i ) ! 2m>-'"-"' 

f-.Y, ГЈ-А- + *, 
. j" j (y — X2 + Z, — U)^"8 (x* - u2) 11 du 

. Л (с v / ^ X ) 2 ^ ? ) du. (424) 
Stavimo sada 

X> — ,¾ = Xo = ас. + .. • + xt • (425) 

Pretpostavi lj. se najprije (419), onda je X2 = xs, (426), pa se 
integral и (423) može pisati u obliku 

t—v, 
J [х1 — {у-хЈ]"н-"^,нА(){с4{1-Х,?--у2)ау. (427) 

Prema (140) odnosno (141) treba na taj, integral još primijeniti 
operaciju 

m _ „ _„ . , -_m + „ + v 
S " 2 • = D 2 2 , (428) 

gdje je s obzirom na (392) sigurno 

— т,г + n-2 + v2 >̂ mi — ni + 1 > ni! — ni — vi. (429) 
Razvije li se potencija u integralu (427) po binornnorn stav­

ku, dobiju se integrali oblika (396) (gdje je sada X = xS2). Kako 
smo vidjeli, mogu se na te integrale primijeniti kriteriji stavka 
II. 2. Najviši će eksponent biti 

m = 2(m1 — n1 — v1), (430) 
a i svi su ostali eksponenti taki. Broj varijabla je jednak jedan, 
dakle n = l (431). U slučaju m = 0 (432) dat će diferencijacija 
(428) izraz, koji ne sadržava integrala. Ako je m1—пг—vt > 0 
(433), može prema (430) i (431) biti m > n, a m — n je lih 
broj:, dakle treba prema stavku II. 2. B) izvršiti jedinu operaciju 
DXg , i to 

m—n-4-3 2 (mi — щ — ui) — 1 + 3 
-—'i— = = mi — ni — vi-f 1 



puta. Prema (428) ona Je izvršena —m,^+ n-, + v2 puta, što 
je zbog (429) barem toliko, kao m1 •—щ — va + 1. U kanon­
skom obliku dakle nema integrala. 

Za slučaj (421) služimo se oblikom (424). S oznakom (425) 
integral na desnoj strani od (424) dobiva oblik 

J j" (u —X2 — и ^ - з ^ - и 8 ) " 
v, + X, 

"C| du 

i l 0 (cv r ( t—X x ) 2 -u 2 )du . (434) 

Nutarnji integral može se razviti po potencijama od у — X2 
pomoću formule II (182), čime se dobivaju sami integrali obli­
ka (396): 

у-% 

j (у —X, — иу-^3 {x\ — u2)'"--"--«-< du = 

- 7 - 3 ( _ 1 ) r - 7 - 2 - . ( m i _ n i _ t , l ) ! 

1 
-у—3 
s И r—у—1—s\ 

2 I 
IF 

2 (m, — п, — V,) + T — 7 — 2 — 
X\ 

+ rni — n i — Vi 

• (u—ХоГ + 

(-1)- ( m l - ^ Ü 1 ) 

--=0 ( r - y ~ <ГЛ1 
2 (in,- ». ) - - * 0/-Х.Г 

• у - 2 

(435) 

U prvoj je sumi najviši eksponenit s = r — у — 3, koji odgovara 
eksponentu m u (396) i u stavku II. 2. Da se ponište integrali 
u kanonskom obliku, treba prema stavku II. 2.A) primijeniti 
m ~f- 1 različitih operacija Dx , svaku barem jedamput. Prema 
(140) odnosno (141) ima tih operacija r — у — 1, idäkle za jednu 
više nego što je potrebno, a svaka je izvršena barem jedamput, 
jer je zbog (386) i (385) 

(436) т*ђ + п., + vs >̂ 1. 

Članovi prve sume od (435) dakle ne prinose integrala za ka­
nonski oblik. 
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U drugoj je sumi najmanji eksponent od у — X% jednak 
r — у — 2. Tu je m < n, a primijenjeno je, kako amo spome­
nuli, r — у — 1, dakle m + 1 različitih operacija Dx , što je 

'S 

prema stavku II. 2. A) dosta da se uklone integrali u kanon­
skom obliku. Za ostale potencije je m > n, a 

m — n = r — у — 2 + 2s — (r — у — 1) = 2s — 1 

uh broj,, pa p rema stavku II. 2. B) t reba primijeniti sve operacije 

Dx (<5 = 2, . . . , r — у), i to svaku „ puta. To je u našem 

slučaju 
m — n + 3 _ r — у — 2 + 2s —(г —у —1) + 3 _ 

. ~ 2 ~ " ' 2 " ' - - 8 + i 

puta. No budući da je s ^ m , — n, — v3, to je zbog (386) 

s + 1 ^ Ш ] - n i — v i + 1 .<̂  —(m. - - n , ) ^ —(n-,e —n-e —v5) , (437) 

tako da je i taj zahtjev zadovoljen, a n i ovi članovi ne prinose 
integrala za kanonski oblik. Razmatranje je očito primjenljivo 
i na prvi član u vitičastoj zagradi u (140), (141), ako stavimo 
у — 0. Time je dokazano, da je uvjet B) stavka IV. 11. dovoljan. 
To pogotovu vrijedi, ako su korji od parametara stavljeni jed­
nako nuli. 

Prelazimo na pitanje, da li je uvjet C) stavka IV. 11. dovo­
ljan. Neka dakle vrijede (393), (394), (395). Ako su koji od bro­
jeva 1, . . . , q sadržani među brojevima кг,. . . , ку", zbog (393) 
za njih će vrijediti (348), tako da desna strana od (347) iščezne, 
kako je tamo spomenuto, kada se dotični parametr i prema 
(394) stave jednako nuli, odnosno tih članova u smislu (140) 
uopće nema, ako< je dotični donji indeks jednak nuli. (Razumije 
se, da u (140) ne bi moralo baš r—p posljednjih donjih indeksa 
biti jednako nuli , kako« smo radi jednostavnijega pisanja pret ­
postavili.) U tom slučaju dakle dotični članovi u (140) odnosno 
(141) otpadaju. Zamislimo prema 1 tome, da su svi brojevi 
1, . . . , q sadržani među brojevima S j , . . . , s r _ 7 ; na pr. kao 
s1 = l, s2 = 2, — „ sq = q, gdje j e q ^ r — у, jer inače moraju 
neki pd brojeva 1 , . . . , q biti sadržani među klf... , ky. Na ovaj 
slučaj može se primijeniti formula (374), gdje samo> treba mjesto 
H pisati q. Zbog у ^ r — 2 i uvjeta (393) ne može vrijediti 
(376), tako da (377) Пе dolazi u obzir. (Taj izraz i onako ne bi 
pridonio integrala za kanonski oblik.) 
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Ako je najprije q = г — у, to je Xq , koji odgovara Хц u 
(374), jednak nuli, a operatori u izrazu (372) s v i su integralni 
operatori, koje prema (140), (141) t reba primijeniti. Budući da 
je q Idh broj, bit će i eksponent varijable у u (374) lih, pa taj 
izraz u smislu III (318) ne daje integrala za kanonski oblik, na 

čemu n i primjena operatora DX)i i — prema (140), (141) ništa 

ne mijenja. Neka je dakle q < r — у. U tom slučaju na (374), 
u kojem piše H mjesto q, treba još primijeniti operatore 

s™*e~nts~v* ( d = q + i , . . . , r — у). 

U smislu stavka II. 2. i izraza (396) vrijedi iu ovom slučaju za 
broj varijabla n = r — у — q (438), a za eksponent pod inte­
gralom 

ч 
m = r — у—-2 + 2 2 (т^~п€— v^). (439) 

Ako je m <.n, to prema stavku II. 2. A) t reba da bude izvršeno 
barem m + 1 različitih operacija Dx (д — q + 1 , . . . , r — у), 
svaka barem jedamput. Budući da j e broj različitih izvršenih 
operacija jednak broju varijabla n, koji je pretpostavljen kao 
veći od m, a svaka je operacija D* s obzirom na (139) izvršena 

"б 
barem jedamput, jer je zbog (393), (395) i q ^ 3 

т*б ~ n°5 — vs й ™-e " nSg £ — 

(ö = q + l , . . . , r — у ) , (440) 

taj je uvjet zadovoljen. Ako je m^n, p r e m a (438), (439) m—?г 
je lih broj, je r je q lih, pa se može primijeniti stavak II. 2. B). 
Broj m je po (439) maksimalan, ako su svi v = 0, t. j . 

ч 
mmax = r — у — 2 + 2 2 ("i« — п9). (441) 

q + l 
2 + 2(- < - ^ < - l 
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Treba dakle svaku operaciju izvršiti barem 

™ma*— П + 3 q + l , V , , ил9Л 

= j - 1_ 2_, (my — п9) (442) 

puta, a to je s obzirom na (440) i (139) zaista učinjeno. Prema 
toime u drugom članu vitičaste zagrade u (140), (141) nema 
integrala u kanonskom obliku, a isto razmatranje vrijedi i za 
prvi član, ako stavimo у = 0. Ovo vrijedi pogotovu onda, ako 
su koji od parametara xq+i,... , xr stavljeni jednako nuli . Time 
je dokazano, da je i uvjet C)^ stavka IV. 11. dovoljan. 

Pr i je nego što. dokažemo, da su uvjeti stavka IV. 11. nužni, 
provest ćemo* neka pomoćna razmatranja. Recima, da želimo 
sve paramet re od (140), (141) staviti jednako nuli. Ako za jedan 
od ke (£ = 1 , . . . , у) vrijedi 

mkt>2nkt, (443) 

onda će s obzirom na (348) svi članovi dotične sume po we 

otjpasiti, t. j . članovi za dotičnu kombinaciju (fca,. . . , /с-у) o tpa­
daju. Možemo dakle pretpostaviti 

mfce<2nfcf ( £ = 1 , . . . , 7 ) . (444) 

Indeks »umacije w* će onda trebati primiti samo cijele vr i ­
jednosti 

2nk — mk — 1 
0 £ we <I ! --— , (445) 

jer za ostale vrijednosti na temelju (348) dotični članovi 
otpadaju. Prema (355) dobivamo stoga za dotičnu kombinaciju 
(kv . . . , ку), a uz odabrane vf, kao dio drugoga izraza vi ticaste 
zagrade u (140), (141): 

1 у 
(г—у—2)! - -

к>, = 0 
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\2nk -mk - 1 1 

У \ JJ-~l) (n4.-u,.-l)!N 

, e = l гое! (2n, — 2ги£— mk — 1)! 

2 (2nks-2u;-mkE)-y-+h I 
• ( - ^ ) E = 1 V ( t , 0 , . . . , 0 ) | , (446) 

gdje smo radi kraćega pisanja stavili 
r—y 

p = l • • -

а я/' (t, 0, . .. , 0) znači 

gdje je у izraz u uglastoj, zagradi u (140), (141), od kojega je 
odbačen produkt parametara хк . Ponovljenom primjenom for­
mula (423), (424), (435) može se гр (t, 0, . . . ,0) izraziti linearno 
pomoću integrala oblika 

P = J" y«A0 (с v't2 —г/2) dt/ (448) 

X* = x + ... + x, . , (449) 
»i . -V—у 

Pri tame možemo pretpostaviti, da je M tak broj, jer u slučaju 
lihoga M integrali (448) prema III (254), Щ (318) ne prinose 
integrala za kanonski oblik. Nadom jestit ćemo dakle ц> (t, 0 , . . ., 0) 
u jzrazu (446) integralom (448). 

P r v i s l u č a j . Neka je 

M = 4n, (450) 
У (• У 

' 2 (2% t —- 2u)e — тк) — у + h = 2r = JV — 2 ~£ гог (451) 
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N = 2 (2тг* — та*.) — У + Ь • ' (452) 

Uvrsitimo li to u III (408), dobivamo 
У St_ N__ У 

T V - 2 2 н>е 4 + "2 - - " e 

| ) "' r - - ( ^ k — - ^ - - H'P.. + 
2 2 

2 С 
' • • ( f ) ' 

+ const, t2 P, + ... . (453) 

Ako se to uvrst i u (556), vidi se, da će se moći faktori c~"£ kra­
titi i da pridolazi faktor (—1)~""% čime je omogućena provedba 
šumarija po wlt. . . , wy, koje su naznačene u (446), i to pomoću 
formule II (52). Stavkno> li u II (52) 

n = 2nk — тк — 1, (454) 

m = nk — mk — 1, (455) 

dobivamo 
Г 2пк " тк ~г 

2 
J ( _ 1 ) H V 2-% ™.E 1 - « e ^ _ и , _ 1 } . 

_ и>г! {2nk — m k — 1 — 2 w ! , ) \ 
we — и - е е 

_ (-1) 2 г ( ч _ Т О 4 г _ _ ј . т ^ , 
__ ^ ^ ^ ^ : ;(456) 

ti — 1 gdje uvjet m < —-— sada znači 

2n,. — m,. — 1 
Ti». — m, — 1 < — 

2 
što je ispravno, jer vik nije negativan. 

101 



Pišiimo (456) u obliku 

( _ 1 ) m * - + , " - + Ve 2Wc \nkE — we—l)\ 

^ w '(2n. —2wF— m. — 1)! 

( - 1 ) £ '2 J r(nkc-mke-Y)-mkel 
_ - (457) 

У я (2тЧ — ™Ч — D '• 

i uvrstimo (453) i (457) u (446). Ako označimo 

Ц -_ TJ _ LJ !__1Z __, (458) 

dobivamo mjesito (446), u kojem smo ц> nadomjestil'ii integralom 
(448), izraz 

М N 

- (—1)T + T M » „ м-
t 2 P0 -^-w±—tl — I I + c o n s t - 1 2 P., + . • • 

2 2 c T " ( . М ) , ( r _ y _ 2 ) , ( 4 5 9 ) 

D r u g i s l u č a j.. Neka je 

M = 4n + 2, (460) 

IV—-2 2 wc - 2 (2ПАЕ
 — 2tüe — mfc£) — у + h = 2r + 1. (461) 

E = l £ = 1 

Služeći se ovaj put forimuloim III (411) dolazimo sasvim analog­
nim načinom do izraza 

М — 2 iV—_1 

( — l ) 2 2~M<* т.- -
t - P o - ^ - V - ^ - — — Ц + const.t» P 1 + . . . 

2 2 c 2 " ( ^ Ј ! (r—у —2)!- . (462) 
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T r e ć i s l u č a j . Neka je 

M = 4n, ' (463) 

У Ti 

N~2 ^ we- У ; (2nke — 2wt — mkc)—y + h = 2r 4- 1. (464) 

Služimo se formulom III (409) i računamo ovaj pu t koeficijent 
od Pj , pa dolazimo* do oblika 

<М_ i V — 1 

iL + i ( — 1 ) 4 + 2 M< тг ~ - i 
t» Pi п г г Н ^ - - - — П + const, t» 4 + -

2 2 с2 ^ J ! ( r . _ y - 2 ) ! (465) 

Č е t v r t i s 1 u č a;'j. Neka je 

M == 4n + 2, (466) 
у у 

N — 2 2 и>.= 2 (2n,f —2u) e —m f c £ ) - T y + h = 2r . (467) 

Služimo se formulom III (410) i dolazimo do oblika 

М N — l 

« f + 1 Pi пгтг^"T, 7 — - П + «-- '* "Ч + -
2 2 с 2 ^ - ! ( r - y - 2 ) ! (468) 

Prvi i drugi slučaj mogu se sažeti u jedan oblik. U oba slučaja 

+ 2V = 0 (mod. 2), (469) 

M p — -f- JV tak broj t. j . 
9. 

i? 
2~ 

a ta zajednička (pretpostavka može biti ostvarena samoi prema 
(450), (451) prvoga slučaja ili p rema (460), (461) drugoga slučaja. 
Vrijede l i (450), (451), očito je 

M N M N , л «ч ,лпП-

T + T~~~T + T (m0 2h { } 
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a vrijede li (460), (461), to je 

M — 2 N — l M N , . . . , , _ . . _ + ^ =- _ _ _ + _ _ ( m o d . 2) , (471) 

tako da se (459) i (462) mogu predočiti u zajedničkom obliku 

£ i» 

t 2 po - ^ ^ 4 - ^ - _ J ] + const, t 2 P l + . . . 

2 с -"- ! (r — r — 2 ) ! (472) 

(Ne tvrdi se, da je konstanta pred t 2 Px u (459) i (462) ista. Ta 
konstanta nas dalje ne zaniima.) 

Treći i četvrti slučaj imaju zajedničku pretpostavku, da je 

-^- + N lih broj, t. j . 

•у- + N == 1 (mod. 2), (473) 

a ta pretpostavka može biti ostvairena samo prema (463), (464) 
trećega slučaja ili prema (466), (467) oetvirtoga slučaja. Ako 
vrijede (463), (464), dobivamo 

м , N—l , M N + 1 , , о ч , . „ . , •— H + 1 = - - - , - (mod. 2) , (474) 

a ako! vrijede (466), (467), izlazi 

M N—l M N + 1 , - , 
4 - : 2 == - + (mod. 2) , (475) 

tako- da se (465), (468) mogu predočiti u zajedničkom obliku 
_ М_ N+J. 

- + i Г — 1 ) 4 2 Mi n - - i 

22 c2 (-^J- (r —у —2)! (476) 

Za kasnije svrhe treba još pretrest i predznak produkta (458). 
Neka je za izvjesne vrijednosti od e, na pr . za £ = 1,. . . , б, 

\ — тке — 1>0 (£ = 1,...,0), • (477) 
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dok je za sve ostale vrijednosti od s 

пке — ткс — 1<0 ( £ = 0 + 1 , . . . , 7 ) . ¢478} 

Razdvajaimoi onda produkt (458): 

П = R П2 (479) 
nkr '% — mut — - / i \ 

- (—1) 2 Г[пк—тк —T)-mk ! 
__ Д ^ t (480) 

a=i У?г (2n i f— m,£ — 1)! 

»*, nk' —mfc. — - _, / ' i \ 
• , ( - l ) ' 2 - Г „ - т . w ! 

П 2 = II - p - - — ^ -(481) 

S obzirom na (477) i II (84) može se pisati 

б (— \)П"е (2nk — 2mfc — 2)! mk ! 
, = П — Т ^ Ц > С482) 

- i 2 Е Е ( 2 % £ - m A e - l ) ! ( n t e - m , e - l ) ! 

a s obzirom na (478) i 11(85)' 

mk + J mk — nk + 1 

у (— 1) 2 / (m4 —пк + 1)! т% ! 
__ TT .(483) 

2
 t. Ј Д - (2m,£ — 2nÄf + 2)! (2пЛе — т^ — 1)! 

Prema tome je 

s 

sgn П Ј = ( — I ) " ' , (484) 

7 — б + 2 mk 

sgn П 2 = (—1) '~' + * , (485) 
JZ čega izüazi predznak čitavoga ipirodukta, 
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Prelazimo sada na dokaz, da siu uvjeti stavka IV. 11. nužni, 
t. j . d a u svim slučajevima, koji tim. uvjetima nisu obuhvaćeni, 
kanonski oblik sadržava barem jedan integral. 

a) Pretpostavimo, da vrijede uvjeti C) s tavka IV. 11., samo 
s toim razlikom, da nisu svi paramet r i хг,... ,"xq stavljeni jed­
nako nuli, kako- Ы prema (394) trebalo biti, već da je-jedan od 
tih parametara, na pa\ xlt po volji, dok su svi drugi parametr i 
uključivo Xg+i ,..., xr stavljeni jednako nuli . Neka dakle vr i ­
jedi, da je q > l lih, neka vrijedi (393) i (395), a (394) neka 
je nadomješten sa 

x2 = ж3 = . . . = Xr = 0. (486) 

Budući da je xx jedini parametar , koji nije stavljen jednako 
nulli, s obzirom na (149), (150), (151) kao gornje granice integrala 
(382), (383) u kanonskom obliku doilazi u oibzitr samo t i t—xv 
Provest ćemo dokaz, da u kanonskom obliku ima sigurno inte­
gral s gornjom granicom t, t. j . sa a = 0, b = xt. Takav se inte­
gral očito može pojaviti samo u članovima od (140), (141), gdje 
je хг sadržan među хн , . . . , х,т . No i x.>,. . . ,xq moraju tu 
hiti sadržani, j e r inače dotični član zbog (393) i (348) otpada, 
kada se dotični parametar uzme jednak nuli, odnosno uopće 
nema toga člana, ako je dotični donji indeks jednak nuli, kako 
se razabira iz (140). Neka je dakle, recimo, 

x; — xi i хн = x2, • • •, х, = хя . (487) 

Pretpostavimo najprije, da je r — y > q (488), t. j . da među 

xs. (ß=l, . .. , r—у) osim х,,..., xq ima jm jedan ili više pa­

rametara xs + 1 , . . . , х,т . Ozna&iimo pirema tome 

r — у — q = z _ > l . ' (489) 

Primijenimo na integral u drugom članu vitičaste zagrade u 
(140), (141) najprije operacije 

Sx
s '5 б (б = 2 , . . . , q) 

i stavimo dotične parametre jednako nuli. Budući da je q ^ 3, 
r — 7 > q, 0 <ь 2vs <^, ms , a vrijedi (393), to se lako vidi, da 
je uvjet (373), u kojemu sada ep pr ima vrijednosti od 2 do q, 
sigurno ispunjen, tako da dobivamo izraz (374), gdje <p i б p r i ­
maju vrijednosti: od 2 do q, a X[{ je nadomješten sa 
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X 2 , q = (Х_), , = .. . = . , -.-, о = х.ч + , + . . . + %_. 7 , (490) 

t. j . dobivamo integral oblika 
ч 

' ^ А / г - т - 2 + 2 2 (»V-«,.-«>) 

J (2/-X2.,) s=2 ^(cVt-^xT)*^*')-.?/. 
л"г.</ (491) 
Ako se na ovaj integral primijeni operacija S'"" ~~ ni ~ "', dobiva­
ju se u analogiji s formulom (424) odnosno (434) i (435) sami 
integrali oblika 

t — xt 

J ( r / ~ - X 2 . 4 ) R A 0 (cV(t —Хх)3 — у2) d u . (492) 
*, + x2,,, 

Treba p r i tome svagdje eksponenat r —• у — 2 nadomjestiti 
eksponentom u (491), tako da je najveća vrijednost indeksa 
sumacije s u prvoj sumi (435) 

ч 
r — у — 3 + 2 ^ (f"f — n<? — Vv), 

e=2 

a u drugoj sumi eksponenat od у — Хг,, glasi 

ч 
г — у — 2 + 2 ^ , (rrif — nf — Vf.) + 2s . 

¢=2 

Očito je eksipomenat R najviši u drugoj sumi za v1=v2= . . . —-
= vn , 5 = тл — n], dakle 

'/ 
R m a i = Г — ' У — 2 + 2 ^ ( m f — Щ) + 2 ( m [ — n i ) = 

fr-=2 

Ч 

= r — у — 2 + 2 2 (тп« — Ti?). (493) 

Primijenimo sada n a integrale oblika (492) operatore 
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i stavimo dotične parametre jednako nuli. S obzirom na (395), 
a u smislu (139) stavimo 

Sy~"Ss"Vs =* D~~"'ss + nss+vs (494) 

<5 - б 

i nadomjestimo ih prema razlaganjima na početku točke 10. sa 

— 1», +П 

2 б 
(—т„б + ns$ + vs) ! 

(— '2ras + 2n, + 2 v j ! 

-2m. + 2ft. + 2 -
б б (495) 

Formula (369) nije neposiredno primjenljiva, jer donja granica 
integrala (492) nije X.,9, već x1 + ^2,g, tako da diferencijacije 
po donjoj granici integrala daju članove, koji ne otpadaju, kao 
što je to u slučaju formule (369). Ipak ti članovi ne sadržavaju 
više integrala, i jasno je, da će i sada uvjet analogan sa (370) 
biti dovoljan, da se dobije izraz bez integrala. Taj bi uvjet 
glasio 

R < 2 У (—тч - t - n - r 1>б). 
--" ' S * <S 

5= , + 1 

Prema (493) je 

R £ Ят._ — r: 

Dalje je 

2 + 2 2 (m, — n,). 

^ (— m, + n )< N (— m + n + u5 
-—' 's б -»* б б 

8=9+1 б -=q + l 

S obzirom na (395) i (489) vrijedi 

2 (— m, + n, ) > # 
б б 

¢=9+1 * 

у 

- - 2 — h 2,- (т?"~ V 

(496) 

(497) 

(498) 

(499) 
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dakle 

2 2 К — п.) + 2 2 К. - п.б) й — х(q +1) — 2ок—i) 2 К-пр <; 

^ — Z ( q + l ) _ _ - — (r — у — q)(q + l) . (500) 

Razmotrimo li parabolu 

у== — (г — у — х)(х + 1) (501) 

i s tavimo y = r — y— 2 (502), izlazi 

* i = — 2 ~ 1 + V l + Z - Ч т — Г Ь (503) 

_ r—У"1 
ж , - 2 (504) 

Budući da je q lih broj veći od jiedan, i s obzirom na (445), 
izlazi ' 

3 ^ q ^ r — у — 1 , (505) 

dakle svakako; r — у — 1 > 0 (506). Jasno je, da za xt > х > хг 

(507) vrijedi u О — у — 2 (508). S obzirom na (506) vrijedi 
prema (503), (504) хх>г — у — 1 (509), x2 > 0 (510), dakle se 
može na temelju (507) i (505) pisati 

Ж а > г — у — l _ > q _ ^ 3 > 0 > _ c 2 , (511) 

pa je stoga prema (501) i (508) za naš q 

_ _ ( r _ r — q)(q + 1 ) < г _ _ у — 2 (512) 

Prema (497), (500), (512) i (498) vrijedi dakle 

q s—У 

R = Rm« = r — v — 2 + 2 У (m. — n_) < 2 "£ (— m, + n, ) < 

г—у 

< 2 У (—ms + n + « . ) , (513) 
<5=</+l 
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a to je traženi uvjet (496), Slučaj r — у > q dakle ne daje 
integrala za kanonski oblik. Razmatranje dakako vrijedi i za 
prvi član vitičaste zagrade u (140), (141), ako se stavi y = 0. 
Pretpostavimo dakle sada 

r — y = q^3. (514) 

(Г — у << q n e dolazi u račun, jer bi onda. neki od .parametara 
Xj, . . . , xq bili među xk ,. . . ,xk , a taj slučaj smo već prije 
odbacili.) (514) određuje jednoznačno* у, a određuje i kombina­
ciju ( S j , . . . , sr-y), jer u njoj moraju biti sadržani brojevi 1 . . . ., q, 
t. j . ta kombinacija je identična s kombinacijom ( 1 , . . ., q). Jasno 
je, da je prema (490) sada X2,q = 0 (515). Integrali (492), koji 
potječu od članova druge sume (435), u kojoj je, kako smo spo­
menuli, r — у — 2 nadomješten sa 

q 

r __ у _ 2 + 2 2 (me — п^ —• vf), 
¢=2 

imaju svi lihe eksponente R, je r je zbog (514) sa q i r — у lih. 
Ti integrali prema III (254), III (318) ne prinose integrala za 
kanonski oblik. Među članovima prve sume (435) ima naprotiv 
i potencija s takirn eksponentima. Najveća j e vrijednost ekspo­
nenta s uz odabrane v , kako smo spomenuli, 

ч 
r — у — 3 + 2 ^ , (m^ — ne — vj, 

a ta je taka, jer je r — у lih i pr ima svoju najveću vrijednost 
za v.j = . . . = v„ = 0, t. i. imamoi za taki R 

Ч Ч 

Rtak max = M = Г - У - 3 + 2 ^ ^ . - Tlf) = q - 3 + 2 ^ (ТП„ — Tl.) . ( 5 1 6 ) 
¢=2 ¢=2 

Na dotični integral treba u smislu (353) još piriimijeniti stanovite 
diferencijacije po t, tako da se radi о izrazu poput (446). Prema 

м 
(472) odnosno (476) dobivajmo dakle za kanonski oblik ili t P0 

ili t Px s koeficijentom, koji je očito od nule razlio'-t (jer je 
i faktor, koji potječe iz (435) od nule različit), uz eventualno 
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još druge članove s nižim potencijama od tm Integrali (492) s 
manjini takim efesponentoim R, dakle sa R ^ M — 2 (517), daju 
prema (472) i (476) članove s najvišom potencijom od t oblika 

Л[ . М_ М_ — + 1 

t 2 P0 odnosno t2 P i . Članovi t 2 PQ ili t 2 Pb 

koje nam je dao integral s eksponentom M, sigurno su dakle 
jedini te vrste , pa budući da im se koeficijenat razlikuje od 
nule, kako simo spomenuli, dokaz je time izvršen, da u kanon­
skom obliku ima barem jedan integral. To vrijedi pogotovu 
onda, ako koji od parametara x.2, . . ., xr nije stavljen jednako 
nuli. 

b) Pretpostavimo, da je 

mk^>/nk (k = l,...,q), (518) 

gdje je q lih broj , za koji ovaj put dopuštamo i vrijednost 
q = 1. (Za neke ili sve vrijednoisti 1 , . . . . q može dapače vr i ­
jediti mk i> 2nk.) Neka dalje postoji barem jedna vrijednost 
к = к,. > q, za koiju je 

i. — n, > — 
q + 1 + _£ (Щ — пк) (519) 

a najviše jedna vrijednost к = kg > q, za koju je 

m, > 2n, . (520) 

[Među vrijednostima к — q + 1 , . . ., r može biti takvih, za koje 
je mk >̂ nk. Ako ima takva vrijednost ili ako "za jednu od njih 
vrijedi dapače (520), tada je tom vrijednošću već zadovoljen 
uvjet (519).] Konačno neka budu svi parametri stavljeni jed­
nako nuli. 

Dokazat ćemo, da u 'kanonskom obliku ima integrala. Uzmi­
mo opet u razmatranje drugi izraz vitičaste zagrade u (140), 
(141). Jasno j e najprije, da među s1; . . ., s r _ 7 moraju biti sa­
držani svi oni indeksi k, za koje je mk ^ 2nfc, jer b i inače do­
tični članovi za xk=0 u smislu (347) otpali, ako je n f c > 0 , jer 
za njih vrijedi (348), a uopće ih nema, aiko> je nk = 0, kako se 
vidi iz (140). Uzet ćemo povrh toga među sv . . ., s r _ 7 još i sve 
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one indekse к, za koje je mh ^nk, ali тк < 2пк. Budući da su 
svi parametri stavljeni jednako nuli, primjena će operatora 

ms —™s ~v5 
Sx prema (360) dati integral oblika 

r-7 
r _ 7 _ 2 + 2 2 (mSif -n$v ~v9 ) 

"=1 A 0 ( c f t 2 - y 2 ) dy, (521) 
0 

na koji u smislu (446) treba još primijeniti stanovite diferenci­
jacije po t. Ako je r — у tak broj, bit će eksponenat u tom inte­
gralu tak, i budući da smo za sv ..., s r_ 7 odabrali sve one vri­
jednosti, za koje je mSlf >̂ nStp , za v1 = ... = vr-y = 0 ovo je 
i najveći taki eksponenat, koji se može pojaviti. U smislu (472), 
(476) kanonski će oblik dakle sadržavati 

м м 
t 2 P0 ili t 2 Pi 

sa 
Т-У 

M = r —у —2 + 2 2 (го.,— n._). (522) 
( C = _ l 

Ako je naprotiv r — у lih broj, eksponent će biti lih, i članovi 
(521) dakle prema III (254), III (318) ne prinose integrala za 
kanonski oblik. U tom slučaju moramo potražiti članove s naj­
većim täkim eksponentom pod znakom integracije. Zato mo­
ramo broj r — у ili povećati ili smanjiti. Treba dakle iz indeksa 
kj, , . . , к-у preseliti još neke indekse među sx,..., s r-y ili iz ovih ne­
ke indekse preseliti među к1}..., ку . Preseljenjem nekoga in­
deksa ке u slt..., sT—у > za koji je mk < rik , povećava se r — у 
za 1, tako da se eksponent smanjuje za 2 (nk — m k ) — 1 ^ 1 , 
dok se preseljenjem nekoga indeksa ss , za koji je m. >̂ n, , 
među klt.. .,ky eksponent smanjuje za 2 (ms — n, ) + 1 ^ 1. 
Budući da želimo smanjiti eksponent za što manje," svakako 
ćemo izvršiti samo jedno preseljenje, čime će se naš lihi ekspo­
nent smanjiti za lih broj, tako da će postati tak. Pri tom su 
dakako svi vv stavljeni jednako nuli, jer konačni taki eksponent 
treba da bude što veći. 
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Ako se prebacuje jedan indeks iz fca,..., ky u su ..., sr-y, 
rvat ćemo to preseljenjem prve vrste. Pri tome se у promijenio 
u Yi, tako da je уг — у— 1 (523). Prebacuje li se indeks iz 
s 1 ; . . . , s — 7 u к!,..., ky , neka se to zove preseljenje druge 
vrste, a 7 se pri tome mijenja u y2, tako da je y2 — у + 1 (524). 
Treba sada dokazati: 

1) da uvijek postoji barem jedna mogućnost preseljenja, 
koja vodi do integrala, čiji se koeficijent razlikuje od nule; 

2) da su onda, kad ima više mogućnosti preseljenja, koje 
vode do istoga najvećeg takog eksponenta, koeficijenti dotičnih 
iistovrsnih integrala za kanonski oblik svi istoga predznaka, te 
se ne mogu međusobno ukinuti. 

Ad 1). Neka ima osim (518) još daljih indeksa, za koje je 
тк^>пк, a koje smo prema prije rečenom, uvrstili među 
«i , . .« , sT—у Mora ih biti tak broj, dakle barem dva, jer bi inače 
zbog lihoga q r—у bio tak, a taj slučaj smo već uzeli u račun. 
Od ta dva indeksa ili više njih može prema pretpostavkama 
najviše za jedan vrijediti mk J> 2n&, dakle ima i barem jedan, 
za koji je mk >̂ mh, aii mk<C 2nk. Taj se posljednji indeks može 
preseliti među fc1} . . . , k 7 ) da dotični članovi onda ne otpadnu. 
Eksponent je poslije preseljenja 

M = - r —ya — 2 + 2 J (m,, — п . , ) , (525) 

koji sigurno nije negativan, jer je m. ^ ns? -za sve ep, pa bu­
dući da ima barem jedan indeks (518) (jer je q ^ 1), a bar je 
jedan dalji, koji nije sadržan u (518), ali je za nj m f t^ nh, pre­
ostao među sr,.,. , $r-y , onda je r — y2 >̂ 2. To preseljenje druge 
vrste dakle zaista vodi do člana (521), koji može pridonijeti 
integrala za kanonski oblik. 

Ako naprotiv osim (518) nema nijednog indeksa, za koji je 
*пк^пк, ipak prema pretpostavkama ima barem jedan indeks 
kf za koji vrijedi (519). Taj se nalazi među ku ..., ky , pa ćemo 
ga preseliti među slt..., sr-y Budući da je sada r — y = q, 
bit će r — y1 = q + 1, a eksponent će postati 
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т-у 

до = r _ _ y i _ 2 -b 2 2 (гл., — п . , ) + 2(mkf—nkf) = 

г-7 

= q — 1 + 2 2 <m«. — n s , ) + 2 (mfc — - nfc ) . (526) 
«i=i 

Prema (519) vrijedi 

+ 1 (527) 

2 К , . — V >• — q +1 —2 2 (m^ — n*> > (528) 
4 = 1 

dakle je 
r - 7 <? 

N ^ q — 1 + 2 2 (m v — 1 4 ) — q + 1 — 2 j (m, — nA) = 0 . (529) 
(.-=•1 * = i 

Ni ovdje dakle eksponent ne može biti: negativan, t. j . ovo 
preseljenje prve vrste daje član oblika (521), koji može prido­
nijeti integrala za kanonski oblik. Time je pokazano, da uvijek 
ima barem jedno preseljenje, koje vodi do, cilja. 

Ad 2). Kako'smo rekli, među s 1 ; . . . ,; sT-y stavljeni su svi 
indeksi к za koje je mk^nk (među kojima se nalaze i oni, za 
koje je dapače m 4 sž 2 п Ј , dok se svi drugi indeksi nalaze među 
k j , . . . ,ky. Za preseljenje prve vrs te dolaze u račun oni od 
indeksa к između ku ...,ky, za koje je izraz 2 (nk—mk) — 1 
što manji, jer se za tu vrijednost smanjuje eksponent pod inte­
gralom (521). Za preseljenje druge vrs te dolaze u račun indeksi 
s između s1( . . . , sr-y, za koje je izraz 2 (ms — ns) + 1 što manji, 
jer se za toliko smanjuje rečeni eksponent, a osiim toga mora 
biti w s < 2 n s , j e r inače poslije preseljenja sv- članovi otpadaju, 
kako smo spomenuli. 

> 9_±! 
2 + 2 (»»*—«_) 
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Neka je џг minimum izraza 2 (nk — mk ) — 1 (e = 1 , . . . , у), 
a /л2 minimum izraza 2 (ms — n, -) + 1 (б = 1 , . . . , r — у), za 
koje je m , <C 2n s . Ako je lu1 <C џ2, dolaze u račun samo pre­
seljenja prve vrste, ako je /½ > ju2, samo preseljenja druge 
vrste, a ako je jux = ju2 = /i dolaze u račun obje vrste prese­
ljenja. Pretpostavi t ćemo taj najopćenitiji slučaj. Neka izraz 
2 (nk — т к ) — 1 primi taj minimum za nekoliko vrijednosti 
indeksa ks, na pr. za ke =a, ke — Ъ i t. d., t. j . 

2 (n„ — ma) —'l = 2(n b — mh) —J. ="'.Л = u . (530) 

Izraz 2 (m. — n„ ) + 1 neka primi taj minimum za neke vri­
jednosti ss = a, ss = ß i t. d., za koje je т п , т < 2 п . , t. j» 

2{та — па) + 1 = 2'(mß — nß) + 1 = . . . = .-.. (531) 

Sva preseljenja pojedinih indeksa a, b, . . . i a, ß, . . . dovode 
do istoga najvećeg täkog eksponenta 

M = r — у — 2 + 2 У, (m-, — n,e) — fi. (532) 

Pita se najprije, da li će za integrale kanonskoga oblika, koji 
su pomnožen-; najvećom potencijom od t, biti primjenljiva for­
mula (472) ili (476). Označimo li u smislu (452), (447) sa N1 i 
h1 dotične izraze poslije preseljenja p rve vrste indeksa a, a sa 
Ј\Г2 i h2, ove izraze poslije preseljenja druge vrs te indeksa u 
i analogno dotične veličine уг i y2 prema (523) i (524), očito je 
s obzirom na v(c = 0 

г-У 

hi = _£ m v + та«» ( 5 3 ¾ 

Ju — ^ mh, — m„ , (534) 
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-V_ = 2 (2тЧ —~mkJ — (2n« — me) — ћ + fc_ = 

= 2 (2nfc£ — ткс) — (2n„ - m„) — (у — 1) + 2 m*9 + m ° = 
e = l <f=l 

= N + 2(m„ —n„) 4- 1, (535) 

JV2 = 2 (2пк — m, ) + (2nB — ra„ ) — y2 + Ь2 

= 2 ^2гЧ " "V* + 2n« ~ m« ~ (У + !) + _E тч ~ m« = 

= N — 2 (m, — na ) — 1, (536) 

dakle 

+ Ni — rlf + Wa) = -V1-Na-=2(me —n„ + m« — n_) + 2 = 0 M 
2 

(mod. 2)-, (537) 
pa stoga 

ivf Ш 
у + -Vi = y + #2 (mod. 2). (538) 

Prema tome vrijede ili za sva preseljenja (469).i (472) ili za sva 
preseljenja (473) i (476). 

Treba sada pokazati, da je predznak članova s integralom 

t 2 P0 prema (472) odnosno s integralom t 2 Pt prema (476) 
poslije svih pojedinih preseljenja isti, tako da se ti članovi 
sigurno ne mogu ukidati. Taj se predznak sastoji od ovih 
faktora: 

a) Faktor, koji potječe iz formule (360), iz koje smo dobili 
integrale oblika (521). U toj formuli (360) treba dakako staviti 
h — r — у. Prema II (84) vrijedi za 

m , - n s > 0 , (539) 
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г(™-.-"-0 + т ) = 
\/л (2rnJg — 2n ä s ) ! 

2ms — 2ras 

2 б б (m. — ns,)! 
(540) 

a za 
m« — n„. < 0 (541) 

prema II (85) 

77/ 1 \ v—D " Y - - 2 e e (n_ — m _ ) ! 
Г m„—n„ +-=- ) = • 542) 

\ 2 / (2ne —2rn„ ) ! 

Prema tome na temelju formule (360) predznak za slučaj pre­
seljenja prve vrste, recimo indeksa a, ima oblik (—l)^ ( a ) „ 
gdje je 

r-Tf r - 7 

E x ( a ) = ^ ns + Па + ( n o ina) = 2 n.,S + 2 п „ ГП„ , ( 5 4 3 ) 
5 = 1 5 = 1 

dok je u slučaju preseljenja druge vrste, recimo indeksa a, taj 
eksponent od (—1) 

Г--У 

Et (a) = У n», — na . (544) 
5 = 1 

ß) Faktor, koji se pojavljuje u formulama (742) odnosno 
(476). Prema (472) bio bi eksponent od (—1) poslije preseljenja 
prve vrste indeksa a s obzirom na (535) 

E2(a) - = - - - ^ - = _ _ + - _ + , „ „ - - . « _ _ , - _ , (545) 

a poslije preseljenja druge vrste indeksa a s obzirom na (536; 

„ , ч Ш N2 M N 1 ,_,„, 
E2 (a) = — — + --A = — _ + _ _ m e -j- n a — _ . (546; 

Ako se primjenjuje (476), glasile bi te formule analogno 

M N +1 1 
g2 (a) = __ JL + _±_ + ma _ По + J. г (547) 
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т- / \ M < N + 1 , 1 /сох 
E2 (о) -= — — -I i Тоа + n a — у . (548) 

Razumije se, da su eksponenti (545), (546) cijeli brojevi, ako za 

Ћ м 
—i + Nj i — + N2 vrijedi uvjet (469), a eksponenti (547), (548) 
Zt Z 
su cijeli, ako analogno vrijedi uvjet (473). 

у) Faktor (484). Poslije preseljenja prve vrs te vrijedi za sve 
preostale indekse fc;'uvjet (477). Tih indeksa ima б = yx = у—1, 
t. j . od prvotnih у indeksa otpao je indeks a, tako da je ekspo­
nent od (—1) 

Ев(а) = •_> nk — na. (549) 

Kod preseljenja druge vrste pridolazi među indekse ke indeks 
a, za koj;; (477) ne vrijedi, dakle б = y„ — 1 = у i eksponent od 
(—1) je ' 

T 

E3(o) = 2 nkt- (55°) 

д) Faktor (485). Poslije preseljenja prve vrste ne vrijedi ni 
za koji od preostalih ke uvjet (478), tako da je б = у1 = у — 1, 
dakle eksponent od (—1) 

Ti 

Е4(а) = Уг — б+ J mke = 0. (551) 
e = 5 + l 

Poslije preseljenja druge vrs te za jedini indeks a, koji je pr i-
došao među kc, vrijedi uvjet (478), tako da je б = y2 — 1 = у, i 
eksponent od (—1) 

Ta 

Ei (a) = y2 — д - j- 2 m * = 1 + m« . (552) 
£ = б + 1 б 

Ako je dafcle primjenljiva formula (472), ukupni je eksponent 
od (—1) za slučaj preseljenja prve vrste prema (543), (545), 
(549), (551) 
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E (a) = Et (a) + E2 (a) + E3 (а) + Е4 (a) = 

'<*?•.* М , N , 1 -V . | л 
= / , ПЈ + 2 n 0 ni« — + "TT + m " na + "TT 7 , Tl. na + 0 4 2 ' 2 

-гч -с-« М JV 1 

= 2*ч+ 2 \ - T + Y + T ' (553) 

а аа preseljenje druge vrste prema (544), (546), (550), (552) 

E (a) = Ex (a) + E2 (a) + E, (a) + E4 (a) =-

• v' Ћ . N . i . -J. . . . 
= Z п»л — П а Z" + ~ö m<r П а 2 ---' n*t Ш а : 

5 = 1 E = l 

б=1 --=1 

Kada je primjenljiva formula (476), dobivamo analogno, upo-
trebivši (547) odnosno (548) umjesto (545) odnosno (546), iste 
formule, samo je N nadomješten s a N + 1. Svakako je 

S(a ) = E ( a ) , (555) 

a budući da izrazi (553) i (554) uopće ne ovise о tome, da li smo 
preselili indeks a ili b i t. d. odnosno a ili ß i t. d., bit će dakle 

E (a) = E (b) == . . . = E (a) = E (ß) = - . . . , (556) 

t. j . sva dopustiva preseljenja daju članove s ist im predznakom. 
U slučaju primjenljivosti formule (472) osigurali smo dakle, da 

u kanonskom obliku postoji član oblika t P0 , a u slučaju pr i -
м 

mjenljivosti formule (476) da postoji član oblika t Р а . Time 
je izveden dokaz, da pod uvjetima b) ima integrala u kanon­
skom obliku. To vrijedi t im više, ako parametr i nisu stavljeni 
jednako nuli, kako smo to pretpostavili. 

c) Na temelju razlaganja pod a) i pod b) možemo sada izvesti 
dokaz, da su uvjet i stavka IV. 11. nužni, t. j . da u svim sluča-
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jevima, gdje nijedan od tri uvjeta А), В), С) toga stavka nije1 

zadovoljen, ima integrala u kanonskom obliku. Da dobijemo sve 
te slučajeve, razlikujemo ove mogućnosti: 

1. Nema nijednoga indeksa k, za koji je mt2> 2nl:. 
2. Ima jedan indeks, za koji je mk 2> 2nk. 
3. Ima tak broj (veći od nule) takvih indeksa. 
4. Ima Uh. broj veći cd jedan takvih indeksa. 
Ad 1. Da uvjet A) stavka IV. 11. ne bude zadovoljen, mora 

postojati indeks кг, za koji je 

mk1 ^ nk, • (55?) 

Da uvjet B) ne bude zadovoljen, mora postojati jedan indeks 
kn, za koji je 

mfc. ~nk>~ 0mkl — nk> + D • (558) 
Uvjet C) očito nije zadovoljen. Budući da (557), (558) odgova­
raju pretpostavkama (518) i (519) za q = l, taj je slučaj sadržan 
pod b). U kanonskom obliku dakle ima integrala. 

Ad 2. Uvjeti A) i C) očito nisu zadovoljeni. Budući da iz 
тк^2пк izlazi m & ^ пк, postoji indeks, za koji vrijedi (557). 
tako da moramo tražiti, da postoji i indeks, koji zadovoljava 
(558), jer bi inače bio zadovoljen uvjet B). T'me je slučaj opet 
sveden na razmatranje pod b). I ovdje dakle ima integrala u 
kanonskom obliku. 

Ad 3. Ako je broj indeksa, za koje vrijedi тк ij> 2nfc, jednak 
q + 1, gdje je q Uh broj, za q indeksa vrijedi pogotovu (518), 
dok (q -j- l)-ti svakako zadovoljava (520) i ujedno (519). I ovaj 
slučaj se dakle svodi na razmatranje pod b), dakle ima inte­
grala u kanonskom obliku. 

Ad 4. Uvjeti A) i B) očito nisu zadovoljeni. Ako od uvjeta 
C) nije zadovoljen (395), onda to znači, da ima jedan indeks, 
za koji vrijedi (519), dok sa (393) nužno vrijedi i (518). Prema 
razlaganju pod b) dakle ima integrala u kanonskom obliku. Ako 
je naprotiv (395) zadovoljen, moramo pretpostaviti, da ima ba­
rem jedan indeks među 1 , . . . , q, za koji dotični parametar nije 
uzet jednak nuli, tako da je prekršen uvjet (394). Ovaj slučaj, 
je raspravljen pod a), tako. da i tu ima integrala u kanonskom, 
obliku. Time su sve mogućnosti iscrpene, i dokaz stavka IV. 11. 
je izvršen. 
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12. Nekoliko specijalnih slučajeva integralnih teorema 

Kao primjenu općih razmatranja odredit ćemo kanonski 
oblik najjednostavnijih integralnih teorema. Odabiramo za to 
kompozicije dviju Besselovih funkcija, kojima nijedan indeks 
nije veći od jedan. Da tekst bude kraći, stavit ćemo iznad znaka 
jednakosti broj formule, na kojoj se temelji dotična prijetvorba. 
Slučaj, da je koji parametar stavljen jednako nuli, napose će 
se navesti, ako kod toga nastaje neodređen oblik, pa je potreban 
granični prijelaz. 

(129) д2 ' 
К1л

0(1;хъх^ = -tfs*'s*, J 4>(eV- 2 — yz) dy = 

II (187) 

dt г SXl S-, SH4) _40 (с у t2 — \хг + x2f) = 

II (188) a2 

dt2 J Ф (у) A0 (с V t2 — (у + x± + xa)2 ) dy 

IK194) a2 ; 
-Q£ \ Ф (j/ — -Ci — х.) A (c V t s — V ) dy , 

II (189) 
Ф(х) = Fx(x) * F2(x) * H(x) , 

II (159), II (191) 
FT (x) = X 4- X, , 

II (159), П (191) 
Fa (Х) = X + Х2 , 

П (188) 
Н(х) = 1. 

У - Ж Ј - % >> 
Ф(У — ж3-— 0¾) = \ C(i? —1 + х , ) ( | 

(559) 

(560) 

(561) 

(562) 

(563) 

di?. (564) 
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Izračunavanje ovoga integrala daje 

yi (xl + xf)y2 {xf + хђу (-cf —аф* 
Ф(у-хг~х2) = -2i i + 8 — 

Izvrši li se u (559) diferencijacija po t, izlazi: 

1II_(9) 
K.0 0 ( t ; X], x 2 ) — 

= 4г\ 0(t — X! — a . ) — -™ J $(u — х- — XaJ-dt (с \Г*2—У2) di 

(565) 

at 

Ш (9) д 

ГЈ + Ж. 

JU = 

' (¢ - - -1 - -¾) — — J Ф(У — -ci— х2) Л. (с Vt2 — г/2) dt/ -
л-,+ % 

— - у Ф(е —х-—• х2) + - ^ J Ф(у —х х —х2) Л 2 ( с ^ г —y 3 )d u . (5 
*.+*• 

Uvrsti li se ovdje (565), integrali se raspadaju u integrale oblika 
t «, 

J ym An (c it*1^) dy 

sa m = 4, 2,1, 0 i n= 1, 2. Ti se integrali mogu izraziti ovako: 

J у*Ах{сј¥=?)б.у = 
-, + % 

111(383) 2 

66) 

[t3 — (x_ + x2)3 Л0 (с Vt2 — (xx — x2)2 >] — 

С- С 

1 д0 (cv?:z(-c7+^)2) 

:-, + ¾ 

2 (хх 4- х2)3 6 (х_ •+ х2) 
* Т л 

122 



- - i . I А (с f*=Š) dy - ^ j A(cVF=?)dy;(567) 

« _ 111(382) „ r , -. 
J у2 Аг (cV?—V) dt/ = Л [-—ta + жа) Д»(с V t 2 - ( ^ + x2)2) J 

2 ' J A0(cft2 —u2)du, 
x,+x, 

111(384) 2 

(568) 

J| i/A.(c>/?=7) du " " . I " ' -^ [11_д)(су{___ (a.1 + ^ ) ] ; (569) 
•i-i + -i; 

1 111(382) d , T 
J y4A2(cVt2— y2)du = - , - [ ^ - ( x i + ^MiCcVt8-- txi+xs)*)] — 
+ x, C 

~ ^ [ t - ( x 1 + x 2 ) A , ( c V ? - ( x 1 T ^ ) 2 ) ] + ~ J J.0(cVi2^y)dy,(570) 

* 111(382) 4 r -i 
J r A, (c Vt2 — y2)dy = -.- [t — (ж, + x2) -1-. (c Vt2 - (xx + x2)2 ) J — 

— i- J -l1(cV?=ys)d2/, (571) 
ДГ. + .Г, 

I 111(384) 4 r i 
J i/-i.(cVt2 — y*)dy = - ,- l l-A i(Wt*-(x1+x a) ,)J, (572) 

x, + i'-. . C 

I ла (с v'ž^V) dy п =36 A -i-^+*i- . л, (с v?HiTT-ö-) -

- - ^ . - J A> (с v'?"11^2) du -f- ~ | At (c №=&) dy. (573) 
-,+¾ •*,+*, 
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Pomoću tih izraza dolazi se konačno do kanonskoga oblika, koji 
glasi: 

КЦ ( t ;x i , a . ) = Щ ^ - [t2 + ( x i - a . ) * + ~ Л0 (eft2 — (Х! + Х-2)2) + 

Х1 + Ж2 + ~ ~ ^ [t2 - с 2 1 * ( х г - х ^ + с2 ( а * - xf )2 (X! + z2)2] Л, (с Vt2^- (Xi + x2)2) + 

+ 8 + 8 4 + 8c2 j -l0(cv/t2—j)dy + 
x^+x.i 

t* сЧ2{х\ + х2Л 
+ | _ + 8  j A, (c v/?"-y§) du - 4J-—V^~ (574) 8c2 

Slično se dobiva 

(129) 
К£2 (t; ж ь х2) = — -дг S-, j Л (с V? —г/"*") du = 

П(187) ö • • / . 
- — SXl Sj Uk) А0 (с у t2 •- (х- + х2)2) = 

И (188), II (194) д ' 
= ' at" J ф (У — ^ 1 — ^ i ) A » (с Vt2 —г/2) du = 

. - ,+ ха 

III (9) 
a»(t —*_ — *_)—-¾^ J # ( u — X! — x 2 M l V c V t 2 — у 2 ) du , (575) 

z _•,+„ 

»(ж) = Fj(x) * H(x) = j ( | + xt) dl (576) 

ф ( y _ _ X l __ a.ä) = _|_ _ Xti y _ ^ _ _ f 2 VT (577) 
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Uvrštenje u (575) daje uz pomoć od (567), (569): 

,2 (-r-2 ^.2\ + t c2(x|—x|)t | Aj (cyt2—u2)dy 
Cl X2 (578) 

Dalje dobivamo 

Kl
tl (t;xbx2) — 

(87) 2 

e2X! 

(574),111(9), 111(11) 

^Љ1Ј^±^ +x1(t-x1)A0 (c V(t- Х г ) 2 - ^ ) | -

*___£__. r t - _ ( < r i + ^ , - j ^ ( c ^ _ ( a : i + X2)2) + 

j Л 0 ( с ^ 2 * - ж 2 ) dy + 
+ x, 

+ у J A (c {F=tf)dy — -J-; (579) 
2 * 

КХд (t.x^a^) -= 

(88) 2 
c2x2 

; i d^0(t;xbx2) _ -,--—-.J 
__ J _ 1_ X2 ( t _ a-g) ^ . (c J(¢,.^)-_Xi- j j. 
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(579), III (9), III (11) 2 , , ) 
__._______+_i5__ Ai ( c ^ - ( X i + a.)») + 

+ _2i t__^ Ai (c v-{t_:-^_X22) + UL^L Ai (c ^ -^) -1 . . - , - ) _ 

- Л Ј A0 (c Vi^=P) du; 
с • -1 

* " *i + % 

{ ^ Щ ^ ^ + х ^ Л с ^ ^ х ^ ^ х ? ) } 

(580) 

K i ' n (¢/-^1,3¾) 
(87) 

С X j 

(578),111(9) 2 , 2 

-i- Л0 (с J ( t -X l j -—я_") + t J А, (с Vt2 — У2) d?/ i-; (581) 
C П + ^ C 

K'0; x (t; xlt x2) = 

(88) 2 ( dKi°0(t;xbx2) л . . , , . ] 
__ _ _ | °^-^ + (t—X.2) Л (с sl(t -ХоУ-Ху2) J = 

(578),111(9) 2 t   
= — - « — A> (c Vt2 - (ал + х2)г) + 

+ ( " _ ^ \ д ^ с ^ ^ _ — t ) t \ A,(cV?^P)du + 4-;(582) 

(88) 2 

c2x2 

' K J ' J (t; x1 ; x2) = 

l i дК,'п (t.'XijXo) . .- . 1 

_ |—-_?__ __ + (t—xs)A (c V(t-*_)*—*_«)} = 
(581),111(9) „ „• 

- -^- __. (с V („«"- (xx +lr2)2) + - ^ -1- (c V (t - xj — xJ) + 

+ J i _ __f̂ _ л - (с v a - ' a r ^ - X ! * ) ; (583) 

126 



(69) ' 
< ; (t; хх, x2) = J A0(cJ¥=?)dy; (584) 

JCj; <t;x_,*_) = ^ 1 ^ ^ ¾ ^ ^ + A 0 ( c V ( ^ ^ = ^ ) } = 

(584) 9 i _ _ _ ^ _ \ 
= сЛх! |~~ Л ° ( с V** —( l̂ + ^)2) + Л0(с y/(t-xi)« —xa«) } ; (585) 

o n (88) 2 f дК?-; (t; xi, ica) ж , . —. , ,ч"| 
J-JJ (t; x}, x2) = ^ - 1---^-^---1--.. + A.(C V(t--c.)2--"i-) } « 

(585), III (9) 2 , _ , _ ч ч 
- Щ±В± At (с Vt2~-(x1 + x2)2) + С XiX2 

+ -}- Л1 (с V(-^--i)2"—х2*) + "Х- Л1 (с V*(t —-Ca)3— 1̂2) • (586) 
С Хх С*Х2 

Stavi li se u kompozicijama (582), (583), (585), 586 хг == О, 
odnosno x2-=0, odnosno oboje, granični prijelaz daje: 

К J; J (t; xb 0) = — 4 Aj fc (t — xx) 1 — ta- Ax (с V?"31*?") — 

— J Л-. (С {?--^f)dy + \ - (587) 

Kj;; (tixj.0) = - ^ - ^ - - Л0 (с vV-x.« ) + 

+ - ^ ( 7 ^ ¾ Л1 (с V ^ i ? " ) + J> A-Icfc-x-)]; (588) 

К J; J (t; 0, x_) = (t — x.) Лг (с Vt '^x? ) ; (589) 
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KU (t; 0,xa) = - - . 7 7 ^ - г г Л0 (с №-хг) -
С2 Vi/ "Г XgJ 

2 (t - = ^ ) л . (с y / ? = i ? ) + -8— Л-. [с (t — * a ] ; (590) 

КЈ;Ј (t; 0, 0) = - - - - J - [A,(rt) — A t(ct)]. (591) 

Formule za kompozicije, koje se iz navedenih mogu dobiti 
pomoću komutativnog zakona komponiran ja, kao 

„ 1 , 1 rrO.l „ 0 , 1 „ 0 . 1 „ 0 , 1 ^ 0 0 
л 0 , 1 ' Л 0 , 0 > " - 1 . 0 ' " - 1 , 1 ' " - 0 , 0 ' л 0 , 1 ' 

nije potrebno posebno navesti. 
Očito je (589) identičan sa I (148), dok (585) daje I (149), 

ako se stavi x2 = 0. Vidi«se dakle, da su teoremi I (148) i I (149), 
do коућ smo došli drugim putem već u I. dijelu, sadržani kao 
specijalni slučajevi u našim općim formulama. 

Još ćemo na tim primjerima provjeriti ispravnost stavka 
IV. 11. Lako je vidjeti, da 

К10 К00 i К00 

zadovoljavaju uvjet (390), pa zaista prema (583), (585), (586) u 
kanonskom obliku nema integrala, dok ih ima za 

К1Л К1'1 К1'1 К10 К1 '0 К 1 0 i К 0 0 

^•0,0' л 1 , 0 » л 1 , 1 ' л 0 , 0 » " -1 ,0 ' л 0 , 1 л 0 , 0 ' 
kako pokazuju formule' (574), (579), (580), (578), (581), (582), 
(584). 

(Primljeno na sjednici Odjela za matematičke, fizičke 
i tehničke nauke dne 25. X. 1948), 
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Dr. Stanko BILINSKI 

HOMOGENE MREŽE 
ZATVORENIH ORIJENTABILNIH PLOHA 

1. Uvod 

U jednom drugom članku1 bio je razmatran problem hoimo­
genih mreža ravnine s općeg topolloškog stajališta, a i s metrič­
kog stajališta u ravninaimia triju geometrija. Prirodno se nameće 
zamisao, da se analogni problem, postavi i za ostale topološke 
tipove ploha. U ovom će se dakle članku taj, problem proširiti 
samo na zatvorene orijentabilne plohe. No i problem hoimogenih 
mreža zatvorenih neorijentabilnih piloha mogao bi se na sličan 
način postaviti i rješavati. 

Plohe, kojih ćeimoi mreže ovdje promaitraiti, neka su topo-
loški regularne, dakle bez topoiloških singulariteita, t. j . neka 
za svaku točku plohe postoji okoliš hoimeoimioirfan krugu. Ako 
je takva ploha zatvorena orijlentaibillna ploha roda p, mi ćemo 
je u daljem razmatranju simbolički označiti sa P (p). 

Problem homogenih mreža ploha P (p) u njegovu najjed­
nostavnijem obliku — koji bi odgovarao slučaju p r a v i l n i h 
hoimogenih mreža ravnine, gdje se pored topolloške pravilnosti 
tražila i određena metrička pravilnost — može se postaviti 
samo u poznatom slučaju kugline plohe, no kako je kuglina 
ploha hoimeoimoirfna ravnini sfarne geometrije, bio j|e taj, slučaj 
hoimogenih mreža već proimaitran u [1]. 

Ne može se ovdje zahtijevati metr ička pravilnost u smislu 
pravilnih homogenih mreža za plohe P (p) u slučajevima p ^ 1, 
jer te plohe u trodimenzionaillnoim. eiuikliđlslkoim proisrtioru moraju 
bi t i nejiednolikoi zakrivljene. Ovdijie ćemo dakle razmatra t i p ro ­
blem hoimiogiemih mreža piloha P (p) saimo is topološkoig stajališta. 
Pritom: ćemo se služiti siimboCičkoim oiznalkom i nekim osnovnim 
pojmovima onako, kako su oni definirani u [1]. No kako su 
tamo definicije bile prilagođene baš problemu hoimogenih mreža 
r a v n i n e , t rebat će da ih sada djelomice izmijenimo* i malo 

1 S. Bilinski [1]. (Brojevi u uglatim zagradama odnose se na lite­
raturu, koja se nalazi na kraju članka.) 
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općenitije postavimo. Da zbog složene suvislosti promatranih 
ploha n e bi neki zanimljivi slučajevi unapri jed iz razmatranja 
bili isključeni, i samu ćemo definiciju mreže2 sada imalo p r e ­
inačiti. Ne ćemo- naime isključiti mogućnost višestruke inci-
dencije jedne stranice i jednog poligona n i mogućnost dvo­
struke iniciideneije jedne stranice i jiednog čvorišta ili dvostruke 
incidemcije jedne stranice i jednog poligona, Zato' ćemo pojam 
mreže sada ovako definirati: 

Skup S, koji nije prazan, a sastavljen je od tri vrs te 
elemenata, kojjle ćemo. zvati »čvorišta, stranice«, odnosno 
»poligoni«, čini »mrežu«, ako ima ova svojstva: 

1) Za svaka ^dva elementa različitih vrsta određeno' je, 
koliko su puta među sobom incidentni ili nisu incidentni. 

2) Ako među trima elementima- irazličitilh vrata postoje 
ineideneije, onda uz .svaku incidenciju stranice sia čvorištem 
i stranice s poligonom postoji uvijek i incidencija čvorišta 
s poligonom. 

3) Uz svaku incidenciju jadnog čvorišta s jednim poli­
gonom postoje točnoi dvije stranice, koje su s t im čvorištem 
i s tim polligonom incidenitne, ali tako, da uz dvije različite 
incidteracije čvorišta к poiligonoim postoje dva (različita p a r a 
s njima incidentnih stranica, t. j . t akva diva para, koji se 
barem u jednoj stranici razlikuju. Reći ćemo, da spomenuti 
par stranica čini »kut« i da taj, k u t pripada tom čvorištu 
i tom poligonu. Dva kuta, koja pripadaju istom čvorištu ili 
istom poligonu, a imaju jedinu stranicu zajedničku, zvat 
ćemo »HUBjednima«. 

4a) Svaka je stranica incidentna s dva razna čvorišta, 
ili jie dvaput incidentna s jednim istim čvorištem. Dva 
čvorišta incidentna s istom' stranicom zvat ćemo »susjed­
nima«. 

4b) Svaka jie stranica incidentna s dva razna, poligona, 
ili jie dvaput incidentna s jednim istim poügonom. Dva po­
ligona incidentna s istom stranicom zvat ćemo »susjednima«. 

5a) Svako jie čvorište incidentno barem s jednom st ra­
nicom. 

5b) Svaki je poligon incidentan barem s jednom s t ra ­
nicom.. 

6) К svakom se pairu istovrsnih elemenata skupa S 
dade odrediti konačan slijed susjednih elemenata toga 
skupa, kojemu je prvi i posljednji član pa r zadanih e le­
menata. 

2 [1] Definicija 10. 
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7a) Susjedni kutovi, koji pripadajiu jednom istom čvo­
rištu, čine ciklus. 

7b) Susjedni kutovi, koji pripadaju jednom, istom poli­
gonu, čine ciklus. 

Osim toga trebat će nam jioiš ove definicije, oznake i obja­
šnjenja: 

Čvorište, kojemu pripada s kutova, zvat ćemo- »s-tero-
struikim čvorištem«. 

Poligon, kojemu pripada те kutova, zvat ćemo »n-tero-
feutom«. 
Neka je A s-terostruko čvorište neke mreže, a među kuto­

vima, koji mu pripadaju, neka je 7cj kutova nj-terokuta, k2 

kutova n2-terokuta, k3 kutova ns-terokuta,. . . , кт 'kutova тег_ 
terokuta, onda je 

s = 2 fcr 
i = l 

Označimo li svaki kuit čvorišta A sa те., t. j . s brojem kutova 
onog poligona, kojemu taj kut pripada, onda će sa С = [те; , те; , 
те,.'-, . . . , њ ] biti označen ciklus kutova, koji pripadaju čvo­
rištu A. 

Ako su kod neke mreže ciklusi kutova za sva čvorišta 
među sobom jednaki, onda ćemo je zvati »JJ-mrežoim«, a 
ciklus C, zajednički za sva čvorišta, zvat ćemo ciklusom 
te mreže, koju ćemo simbolički označiti sa 

R [п^, п. , n; , . . . , n. ] 

ili kraće R [C]. 
Neka je a s-terokut neke mreže, a među kutovima, koji mu 

pripadajiu neka je кг kutova n,-strukog čvorišta, k2 kutova 
n2-stru!kog čvorišta, . . . , kr kutova nr - stinukog čvorišta, onda je-

г 

s = ~£ fc.. 

Označimo li svaki ku t poligona a sa те;, t. j . s brojem kutova 
onog čvorišta, kojemu'taj. kut pripada, onda će sa С = [n. , nt , 
ni , . . . , n,. ] biti označen ciklus kutova, koji pripadaju poli­
gonu a. 
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Ako siu kod neke mreže ciklusi kutova za sve poligone 
među isoibom jednaki, zvat ćemo je »Q^mirezom«, a ciklus 
C, zajednički za sve poligone, zvat ćemo eiklusioim: te mireže, 
koiju ćemo simbolički označiti s Q [n; , щ , ni , . . . , ni ] ili 
kraće Q [C]. 

R-mireže i Q-<mreže zvat ćemo zajedničkim imenoim 
»homogene mreže«. 

Budući da ш Q-mreze recipročne i?-mrežama, vrijedit će 
za njih isti zaključci s obzirom na mogućnost egzistencije poje­
dine mireže i duaP.nl s obzirom na broj pojedinih elemenata 
mreže, pa je dovoljno, dia daijie irazroaitriaimoi saimoi jedne od 
njih. Mi ćemo se dakle ograničiti samo n a proučavanje R-mtreža. 

Iz gornjih ćemo- definicija sada izvesti neke posve jedno­
stavne zakilijpoke. 

Ima li mireža konačni broj ielem.eniata, označit ćemo sa a(), 
at i a2 broj! čvoirištai, stranica odnosno poligona. Budući da po 
definiciji mreže slkiup S njezinih elemenata nije prazan, mora 
vrijediti barem jedna od ove tr i relacije 

« o ^ l ; ai ^ 1; г х 2 > 1 . (1) 1,2,3 

No vrijedi li jedna, i to> bilo koja od njiih, iz, 4a), 4b), 5a) i 
5b) izlazi odmah, da i preoistaSe dvijie moraju vrijediti. 

Nadalje, aikoi je s broj kutova, koji pripadaju jednom čvo­
rištu, moira urvijlek biti 

s ^ 3 . (2) 

M a z i to iz 7'a) i iz činjenice, da svaki ciklus sadržava barem 
tr i elementa3 . 

Ako je n broj kutova n-terokuta, na isti način iz 7b) zaklju­
čujemo, dia mora-uvijek biti 

n^>3. (3) 

Ako nekoim čvorištu homogene mreže .pripada k. kutova 
nj- terokuta, pa se u ciklusu homogene mreže neki određeni broj 
nj doista nalazi, onda ponajprije za pripadni broj ki mora vri­
jediti 

Je. ^ 1 (4) 

3 [1] Stavak 1. » 
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a zatim, kako svalkoim čvorištu te homogene mreže pripada 
barem jedan ku t п г- terokuta, mora među svim poligonima 
mreže biti sadržan barem jiedan њ-terokut, t. j . mora biti 

q „ . ^ l , (5) 

gdje je qn broj svih n ;- terokuta te homogene mreže. 

Pojaim mreže, korji je dan u gornjim definicijama, sada 
ćemo geometrijski konkretizirati: 

Pod »mrežom plohe P (p)« razumijevat ćemo naime 
takvu njezinu razdiobu u pokigone (koji cijelu plohu pot­
puno i jednostruko pokrivaju), koja zadovoljava uvjetima 
1)—7b) gornje definicije Pri tom ćemo pod »poligonom« 
lazurmjevati topološku si ku kruga, gdje je ma periferiji 
istaknuto nekokko točaka, »čvorišta^, a »istranuca« meka je 
Jordanov luk omeđen čvorištima, koji luk neka je ujedno 
zajednička granica poligona. Relaciju uncidencije razumi­
jevat ćemo u njiezmu običnom geometrijislkoim smislu Reći 
U P ^ ~> v" takva mreža plohe P (p) >hornogena«, ako ispu­

ni te goni ih cLx ničija R-mneže ih Q-mreže 

I od ^ažavan^a homogen h mreža ravnine u sfernoj, para-
bo' ^. 1 , ,bo cnoj gvi ne t i ip pokazalo •e, da se za mo-
gi4 , nci с tih mu/ .a moiaju zadovoljiti dvije vrste 
IH i ] j j t h uv 1л — u ia/nim geometrijama raz'hčiti 
— i > сз n u L r k h ч о -tava pojedmih od tri ravnine. 
P i ' korrb l i ' to i J<o-i ^ ' o š k e prirode i za sve geo-
m 1 C a ta uv Лд t in t tek zajedno sistem dovoljnih 
u\ п " __ t' ne ju hcmOj^n h mieža ravnine 

I , i in t gzistencije homogenm mreža ploha P (p) sadržava 
b i ' i \ p^ inena t Ovaj drugi, t j topološki, uvjet egzisten-
c i n e pc ta» n ,e n a m e n" osnovi zamišljene 
p , a ume t a k w mi Je Pi tom je bitna pretpostavka, 
l i 1 ' r c n " 17.,1 dn e rmeže ravnine u svakom mo-
• l , , , , - > i z d a t e n cl о mieže obuhvaća jedno jedno-
t̂ podiučje ravn ne Pokazalo se, da se kod takve 

1 ^скп n a . ni z ^ n š ' j e n e — postepene izgradnje 
m d n\ r Час ч kako pojedinih elemenata mreže, 
tal n ib n cz n h lm rip "keksa, odv.ja na osnovi sheme 
s1 i к ' L Kako " ! o'1 po-tepene izgradnje mreže neke 
pkoi т" о uilauu p > 0 — zbog složene suvislosti te plohe 

4 [Ц § 1. definicija 8. i 9. i §§ 7. i 8, 



— ta- bitna pretpostavka ne može ispuniti, dolazit će kod te 
postepene izgradnje ,mreže do identifikacije i nekih drugih ele­
menata mreže, a ne samo p rema shemi složenih ciklusa. Zbog 
toga uvjeti egzistencije mireže, koji su za ravninu bili dovoljni, 
bit će .ovdje sarmo nužni. Zato1 će t rebat i još s jednog drugog 
stajališta istražiti mogućnost egzistencije homogenih mreža 
ploha' P (p). Pokazat će se, da sie pr i tom slučajevi p = 0, p = 1 
i p ^ 2 među sobom bitno razlikuju5. 

2 . Homogene mreže torusa*) 

Poznati slučaj homogenih mreža plohe P (0), koje su izo-
moirfne Arhimedovim pollupiravilnim poliedrima, ovdje ne ćemo 
više razmatrati , nego ćemo obrati t i pažnju samo slučajevima 
p ^ 1. Razmotrimo dakle najprijle slučaj p = l , t. ji. slučaj 
torusa. 

Univerzalna ploha pokrivanja (»Covering stuf асе«, »Uber-
lageirungsfläcbe«) plohe P (1) boimeoimoirfna jie pairaboličnoj r av ­
nini. Odatle izlazi neposredno, da će svakoji mreži R [C] plohe 
P (1) odgovarati jedina mreža: R [C] piaraboilione ravnine, no 
prebrz bi bio zaključak, da vr i jedi i obrnuto,, t. j . da svakoj 
mreži R [C] paraboličine ravnine odgovara jedna, mreža R [C] 
plohe P (1). Iz gornjeg naime' jpiš me bi moraik» izlaziti, da je 
egzistencija mreže R [C] paralboilične ravnine dovoljna za. egzi­
stenciju mireže R [C] plohe P (1). 

Fundamentalna grupa plohe P (1) je slobodna Abelova 
grupa s dvije izvodnice (Erzeugende). Ona jie izomorfna dvo-
paraimetarsikoij diskontinuiranoj grupi' translacija ravnine odre­
đenoj! vektorima 

r = ma + nb, (6) 

gdje su m i n cijedi brojevi, а а i b dva; l inearno nezavisna 
vektora. Za fundamentalno područje te grupe možemo uzeti 
na pir. parallelogram, kojemu su stranice vektori a i b. Identi­
fikacijom suprotnih stranica toga paralelognama nastaje ploha 
P (1). Prema tome jie jasno, alko postoji mreža R [C] paraboli one 
ravnine, bit će za isti ciklus С moguća homogena mreža plohe 

5 U članku: H. Heesch [6] našao sam rezultate, koji su djelomice 
slični nekim rezultatima ovog članka. Ipak sam ovdje zadržao te rezul­
tate iz dva razloga. Najprije radi potpunosti i zaokruženosti cjeline, a 
zatim, jer su izvedeni na drugi način. 

* Bilješka dodana kod korekture. U članku H. S. M. Coxeter [5] 
promatrane su pravilne mreže torusa. 
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P (1) samo onda, ako grupa simetrija jedne metričke mreže 
R [C] parabolične ravnine sadržava kao suihgrupu jednu diskon­
t inuiranu grupu translacija određenu relacijom (6). No iz slika 
pravilnih homogenih miraza pairaboiične ravnine6 neposredne 
se razabira, da svaka od tih mreža sadrži doista grupu (6) kao 
subgrupu grupe svojih simetrija. Odatle izlazi, -da će biti mo­
guće homogene mreže plohe P (1) sa svakim onim ciklusom, s 
kojim su •moguće i homogene imireže paraiboilične' ravnine. No 
protivno nego u slučajni homogenih mreža plohe P (0) broj 
pojedinih elemenata mireže R [C] plohe P (1) ne će ciklusom С 
biti određen.. To možemo lako ovako razabrati: 

Neka je (6) grupa translacija sadržana u grupi simetrija 
neke određene pravi lne mreže R [C] paraibolične ravnine, ali 
tako, da isu a i b dva najmanja moguća linearno nezavisna vek­
tora onih translacija, kod kojih mreža prelazi sama u sebe. 
Uočiimo sada bilo koju suibgrupu grupe (6) određenu vektorima 

rkl = mfca + nib, (7j 

gdje su m i n cjelobrojni parametri , а к i I bilo koja dva čvrsto 
odabrana pr i rodna brojja. Za fundamentalno područje grupe 
(7) •možemo uzeti parallelogram, kojemu su stranice vektori к а 
i l b, a identifikacijom suprotnih stranica bit će i opet određen i 
jedna ploha P (1). Za dva različita para brojeva кл, 1г i k.ž, l2 
bit će fundamentalna područja1 grupe (7), t. j . spomenuti para-
lelograml na mreži R [C] parabolične ravnine različite površine 
osim u slučaju, kad je 

fcili = fc_l_, (8) 
pa će zato i dvije pr ipadne mreže R [C] plohe P (1) sadržavati 
različiti broj pojedinih elemenata mreže. Samo alko vrijedi 
jednadžba (8), imat će obje mreže R [C] plohe P (1) isti broj 
elemenata, ali ni sada; one ne moraju biti izoimorfne, jer pr i­
padni paralelogrami parabolične ravnine, iako su iste površine, 
ne .moraju obuhvaćati kongruentne dijelove mreže ravnine. 

Budući d a ima neizmjerno 'mnogo klasa topioiloških presli­
kavanja toruisa na torus, koja ne imogu prijeći običnom defor­
macijom jedna u druge, jasno je, da dvije izomorfne mreže 
to rusa općenito ne moraju biti hoimotopne. Možemo te slučajeve 
razmotri t i n a pr. ovako: 

Neka je (6) bilo koja subgrupa grupe tramislacija sadržane 
u grupi simetrijia neke pravilne mreže R [C] paraiboliene rav­
nine (dakle a i b sada ne moraju biti najmanji mogući vektori 

6 [1], str. 106—107. 
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translacije). Poznata je činjenica, ako je хг, y1 p a r relativno 
prostih broijeva, oruđa diofaintska jednadžba 

Xi У2 — -¾ Vi = 1 (9) 

ima uvijek rješenje u x2, y<>- Neka dakle vrijedi relacija (9) i 
neka je 

a ' = x 1 a + uib, 
, , * \ (10) 
b = x 2 a + y2 b, 

onda i parallelogram Л., kojemu su stranice vektori a' i b' , 
čini jedino fundamentalno područje grupe (6). Samo u sluča­
jevima, kada je 

xi — Уч = 1 > x2 = Vi = 0, 
ili kada jie (11) 

---1 = 2/2 = 0 , . - 3 = 2/1 = 1 

paralelofgram // , kongruentan, je pairaleloigraimu Л, ikojemu su 
stranice vektori a i b. Neka dakle relacije (11) ne vrijede, pa 
џека je Рг (1) ploha određena identifikacijom suprotnih s t ra ­
nica pairalelograma U. Smatramo li za korespondientne takve 
dvije točke ploha P (1) i P , (1), kaje su slike bilo jedne iste 
točke pairaiboilične ravnine, bilo dviju točaka ekvivalentnih s 
obzircim na grupu (6), ondia će toim korespondencijom! ploha P (1) 
biti topološki preslikana na plohu P , (1), ali koid toga presli­
kavanja bilo koja • zatvorena crta plohe P (1) ne mora prijeći u 
hoimotopinu cr tu plohe P, (1). Tako će i pripadne mreže R [C] 
obiju ploha biti izoimorfne, ali ne homotopne, t. } . jedna mreža 
ne može prijeći u drugu jednoim obiönom defoirmacijom plohe 
P ( l ) . 

Primjeri dviju takvih izomorfnih, ali ne hamotoipnih, mreža 
dani su u si. 1. i si. 2., koje predočuju mreže R [3, 4, 6, 4] ploha 
P (1) i P , (1), gdje su koreapoindentna •čvorišta označena istim 
brojem. U tom su primjeru u relacijama (10) uzete vrijednosti 
х, = y 1 = y 2 = 1; ж2 = 0. 

Budući da relacija (9) ima neizmjerno mnogo rješenja, bit 
će za isti ciklus neizmjerno mnogo izomoirfinih 'mreža plohe 
P (1), koje misu hoimotopne. 

Zaključak ovih raizmatranja možemo dakle ukratko ovako 
izreći: 
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S t a v a k 1. Ako je za neki ciklus С moguća homogena 
mreža parabolične ravnine (a takvih je ciklusa u svemu jeda­
naest), onda za taj ciklus С postoji neizmjerno mnogo ineđu 
sobom anizomorfnih mreža torusa, a medu onima od tih mreža, 
koje su medu sobom izomorfne, postoji opet neizmjerno mnogo 
njih, koje nisu homotopne. Za preostale cikluse homogene mreže 
torusa nisu moguće. 

3. Homogene mreže zatvorenih ploha roda većeg od jedinice**) 

Hiperbolična je ravnina hoimeoimorfna univerzalnoj plohi 
pokrivanja plohe P (p) u slučajevima p ^ 2. (U idućem razma­
tranju neka je radi kratkoće sa P' (p) označena općenita ploha 
P (p), gdje je p ^ 2). Prema tome, ako postoji mreža R [C] bilo 
koje plohe P ' (p), s :gurno postoji za isti ciklus С i homogena 
mreža hiperbolične ravnine. Dakle je za neki određeni ciklus 
С egzistencija mreže R [C] hiperbolične ravnine nužni uvjet 
egzistencije mreže R [C] neke plohe P' (p). 

Slično kao i u slučaju torusa zaključujemo;, da će za neki 
ciklus С postojati homogena mreža određene plohe P ' (p), ako 
za isti ciklus С postoji takva homogena mreža R [C] hiperbo­
lične ravnine, gdje njezina grupa simetrija sadržava kao sub-
grupu fundamentalnu grupu te plohe, t. j , . ako postoji grupa 
pomaka hiperbolične ravnine bez fiksnih točaka, kod kojih 
neka. homogena mreža R [C\ sama sebe pokriva, kod kojih je 
fundamentalni poligon te plohe fundamentalno područje te 
grupe. 

No ta nam spoznaja ipak ne daje mogućnost, da dođemo 
kao kod torusa brzo do zaključka о mogućnosti egzistencije 
mreže R [C] na nekoj plohi P' (p), jer je — osim u najjedno­
stavnijim, trivijalnim, slučajevima — teško, gotovo i nemoguće, 
razabrati, da li grupa simetrija neke mreže R \C] hiperbolične 
ravnine doista sadrži fundamentalnu grupu neke plohe P ' (p) 
kao subgrupu. - * 

Zato u ovom slučaju moramo potražiti drugi način, koji 
bi nam dao mogućnost da odgovorimo na pitanje egzistencije 
homogene mreže određene plohe P (p) za neki određeni ciklus 

Bilie к (.i i -л i d korekture. U raspravama H. S. M. Coxeter 
[2], [3] pi >гл i.' homogene mreže zatvorenih ploha naročito 
u vez sa leoiij т a i i u a 
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С. Radi toga ćemo najprije naći nelke relacije, koje određuju 
broj elemenata homogene mreže. Iz tih ćemo relacija onda moći 
izvesti neke općenite zaključke s obzirom na postavljene pro­
bleme. - \ 

Si. i. 

4. Broj pojedinih elemenata homogenih mreža zatvorenih 
orijentabilnih ploha 

Dok je kod kugle broj pojleditnih elemenata homogene 
mreže njezinim ciklusom С posve određen, pokazali smo na­
protiv, da kod homogenih mireža torusa to ne vrijedi. Pitajmo 
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se sada, da li ikod ploha P' (p) ciklus homogene mreže broj 
njezinih elemenata određuje? 

Da na to pitanje odgovorimo, pretpostavimo, da postoji 
homogena mreža R [C] neke određene plohe P ' (p), pa neka 

SI. 2. 

u ciklusu С ^ [u. , n. , n. , .... n. 1 te mreže dolazi k. kutova 
nj-teroku'ta (i = 1, 2, . . . , r). Pita se najprije, koje sve relacije 
možemo postaviti između 3r -f- 4 brojeva p, k;, ni, a0 , a i , a2 , 
q (i = 1,2, 3, . . . , r), t. ji. između rada plohe, brojeva, koji 

određuju ciklus homogene mreže i broijia pojedinih njezinih 
elemenata. " 
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Ponajprije jie očito, da: mora biti 

2 q „ = «2,. (12) 
i = l 

a budući da za svaku stranicu poistoje po. dvije ineidencije s 
poligonima mreže, vrijedi relacija 

r 

2 n.q_.= 2«i . (13) 
i = l 

Ako pak za, neku određenu vrijednost indeksa i izbrojimo 
na dva moguća načina broj incidenicija svih n.-torokuta sa 
svim čvorištima mreže, nalazimo;, da taj broj iznosi 

«ofcj = n ; q , (i== 1, 2, . . . , r ) . (14) 

Zbrojimo li ovdje ovih i relacija, dobivamo 

г 

i = l 

a0 = • (15) 

i*, 
i = l 

Konačno ćemo« se još obazreti na relaciju za Eulerovu 
karakteristiku с mreže: 

«0 «1 + «2 — C, 

* koju zbog relacije 

с = 2 (1 — p) 
možemo pisati u obliku 

a0 — ai + «2 = 2 (1 — p) . (16) 

No relacije (12), (13), (14) i (16) (dakle u svemu r -f 3 
relacija) među sobom su nezavisne, a kako1 među tim veliči­
nama nema više među sobom nezavisnih relacijia, moći ćemo 
(2r + l)-niu zgodno odabranu od tih veličina uzeti po volji, a 
r -4- 3 preostale veličine bit će time određene. Ako je ploha 
P' (p) dana i ciklus С njezine homogene mreže poznat, bit će 

140 



time poznate i veličine p, ni i kt pa će doista brojevi <x(), а1г 

a2 i qn biti određeni kao njihove funkciije. Imamo dakle ovaj 
zaključak: 

S t a v a k 2. Broj pojedinih elemenata mreže R [C] bilo 
koje plohe P ' (p) ciklusom mreže С posve je određen. 

U stvari, mi ćemo spomenute brojeve odrediti na ovaj 
način: 

Ponajprije je prema (14) 
к 

<_„. = a 0 — » (i?) 

pa ako to uvrstimo u (12) i u (13), izlazi 
r к 

«2 = «о У — - (18) 
4__* у ! 

\ a« 2 fci • (19) 
i = l 

Ako te vrijednosti za аг i a.2 uvrstimo u (16), dobivamo 

2 (p —1) 
«o = -r (20) 

2*.(i-bH 
i = l v l/ 

Iz (20) i (19), odnosno (20) i (18), izlazi 

(P—i)j h 
«i = -r — ' (21) 

(22) 

' k. 
2 ( p - l ) 2 — 

Ž4T-i)-
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dok je prema (17) i (20) 

2 ~ i - ( p - i ) 

q = _ (23) 

1-.(4-4 i 

(i=l, 2, 3, . . . , r ) . 

Iz tih relacija .možemo odmah izvesti neke zaključke: 
Budući da su prema relacijama (1)1,2, 3 i (5) brojevi a„, 

as i a2 za svaku mrežu sigurno pozitivni, razabiramo iz relacija 
(20), (21) i (22) da u slučaju p = 0 mora biti 

i-.(4-4-)<>. <24> 2 

dok u slučajevima p ^ 2 moira vrijediti relacija 

'2«ч(т-т)>'-
No to su upravo metrički nužni uvjeti za egzistenciju homogenih 
mreža ravnima sifeme i ©lip,točne geometrije, odnosno hiper­
bolične geometrije7. Da ti nužni uvjeti moraju biti i ovdje 
ispunjeni, iz razmatranja u prošlim paragrafima unaprijed je 
evidentno. 

Gornji izvod relacije (20) iz (16), (18) i (19) ispravan je 
samo onda, ako jednadžba 

2-.(1-^-)-1 <26> 
ne vrijedi. Budući da relacija (26) čini nužni uvjet za egzisten­
ciju homogenih mreža paraibolične ravnine, mora ona biti ispu­
njena i za homogene mreže toruisa. Relacije (20), (21), (22) i (23) 
daju u tom slučaju neodređene izraze za brojeve a„, «,, «2 i 
q„ ; , ,а to je u skladu s gore uočenom činjeničnim, da broj, poje­
dinih elemenata mreže nijje u slučaju torusa ciklusom .mreže 
određen. 

[1] relacije (14a) i (14c). 
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5. Egzistencija homogenih mreža zatvorenih orijentabilnih ploha 
roda većeg od jedinice 

Vratimo se sada pitanju egzistencije homogenih mreža 
ploha P ' (p). Problem ćemo ovako postaviti: Neka je dana neka 
određena ploha P ' (p) i neki određeni ciklus C. Postoji li mreža 
R [C] plohe P ' (p)? 

Jasno je iz razmatranja u § 3, da je za egzistenciju te 
mreže nužni, uvjet, da za taj isti ciklus С postoji 'mreža R [C] 
hiperbolične ravnine. Prema toime mora se zadovoljiti relacija 
(25), a moraju za taj ciklus .postojati i čvorišta po volji visokog 
reda.8 

Da to dvoje nije za egzistenciju homogene mreže neke 
plohe P ' (p) uvijek dovoljno, možemo se lako uvjeriti na poseb­
nim slučajevima. Na pir. za ciklus druge vrste С — [3, 4, 3, 6, 3, 8] 
homogena mreža hiperbolične ravnine sigurno postoji, jer je 
zadovoljena relacija (25) i jer za taj, ciklus postaje dva čvorišta 
drugog reda, od kojih svako za se čini potpuni sistem čvorišta. 
Kad bi sada za taj ciklus postojale mreže R [C], na pr. plohe 
P (2), bili bi brojevi pojedinih njezinih elemenata određeni 
relacijama (20)—(23). No te relacije daju u ovom slučaju raz­
lomke kao brojeve pojedinih elemenata mreže. Tako na pr. 

48 
a„ = — i t. d., ра kako a,„ av a2 i qn moraju biti prirodni 
brojevi, očevidno je, da ta pretpostavka nije moguća. 

Na isti način uviđamo, .da za taj isti ciklus homogena 
mreža nije moguća u slučajievims p , = 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 
13, 14, . . . , jer za sve te vrijednosti od p relacije (20)—(23) 
daju razlomke za brojeve pojedinih elemenata mreže. No u 
slučajevima p = 1 2 , 23, 3 4 , . . . veličine «,„ аг, «2 i qn popri­
maju vrijednosti pr irodnih brojeva, pa u tim slučajevima mo­
gućnost egzistenicijie mreže R [C] nije isključena. 

Od ciklusa, koji pripadaju mogućim homogenim mrežama 
hiperbolične ravnine, možemo na taj način isključiti — kao 
nemoguće za homogenu mrežu neke plohe P ' (p) — sve one 
cikluse, za koje relacije (20)—(23) ne daju cjelobrojne vrijed­
nosti za brojeve elemenata mreže. Ciklusi mogućih homogenih 
mreža bit će tada sadržani među onim ciklusima, za koje te 
relacije daju cjelobrojne vrijednosti. Štaviše, čini se, da bi 
mogućnost egzistencije neke homogene mreže plohe P ' (p) mogla 
biti određena ovim uvjetoim: 

8 Hl §§ 8, 9. 
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S t a v a k 3. Ako za neki ciklus С postoji homogena mreža 
hiperbolične ravnine, a osim toga za taj ciklus С i neki dani 
prirodni broj p ^ 2 relacije (20)—(23) daju veličinama al)t alt 

a2 i qn cjelobrojne vrijednosti, onda za taj ciklus С postoji i 
homogena mreža plohe P ' (p). 

Ova] je stavak h potetičke prirode, jer d e a d još nisam 
паьао dokaz- za tu Widmu ah rm se ona с гч vi э vjerojatna, 
jer u \e1 ikom biOjU 1 i elmh slučajeva za с kl u-г, koji zado­
voljavaju grinji uv t n „ bi о tesk( kon d u i a j mrežu R [C] 
plohe P' (p) Tako 0 w pi u najiedn^stavn •* m r1učaju, t j . 
u slučaju p = 2, ?= 1 ГОЈЗЈС^ riacitau rrnežn R[C] plohe 
P (2), za svak, p t ~dm dv d ^ e t i p 1 "ute eva (vdi § 6.) 
ciklusa, koji ^punja A U U>/ rte stavka « г u ^'ožemjim stu-
čajtv ma gdje <-e n ссп' iakc lako uo \ c t i uk tu ra mreže, 
čini m ce, da <e ne n v v л uv djeti ni z r i nemogućnost 

Prema tome važno je razabrati, u kojim ce slučajevima 
relacije (20)—(23) dati za brojeve «„, au «2 i qn cjelobrojne 
vrijednosti. Možemo odmah primijetiti, da je ovdje dovoljno 
ispitati samo relacije (20) i (23), jer ako su svi q cijieli brojevi, 
onda zbog (12) te isto vrijedi i za «2, a ako su a0 i a2 cijeli 
brojevi, onda je zbog (16) i a, cio broj. 

Ako je sada dan neki ciklus C, bit će time brojevi r, n- i 
fcj određeni. Neka je onda 

pt \2 щ) ъ 
gdje su a i b dva prirodna relativno prosta broja, onda će prema 
(20) i (23) biti a() i qn (a time i аг, a2) cijeli brojevi samo- onda, 
ako; za broji p > 1 vrijedi (r -f- l)-na kongruiencijia. 

2 (p — i ) = o, (moda), 
2bkt ( p—1) = 0, (modan). (i = 1, 2, . . . , r). 

Odatle neposredno razabiramo, da će se u svakom -slučaju 
moći odrediti broj p > 1 tako, da te konigruencije budu zado­
voljene, t. j . ako (pretpostavimo, 'da stavak 3. doista vrijedi, 
tada imožemo reći: 

S t a v a k 4. Za svaki ciklus, koji pripada nekoj mogućoj 
homogenoj mreži hiperbolične ravnine, može se odrediti rod p 
plohe P ' (p) za koju mreža R [C] postoji. 
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Pokazat ćemo nadalje, da vrijedi омај stavak: 

S t a v a k 5. Ako je pt najmanji od brojeva većih od jedi­
nice, koji zadovoljavaju kongruencije (27), onda je 

Pv= v Pi — v +' 1 (28) 
(v = l , 2, 3 . . .) 

opće rješenje sistema (27). 
Da je (28) doista rješenje sistema (27), odmah se razabira. 

Da ne može biti rješenja, koje nije u (28) sadržano, možemo 
se ovako uvjeriti: Ponajprije j|e sigurno, ako su p' i p " dva 
rješenja sistema (27), gdje je 1 < p ' <C p", onda je uvijek i 

p = p"— p ' + l (29) 

jedno rješenje toga sistema. Uzmimo zatim, da postoji jedno 
rješenje p, koje nije u (28) sadržano, tada ono mora ležati 
između dva susjedna rješenja iz (28), t. j . mora biti za neki 
određeni broj vn 

voPi — v0 + 1 < p < (v0 + 1) px — vo 
i l i 

1 < p — v o p i + vo < P i - (30) 

Budući da su po pretpostavci brojevi vu p t —• vQ - j - 1 i p 
dva rješenja sistema (27), to je prema (29) i broj p — VoPi ~b vo 
rješenje tog sistema, a p rema (30) hi on bio manji od najmanjeg 
rješenja p b a to je dakako nemoguiće, pa je time tvrdnja stavka 
dokazana. 

No sada možemo, još više pokazati, jer vrijedi idući stavak: 

S t a v a k 6. Ako je p = p1 najmanji, broj, za koji postoji 
uz neki određeni ciklus С mreža R [C] plohe P ' (p), tada postoje 
za isti taj ciklus homogene mreže svih onih plaha P ' (p„), gdje 
je pv = vp1 — v -f- 1 (v— 1, 2, 3 , . . .), dok za taj ciklus С ne 
postoje homogene mreže preostalih ploha P' (p). 

Da za taj ciklus ne .-mogu postojati homogene mreže pre­
ostalih ploha P ' (p), izlazi iz stavka 5., a da te mreže ploha 
P ' (pr) doista pastojie, dokazat ćemo ovako: 

Uzmimo da postoji mreža R [C] plohe P ' (p,), pa neka je 
P ' (р'џ)- jedna ^-struka nerazgranata ploha pokrivanja plohe 
P' (pj). Budući da je svaka, točka plohe P ' (px) v-struko presl i­
kana n a plohu P ' (p'u), t im će preslikavan jern bit i prenesena 
na plohu P ' (p'v) i mreža R [C]. 

10 Rad Jug. Akad. 277 145 



Ako su sada a0>
 a i i a2> odnosna a0', a / , a2' brojevi poje­

dinih elemenata mreža R [C] plohe P (p3), odnoisno plohe Р\р[), 
onda zbog (16) mora. biti 

2 (1 —p'v) = a0— ctj+ a'2= va0—vax+ v a 2 = v • 2 (1 —p { ) , 
t. j . 

Pv-V (Pi 1) + 1 =Pv> 

ра je tako stavak dokazan. 
Iz tog stavka možemo odmah zaključiti: Ako je za neki 

ciklus С na pr. Pj jednako 2, t. j . ako je mreža R [C] moguća 
na plohi P (2), oinda je uvijek moguća i na svim ostalim plo­
hama • P' (p), a ako je za neki ciklus С na pr. p 1 jednako 12, 
mreže R [C], bit će moguće samo na plohama P ' (p), gdje je 
p = 1 2 , 23, 3 4 , . . . , i t. d., 

Kako se u slučaju v > 1 može ploha P {pv) realizirati kao 
v-struika plaha pokrivanja plohe P (Pi) na .v iše različitih načina 
i to tako, da dvije homeoimorfnie plohe P (pv), kao plohe pokri­
vanja, budu (različite, t. j . da se he daju jedna na drugu topo-
lošTki tako« preslikati, da bilo koje dvije pr idružene točke »po­
krivaju« jednu istu točku osnovne plohe P (рД imogu po dvije 
mreže R [C] jedne iste plohe P' (p) bit i anilzoirnorfne. Prema 
tome postoji i općenito mogućnost, da dvije mreže R [C] neke 
plohe P' (p) ne budlu izoanorfeie, makar uz isti ciklus С moraju 
imati isti broj pojedinih elemenata. 

Slično kao i kod torusa postoji i kod ploha P ' (p) neizmjer­
no mnogo klasa takvih topološikih preslikavanja plohe P ' (p) 
na samu. sebe, koja ne ;mogu prijeći dodavanjeni neke obične 
deformacije plohe P ' (p) jedna u. druge. Zato će i kod homo­
genih mreža ploha P ' (p) postojati svakoj) takvoj mreži neizmjer­
no mnogo njdh, koje su s njom izoimorfne, ali nisu hoimotopne. 

6. Neki slučajevi homogenih mreža ploha P' (p) 

Proimotrit ćemo sada neke slučajeve homogenih mreža 
ploha P' (p). Poći ćemo pritoim" od najjednostavnijeg slučaja, 
kad je r = l , t. ј ; . kad su svi poligoni homogene mreže isto­
vrsni. Izostavimo li u tom slučaju brojevima kt i пг indekse, 
tada mjesto jednadžbi (20), (21) i (22) dobivamo1 ove jednostav­
nije relacije. 
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_ 4 n (p — 1) 
а ° - \ ь Г = ^ ¥ = ^ ' (31) 

2 kn (p —1) ' „ 
a i = " f c ^ = 2 f c = - 2 n ' ( 3 2 ) 

_ 4k (p —1) 
а8~1£п^2"к=21Г' {33) 

koje u slučaju p = 0 prelaze u poznate relacije za pravilne 
poliedre9. 

Kako među šest veličina au, a1; a2, k, n, p postoje tri ne ­
zavisne relacije, može se svaka od tih veličina izraziti s bilo 
koje tri odabrane od preostalih. Od svih tako mogućih relacija 
uzmimo ove dvije: 

2 kao 
(k —2) eto — 4 (p —1) (34) 

k ( n - 2 ) « 2 - 4 ( p - l ) ' ( 3 b ) 

koje izlaze iz (31), odnosno (33). Uz pomoć tih relacija možemo 
"naime odrediti ograde za moguće vrijednosti brojeva к i n, i 
to 'ovako: 

Ponajprije iz (34) zbog relacija (3) i (1)а izlazi 

• k£6 ( 2 p — 1 ) . (36) 

A zatim, budući da je sada s — k, na sličan način iz (35) zbog 
relacija (2) i (1)3 izlazi 

n < : 6 (2p—-1) . (37) 

Uzmimo sada najprije slučaj p = 2. Tada je prema (2) i 
(36) odnosno, p rema (3) i (37) 

3 < k < C 1 8 , ( 3 8 ) 

3 < ; u < : i 8 . 
Treba dakle potražiti sve one cijele brojeve к i n iz inter­

vala (38), koji daju prema relacijama (31), (32) i (33) pr irodne 
vrijednosti za brojeve pojedinih elemenata mreže. Na taj, način 
dobivamo u svemu 25 dioifantskih rješenja tih relacija, sadržaj­
nih u tablici (39). 

9 Vidi na pr.: H. S. M. Coxeter [4], str. 13. i 14. * 
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p 71 к « 0 « i a.. 

I 

2 

3 

7 12 42 28 si. 3. 

I I 

2 

3 

8 6 24 16 

I I I 

2 

3 
9 4 18 12 si. 4. 

I V 

2 

3 
10 3 15 10 

V 

2 

3 

12 2 12 8 

V I 

2 

3 

18 1 9 6 

V I I 

2 

4 

5 8 20 10 

VIII 

2 

4 
6 4 12 6 

I X 

2 

4 
8 8 8 4 

X 

2 

4 

12 1 6 3 

X I 

2 

5 

10 20 8 si. 6. 

X I I 

2 

5 5 4 10 4 

XIII 2 

5 

10 1 5 2 

X I V 

2 

6 
4 6 12 4 

X V 

2 

6 
6 2 6 2 si. 7. 

X V I 

2 

7 3 28 42 12 si. 5. 

XVII 

2 

8 

3 16 24 6 

XVIII 

2 

8 4 4 8 . 2 

X I X 

2 

8 

8 1 4 1 

X X 

2 

9 3 12 18 4 

X X I 

2 

10 
3 10 15 3 

1 XXII 

XXIII 

2 

10 
5 2 5 

3 

1 XXII 

XXIII 

2 

12 
3 8 12 2 

XXIV 

2 

12 
4 3 6 1 

X X V 

2 

18 3 ( 6 9 1 J a l . 8 . J 
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Pripadni ciklusi mreže za sva ta rješenja jesu prve vrste 
i to simetrični tipa M. Prema tome za te cilkdiuse postoje homo­
gene mreže hiperbolične ravnine. No za svako pojedino od tih 
rješenja mije taško pokazati da se množe konstruirati i piripadma 

£ scu Ч 

r G ^ И 
si. з. 

mreža R [C] plohe P (2). Prema tome postoji 25 homogenih, 
mreža plohe P (2) s istovrsnim poiligoinima. 

Iz tablice (39) odmah razabiramo, da je imeđu tim mrežama 
jedanaest parova među sobom recipročnih, tako na pr. mreže 
I i XVI; II i XVII i t. d., dok su mreže XII, XV i XIX same 
sebi recipročne. • ,• , : . . -
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U si. 3.—8. dani su crteži nekoliko karakterističnih sluča­
jeva tih mreža, i to: si. 3. predočuje mrežu R [3, 3, 3, 3, 3, 3, 3], 
a si. 5. mrežu R [7, 7, 7], obje razrezane sa četiri zatvorena 
prereza duž stranica mreže u jedno jednostavno-suvislo po­

dručje; si. 4. predočuje mrežu R [3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3] u 
»kanonskom razrezu« plohe P (2), gdje sve crte prereza 
prolaze jednim čvoirištem mreže, aili ne idu duž stranica mreže; 
napokon slike 6., 7. i 8. prikazuju redom mreže R [5, 5, 5, 5], 
R [6, 6, 6, 6, 6, 6] i R [18, 18, 18]. 
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Kako smo ovdje ispitali mogućnost homogenih mreža plohe 
P (2) uz r = l , tako bismo mogli postupati posve analogno za 
bilo koji drugi slučaj plohe P' (p), gdje je p > 2. No mi ćemo 

SI. 5. 

ovdje promotri t i samo nekoliko primjera takvih mreža. Ponaj­
prije je jasno iz prošlog razmatranja, da su za svih dvadeset i 
pet slučajeva ciklusa prema rješenjima iz tablice (39), za koje 
su moguće homogene mreže plohe P (2), takve mreže moguće 
i u svakom slučaju gdje je p > 2. Uzmimo kao primjer slučaj 
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Si. e. 

si т. 

152 



VIII. tablice (39), t. j . ciklus С = [4, 4, 4, 4, 4, 4]. Tada je prema 
(31) i (33) et0 = 4 ( p — 1 ) ; a2 = 6 (p — 1), dakle postoji moguć­
nost te mreže za svako p ^ 2. U slici 9. predočena je mreža 
R [4, 4, 4, 4, 4, 4] plohe P (7). 

No ne mora i obrnuto svaka mreža bilo koje plohe P ' (p) 
biti moguća i na plohi P (2). Evo tri takva primjera: uzmimo 
najprije ciklus C= [ 5 ,5 ,5 ,5 ,5 ,5 ] . Za taj je ciklus prema (31) 

5 
i (33) a0 = -~(p — 1), a0 = 3 (p — 1), ра je prema toime P (3) 

SI. 8. 

ploha najnižeg roda, za koju postoji mogućnost homogene mreže 
s tim ciklusom. Ta je mreža predočena na si. 10. Kao drugi 
primjer uzmimo ciklus С = [6, 6, 6, 6, 6]. Sada je a0 = 3 ( p — 1), 

5 
a2 — тг (P— 1)' Р а I е - ^а m r e ž a moguća na plohi P (3) i u 
si. 11. je ona prikazana. Te su dvije posljednje mreže među 
sobom recipročne. Promotrimo: napokon ciklus С — [4, 4, 4, 4, 

8 14 4, 4, 4]. Sada je a0 = — (p — 1), a2 = -—('p — 1), ра p rema tome 3 о 
za taj ciklus postoji mogućnost homogene mreže istom na plohi 
P (4). Ta je mreža predočena u si. 12. 

Prijeđimo sada na slučajeve г > 1 . Promotrit ćemo ovdje 
četiri jednostavna primjera takvih mreža. Uzmimo* najprije 
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SL 9. 

ciklus С =[4 , 4, 4, 5]. Pokazalo se, da za taj ciklus druge vrste 
postoji barem jedna homogena mreža hiperbolične ravnine10. 
Budući da je u tom slučaju prema (20) i (23) 

' a0 = 40 (p — 1), 
q4 = 30(p —1), q5 = 8(p—1), 

10 [1], str. 99. 
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si. to. 

postoji za taj ciklus mogućnost homogene mreže ploha P' (p) 
za svako p. Na slici 13. nalazi se crtež mreže R [4, 4, 4, 5] plohe 
P (2). 

Za ciklus druge vrste tipa С ^ [3, 3, n, 3, n] postoji za svako 
n 2ä 5 jedna homogena mreža hiperbolične raivnine. U tom 
slučaju relacije (20) i (23) daju 

4 n ( p —1) 
n — 4 

_ 4 n ( p —1) 8(p — 1 ) 
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SI. 11. 

Odatle razabiremo, da na pr. za n = 6 postoji mogućnost homo­
gene mreže bilo koje plohe P ' (p). Crtež na si. 14. prikazuje 
mrežu R [3, 3, 6, 3, 6] plohe P (2). 

Za ciklus prve vrste С — [5, 6, 5, 6] ima jedna homogena 
mreža hiperbolične ravnine. Budući da. je sada 

15 5 
«o = - j j - (p — 1), q» = 3 (p — 1), q6 = у (p — 1), 

postoji za taj ciklus mogućnost homogenih mreža na plohama 
roda p = 8, 5, 7 , . . . . Takva je mreža za slučaj p = 3 prikazana 
na si. 15. , 
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SI. 12. 

Kao posljednji primjer uzmimo ciklus prve vrste С = 
— [4 ,5 ,4 ,6] . Za njega postoji jedna homogena mreža hiperbo­
lične ravnine. Sada je 

15 
(х,, = 15 (p — 1), q4 = - g - ( P — 1), q5 = 3(p —1) , 

<_e = у (p — D-

I za taj ciklus postoji dakle mogućnost hamogenih mreža za 
plohe roda p = 3, 5, 7, . . . . Primjer takve mreže za p = 3 na­
lazi se na si. 16. 
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SI. 13. 

SI. 14. 

158 



7. Broj mogućih homogenih mreža ploha P' (p) 

Za homogene mreže kugline plohe (p = 0) u slučaju r = 1 
daju relacije (31), (32) i (33) samo 5 diofantskih-rješenja, pa 
zato i ima samo 5 regularnih, Platonovih tjelesa. No u slučaju 
p = 0, r > 1 nalaze se među cjelobrojnim rješenjima jednadžbi 
(20), (21) i (22) i ova: 

fel " i h "2 a0 
a\ a2 

I 2 4 l п 2n Зп n + 2 

II 3 3 i п 2n 4n 2nd-2 

koja odgovaraju mrežama n-terostrane jprizme i antiprizme, 
dakle i ta dva tijela pripadaju u Arhirnedova polupravilna 
tjelesa. Za n možemo, ovdje uzeti bilo koji prirodni broj veći 
od 2. Prema tome ima neizmjerno mnogo homogenih mreža 
kugline plohe. 

Vidjeli smo, da postoji doduše samo konačan broj ciklusa, 
za koje su homogene mreže torusa moguće. No za jedan isti 
ciklus ima neizmjerno mnogo homogenih mreža, koje nisu među 
sobom izomorfne, a i po broju elemenata se razlikuju. 

Kako broj ciklusa, za koje su moguće homogene mreže 
hiperbolične ravnine, nije ograničen, moglo bi se možda pomi­
sliti, da će biti neizmjerno mnogo i homogenih mreža neke 
plohe P' (p). Ali nije tako. Pokazat ćemo naime, da vrijedi: 

S t a v a k 7. Za neku određenu plohu P' (p) ne može posto­
jati više nego konačni broj (koji uostalom ovisi о р) homogenih 
mreža, koje nisu među sobom izomorfne. 

Za dokaz ovog stavka trebat će nam ovaj gotovo evidentni 
pomoćni stavak. 

S t a v a k 8. Bilo koje rješenje p, r, кГ, nv a0, щ, а2, q„. 
(i = 1, 2, . . . , r) relacija (20) — (23) odgovara najviše konačnom 
broju mogućih homogenih mreža plohe P (p), koje nisu medu 
sobom izomorfne. 

Dokaz te tvrdnje izlazi odmah iz činjenice, da u konačnom 
«skupu od a0 + ax + a2 elemenata može postojati najviše kona­
čan broj međusobno različitih mogućnosti relacija incidencije 
među elementima različitih vrsta. 

Preostaje samo. još da se dokaže: 
S t a v a k 9. Ako je dan bilo koji broj p ^ 2, tada uz uvjet, 

da vrijede nejednadžbe (1) — (5), postoji najviše konačan broj 
diofantskih rješenja relacija (20), (21), (22) i (23). 
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Stavak 7. je tada neposredna posljedica stavaka 8. i 9. 
Dokazaf ćemo sada dakle stavak 9. 

Ako je r = 1, onda su uz dano p brojevi kin prema rela­
cijama (36) i (37) ograđeni, dakle može postojati samo- konačni 
broj, parova k,n, koji dolaze.u obzir, a kako su sa Je, n i p 

SI. 15. 

brojevi a„, a, i a.-, već određeni, ispravnost tvrdnje stavka je 
u tom slučaju očita. No pokazat ćemo, da isto vrijedi i bez 
obzira na to, koliko različitih brojeva nк ciklus mreže sadržava, 
dakle za svaku vrijednost broja r. • 

Pokazat ćemo najprije, da je za neku danu vrijednost od 
p broj s, t. j . broj svih članova ciklusa ograđen: 
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Budući da je zbog relacije (25) u desnoj strani jednadžbe 
(20) nazivnik poizitivan, možemo iz nje na osnovi relacija (l)i 
i (3) zaključiti, da je uvijek 

t 
2 k X 6 ( 2 p - l ) , 

SI. 16. 

pa je onda zbog (2) 
3 ^ J ^ 6 ( 2 p - l ) , (40) 

. Prema tome i u općem slučaju ciklus homogene mreže, 
п а р т , plohe P (2) ne može sadržavati više od 18 članova. 
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Zbog (40) su i brojevi kt ograđeni, dakle prema (4) mora 
biti 

l_^fc i<fc (2p — X) (41) 
(i = L 2, .... r). 

No uvjerit ćemo se, da za svako p i skup mogućih brojeva 
nj mora biti ograđen. 

Zato ćemo najprije pokazati, da u ciklusu С = [n. , n. , ni , 
..., щ ] ne mogu biti dva broja n. (v=l,2,. .. , s) (ili čak i 
više njih) relativno vrlo velika; tako nije moguće da za njih 
vrijedi na pr. 

n;> 1 2 ( 1 2 p 2 - 1 8 p + 7). (42) 

Pretpostavka, da u ciklusu С postoje barem dva broja n; , za 
koje vrijedi relacija (42),. dovodi naime do kontradikcije: 

Iz (15) mora Zbog (42), (5) i (40) izlaziti 

. 2 (12 p2 — 18 p + 7) 
a o > 2 p - l ' 

dok bi naprotiv iz (20) zbog (2), (42) i (3) sigurno izlazilo 

2 (p — 1) 
ao < 1 1 

2Ч 
t. j . 

12 (12p 2 — 1 8 p + 7 ) j + 1 ' \2 з ј 1 

. 2 ( 1 2 . p 2 — 1 8 p + 7) 
a o < 2 ~ p - = l 

Prema tome je učinjena pretpostavka nemoguća. 
Preostajala bi još eventualna mogućnost, da za jedan jedini 

od brojeva ni ( ^ = 1 , 2 , . . . , s) nema igornje ograde, t. j . da 
uz svaki, po volji veliki, zadani b ro j n0 postoji uz dani broji p 
rješenje sistema (20) — (23), kod kojega je jedan od brojeva 
щ veći od n0. 

Označimo sada brojeve ni tako, da je onaj jedini od njih 
— za koji još ne znamo, da li j e ograđen ili nije — označen sa 
nr (P a J e prema tome kr = 1 ) , dok će preostali — ograđeni 
— brojevi biti označeni sa nlt n2,.. . , nr_1. 
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Prema (20) je tada 

a0 = 
2 (p—1) 

2 
i = i 

2 (p —1) _ 2 (p — 1) 
1 _ 1 A _ i _ 

(43) 

2 nr 

gdje je kraće označeno 

2Чт-^)-т-л- (44) 

Uz uvjete (2) i (3) uvijek je A > 0 s jedinim izuzetkoim od 6 
diofantskih rješenja relacije A <, 0. No vrijednosti od A, koje 
nisu pozitivne, n e dolaze u obzir za rješenja relacije (43), jer 
bi tada bilo aa <C 0. 

Budući da brojevi kt moraju biti iz intervala (41) i mora 
pri tom vrijediti i relacija (40), dok nizovi brojeva nt, n.,, . . , , 
пт_1 (1 < r <̂  s) mogu biti samo neke od kombinacija (bez 
ponavljanja) (r—l)-vog razreda od brojeva: 3, 4, 5 , . . ., 12(12p2— 
— 18 p + 7), jasno je, da izraz A prema (44) može poprimiti 
samo konačni broj vrijednosti Alt A2, А-л, .. . , Av. Neka je sa 
Am označena najmanja pozitivna od tih vrijednosti. 

Pretpostavka, da broj nr za bilo koju vrijednost od p nije 
ograničen, dovodila bi sada do kontradikcije. 

Uzmimo naime, da broj пт nije ograničen, nego da postoji 
za bilo koju vrijednost od p beskomacni niz rješenja relacije. 
(20), t. j . beskonačni niz skupova brojeva 

(ć, r'; ki, ki, ..., k'rx , , кгх, n':, ni, .... nli ,, n'%, 

gdje je >?. = 1, 2, 3, . . . gornji indeks, pa neka je 
lim nl

Tx = oo , 

dok je kl
Tx = 1 , (45) 

tada bi bilo moguće odabrati broj Л0 tako, da je vrijednost od. 
n\ po volji velika, na pr. da je 
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No to je nemoguće, jer bi prema (14) zibog (5) i (40) bilo 

pa onda radi (46) izlazi 

a o ^ n j j . . 

dok bi opet prema (43) i (46) bilo 

dakle 

« o < 
2 p - l 

Am ' 

a time je nemogućnost učinjene pretpostavke očita. 
Prema tome je doista skup svih mogućih brojeva ni za 

svaku vrijednost od p ograđen. 
Budući da je dakle zbog 1 <^ r <̂  s i zbog (40) broj r 

ograđen, a pokazalo se, da su i moguće vrijednosti brojeva 
nj, n2,. . . , n ograđene, može postojati samo 

konačni broj kombinacija tih brojeva, pa je zato ujedno i broj 
mogućih rješenja sistema jednadžbi (20) do (23) sigurno kona­
čan. Tako je i stavak 9. dokazan. 
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E. HERMAN i J. STIPETIC 

О PROCESU IZLUČIVANJA ALUMINIJSKOG H I D R A T A 
N A O S N O V I BAYEROVA P O S T U P K A 

1. PROBLEMATIKA 

Alkalični kružni proces, koji je potkraj devedesetih godina 
prošlog stoljeća uveo Bayer1), još i danas; je najvažnija tehnička 
metoda dobivanja glinioe raščinjavanjeni boksita. Ipak je dosad 
objavljeno razmjerno malo radnji, koje bi objašnjavale osnovnu 
bit toga, procesa. 

Tehnički najvažniji progres i teoretski najzanimljiviji dio 
Bayerova patenta bez sumnje je pojav, da aluminatne otopine 
naginju raspadanju s dodatkom već izluoenoga aluminijskog 
oksihidrata. Na taj je način bilo moguće da se napusti prijašnji 
prilično komplicirani postupak, prema kojemu se aluminijski 
hidrat dobivao* uvođenjem C0 2 u aluminatnu otopinu. Ne 
zadovoljava potpuno nijedno dosadašnje tumačenje cijepljenja 
aluminijskim.. hidratom kod procesa razlaganja, kako se u 
tehnici najčešće naziva početna faza raspadanja aluminatnih 
otopina. 

Ta se činjenica uglavnom osniva na tome, što su istraži­
vanja konstituicije aluminatnih otopina u toku posljednjih ne­
koliko' godina dovela do različitih, često oprečnih* rezultata. 
Zbog toga je i otežano tumačenje procesa raspadanja alumi­
natne otopine, koje redovito počinje od konstitucije aluminata 
u tekućoj fazi. Osim toga nije posvećena dovoljna pažnja 
kinetici procesa, a ni »aktivitetu« hidratnoig cjepiva, kojim se 
provodi razlaganje aluiminatne otopine. 

S obzirom na zahtjeve tehničke prakse kod ovih se istra­
živanja ispitivala kinetika procesa razlaganja, a kod toga i 
uvjeti za skraćivanje vremena razlaganja:, koje obično traje 
pet do šest dana, a ka tkada i više. Sporo raspadanje aluminatne 
otopine zahtijeva kod tehničke provedbe velike rezervoare, 
provodne cijevi velikih dimenzija, a sve je to spojeno sa znatnim 
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troškovima. Zbog toga se već mnogo radilo na tome, da se 
trajanje procesa razlaganja, skrati . 

I ovdje izloženi pokusi vršili su se s istom namjerom, pri 
čemu se naročito ispitivao utjecaj veličine zrna hidratnog 
cjepiva na brzinu procesa izlučivanja. Treba naglasiti, da je za 
tehničku primjenu važno, da se skraćivanjem vremena izluči­
vanja dobije krupnozrnati aluminijski oksihiđrat, koji se osim 
toga i dobro filtrira. S teoretskog je gledišta važno - osnovno 
poznavanje procesa izlučivanja, mehanizma, reakcija, utjecaja 
različitih ravnoteža, kao na pr . hiđroilitičikih, ravnoteže toplji­
vosti izručenoga aluminijskog hidlroksida u aluminatnoj lužini, 
pojave prezasićenosti i utjecaja, koji s t rane primjese u alu­
minatnoj otopini imaju na njeno* raspadanje. 

Za rješavanje toga zadatka pripremljena su hidrama cje­
piva po različitim metodama i ispitivailo' se njihovo djelovanje 
na proces izlučivanja. Radi utvrđivanja »aktiviteta« hidratnog 
cjepiva određivala se njegova topljivost; u natrijskoj' lužini, a 
veličina zrna mjerila se 'mikroskopom-. Nadalje je veličina pr i ­
marnih čestica određena iz rentgenograma po Debye-Scherreru.* 

Za pokuse su upotrebljene aluiminatne otopine bez s tranih 
primjesa, kao i takve otopine, koje potječu iz jedne tvornice 
glinioe. Na ta j se način utvrdio utjecaj; stranih primjesa, koje 
se nalaze u tehničkim aluminatnim otopinama. Radi određivanja 
ravnoteže ispitivala sie topljivost aluminijskog oksihidrata i 
fino dispergiranog hidrata, upotrebljenog kao cjepivo. Na 
osnovu, dobivenih rezultata opazilo se, da hidratno cjepivo dje­
luje na proces izlučivanja u izvjesnom smislu katalitički. 
Postignuti rezultati tumače se ovdje p rema novijim teorijama 
о stvaranju klica i kristalizaciji2)15), Isto su tako iskoošćeni 
rezultati, koji su se dobili određivanjem, gustoće piknoTnetričkom 
metodom. 

2. IZVOĐENJE POKUSA I EKSPERIMENTALNE PRIPREME 

a) Općenito 
Pokusi su se izvodili točno u okviru Bayer ova postupka, i 

prema tome su upotrebljavane samo aluminatne otopine sa sa­
držajem od 100 g rastvorenog A120.3 po litri. Molarni odnos 
A1203 : Na 2 0 kretao se u granicama i : 1,8—1,9. Za izlučivanje 
su silužile željezne cilindrične posude saidržine 17 litara. Svaka 
je takva posuda bila smještena u drugu posudu, dvostrukog 
volumena, koja je bila napunjena vodom, da bi se bolje odr-

* Rentgenska snimanja vršio je prof. dr. A. Peterlin, Fizikalni 
institut Univerziteta, Ljubljana. 
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zavala stalna temperatura. Svaka se posuda zagrijavala 
električnim grijalom, ugrađenim u dno posude. Budući da nije 
bilo relejnog regulatora temperature, to se temperatura odr­
žavala u granicama točnosti od 1 do 1,5° С povremenim 
ukopčavanjem ili iskopčavanjem kruga struje, a to je za 
predviđene pokuse bilo dovoljno.. Temperatura se mjerila, ži­
vinim termometrima, koji su bili učvršćeni na rubu posude za 
izlučivanje i uronjeni u aluminatnu otopinu. Posude za izluči­
vanje imale su miješala sa tri para međusobno okomitih krila. 
Sva su se miješala pokretala pomoću .transmisije električnim 
motorom tako, da je brzina miješanja u svim-posudama bila 
podjednaka (oko 50 okretaja u minuti). Pri izvođenju pokusa 
posuđe su napunjene sa 16 litara aluminatne otopine, sve je 
zagrijano na određenu početnu temperaturu, a zatim je dodano, 
cjepivo-. Temperatura se provjeravala danju i noću. Pošto je 
dodano cjepivo, mjerio se razmak između površine tekućine i 
ruba posude, a svaka dva sata dodavalo se toliko destilirane 
vode, koliko se za to vrijeme isparilo. Kod većine pokusa 
prilagođena je tempera tura pogonskim, uvjetima Bayerova 
postupka, t. ji. ona se postepeno snižavala. Kinetički pak pokusi 
(vidi poglavlje 13.) izvedeni su kod konstantne temperature. 
Vremenski tok izlučivanja aluminijskog oksihidrata praćen je 
analizama aluminatne otopine, koje su se vršile n a niže opisani 
način. 

Pipetom je izvađeno' oko 25 ml aluminatne otopine, koja 
je filtrirana kroz suhi filtar, a u filtratu su određeni A120,3 i 
Na 2 0 . U prvih 48 sati analiziralo1 se svakih 12 sati, a kasnije 
svaka 24 sata. Sadržaj. Al2Ot, i Na 2 0 određivao se volumetrijski 
tropeolinom 00 i fenolftaleinom kao indikatorima, Iako je ova 
metoda naročito uobičajena u industriji glinice3), ipak u ana­
litičkoj. literaturi4) nema podataka o- njezinoj točnosti, a n i točno 
izrađene radne upute. Metoda se osniva na promjeni pH, koja 
nasta je piri elektroimetrijskoj titraciji kisele otopine aluminijske 
soli natrijevotm lužinom5). Važno je, da se t i t r i ra s »kisele 
strane« tropeolinom 00, jer s »alkalične strane« reakcija teče 
suviše sporo. Praktički se titracija aluminatne otopine izvodi 
na taj; način, da se otopini doda kiselina u suvišku, a zatim se 
završna titracija izvodi lužinom,, koja se ret i t r i ra kiselinom. 
Područje takozvane »vezane kiseline«, to jest ona količina, koja 
je potrebna za stvaranje aluminijske soli, indicira se u početku 
tropeolinom 00 (prelazilo područje p H je 1,3—3,2), a na kraju 
fenolftaleinom (prelazno područje pH je 8,2—10,0). Budući da 
se nisu- našli nikakvi podaci о točnosti ove metode, njezina se 
točnost morala provjeriti . U tu je svrhu u Erlenmayerovoj 
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tikvici od jenskoga stakla, sadržane 1 litre, otopljeno 12,9935 g 
aluminijskog lima u 170 ml natri jske lužine. Za vri jeme reakcije 
tikvica se hladila, a njezin je otvor pokriven stakalcem. Ti tar 
lužine, koja je upotrebljena za otapanje, iznoisioi je 175,12 g Na a O 
na litru. Analizom aluminijskog l ima našlo se 99,75% Al, 0,15% 
Fe i 0,10% Si. Nakon rastvaranja dobivena je otopina ohlađena 
na 20° C, sadržaj je pretočen u odrnjernu tikvicu od 250 ml., 
ispran i dopunjen do marke. Zatim je aluniinatna otopina 
filtrirana kroz suhi filtar, spremljena u jensku bocu i upo t re ­
bljavana za pojedina određivanja. 

b) Izvođenje titracije 
10 ml ovako pripremi jene aluminatne otopine otpipetirano 

je u odmjiernu tikvicu od 100 ml i dopunjieno destiliranom 
vodom do marke. Za titraciju tiropeolinom 00 i fenoltaleinom 
uzimalo se po 10 ml te otopine. Kod titracije tropeoilinom 00 
dodano je (a da nije razrijeđeno vođom) 4—5 kapi 0 ,1% otopine 
tropeolina 00, slabo je zagrijanoi (40—50° C), a zatim je dodano 
n-HCl do jasno kairminastocrvene boje (aluminijski nidrat, koji 
je nastao za vrijeme filtracije, mora se otopiti u suvišku solne 
kiseline, zbog čega je poitrebno da sie oitopina: još jednom zagrije). 
Suvišak kiseline titriran je sa n-NaOH do jasnožute boje i 
dodavano je toliko kapi n-HCl, dok nije nastala crvenkasta boja:. 

Za titraciju fenolftaleinom kao indikatoiroim razrijeđena je 
odmjerena količina otopine s nekih 50 nil vode, dodane su 2—3 
kapi otopine fenolftaleina ( 1 % alkoholne otopine), n-HCl u 
suvišku, zatim je zagrijanoi na oko 60ö С i t i t r irano s n-NaCH 
do pojave slaboervene boje. Titracija je izvedena' dobro, ako 
crvena boja nestane, kad se, doda jedna kap HCl, koja se ne 
uračunava u potirošak. % 

Radi provjeravanja točnosti metode svako se određivanje 
vršilo: četiri puta. Iz četiri određivanja proračunata: je srednja 
vri jedinost, i srednja: griješka srednje vrijednosti po raičunu 
griješaika. 

Na isti su se način vršila četiri određivanja titracijom sa 
n/2-HCI i n/2-NaOH. Razlika potroška n-HCl odnosno n/2-HCl 
kod titracije tropeolkiom 00 i titracije fenolftaleinom daje 
sadržaj A120.3 u aluminatnoj otopini, pr i čemu 1 ml n-HCl 
odgovara 0,017 g A120;{. Potrošak normalne 'kiseline kod t i t ra­
cije fenolftaleinom daje sadržaj N a 2 0 u aluminatnoj otopini, 
pri čemu 1 ml n-HCl odgovara 0,031 g N a 2 0 . U istoj-aluminatnoj 
otopini (10 ml dopunjeno vođom n a 100 ml) određen je sadržaj; 
aluminijskog oksida četiri puta: dva određivanja izvršena1 su 
taloženjem amonijakom po Biltzue), a dva taloženjem sa C 0 2 
po Frickeu i Меуггпди1). 
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Rezultati kontrolnog određivanja, izraženi u grani/lit 
A1203 , prikazani su u tabeli 1. 

TABELA 1. 

Redo­
slijed Supstanca Način 

određivanja 
Količina 

g/l 

1 A1203 teoretski 97,99 
2 A1203 sa n/2-HCl 99,11' ±'0,68 
3 A1203 sa n-HCl 98,70 ±0,80 
4 A1203 srednja vri­

jednost 
grav. odred. 

9'8,27 

5 N a 2 0 , teoretski *" 119,10 
6 N a 2 0 sa n/2-HCl 119,101 ±0,60 
7 N a 2 0 sa n-HCl 120,8 ±1,00 

Za navedenu koncentraciju aiuminatne .otopine bila je 
točnost volumetrijskog određivanja dovoljna. Međutim, ispiti-* 
vane su a iuminatne otoipine i veće konioentracije, ali su za 
Na20 dobivene vrijednosti, koje su se znatno razlikovale. 
Izvori griješaka ove metode u prvom su redu teoretske prirode. 
Tok pH vrijednosti, koji je dobiven elefctrometrijsikoim ti tra-
cijioim4), pokažu je, da postoji postepeni prijelaz od vezane na 
slobodnu kiselinu, p a se zbog toga »točka neutralizacije« otopine 
aluminijske soli teško razaznaje indikatorima. Osim toga, treba 
uzeti u obzir, da otopine aluminijskih soli lako hidroliziraju, i 
da j e točka prijelaza.ovisna о koncentraciji soli. Na osnovu toga 
objašnjava se, zašto su titracijske vrijednosti ovisne о koncen­
traciji a iuminatne otopine. 

c) Priprema hidratnih cjepiva 
Aluminijski hidrat, koji se dobiva tehničkim putem u 

procesu razlaganja, u većini je slučajeva- tako kruipnozrnat i 
neaktivan, da ga u kružni proces treba, 'dodavati u vrlo velikim 
količinama, ako se primjenjuje kao cjepivo za izlučivanje 
hiđrata iz još nerazložene lužine. Radi li se tehnički bez primjene 
hidiratnog cjepiva, onda je za cijepljenje potrebno^ 100—200 
postotaka već izlučenog hiđrata, da bi se t a t o postigla bffcina 
procesa razlaganja u onim granicama, koje još omogućuju 
ekonomično izvođenje procesa. Mora se naglasiti, da je brzina 
kružnog procesa određena trajanjem najsporije faze. Zbog toga 
se kao cjepivo moraju upotrebljavati velike količine hiđrata 
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iz produkcije, jer inače proces razlaganja teče suviše sporo. To 
je bio povod, da se u mnogim slučajevima prešlo n a posebnu 
pr ipremu cjepiva, koje je aktivnije, i koje t reba dodavati u 
manjim količinama. Način pripremanja takvih »aktivnih h i -
dratnih cjepiva« smatrao se .većinom za tajnu, pa u l i teraturi о 
tom ima vrlo malo podataka. 

Međutim, posljednjih je nekoliko' godina kemija aktivnog 
stanja8) toliko uznapredovala, da je i tu, na osnovi mnogobrojnih 
iskustava u pripremanju katalizatora, principijelnoi bilo moguće, 
da se odredi pravac, koji vodi do aktivnih hidratnih cjepiva. 
S obzirom na mnogobrojnost takvih postupaka ne mogu se 
spomenuti sve metode.' Svakako, za tehničku praksu dolaze u 
obzir samo jednostavne i ekonomične metode. Općenito uzevši, 
aktivne čvrste supstance, sastavljene od čestica koiloidalnih 
dimenzija, posjeduju naročita svojstva, n a pr . veći sadržaj 
slobodne energije i veću reakcionu sposobnost, nego kad su u 
inaktivnom ili stabilnom stanju. Pr i razmatranju kemizma 
Bayerova procesa već se prije došlo do spoznaje, da se može 
skrati t i vrijeme razlaganja i smanjiti količina hidrata potrebna 
za .cijepljenje, ako se smanji veličina čestica. 

Tehnički se takvi aktivni hidrati najčešće pripremaju na 
taj način, da se alutminatne otopine cijepe hidratom iz p ro­
dukcije kod nižih temperatura (25—35° C) i kod te temperature 
razlazu nekoliko dana. Tako pripremljeno hidratno cjepivo 
primjenjuje se kao »lužnato cjepivo«, t. j . kao' razmuljeni 
finozrnati hidrait u razioženoj< aluminatnoj lužini. Lužnaito 
cjepivo ima tu tehničku prednost, da otpada filtriranje fino-
zrnatog hidrata. Međutim., vrlo je nepovoljna primjena sušenog 
hidratnog cjepiva (vidi poglavlje 12.). 

Na ovaj način pripremljeno hiidratno cjepivo ima, međutim, 
određenu donju granicu veličine zrna. Nije nadme moguće, da 
se upotrebom krupnijeg hidrata kao cjepiva postigne hidratno 
cjepivo, kojega bi veličina zrna bila manja od 5—10.IO-* cm. 
P rema tome su fizikalno-kemijska svojstva hidratnog cjepiva 
ovisna о prethodnom stanju hidrata, 'koji se upotrebljava za 
pr ipremu cjepiva. 

Akoi se želi postići hidratno cjepivo, kojega bi čestice bile 
manjeg radijusa, onda se moraju primijeniti sasvim -'druge 
metode. Za ovakve pokuse pripremljena su h idra tna cjepiva na 
niže opisani način. 

Hidratno cjepivo I. 100 g aluminijskog zrna, od približno 
1—2 m m veličine, travijenoi je sa 5% NaOH i, nakon ispiranja 
vodom, amalgamirano otopinom HgCl2

9). Iz vlažne se mase u 
nekoliko minuta razvija, uz vrlo živu reakciju, pahuljasti, vo-
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luminoizni hidroiksiđ. Nastali hidrat odvojen je od neotopljenog 
dijela aluminija i stavljen u 3 1 aluminatne otopine, koja sadržava 
100 g/l Al20;j, a pr iređena je otapanjem aluminijskog lima u 
natrijskoj lužini. Molairni odnos A1203 : Na2O iznosio je u 
aluminatnoji otopini 1 : 1,8. Dodani aluminijski oksihidrat otapao 
se u alurninatnoj otopini u koloddalnoj formi. Nakon toga se 
aluiminatna otopina miješala četiri dana kod 18° C, pri čemu 
se izlučivao' fino dispergirani aluminijiski oksihidrat, koji je 
lagano sedimeiitirao' na dino. posude. Dobiveni je hidrat rent -
genski sniman, Debye-Seherrerovoim metodom i u tvrđen 'je kao 
hidrargilit. Iz rentgenske interferencije određena je veličina 
pr imarnih čestica hidrata, koja je iznosila 1—2. IO - 5 ш . Na­
dalje je određena rastvorljivoet hidrata u 4n-NaOH. 

Hidratno cjepivo II. U 3 1 destilirane vode otopljeno' je 
570 g NaOH i postepeno đodavano 296 g aluminijskog" lima. 
Nakon otapanja aluminija otopina je, radi odvajanja netopljivih 
sastojaka (Fe i Si), a još vruća, brzo filtrirana kroz Büchnerov 
lijevak. U toku otapanja isparila se oko 1 1 vode. Otopina je 
zatim ohlađena na 15° С i analizirana. Analizom je ustanovljen 
sadržaj od 218 g/l A1.,0-, i 185 g/l Na 2 0 , t. ј . . mol-arni odnos 
A120,, : N a 2 0 = l : 1,395. " 

Poslije toga dodane je toliko solne kiseline, da je molarni 
odnos bio 1 : 1 . Dodatkom solne kiseline -neutraliziran je višak 
Na 2 0 . Za neutralizaciju upotrebi jena solna kiselina (35%) razri­
jeđena je u omjeru 1 : 1 , hlađena i dolijevana aluirmhatnoj 
otopini uz intenzivno miješanje. Solna kiselina dodavala se 
tako da temperatura otopine, usprkos ..oslobođenoji toplini neu­
tralizacije, nije porasla iznad 28° С Dodavanjem solne kiseline 
nastala je intermedijarno aluminatna otopina molarnog odnosa 
1 : 1 , koja je nestabilna i odmah se raspada izlučujući aluminijski 
oksihidrat. Trenutnim raspadanjem aluminatne otopine nastao 
je sluzavi hidrait koloidnih dimenzija. Već jiedan sat nakon 
dodatka sollne kiseline bila je koncentracija otopine samo još 
82,5 g/l A1,0 :1 i 122 g/l Na2Ö, a nakon četiri dana otopina je 
sadržavala u svemu 35 g/l А120-3. Zatim, je talog nekoliko puta 
dekantiran vodom, dok nije ispran najveći dio N a d . Nakon 
toga nadopunjeno je n a isti volumen sa NaOH koncentracije 
122 g/l Na 2 0 . Rentgenskim snimanjem .ustanovilo se, da je 
nastao bajerit. Iz rentgenskih interferencija određena je veli­
čina pr imarnih čestica bajerita, koja je iznosila- 0,4.10~6 cm. 
Nadalje je određena topljivost preparata u 4n-NaOH. 

Hidratno cjepivo III. Kao cjepivo upotrebljen je bajerit, 
pripremljen po Frickeu i Wullhorstuw). Hladna zasićena otopina 
NaOH zagrijana je, a zatim je dodavan veoma čisti А1(ОН)3 do 
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zasićenja, nakon čega je dobivena otopina razrijeđena vodom 
doi gustoće 1,15 i filtrirana. U filtrat se polagano; uvodk> C0 2 , 
pa se nakon tr i dana dobio talog hidrata, koji sie đekantirao; 
vođom, filtrirao; i sušio; na zraku. Tako; dobiveni preparat 
rentgenski je identificiran kao foajierit. 

Ovo se cjepivo upotrebiloi za cijepljenje aluiminatne otopine 
koncentracije 100 g/l A120;3 i molairnog odnosa 1 : 1,8. Alumi-
na tna otopina priređena j e otapanjem aluminijskih zrnaca u 
NaOH. Deset litara ove aluiminatne otopine cijepljeno je sa 
100 ig baijerita. Izluičivanje je trajalo pet dana, a kod tempe­
ra tu re od 25° С Izlučeni je hidrat spremljen u bocu zajedno s 
otopinom.. 

Hidratno cjepivo IV. Kao ejepivoi upoitrebljen je hidrairgilit 
po Achenbachu11), a priređen po propisu Schultena12). U na-
trijiskoj je lužini (1050 g NaOH u 5,6 1 vode) otopljeno1 350 g 
aluminijskih, strugotina. Nakon otapanja otopina je ponovo 
nadopunjiena destiliran om vodoim n a 5,6 1 i od neotopljenog 
odvojena filtracijom. Fil tr irana otopina zagrijana je na 
temperaturu od 95° С i preko površine strujao> je C 0 2 (nije 
uvođen u otopinu). Nakon t r i dana reakcija je prekinuta, a 
dobiveni matični lug sadržavao; je još 50 g/l А12Оч. Talog je 
otfiltriran, ispran vrućom vodom, i sušen na zraku. Talog, 
dobiven n a ovaj način, fizikalno' je vrlo1 nejednolik i djelomice 
se sastojao od vrlo finog hidrata. Ovaj, je prepara t upotrebljen 
za cijepljenje aluminatne otopine n a isti način, kao što; je to 
opisano' p r i dobivanju hidiratnog cjepiva III. Dobiveno hidratno 
cjepivo spremijenoi je zajeđnoi š razloženoni otopinom u bocu. 

Hidratno cjepivo V. Hidrat iz produkcije, koji se tehnički 
dobiva Bayerovirn poisitupkoim, upotrebljen je za cijepljenje 
tehničke aluiminatne otopine (vidi pod d). U 2 1 aluiminatne 
otopine dodano je 100 g tog hidrata. Proces razlaganja tirajao> je 
šest dana, kod 35° C. Hidratno je cjepiva zajedno* s razloženoim 
aluminatnoim otopinom spremljeno u bocu. 

Sva navedena hidratna cjepiva upotrebijcna su kao »lu-
žniata cjepiva«, to jest kao razmuljeni izlučeni hidrat u 
razioiženoiji aluminatnoij, otopini. Podaci о dodanim količinama 
cjepiva izraženi su, jednostavnosti radi, u volumnim procentima 
lužnatog cjepiva prema ukupnom volumenu cijepljene aluimi­
na tne otopine. 

Izvedeno je nekoliko pokusa sa sušenim hidratnim 
cjepivom. Hidratno cjepivo I filtriralo se, dobro- ispralo' i na 
zraku sušilo. Zatim, se jedan dio* hidra ta sušio još četiri sedmice 
u eksiikatoru sa СаС12, a drugi se dio nakon hidriranja sušio 
u suišioniku kod 105° С do konstantne težine. 
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d) Opis aluminatnih otopina, koje su upotrebljene kod 
pokusa 

Pokusi razlaganja vršili su se sa četiri različite aluminatne 
otopine, koje su se međusobno razlikovale po sitepenu čistoće. 

Aluminatna otopina A je aluminatna lužina, dobivena 
otapanjem aluminijskih zrnaca u NaOH. Stvoreni talog Fe i Si 
odvojjen je filtriranjem. Pritom su :se aluminijska zrnca, NaOH 
i vođa uzimali' u takvim uteznim omjerima, da je dobivena 
aluminatna otopina sadržavala 100 gfl A1203 i da je imala 
molarni odnos A1203 : N a 2 6 = 1 : 1,8. Aluminatna otopina do­
bivena na ovaj način, nije sadržavala stranih primjesa, što 
naročito vrijedi za S i0 2 , jer su se za otapanje aluminija u NaOH 
upotrebljavale željezne posude. 

Aluminatna otopina В tehnička je aluminatna otopina, 
dobivena iz pogona jedne tvornice glinice. Ona je sadržavala 
100 g/l А12О.Ј i molarni odnos A1203 : N a 2 0 = 1 :1,9. Otopina 
je sadržavala u litri ove nečistoće: 25,4 g Na 2 C0 3 , 11,95 g 
Na 2 S0 4 , 0,8 g NaCl, manje od 0,1 g Or0 3 , manje od 0,2 g V2O s , 
manje od 0,1 g P2Or>, 0,5 g Si0 2 , 0,01 g čestica crvenog mulja u 
obliku sedimenta. Za oksidaciju organske supistanee, koja je 
bila sadržana u 1 litri, potrošeno je 695 ml n/10 KMn0 4 . 

Za određivanje organske supstainee uzeto je 50 nil a lumi­
natne otopine, koja je zakiseljena s H 2 S0 4 . Nastali С 0 2 uklonjen 
je kuhanjem, a zatim je otopina još vruća, t i t r i rana sa KMnOj 
dos pojave ružičaste boje. Još su* točnije vrijednosti dobivene, 
ako se otopini, koja1 je zakiseljena sa H 2 S0 4 , a iz koje je 
uklonjen CO 2, dodao krom at, i ako- se tako dobivena otopina 
ugrijala. Pri tom organske tvari (huminsfca kiselina), sadržane 
u aluiminatnoj, otopini, oksidiraju u C0 2 . Ugljikov dioksid je 
apsorbiran u apsorpcionim cijevima, koje su sadržavale na-
tronsko vapno. Ođvagnuta količina Ć0 2 , pomnožena faktorom 
0,471, daje sadržaj huminske kiseline. Aluminatna otopina В 
sadržavala je 4,23 g/l huminske kiseline. 

Aluminatna otopina С tehnička: je aluminatna otopina 
iste koncentracije kao i aluminatna otopina B, koje sie pr iprema 
vršila češćenjem aluminatne otopine В aktivnim ugljenom. 
Uzelo se 50 1 aluminatne otopine В i dodalo1 se 75 g aktivnog 
ugljena, koji je prethodno raizmuljen u malo' destilirane vode. 
Dodatkom aktivnog ugljena postizava se znatno razbistravanje 
smeđe obojene aluminatne otopine, a po trošak K M n 0 4 smanjuje 
se i iznosi 430 ml n/10-KMnO,, što odgovara sadržaju huminske 
kiseline od 2,62 g/l. 

Aluminatna otopina D. Tehničke aluminatne otopine sadr­
žavaju uvijek male količine finoi dispergiranih čestica crvenog 
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mulja, koje preostaju nakon dekantacije i filtracije aluiminatne 
lužine. Takve aluiminatne otopine sadržavaju prosječno- 0,015 g/l 
čvrste siuipsitanee, ikoja se sastoji uglavnom od željeznog ofesihi-
drata. Kod boksita, koji slabo dekanitiraju, može njihov sadržaj 
biti još i veći. 

Poznato je, da na kristalizacione pojave znatno utječu vrlo 
male količine stranih primjesa. Zbog toga se ispitivao utjecaj 
željeznog oiksihidraita na proces; razlaganja. Alutrrgnaitnoji otopini 
A dodano je toliko fino raspršenoga željeznog oksihidrata, da 
je jedna otopina sadržavala 0,015 g/l Fe2O s , a drugi 0,08 g/l. 
Pr iprema fino dispergiranoga željeznog oksihidrata izvršena je 
na ovaj. način: u 400 ml otopljeno* je 6,28 g Mohrove soili, to je 
zakiseljeno s malo sumporne kiseline, oksidirano' sa H 2 0 2 i 
željezo je taloženo u hladnom s amonijakom. Talog je razmuljen 
u 600 ml vode i peptiziran s malo razrijeđene HCl. Na ovaj 
način dobiveni fino raspršeni željezni oksihidrat idodan je, pet 
minuta prije cijepljenja, u 16 1 a luminatne otopine A. 

3, ODREĐIVANJE TOPLJIVOSTI ALUMINIJSKOG OKSIHIDRATA I 
HIDRATNOG CJEPIVA U 4nNaOH KAO MJERILO »AKTIVITETA« 

I ODREĐIVANJE BRZINE OTAPANJA 

TermO'CUnamički sitabilna ravnoteža procesa razlaganja, kod 
određene temperature, data je ravnoitežom topljivosti alumi­

nijskog oksihidrata u NaOH. Usposta­
vljanje ravnoteže pri procesu razla­
ganja teče zbog prezasićenja vrlo sporo-, 
pa je za određivanje ravnoteže pr imi­
jenjen, drugi p u t , to jest otapanje 
aluminijskog oksihidrata u NaOH. 

Otopini 4nNaOH odgovara sadržaj 
od 124 g/l N a 2 0 , a to je približno ista 
koncentracija N a 2 0 kao i kod alumi-
natne otopine, koja se razlaže po Вауе-
rovu postupku. 

Određivanje topljivosti vršilo se u 
aparaturi , koja je prikazana na slici 1. 

Na okruglu jensku tikvicu sa b ru -
šenim grlom nataknuto je Liebigovo 
hladilo, koje je na oba kraja imalo 
ugrađene ležaje. Kroz hladilo je prola­
zila čelična šipka, učvršćena u oba 
ležaja. Na donjem kraju šipke bila su 

Si. i. smještena dva krila, koja su služila 

174 



kao miješalo, a na gornjem kraju remenica, gonjena elek­
tromotorom. Apara tura je do ruba tikvice stavljena u 
terrnos'tat, a kroz hladilo je propuštana voda za hlađenje. Za 
određivanje topljivosti odvagnuto je 25 g .aluminijskog oksihi-
đrata, dodano je 450 ml 4nNaOH, i aparatura je stavljena u 
pogon. Da bi se postigla ravnoteža, otapanje se vršilo sedam, 
do osam dana kod nižih temperatura (18°—40° С), а kod viših 
temperatura (40°—60° C) tri do četiri dana. Sadržaj A1203 u 
lužini određivao- se gravirnetrijski kao А1(ОН)3 taloženjem sa 
C 0 2 po' Frickeu i Meyringun. Na gornji način određivala se 
topljivost aluminijskog oksihidrata, kao i topljivost pojedinih 
hiđratnih cjepiva. Radi. ispitivanja veličine zrna i fizikalne 
jednoličnosti hidrata povećavale su se također, kod određivanja 
topljivosti, odvage pr i istoj, količini NaOH. Nadalje je određi­
vana i brzina otapanja i to kod 25° C. 

4. PROMJENA VELIČINE ZRNA ALUMINIJSKOG OKSIHIDRATA U 
OVISNOSTI О VREMENU RAZLAGANJA ALUMINATNE LUŽINE 

Kinetičke pokuse procesa razlaganja prati la su i mjerenja 
veličine zrna izlučivanog hidrata. U toku izlučivanja alumi­
nijskog oksiihidrata 'pokazalo se, da je prvi dan izlučeni hidrat 
najkrupniji, a da drugog i trećeg dana izručene pojedine frakcije' 
sadržavaju uvijek više manjih čestica. Pireima teorijama о 
stvaranju kristala iz otopina15) ne bi se mogli očekivati takvi 
rezultati, jer, općenito/uzevši, iz jako zasićenih otopina ispadaju 
fino kristalinioni taloži, a iz slabo zasićenih naprotiv krupno-
zrnati. S obzirom n a sporo stvaranje, aluminijskog oiksihidrata 
moglo bi se pretpostaviti , da su mogućnosti ras ta čestica, koje 
se izlučuju drugoga i trećeg dana, znatno smanjene već izru­
čenim hidratom, budući da novo izlučene čestice hidrata ne 
mogu više u toj otopini tako dobro rasti. Da bi se ova pojava 
ispitala, vršili su se pokusi tako, da je nakon prvog dana 
izlučeni hidrat izdvojen iz izlučivača, i aluminatna je lužina 
još jedamput cijepljena. 

Mjerenje veličine zrna, t. j . u mikroskopu vidljivih sekun­
darnih čestica, vršilo se kod krupnozrn atih preparata mikro­
skopski, a kod fino disperznih preparata veličina je čestica 
dobivena iz rentgenskih interferencija. Budući da se na temelju 
rentgenskih interferencija mogu identificirati veličine kristala 
tek ispod 10~5 cm, to su se mikroskopska mjerenja veličina 
10^4 do 10^5 cm vršila manje točno, tako da se mogao ocijeniti 
samo red veličine. 
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5. PIKNOMETRlCKO ODREĐIVANJE GUSTOĆE ALUMINIJSKOG 
OKSIHIDRATA 

Da bi se fizikalno karakterizirali hiđrati , koji su dobiveni 
pri procesu razlaganja, određivala se gustoća pojedinih prepa­
rata. Za određivanje gustoće upotrebljeni su piknometri , 
opremljeni teranoimetroni, podijeljeni u desetinke stupnjeva. 
Mjerenja su se vršila na osnovi Harmsovih uputa14), navedenih 
u monografiji »Gustoća tekućih i čvrstih tvari«. Kod mjerenja 
je vaganje reducirano na zrakoprazan prostor. Kao piknotme-
trička tekućina služio je ksilol, iz kojega j e prije upotrebe 
uklonjena voda bezvodnim СаС12- Mjerenja su se vršila kod 
25° С s točnošću od ± 0,1° C. 

6. PRIKAZ REZULTATA PROCESA RAZLAGANJA 

•Kod ispitivanja je glavna pažnja1 posvećena proučavanju 
ovih pitanja: 

a) utjecaj veličine zrna hidratnog cjepiva na kinetiku pro­
cesa razlaganja; 

b) djelovanje hidratnog cjepiva, razrnuljenog u razloženoj 
aluminatnoji otopini, i djelovanje suhoga hidratnog cjepiva; 

c) utjecaj stranih primjesa, sadržanih u alurmnatnoj. oto­
pini, na brzinu procesa razlaganja i osobine izlučenog hidrata; 

d) djelovanje bajerita i hidrargili ta kao1 cjepiva; 
e) Uloga hidratnog cjepiva u procesu razlaganja. 

Rezultati ispitivanja prikazani su na dijagramima 2 do 7. 
Na apscisu je nanesenoi vri jeme t u satima, a na ordinatu 
količina izlučenog hidrata, izražena u % A120.3. Budući da je 
aluiminätna otopina, koja se razlagala, redovno sadržavala 100 g 
A1203 , to se dobivala količina A1203 , koja je odgovarala 
izručenom hidratu, tako da se od 100 oduzela količina A120-. 
u otopini. 

Iz dijagrama na slici 2. razabira se utjecaj veličine zrna 
hidratnog cjepiva. Za razlaganje je upotrehljena aluminatna 
otopina С (vidi poglavlje 2., d). Cijepljeno je »lužnatim cjepi­
vom«. Krivulja 1 prikazuje rezultat cijepljenja sa 1,54 vol % 
hidratnog cjepiva I; krivulja 2 sa 0,15 vol % hidratnog cjepiva 
II; krivulja 3 sa 17,0 vol % hidratnog cjepiva V. Temperatura 
je prilagođena .praktičnim uvjetima rada po Bayer.ovu postupku. 
Početna temperatura iznosila je 55° C, konačna temperatura 
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nakon četiri dana 40*0. Svakih dvanaest sati snižavana je 
temperatura tako, da je odgovarala linearnoj1 krivulji hlađenja 
od 55°-^0° С 

SI. 2. Utjecaj veličine zrna hidratnog 
cjepiva na brzinu izlučivanja 

Dijagram na si. 3. prikazuje rezultate ispitivanja, koja su 
se vršila hidratnkn cjepivom I, pripremljenim na različite 
načine. Krivulja 1 odgovara »ružnatooi cjepivu« (1,54 vol %); 
krivulja 2 hidratnoirn cjepivu, sušenom kod sobne temperature 

SI. 3. Brzina izlučivanja hidrata sa 
različito pripremljenim, cjepivima 

sa СаС12; krivulja 3 hidratnom cjepivu, sušenom kod 100° С 
U sva tri slučaja upotreibljene su iste količine hidratnog cjepiva, 
i to 1,67 g А1(ОН)3 na litru aluminatne lužine. Mora se naročito 

12 Rad Jug. Akad. 277 177 



istaći, da se kod upotrebe sušenog hidratnog cjepiva opazilo 
pogoršanje kvalitete izlučenog hidra ta s obzirom na veličinu 
zrna. Dobiveni je hiđrat bio disperzan mnogo jače negoli kod 
upotrebe lužnaitog 'Cjepiva (vidi i pogl. 13.). U ovim pokusima 
razlagana je aluminatna otopina A kod početne tempera ture 
od 60° С i konačne od 40° C. 

Dijagram na slici 4. prikazuje raznolik tok izlučivanja kod 
upotrebe čiste aluminatne otopine A — krivulja 1, i tehničke 
aluminatne otopine В — krivulja 2. Tehnička aluminaitna oto­
pina В sadržavala je navedene nečistoće (vidi pogl. 2., d). 
Cijepljenje se vršilo sai 0,62 vol % lužnatog cjepiva I. Početna 
temperatura iznosila je 50° C, a konačna 35° С Mora se naročito 
istaći, da se ovakoi raznolik tok izlučivanja pojavljuje samo 
onda, kad ise cijepi s malo cjepiva. Doda li se više cjepiva, te 
razlike nestaju, i u oba se slučaja dobiva tok, kakav je prikazan 
krivuljom 1, si. 3. 

SI. 4. Tok izlučivanja hidrata u alu- SI. 5. Utjecaj organskih sup-
minatnim otopinama A i В stanci]a na tok razlaganja 

Dijagram na si. 5. prikazuje utjecaj organskih supstancija 
na brzinu procesa razlaganja. Kao što se vidi, organske sup­
stancije usporavaju proces razlaganja. Krivulja 1 odgovara 
razlaganju aluminatne otopine В, а krivulja 2 aluminatne 
otopine C. Kao što je već spomenuto, otopina С dobivena je 
obradoim otopine В is aiktivnim ugljenom,, pr i čemu je uklonjen 
dio huminsike kiseline. 

Cijepljeno je sa 1,25 vol % hidratnog cjepiva I. Početna 
temperatura bila je 55° C, a konačna 40° С 
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Dijagram na si. 6. prikazuje utjecaj' fino dispengiranoga 
željeznog oksihidraita u aluiminatnoj otopini na tok razlaganja. 
Krivulja 1 prikazuje razlaganje aluminatne otopine A, krivulja 

SI. 6. Utjecaj fino điispergiranoga 
željeznog oksihidrata u aluminatnoj 

otopini na tok razlaganja 

2 razlaganje aluminatne otopine D sa 0,015 g/l F e 2 0 3 , a kr i ­
vulja 3 razlaganje iste otopine 0,08 g/l Fe 2 0 3 . Cijepljeno* je sa 
1,54 vol °/c hidratnog cjepiva I. Početna je temperatura bila 
60° C, a konačna 40° С 

SI. 7. Djelovanje hidratnog cjepiva • 
III i IV 

Krivulja 1 n a si. 7. prikazuje djelovanje hidratnog cjepiva 
IV, a krivulja 2 hidratnog cjepiva III. Razlaganje aluminatne 
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otopine A vršilo se 'cijepljenjem sa 1,54 vol % hidratnog cjepiva 
III odnosno IV. Početna temperatura bila je" 60° C, a konačna 
40° С 

7. REZULTATI ODREĐIVANJA TOPLJIVOSTI HIDRATA I 
HIDRATNOG CJEPIVA U 4nNaOH 

Na dijagramu si. 8. nanesena je na apseisi temperatura u 
°C, a na ordinati topljivost alummijskog oksihidrata izražena 
u g/l A1203. Krivulja 1 odnosi se na topljivost hidratnog cjepiva 

SI. 8. Topljivost izručenoga hidrata i hidratnog 
cjepiva I u 4nNaOH pri raznim temperaturama 

I, krivulja 2 odgovara topljivosti hidrata nakon prvog dana 
razlaganja (odvojena frakcija). Za hid'ratno cjepivo II (bajerit) 
topljivost kod 25° С iznosi 20,2 g/l A12Q3, a kod 28,5° С 23,5 g/l 
A1203. 

Krivulja 1 na si. 9. prikazuje brzinu otapanja aluminijskog 
oiksihidrata (iz aluiminatne otopine A prvog je dana odvojena 
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~я # 3? Те ю т не ж" 

S1. 9. Brzina otapanja izručenoga hidrata i h i -
dratnog cjepiva I kod 25" С 

frakcija), a krivulja' 2 brzinu otapanja hiđratnog cjepiva I. Na 
apscisi je naneseno vrijeme т u satima, a na ordinati količina 
otopljenoga hidrata, izražena u g/l A1203. 

8. ISPITIVANJE STRUKTURE ALUMINIJSKOG OKSIHIDRATA, 
DOBIVENOG UVOĐENJEM C0 2 U ALUMINATNU OTOPINU 

Frickew), Fricke i Jucaitis17), pa i Fricke i Wullhorst18} 
izradili su metodu za pripremanje čistog hiđirargilita i bajerita.. 
Uvjeti, koje navode navedeni autori, moraju se strogo održavati, 
jer se inače dobiva smjesa obiju modifikacija tr ihidrata. 

Postavlja se pitanje, d a li uvođenjem C 0 2 u aluminatnu 
otopinu (kod 25° C), koju sadržava 100 g/l A1203, a čiji je mo-
larni odnois A1203 : NaO = 1 :1,8, nastaje čisti hidirargilit, 
bajerit ili smjesa obiju modifikacija. Za pogonsku praksu ovo 
pitanje nema direktnog značenja, ako se radi po Bayerovu 
postupku, jer danas n e dolazi više u obzir pr ipremanje cjepiva, 
uvođenjem C 0 2 u aluminatnu otopinu. Uvođenje C 0 2 u alu­
minatnu otopinu potrebno je u rijetkim slučajievima., kad se 
tvornica stavlja u pogon, a nema raspoloživog cjepiva. Neki 
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tehnički stručnjaci drže, da na taj, način pripravljeno hidratno 
cjepivo nije naročito zigodno za cijepljenje, međutim, о tom 
pitanju postoje različita mišljenja. 

Talog, koji nastane uvođenjem C 0 2 u aluiminaitnu otopinu, 
kod navedene koncentracije, rentgenski jie identificiran kao 
smjesa od 80% bajerita i 20% hidrargilita. Tom. je prepara tu 
gustoća određena piknoimetrički (vidi pogl. 9.). Ako se gornji 
preparat upotrebi kao- cjepivo kod temiperatuire razlaganja od 
55—60° C, već u drugoj »generaciji« nastaje čisti hidrargilit 
(vidi pogl. 14.). 

9. REZULTATI ISPITIVANJA VELIČINE ZRNA HIDRATA, REZUL­
TATI RENTGENSKIH SNIMANJA I ODREĐIVANJA GUSTOĆE 

U tabeli 2. dani su rezultati mjerenja veličine zrna poje­
dinih preparata. 

TABELA 2. 

Redo­
slijed Oznaka Veličina 

zrna 
Veličina 
čestica 

a ' b с d 

1 
A1,03 . 3<H20, frakcija 
vog dana razlaganja; 
otopina A 

nakon pr-
aluminatna 8—12. t o -3 -

2 
A1203 . 3H,0, . frakcija 
vog dana razlaganja; 
otopina В 

nakon рг-
aluminatna 5—8.10-3 -

3 
А1,Оз . 3H20, frakcija nakon dru­
gog i trećeg dana razlaganja; alu-
minatna otopina А, В 

1—5.10-3 -

4 Hidratno cjepivo I oko 2,5.10—5 1,0.10-5 

5 Hidratno cjepivo II - 4,0.10-* 

6 Hidratno cjepivo V 5—10.10-4 — 

Preparat i 1, 2 i 3 dobiveni su cijepljenjem hidratnim cje­
p ivom I. Rezultati u koloni с dobiveni su mikroiskopskim 
mjerenjem, a kolona d sadržava vrijedinosti za veličine čestica, 
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dobivene xentgenagrafski. Mora se napomenuti, da se mikro­
skopskim mjerenjem dobivaju veličine sekundarnih čestica, a 
rendgenskim snimanjetm veličine' pojedinih kristalita ili pr i ­
marnih čestica. 

Taložne frakcije, koje su odvojene prvoga, drugog i trećeg 
dana razlaganja, sastojale su se isključivo od hidrargilita, kako 
je to utvrđeno rentgenskim ispitivanjem. Takav je rezultat 
dobiven bez obzira na to, je li se radilo о čistoj aluminatnoj 
otopini A ili tehničkoj aluminatnoj} otopini B. Pikncmetričkim 
određivanjem gustoće dobioi se isti rezultat (vidi tabelu 3.). 

TABELA 3. 

Redo­
slijed e (2б") Gubitak ža­

renjem u °/o 

a b с d 

1 

2 

3 

Frakcija poslije prvog dana, 
aluminatna otopina A 

Frakcija poslije prvog dana, 
aluminatna otopina В 

Al(OH)s dobiven uvođenjem 
C0 2 u aluminatnu otopinu 
(vidi pogl. 8.) 

2,4202 ±0,0011 

2,4193 ± 0,001© 

2,4001 ±0,0012 

34,88 

34,93 

35,05 

Fricke i Severin19) naišli su, da hidrargilit iima gustoću 
2,424 kod 20° C, a bajerit 2,529. Kako se u tabeli 3. pod 3 radi 
о prepara tu (vidi pogl. 8.) s gustoćom 2,4081, koji je smjesa od 
približno 20% hidrargilita i .80% bajerita, to bi se iz toga za 
čisti bajer i t -preparat mogla proračunati vrijednost za .gustoću 
2,405. Ovaji je proračun samo približan, jer se rentgenskim 
snimanjem nikada ne, može utvrditi točan procentualni sastav, 
i jer vrijednosti za gustoću nisu reducirane na potpunoi bezvodnu 
supstanciju (teoretski gubitak žarenjem 34,65%). U svakom je 
slučaju potrebno, da se gustoća čistih bajeri t-preparata još 
jedamput provjeri. Na osnovi teoretskih razmatranja proizlazi, 
da bi bajerit morao imati manju gustoću od hidrairgilita, jer 
je bajerit u odnosu prema hiđrargilitu nestabilan, i jer gotovo 
uvijek spojevi s većom toplinom stvaranja imaju i veću gustoću. 

183 



U dijagramu si. 10. prikazani su rezultat i određivanja 
topljivosti aluminijskog oksihidirata u 4n Na ОН s povećavanom, 
odvagoim. 

SI. 10. Ispitivanje fizikalne jedinstvenosti alu­
minijskog oksihidrata određivanjem topljivosti 
u ovisnosti о količini taložne supstanee, kod 45°C 

Kao mjerilo za fizikalnu jedinstvenost aluminijskog oksi­
hidrata Fricke20) је prvi istakao ovisnost njegove topljivosti u 
lužinama о povećanoj* odvaži taložne supstancije. Topljivost 
fizikalno> potpuno jedinstvenih prepara ta neovisna je о re la­
tivnoj količini taložne supstanee, a kod smjesa različite veličine 
zrna i prema tome različite* topljivih čestica s povećanom 
količinom 'taložne supstancije topljivost raste. Ova se pojava 
objašnjava tako, što koid manje količine taložne supstancije 
čestice veće topljivosti nisu još postigle stepen zasićenja, j e r 
se u taložnoj supstanciji još ne nalaze u dovoljnom broju. Di­
jagram si. 10. pokazuje, da kod procesa razlaganja ne postoje 
uvjeti za izlučivanje fizikalno jedinstvenih preparata. Taložna 
frakcija nakon prvog dana razlaganja mnogoi je homogenija 
negoli taložna frakcija nakon drugog dana razlaganja. Naročito 
je jako dispetrzan hidrat, koji se izlučio trećega i četvrtog dana, 
iako je brzina izlučivanja bila znatnoi imanja. Pa i u onom 
slučaju, kad se hidrat, izručen nakon prvoga: dana, iz izlučivača 
ukloni, i otopina ponovo cijepi, dobiva se jaka ovisnost toplji­
vosti о povećanoj, količini taložne supstancije. Kod daljeg pove­
ćanja odvage dobiva se pravac, koji ide paralelno s apscisom, 
kako se to vidi u dijagramu si. 10. 

10. DQSADASNJE SPOZNAJE О TEORETSKIM OSNOVAMA 
PROCESA RAZLAGANJA 

Teoretsko razmatranje .procesa razlaganja mora uvijek 
početi sa sastavom razrijeđenih aluminatnih otopina. Pi tanje 
konstitucije amfoternih elektrolita u alkaličnim otopinama 
nije još do danas potpuno objašnjeno, iako1 se u l i teraturi mnogo 
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obrađuje. Ima autora, koji uopće negiraju amfoterni karakter 
A1(0H)3 i aluiminate smatraju za koloiidalne otopine, to jest za 
peptiztrane soli aluminijskog hiđrata21). Ovo' gledište dokazuje 
činjenica, da se električna vodljivost lužine dodatkom А1(ОН)3 
naročito n e mijenja, i da se t im dodatkom povećava njezin 
viskozitet. Protiv toga gledišta govori i samo opažanje autora, 
a to je, da se a luminatne otopine ne imogu koagulirati. Posto­
janje koloidalnih čestica ne može se dokazati ultramikroskopom. 
Iako to nije bezuvjetni dokaz, da koloidne čestice ne postoje, 
ipak se mora uzeti u obzir, da bi se one kod' mnogobrojnih i 
različitih metoda dobivanja1 aluminatnih otopina ipak jednom 
morale pojaviti, je r veličina čestica jako ovisi о načinu njihova 
pripremanja. Ne smije se zaboraviti, da se kod zamišljene 
koloidne prirode aluminatnih otopina ne bi nikad mogla stvoriti 
prava ravnoteža topljivosti, a ispitivanja, topljivosti hidrargilita 
u natrijskoj lužini, u nekoliko uporednih pokusa, dala su 
stvarnoi konstantne vrijednosti zasićenja. 

Prema ispitivanjima Ostwaldai0) i Ostwalda i Buzagha*1) 
između jako •disperznih i koloidnih otopina postoje ove vrlo 
karakterist ične razlike. Za jako* đisperznu (molekularno' đisper­
znu) topljivost vrijedi, kod fizikalno potpuno jedinstvene 
supstancije (ista veličina zrna), Gay-Lussacovo pravito, prema 
kojemu jie topljivost neovisna о količini taložne supstanee. 
Ovakav idealizirani slučaj rijetko se pojavljuje kod realnih 
kristala oiksihidrata, a pogotovu se ne pojavljuje pod uvjetima, 
koji se traže po Bayerovu postupku. Tu se uvijek izdvaja 
smjesa zrna različitih veličina i prema tome različitoi topljivih 
čestica. Iz dijagrama si. 10. vidi se, da taložna frakcija nakon 
prvog dana razlaganja pokazuje mnogo manju ovisnost toplji­
vosti о povećanoj' odvaži nego ona nakon drugog dana. Ovisnost 
topljivosti s povećanom količinom taložne supstanoe svodi se u 
ovom slučajiu n a postojanje energetski nehomogene supstanoe, 
a to znači, da sadržava čestice različite topljivosti. Kod jednoga 
potpuno^ homogenog preparata bez sumnje bi vrijedilo Gay-
Lusisacovo pravilo. Uostaloim, Fricke i Jucaitis42) su izradili 
metodu za pripremanje hidrargilita, kod kojega je bilo zado­
voljeno Guy-L-ussaeovot pravilo:, to jest topljivost je bila neovisna 
о količini taložne supstanee. 

Peptiziranl solcvj vladaju se sasvim drugačije. U većini 
slučajeva nailazi se na ovisnost topljivosti о količini taložne 
supstanoe, koja kod točno' određene, količine taloga pokazuje 
maksimum,, a kod daljeg povećanja topljivost se smanjuje. 
Takav se odnos može izvesti na osnovu čisto energetskih opa-
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žanja na solu41). Kod svih molekularno đisperznih otopina 
krivulja .topljivosti nikad nema maksimuma. 

Protiv tumačenja о koloiđnoj disperziji aluminijskog hidrata 
govore i rezultati mnogih autora, koji su potenciometrijski 
t i trirali otopinu aluminijskog klorida sa NaOH. Pr i tom se 
moglo, kod takozvanoga »aluminatnog skoka« besprijekorno 
dokazati »stvaranje soli«23). Protiv s tvaranja prave soli ima, 
međutim, također nekoliko1 prigovora. Dosad nije pošlo1 za 
rukom, da se iz razrijeđenih aluminatnih otopina, kakvi se 
upotrebljavaju za razlaganje po Bayerovu postupku, izdvoji 
točno definirani, čvrsti natrijski aluminat24). Kao donju granicu 
koncentracije, kod koje se iz vodenih otopina natrijskog alu-
minata dobiva čvrsti aluminat, Fricke i Jucaitis25) navode 22% 
N a 2 0 kod 30° С. Dobiveni aluminat ima sastav 2 Na20.2Al20 ; , . 
5H 2 0. Ispod 22% Na 2 0 , a kod 30° C, dolazi uvijek" kao taložna 
supstancija alumimjski^hidirait. Osim toga, i vodene su alumi-
natne otopine nestabilne i samoi onda ograničeno postojane, kad je 
molarni odnos Na 2 0 : А12О3 veći od 1. Koncentrirani je otopine 
redovita su stabilnije nego razrijieđenije. Zamišljena aluminatna 
otopina molarnog odnosa A1203 : N a 2 0 = 1 : 1 raspada se t re ­
nutno izlučujući А1(ОН),... Ovu činjenicu uzimaju u obzir čak i 
autori, koji su se izjasnili za stvaranje pravih soli pri nastajanju 
aluminata? Slade i Polak26) su objavili, da se mjerenjem vodlji­
vosti razrijeđenih aluminatnih otopina mogla utvrdit i prisutnost 
aluminata, koji su se brzoi raspali. 

U literaturi se za natrijski aluminat u vodenim otopinama 
navodi formula NaA102

27), što odgovara natrijskoj, soli jedno-
bazične aluminijske kiseline HA102 . Ova formula zadovoljava 
za a'luirninatne otopine, kojih je koncentracija Na sO veća od 
22%. Kod razrijeđenih otopina, koje se raspadaju djelomice 
spontano, a djelomice s dodatkoim hidratnog cjepiva, izlučujući 
А1(ОН)з, gornja se formula može također upotrebiti, ako> proces 
raspadanja promatramo kao hidrolizu, i to p rema reakcionoj 
jednadžbi 

A 1 0 2 - + 2 H 2 0 ^ А1(ОН)3 + O H - . 

Izlučivanje aluminijskog oksihidrata po Bayerovu postupku u 
l i teraturi se stvarno prikazuje kao hidroliza28). Fricke22) je prvi 
poisumnjao, da se ovdje ne radi о čistoj hidrolizi, i s pravoim 
je ukazao na činjenicu, da efektivni stupanj, hidrolize, koji se 
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postigao pri razlaganju, n e stoji ni u kakvu razmjeru s jakošću 
kiseline (vidi pogl. 11.). On međutim nije dao* nikakvih podataka 
о hidrolitičkoj ravnoteži, ali je držao, da' pored hidroilitičke 
ravnoteže postoji još ravnoteža aluiminata s koloidno otopljenim 
hidratoim, ali n i za to nije pružio nikakvih dokaza. Dô  takva 
tumačenja dolazi Fricke na osnovu eksperimenata, koji su 
pokazali, da svježe pripremljene aluminaitne otopine pokazuju 
manju vodljivost, a i imanje sniženje , točke ledišta, od onih, koji 
su dulje vremena stajali. Nadalje, da izlučivanje aluminijskog 
hidrata i povišenje vodljivosti kod procesa razlaganja ne teku 
paralelno'. Međutim, takva pojava n e mora bezuvjetno' biti 
vezana sa prisutnošću koloiđnoga aluminijskog hidrata (vidi 
pogl. 12.). Iako Fricke dopušta mogućnost prijelaza u jednu 
polikiselinu, ipak se odlučuje za koloidnu »ravnotežu«. Djelo­
vanje hidratnog cjepiva promatra on kao* ubrzano koagulaciono 
djelovanje koagulacionih centara, koje nastaje uvođenjem 
cjepiva u fino razdijeljeni i dobra peptiziranu sol aluminijskog 
oksihiđrata. Za ovakvo 'tumačenje nedostaju dokazi о postojanju 
koloidnih soli aluminijskog oksihidrata, a oisim toga' i ostali bi 
koagulatori -morali imati istoi djelovanje. Iz ovih se izlaganja 
vidi, da se hipoteza о koloidalnom obliku razrijeđenih alumi-
natnih otopina, kao> i hipoteza о stvaranju prave soli, ne mogu 
održati. Tako Beljajev59) na osnovu radova Strokova62) drži, da 
su a luminatne otopine, zbog specifičnih pojava, kompliciraniji 
sistemi nego obične solne otopine. Ovo shvaćan je Beljajeva 
upućuje već na mogućnost, da postoje kompleksni ioni, iako to 
sarn autor nije naročito' naglasio. Ako ;se pr ihvat i formula 
NaHA102 , može se izlučivanje Ai(OH)2 objasniti samo hidro­
lizom. Korak dalje ide Werner29), koji aluminatima u vodenoj 
otopini pripisuje kompleksni anion [(А1(ОН)4]~. U tom se 
slučaju proces razlaganja .može tumačiti kao raspadanje kom­
pleksne soli, koje nastaje djelovanjem hidratnog cjepiva zbog 
prekoračenja ravnoteže topljivosti, pri čemu hidroliza ima 
samo sporedan značaj. Međutim, tako predloženoj Wernerovoj 
formuli posvećena je u l i teraturi vrlo malena pažnja. Wernerovo 
gledište zastupa i Heyrovsky30), koji stabilnost kompleksnog 
iona [А1(ОН)Ј— osniva na. prisutnosti 4 hidroksilne grupe u 
prvoj Wernerovoji kooirdinacionoji sferi. Isto stajalište zastupaju 
Harasymenko31), Meerwein52) i Remy33). U radovima Bauer-
meistera;4) govori se о odnosima ravnoteže hidrata u lužinama, 
a podatke о odnosima ravnoteže pri procesu razlaganja daju u 
svojem radu35) Bauermeister i Fulda. 
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11. HIDROLITIČKA RAVNOTEŽA U TEHNIČKIM ALUMINATNIM 
OTOPINAMA 

Da bismo odredili ulogu hidrolitičkih procesa pr i razlaganju 
aluminataih otopina, potrebna su slijedeća razmatranja. Ako 
se, po Werneru, pretpostavi, da razri jeđene aluminatne otopine 
sadržavaju anione [А1(ОН)4]—, onda formula natrijskog aluimi-
nata glasi Na[Al(OH)4].,Kod prave hidrolize natrijiske alumi­
na tne otopine dolaze u obzir ove pojedinačne reakcije: 

Na[Al(OH)J =Г Na+ + [А1(ОН)Ј- (1) 

- [Al(OH)J- + HOH 3 : Н[А1(ОН)Ј + OH~ (2) 

Н[А1(ОН)J 3- H+ + [Al (OH)J- (3) 

HOH ? H + + O H - (4) 

Kao stupanj, hidrolize označava se dio natrijskog aluminata, 
koji s vodom, ili bolje rečeno s H + -ionima vode, stvara А1(ОН)3. 

a_ [Al(OH).,] 
[c] 

gdje [А1(ОН]3 znači rnolarnu koncentraciju hidrolizom nastaloga 
aluminijskog hidrofesida, a [c] molarnu koncentraciju otoplje­
noga aluminata. 

Jednaidžlba (2) prikazuje hidrolitičku ravnotežu. Ona je 
dana .konstantom hidrolize 

тг _ [НА1(ОН)4] • [OH-] 
K h i đ r _ [А1(ОН)4]-.[НОН] ( b ) 

Konstanta disoicijacije jednobazične aluminijske kiseline dana 
je sa 

К - [H+] • [А1(ОН)Ј-
Hx [НА~1(ОН)4] W 

Između konstante disocijacije i konstante hidrolize postoje, 
kako se lako može pokazati, ovi oidnosi. Iz jedxiadzbe (6) dor-
biva se 

Кн. 
[ A l ( O H ) 4 ] - = ^ Y -[НА1(ОН)4]. 
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Iz jednadžbe (5) izlazi 

[Аконит mzi-ршшы. 
Khidr 

Iz toga slijedi za konstantu disocijacije 

[H+] - [ОН-] 
Кн = ( i) 

ri-hidr 

gdje je [H+] • [ОН - ] == Рн.,п i znači ionski produkt vode. Za 
Khidr dobiva se p rema tome 

w = ^ ^ (8) 

Wood38) je konstantu đisoeijaeije odredio iz konstanata hidrolize 
razrijeđenih alkaličnin aluiminatnih otopina. Ravnoteža, po­
stignuta nakon četiri sedmice kod 25° C, smatrala se kao 
konstantna. Stupanj hidrolize iznosio: je 35%, pa je konstanta 
disocijacije bila Кнх = 6,3.10-13 (25° С). Blum?7) je dobio 
znatno veći rezultat , i to potenciometrijskom titraeijoim otopine 
aluminijskog klorida s naitrijskom lužinom:, p r i čemu je kod 
»alurmnatnog skoka« koncentracija H + -iona iznosila IO -10 '5 . 
Ova je vrijednost bila uvrštena u jednadžbu (6). Molarna kon­
centracija [HAl(OH).,] bila je tada jednaka vrijednosti, koja se 
našla pri »aluminatnoim skoku« za O H — = 10—3>5. Za [А1(ОН)4]— 

stavljena je koncentracija Na[Al(OH)4] • 0,8 s pretpostavkom, 
da je 80% natrijskog aluminata ionizirano. Za konstantu diso­
cijacije Кнх dobivena je onda vrijednost 5,0.10 -8. 

Kod Woodove vrijednosti treba .primijetiti ovo. Čim. se 
kod aluminatnih otopina zbog hidrolize izluči aluminijski hi-
droksiđ, on dalje djeluje na raspadanje aluminatne otopine, pa 
se prema tome više ne radi о pravoj: hidrolitičkoij ravnoteži. 
Izlučivanje А1(ОН)3 započinje doduše hidrolizom, ali dalje 
raspadanje a luminatne otopine ne slijedi više samo na osnovu 
hidrolitičkog procesa. . Stoga je razumljivo, da je vrijednost 
konstante disocijacije po VVbodu znatno manja (jer je pretpo­
stavljen i manjii stupanj: hidrolize) nego ona vrijiednost, koja je 
određena po Blumu, drugom metodom. 

Sva određivanja konstante disocijacije jednobazične alu­
minijske kiseline, koja su navedena u literaturi, daju veće 
vrijednosti, ako se to određivanje nije vršilo mjerenjem stupnja 
hidrolize. Fricke nalazi sličnu vrijednost kao Blum, a Treadwell 
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i Zürcher2*) nalaze vrijednost za konstantu disocijacije IO - 1 0 . 
Pr i tomu treba uzeti u obzir, da se vrijednosti za konstantu 
disocijacije, zbog različitog stepena starosti« hidrata, prilično 
kolebaju. 

Maffei™), koji jie na osnovu mjerenja vodljivosti alkaličnih 
aluminatnih otopina proraičunao vrijednost za KHx sa 6.IO-12, 
morao je isto tako dobiti manju vrijednost, jer se zbog ota­
panja aluminata oslobađaju OH~-ioni , zbog čega nastaje jača 
hidroliza. To se odražava i u većoj vodljivosti (vidi pogl. 12.: 
Polimerizacija aluminatnih iona). Ipak, i u onom slučaju, kad 
se vrijednost konstante disocijacije, koju je našao* Wood, uvrsti 
u jednadžbu (8), rezultati izračunanog stupnja hidrolize ne 
zadovoljavaju prema efektivno postignutom izlučivanju alumi-
nijjskog oksihidrata u procesu razlaganja 

к _ Рн2о _ 1,27.10-14 _ 9 m i n _ 2 
Khiđr - 'кн7 - ~бШ=*— 2,0L1° 

Ako se zatim izračuna stupanj hidrolize neutralne aluminatne 
otopine (s pretpostavkom da je stabilan) po jednadžbi 

^=у^(уТ7^-у^) о) 
tada se za normalnu aliuiminatnu otopinu dobiva stupanj! hidro­
liza 13,12% (25° C), a za n/ lO-alummatnu otopinu stupanj 
hidrolize, 29,5% (25° C).' 

Kod tehničkog dobivanja aluminijiskog hidrata po Bayerovu 
postupku razlazu se jače alkalične otopine, jer bi inače raspa­
danje otopine moglo započeti prijie nego se provede proces 
razlaganja. Ako postoji na pr. alurninatna otopina sa 102 g/l 
A1203 i 120 gil Na 2 0 , o n d a ' t o odgovara hidroksilnoj koncen­
traciji (računato na slobodni Na 20) od 120 — 61,99 = 58,01 gf\, 

odnosno „v'r.<r = 0 , 9 3 7 mol/l. 61,99 
Zbog prisutnosti hidroksilniih iona bit će, naravno, hidro­

liza jako potisnuta (vidi jednadžbu 5.}. Još će niži biti stupnjevi 
hidrolize, ako se za proračun upotrebe konstante disocijacije 
dobivene drugim metodama. 

Zaključno se može kazati, da pr i razlaganju alkaličnih 
aluminatnih otopina, kakve se primjenjuju kod Bay er ova po­
stupka s moilarnim odnosom A1203 : N a 2 0 = 1 : 1,8—2,0, hidro­
liza ima podređenu ulogu, i to zato, jer iskorištenje, koje se 
postiglo pri razlaganju, ne stoji ni u kakvom razmjeru s jakošću 
aluminijske kiseline. 
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12. IZLUČIVANJE ALUMINIJSKOG HIDRATA PREMA TEORIJAMA 
О STVARANJU KLICA I BRZINI KRISTALIZACIJE 

a) Stanje prekoračenja 

Radovi, koje su objavili Fricke i Jucaitis25), о ravnoteži, 
koja nastaje otapanjem hidrargilita u NaOH, sadržavaju za­
nimljiv podatak. Iz aluminatnih otopina, ako je koncentracija 
N a 2 0 veća od 22%, nastaje kao taložna Kupstanca natrijski 
aluminat, a ispod te granice uvijek se taloži А1(ОН)3. Ovaj 
eksperimentalni nalaz ukazuje, 'da samo kod koncentriranih 
aluminatnih otopina (više od 22% Na20) postoje otopljene 
molekule NaA102, a s postepenim razređenjem otopine počinje 
stvaranje »solvatnih kompleksa«. Pod solvatnim. kompleksom 
razumijeva se labavi kemijski spoj, koji je vjerojatno nastao 
djelovanjem sila elektrostatičke prirode. Iz odnoisa stabiliteta 
moglo (bi se zaključiti, da su ovi solvati sastavljeni od labavih 
kompleksa molekula. 

Sasvim formalno može se ovakav prijelaz iz čistog alumi-
nata u solvatni kompleks prikazati formulom 

NaA102 + n H 2 0 -t- Na[A102 • nH 2 0] 

ako jie n = 2, dobiva se 

NaA102 + 2 H 2 0 -£ Na А1(ОН)4, 

Proces razlaganja može se tada smatrat i kao jednostavno 
raspadanje kompleksa pod utjecajem hidratnog cjepiva. 

Na[Al(OH)J ~> Al(OH),3 + NaOH. 

Kao što je već spomenuto (vidi pogl. 10.), ustanovljeno je, 
da svježe pr i ređene aluminatne otopine, oibratno' od onih, koje 
su dulje vremena stajale (pretpostavlja se, da se za to< vrijeme 
ne izdvaja hidrat),, pokazuju imanju vodljivost i manje sniženje 
ledišta. P r i razlaganjiu izlučeni hidrat i porast vodljivosti ne 
teku paralelno. Ta se pojava većinom svodi na peptizaciju alu-
mmijiskog hidrata u aluminatnoji otopini. S druge strane ekspe­
rimentalno uobičajenim sredstvima nije pošlo za rukom da se 
potvrdi postojanje takvog sola. Mnogo je prihvatljivije tuma­
čenje, d a aluminati naginju polimerizaiciji, što' je Heyrovsky^) 
eksperimentalno lako dokazao kod litijskog aluminata. Alumi­
nijska je kiselina u uskoim srodstvu s bornom kiselinom, što se 
odrazuje u sličnosti konstante disocijacije. 
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Aluminatni ion [А1(ОН)4]~"~ ima tendenciju, da u razrije­
đenim otopinama polimerizira p rema jednadžbi 

2 [А1(ОН)Ј- :Г А12(ОН)7- + О Н -

što se odražava u povećanju vodljivosti i sniženju točke ledišta. 
Ovo dovoljno1 objašnjava, zašto porast vodljivosti i izlučivanje 
aluminijskog hidrata ne teku paralelno. 

Raspadanje solvatnih kompleksa, s obzirom na stabilitetne 
oidnoise, jasno1 je sa stajališta termodinamike. Na osnovu toipljp.-
vosti hkirargilita u natrijskoj, lužini može se, naime, pokazati, 
da je aluminatna otopina, koja se razlaže po Bayerovu postupku, 
prema hidrargiTitu ili bajeritu kao taložnoj supstanciji, nesta­
bilna ili prezasićena. Pr i tomu se može, jednostavnosti radi, 
posve formalno aluminaitna otopina smatra t i za otopinom alu­
minijskog oksiihidrata u 4nNaOH. 

U 'dijagramu na si. 8. točke topljivosti А1(ОН)л, u području 
tempera ture između 20° i 60° C, leže na pravcu1, koji predstavlja 
liniju koegzistencije stabilne aluminatne otopine (I) i nestabilne 
aluminatne otopine (II). Nestabilna aluminatna otopina pada u 
područjje prekoračenja. Uzme li se u dijagramu na si. 8. jedna 
točka u području prekoračenjai (II) i doda li se otopini nekoliko 
aktivnih klica cjepiva, principijelno' će se izlučivati aluminijski 
oksihidrat tako dugo, dok se ne dostigne linija koegzistencije. 
Kod tehničke provedbe Bayerova procesa dolazi se u područje 
II na taj način, da se boksit raščinjava pr i višim temperaturama 
s lužinom, koja sadržava 290—300 g/l Na sO. Pr i tom' ise otapaju 
hidrat i aluminijskog oksida. Nakon raščin javan ja, otopina se 
razredu je tako, da sadrži 100 g/l A120:!, čiime se topljivost hi­
drata u aluminatnoj: otopini jiako smanjuje. Kod 100° С postoji 
još, po Bauermeisteru3i), stabilno stanje1. Razlaganje se vrši kod 
nižih temperatura, pa se zbog toga aluminatna otopina hladi. 
Prekoračenje linije koegzistencije postizava se podhlađivanjem. 
Stepen prezasićenosti može se proračunati po' Volmern15), a 
prema Gibbsu, iz razlike termodinamičkih potencijala kod 
konstantne temperature. 

Za termodinamički potencijal zasićene otopine vrijedi 

«r = ^о + RTln Cs 
gdje c8 znači koncentraciju zasićenja. 

Za termodinamički potencijal prezasićene otopine vrijedi 

«l/fI _= и0 + RTln с . 

gdje с znači koncentraciju prezasićene otopine. 
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Stepen prezasićenosti može se izraziti razlikom obaju 
termođin amičkih potencijala 

piln — fit = RT ln - ° - (10) 

Razlika џ1/п — fit ima značenje reverzibilne radnje, koju sistem 
vrši pri prijelazu iz stanja II u stanje I. Strogo uzevši, za 
proračunavanje termodinamičkog potencijala treba staviti 
akti vit ete umjesto koncentracija. Ove su vrijednosti proračunate 
za koncentraciju с = 1 0 0 za različite temperature i unesene su 
u dijagram si. 11. 

1200 

1100 

im 

vi 

f ПО 

I $10 
15 50 55 W *f SO JS «« 

—~t°(c) 
SI. 11. Termodinamički potencijali 
prekoračenja pri različitim tempe­

raturama 

b) Stvaranje klica 
Za pravi je kristalizacioni proces karakteristično, da se pri 

izlučivanju pojavljuje znatan toplinski efekt. Veoma je važna 
činjenica, da izručeni kristali hidrata predstavljaju već prisutne 
granične površine. Svatko, tko* ima praktičnog iskustva; s pro­
vođenjem Bayerova postupka, može potvrditi, da se kod 
pripremanja hiđratnog cjepiva, koje se izlučuje pri niskim 
temperaturama, opaža znatno povišenje temperature . Oba se 
pojava /mogu objasniti, .prema novijim teorijama о stvaranju 
faza, na ovaj, način. 

Po Volmern,15) i Gibbsu može se kazati, da je prekoračenje ' 
stabiliteta neke faze moguće zbog toga, što se kod stvaranja 
nove faze uvijek mora vršiti radnja. 
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Gibbs je, a kasnije na drugi način i Volmer, teoretskim 
putem izveo vrijednost za radnju pri stvaranju klica. Ta v r i ­
jednost iznosi za kristale 

А к = 1/3 -So-i Out (11) 

gdje ai znači slobodnu površinsku energiju (napetost površine), 
O; površinu klice. Izraz 2aL О.к znači algebarsku sumu umnoška 
svih površinskih energija prema otopini s površinom svih klica. 
Vrijednost ai nije kod svih površina klica jednaka, nego svaka 
površina čestice ima drugu vrijednost o. 

Odnos između pojedinih vrijednosti za a daje Wulfovai5) 
jednadžba 

hi h 2 h3 
(12) 

što znači, ako se od središta kristala, u položaju ravnoteže, na 
sve granične površine spuste okomice, onda su pojedine uda­
ljenosti od središta do površine proporcionalne odgovarajućim 
površinskim energijama. To znači, da površine s najvećom 
površinskom energijom imaju najmanje oplošje. 

Međutim, jednadžba (12) ima malu praktičnu vrijednost, 
jer se eksperimentalno može mjeriti samo srednja površinska 
energija a. Veličina о može se nadime proračunati iz odnosa 
topljivosti malih i velikih kristala. Za razliku termodinamičkih 
potencijala kapljice radijusa r i tekućine s ravnom površinom 
vrijedi, po4Voilmeru, jednadžba 

2a 
( « r — u»)= — v (13) 

gdje a znači napetost površine, a v molarni volumen. 
Ako se jednadžba (13) primijeni na kristale, s p re tpo­

stavkom,, da vrijedi zakon о idealnim plinovima, ona glasi 

Л - V = ^ v (13a) 
hi h2 

Ako* se mjesto' napetosti para stavi topljivost, dobije se jedna­
džba analogna Thomsonovof6) 

RT In ^ - = — v , (14) 
L r 

gdje L ' znači topljivost fino disperznog hidrata radijusa r, a L 
topljivost grubog hidrata. 

194 



Kod primjene jednadžbe (14) mora se imati n a umu, da 
je ona samo približna, jer pretpostavlja valjanost osrnotskih 
zakona, koji vrijede samo za razrijeđene otopine.- Nadalje se 
pretpostavlja, da s u a i v konstantni, što nije vjerojatno, ako 
se radi о malim i velikim kristalima. Ipak se može gornja 
jednadžba upotrebiti za. približno određivanj|e o, da bi se s 
dobivenom vrijednošću 'mogao dobiti red veličine za radnju, 
koju t reba upotrebiti pri stvaranju klica. Vrijednost о bila bi 

158 • 2,5 • IO"5
 1 0 К П 

° = 4 ^ 2 2 ~ 125° e rga /Cm" 
Radnja pri stvaranju klica može se uspoirediti s energijom 
aktivacije, a njena vrijednost može biti mjerilo- za kinetičku 
stabilnost sistema u stanju prekoračenja, u odnosu prema 
stvaranju nove kristalinične faze. U ovom se slučaju mora 
naročito uzeti u obzir, da se visoki stepsn prekoračenja ne može 
objasniti velikom radnjom, koja je potrebna za stvaranje 
klica. Svakako se moraju uzeti u obzir i one sile aktivacije, 
koje su potrebne da se izazove reakcija raspadanja 

Na[Al(OH)4] -> Al(OH),, + NaOH 

Nadalje se mora uzeti u obzir niski koeficijent difuzije alumi-
natnih otopina prema drugim prezasićenim vodenim otopinama. 
Svaka pojava, koja smanjuje radnju pri stvaranju klica, mora 
izazvati ubrzanu kristalizaciju. Stoga osobito značenje imaju 
rubovi izlučivača, miješala, pa termometri, koji su uronjeni u 
otopinu. Isto djelovanje imaju čestice prašine, čestice fino 
dispergiranoga -crvenog mulja, koje su zbog nepotpune filtracije 
ostale u otopini. Naročito povoljan granični slučaj nastaje, kad 
za smanjenje radnje pri stvaranju klica služe sami kristali 
hidrata. Tada će površinska energija na mjestu rasta biti 
jednaka nuli, a klica može sa znatnim smanjenjem radnje 
izrasti u gotov kristal . 

c) Pojedinačne pojave faza pri procesu razlaganja 

Značenje hidratnog cjepiva za kinetiku procesa razlaganja 
proizlazi iz izloženih [u prijašnjoj: točki b)] zakona 0 stvaranju 
klica, kao: i iz povoljnog utjecaja, koji na njihovo stvaranje 
imaju mali kristali, sposobni za rast. Međutim samo time ne 
mogu se objasniti sva opažanja, koja se mogu uočiti u pojedinim 
vremenskim intervalima procesa razlaganja. 

Prije svega se mora istaknuti praktično iskustvo., da 
hiđratno- cjepivo ne strni je biti ni prekrupno, ni presitno.. 
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Upotrebom pregrubog hidrata teče proces razlaganja suviše 
sporo, pa je zbog toga po trebna velika količina cjepiva; prejako 
disperznim hidratom postizava se doduše brzina, koja zado­
voljava, ali je izlučeni hidrat odviše sitan, pa tehnički ne 
odgovara, jer se pojavljuju teškoće pr i filtraciji, a kod kalei-
nacije nastaju zlbog prašenja materijala veliki gubici. 

Moglo bi se očekivati, da će se moći utjecati na veličinu 
zrna izlučemoga hidrata upotrebom vrlo finog cjepiva na taj 
način, da se cijepi vrlo malim količinama takvog cjepiva, kako 
bi ono u otopini imalo mogućnost za normalan rast. Ta pretpo­
stavka, međutim, ne odgovara stvarnosti. U dijagramu si. 2. 
prikazana 'krivulja 2 odgovara cijepljenju sa svega 0,15 vol. % 
vrlo fino dispergirahog hidrata. U praksi se cijepi sa mnogo 
većom količinom cjepiva, pa je ipak izlučeni h idra t vrlo' fin. 
Prema tome, osim rasta kristala hidratnog cjepiva, koje se 
dodaje aluminatnoj otopini, značajna je još jedna važna pojava. 

Kod određivanja uvjeta, koji su potrebni da nastane hi­
drargilit, utvrđeno je, da se pri reakcionim o<dnosima, kakvi 
vladaju u procesu razlaganja, po Bayeru, hidrargilit izlučuje i 
onda,, kad se cijepljenje vrši bajeritorn. U tom slučaju nastaje 
zapravo smjesa hidrata, koja se sastoji od hidrargilita i ba-
jerita. Fricke je zatim opazio, ako postoje uvjeti za stvaranje 
bajerita (brzo izlučivanje), da on nastaje čak i onda, kad se 
cijepljenje vrši hidrargilitom. Obje se pojave mogu protumačiti 
samo tako, da kristalinično cjepivo, uneseno u aluminatnu 
otopinu, raste dalje zadržavajući svoju kristaliničnu strukturu, 
ali da ono u isto vrijeme u otopini s tvara hidratni sol, koji se 
već prema uvjetima stvaranja-razvija u hidrargilit ili bajerit. 
Ne može se prihvatiti, da će već izgrađeno kristalinično1 cjepivo 
u otopini prijeći u svoju polimorfnu formu, jer pretvorba 
bajerita u hidrargilit teče vrlo sporo. Međutim, vrlo jie vjero­
jatno, da će se čestica sola, koja je odvojena od kristala i još 
nepotpuno izgrađena, pretvorit i u takvu modifikaciju, kojoj 
odgovaraju reakcioni uvjeti otopine. 

Ako' se prihvati takvo tumačenje,, onda je razumljivo', zašto 
se sa tmnogo manjim količinama fino disperznog cjepiva po­
stizava isto djelovanje kao i s velikim količinama grubo 
disperznoga. Kod grubo disperznog hidrata proces je kristali-
zacije već gotovo dovršen, te postoji mala mogućnost odvajanja 
sola, i zato su potrebne velike količine cjepiva, a fino disperzno 
hiđratno' cjepivo može se, naprotiv, cijeipati na manje čestice 
sola. Ako je hidrat suviše disperzan, tako da se nalazi gotovo 
u amorfnom stanju, on šalje u otopinu previše čestica sola, pa 
zbog toga nastaje jako dispergirani hidrat . 
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Za potvrdu ovog gledišta t reba navesti još jedan dalji 
rezultat pokusa. Dijagram si. 3. prikazuje rezultate onih 
pokusa, koji su se vršili s hidratnim cjepivom I, pripremljenim 
na različite načine. Krivulje 2 i 3 odgovaraju izlučivan ju 
hidrata kod upotrebe sušenoga hidratnog cjepiva. Ovaj ekspe­
r imentalni nalaz potvrđuje gore navedenu pretpostavku. Sušeno 
hidratno cjepivo manje je podesno za stvaranje sola nego ono, 
koje je nakon :pripreme sačuvano neifiltriranoi u razmuljenoni 
stanju. Zbog toga kod upotrebe sušenoga hidratnog cjepiva 
nastaje sporo izlučivanje. 

P rema tome se djelovanje hidratnog cjepiva može obja­
sniti tako, da njegova prisutnost smanjuje radnju, koja je 
potrebna za stvaranje klica, Uneseni kristali h idra ta u otopini 
se razvijaju u krupnije kristale, a u isto se vrijeme odvajaju 
u otopinu čestice sola, koje djeluju kao klice, i već prema svojem 
broju izrastaju u kristaliničme hidrate različitog disperziteta. 
Prema Weygandovof) definiciji to odgovara prisilnom, stva­
ranju klica. 

d) Proces rasta kristala 
Ako nastaje nova faza kod tipa reakcije AB (tekuće) -> A 

(čvrsto) -(- В (tekuće), moraju se razlikovati dva dijela procesa, 
koji su kinetički različiti, i to brzina stvaranja klica i brzina 
kristalizacije. Odnos obiju brzina određuje disperznoist nove 
faze, jer oba faktora djeluju suprotno. Brzina stvaranja klica 
jako je ovisna о količini i prirodi cjepiva, što nužno proizlazi 
iz prije navedenih razmatranja. Pod brzinom kristalizacije 
razumijeva se brzina linearnog rasta kristala okomito na 
određenu kristalnu površinu, Ona se može, za razliku od brzine 
stvaranja klica, izraziti u apsolutnim mjerama. Razumljiva je, 
da kod supstancije s velikom brzinom kristalizacije broj klica, 
t. j . broj kristalizacionih centara na jedinicu volumena, nema 
za s t rukturu nove faze tako veliko -značenje kao> u onom slučaju., 
kad je brzina stvaranja klica veoma velika. Budući da su pri 
procesu razlaganja i brzina stvaranja klica i brzina, kristalizacije 
veoma spore, to obje veličine moraju međusobno: stajati u 
pravilnu odnosu. Praktički je najpovoiljniji odnos onda, kad je 
hidratno cjepivo fino disperzno, t. j . kad donja 'granica: veličine 
zrna iznosi 2,5 • 10~5 cm. Kod te veličine zrna dovoljna je za 
cijepljenje količina od 1,5—3,0 vol. % lužnatog cjepiva,. Ispod 
te granice Mučeni je hidrat suviše sitan. Uputno' je, da se 
»aktivitet« ejiepiva ispita određivanjem njegove topljivosti u 
4nNaOH (vidi dijagram si. 8.). 
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Može se uzeti, da su elementarni procesi rasta kristala 
principijelno povoljno riješeni. Oni su objašnjeni u, radnjama 
Kosselai3), Stranskoga4,9) i Volmern15). 

Međutim, unatoč relativno velikom prekoračenju, mala 
brzina kristalizacije pri izlučivanju hidrata ne može se tumačiti 
tako jednostavno. Ona se ne može potpuno objasniti ni rela­
tivno malim difuzionim koeficijentom otopine, ni velikim 
difuzionim slojem na granici kristala. Najvjerojatnija je 
pretpostavka, da j e stvaranje hidrata vezano, s velikim steričkim 
smetnjama.. Isto. tako i obratni pojav, t. j . otapanje hidrata 
u lužini, teče veoma sporo (vidi dijagram si. 9.). Kod mjerenja 
ravnoteže hidrargilita i vodene pare Fricke i Severtn su opazili 
neobično sporo izjednačenje tlaka para, što su doveli u vezu s 
velikom toplinom aktivacije i steričkim smetnjama. Pitanje 
naravi otopine bit će obrađeno u poglavlju 15. 

Krupno disperzni kristali hidrata dobivaju se obično kod 
više temperature (50°—60° C). Ova se temperatura može 
primijeniti u početku procesa razlaganja, jer je prekoračenje 
dosta veliko, a brzina izlučivanja hidrata ovisna je о stepenu 
prezasićenja (vidi pogl. 13.). Kasnije se temperatura svakako 
mora sniziti, jer bi proces razlaganja zbog nedovoljnog .preza­
sićenja tekao suviše sporo. U praksi se temperatura regulira 
laganim ohlađivanjem. Aluminatna otopina uvodi se u izlučivače 
s naznačenom temperaturom i hladi se do svršetka procesa, već 
prema volumenu posude, tako da se temperatura snizi za 
10—15° С 

Skrativši i jako pojednostavivši računske operacije, Vol­
mer15) je za djelomice teško rastopljive taloge dao formulu za 
srednji volumen čestica, koje su se izlučile: 

V ~ К •. e v C8' (15) 

gdje su, V srednji volumen čestica, K, i K, konstante karakte­
ristične za svaku pojedinu supstanciju, сх koncentracija na 
početku reakcije, c, koncentraciia .zasićenja, e baza prirodnih 
logaritama. 

Iz formule se vidi, da je veličina čestica, koje nastaju pri 

taloženju, ovisna samo o. odnosu ——, t. j . da kod iste početne 

koncentracije otopine (cj) čestice bivaju to manje, što je manja 
njihova topljivost u odnosnom otapalu. 
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Povišenje temperature djeluje povoljno na izlučivanje 
većih čestica, jer se povišenjem temperature povećava topljivost 
hidrata u lužini, kao što se to vidi iz jednadžbe (17). Ipak su 
taložne frakcije drugoga i" trećeg dana razlaganja finije (vidi 

pogl. 9.), unatoč smanjenju odnosa—, pa i onda, kad se taložna 
cs 

frakcija nakon prvog dana razlaganja, ukloni iz izlučivača, Tu 
treba uzeti u obzir, da se koncentracija OH— iona u otopini za 
vrijeme procesa i dalje •mijenja, tako da povišenje temperature 
može vjerojatno djelovati ne samo na povećanje topljivosti, 
već i na promjenu veličina Kj i K2. Ovaj primjer jasno pokazuje, 
da veličina 'čestica nije ovisna samo о odnosu koncentracija —, 

već da kod toga djeluju i 'drugi važni faktori. Prema postavkama 
Hab era50), is kojima se Volmer15) ne slaže, moglo- bi se to 
kvalitativno' tumačiti smanjenjem brzine redanja zbog promjene 
temperature i koncentracije OH— iona, Haberova se postavka 
ne može međutim kvantitativno formulirati, jer nedostaje točna 
fizikalna definicija brzine redanja. U praksi je vrlo važno, da 
se dobije što grublja i jednoličniji hidrat. Stoga se u mnogim 
tvornicama grmiće omogućuje dalji rast hiđratnih čestica, koje 
su se izlučile u drugom dijelu procesa razlaganja. To se može 
izvršiti na jednostavan način tako, da se s pomoću naročitih 
separatora fine čestice hidrata vraćaju natrag u pogon i mi­
ješaju sa svježom aluminatnom otopinom, koja je namijenjena 
razlaganju. Na kraju, cijeli proces razlaganja može biti modifi­
ciran tako, da se cijepljenje vrši samo hidratom. 

Naravno, kod takvog su »cijepljenja« potrebne mnogo veće 
količine hidrata nego kod upotrebe specijalno pripremljenih 
cjepiva. Razlozi za: to već su prije navedeni. Zbog toga se u 
mnogim zemljama ponovo- počelo raditi po Bayerovu patentu, 
prema kojemu se kao supstancija za cijepljenje upotrebljava 
već izlučeni hidrat, tako da nastaje kontinuirani kružni proces. 

13. PROCES RAZLAGANJA KAO КАТАЫТ1СКГ POJAV 

Već pr i sasvim formalnom kinetičkom promatranju procesa 
razlaganja vidi se, da je djelovanje hidratnog cjepiva katalitičko, 
jer različita cjepiva utječu na skraćivanje vremena razlaganja 
različito1. U l i teraturi je već nekoliko' puta ukazano na pove­
zanost između katalize i procesa ' ras ta kristala51). 

P rema tome su »aktivna mjesta« katalizatora52) identična 
s onim mjestima, na kojima se naročito pojavljuju procesi rasta 
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kristala ili procesi otapanja. Poi Stranskom53) se i sami kata l i -
tički procesi mogu promatrati kao pojave rasta kristala, pri 
čemu kristali djeluju kao katalizatori na taj način, što n a njima 
nastaje prolazno nagomilavanje reakcionih komponenata. 

Iz dijagrama si. 3. može se najbolje razabrati , da proces 
razlaganja mnogo ovisi о sposobnosti rasta kristaliničnog 
cjepiva. Hidrama cjepivo, dobiveno- sušenjem, uspotruje izlu­
čivanje ne samo time, što ne može lako slati u otopinu čestice 
sola, već i zato, što nema sposobnosti rasta, a to se vidi po 
tome, što nastaje fino disperzan hidrat . Naravno, i -grubo 
disperzno hidratno cjepivo, kad se upotrebi kao cjepiva, gubi 
svoju- sposobnost rasta, i tada djelovanjem cijepljenja nastaje 
druga navedena elementarna pojava. Zato je kod pripreme 
aktivnih hidratnih cjepiva vrlo važno, da se održi sposobnost 
rasta hidratnog -cjepiva, kako ne bi prevagnuo -drugi elemen­
tarni pojav, t. j . stvaranje čestica sola. 

Brzina izlučivanja aluminijskog hidrata može se prikazati 
jednadžbam, koja je određena empi-rički, i to u slučaju, ako se 
razlaganje provodi pri konstantnoj temperatur i i ako- se cijepi 
s dosta hidratnog cjepiva (srednji aktivitet — hidratno- cjepivo 
I), i to 

^- =к{б — е . ) . (16) 
% 

Kod toga je б- = cA — L prekoračenje otopine, gdje cA tenači 
početnu koncentraciju, a L topljivost hidrate kod određene 
temperature razlaganja. cx je količina izluoenog hidrata nakon 
vremena -т (u satima). Ispravnost jednadžbe (16) prikazuje 
tabela 4. 

TABELA 4. 

г c x ' к - Cx г c x 
« ( Й - С . ) 

1 2 3 

24 

48 

72 

96 

32 

47 

54 

57,5 

2,77.10-2 

2,96.10-2 

2,88.10-2 

2,66.10-2 

Kolona 1 sadrži vrijeme т u satima, kolona 2 količinu izluoenog 
hidrata cx preračunatu u A1203 g/l, kolona 3 vrijednosti za к 
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izračunate prema jednadžbi (16). Razlaganje se vršilo kod 
temperature od 35° C, a cijepilo se sa 6 vol % hidratnog cjepiva 
I. б je bio 80. 

с 
Izraz — ne smije se zamijeniti diferencijalnim razlomkom 

dc 
— — , jer bi se inače proces razlaganja mogao smatrati re­
akcijom I. reda. Ako se integrira diferencijalna jednadžba 
reakcije prvog reda 

—± =к(б — e j (И) 
d r 

dobiva se 
к = — ln - . — (18) 

г о — с 
Izračuna li se к prema, jednadžbi (18), dobivaju se različite 

vrijednosti. Proces razlaganja ne može se smatrati za reakciju 
nekoga određenog reda, jer za to nedostaje fizikalna podloga. 
Konstanta brzine k, dobivena iz jednadžbe (16), ne prikazuje 
pravu konstantu raspadanja kw jednoga spontanog procesa, 
već konstantu brzine katalitičkog procesa, izazvanog hidratnirn 
cjepivom. Konstanta к ovisi о aktivitetu i količini hidrata, 
upotrebi jenog za cijepljenje. Odnos između kw i к nije jedno­
stavan, nit i ga je teoretski lako obuhvatiti. 

Upotrebom vrlo aktivnoga hidratnoig cjepiva (vidi dijagram 
si. 2., krivulja 2) dobiva se takav tok brzine, da bi se reakcija 
mogla smatrat i za reakciju prvoga reda. Krivulja 1 dijagrama 
si. 2. ne bi više zadovoljavala jednadžbu (18), iako se u oba 
slučaja može računati s istim kemizimoim reakcije. Bilo bi, 
dakle, potpuno pogrešno iz toka brzine katalizirane reakcije 
stvarat i zaključke о mehanizmu procesa raspadanja. Prema 
tome, jednadžba (16) ima samo formalno značenje. Dimenzija 
konstante к u jednadžbi (16) jest т~г. Konstanta к zapravo je 
konstanta brzine procesa razlaganja. Poznavanjte faktora, koji 
uvjetuju vrlo lagan toik kristalizacije aluminijskog oksihidrata 
u usporedbi s ostalih kristalizacionim pojavama, ima veliko 
teoretsko^ i praktičko značenje. Radi toga je veoma važno 
poznavati ovisnost konstante к о temperaturi , jer se onda 'može 
izračunati toplina aktivacije procesa. Pokusi, izvedeni kod 
različitih temperatura, daju ovisnost konstante к о temperaturi . 
U prvih 12 do' 24 sata opaža se, da između temperatura od 25° 
i 45° С brzina izlučivanja raste s temperaturom. Nakon 24 sata 
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izlučivanja nastaje obrnuta pojava, jer je kod viših temperatura 
manja prezasićenost. Kod temperatura od 35°, 40° i 45° С do­
bivene su nakon 12-satnog razlaganja (cijepljeno sa 2,14 vol % 
hidratnog cjepiva I) niže navedene količine izručenog hidrata, 
preračunate na A120:! g l̂ (vidi tabelu 5.). 

TABELA 5. 

°c A b 0 3 
g/l г 

к 

1 2 3 4 

35 

40 

45 

16 

18 

20 

18 
Т з - = i,,o 

* 2 0 - 1 fifi 
- ^ - т 1.66 

0,0208 

0,0258 

0,0314 

Vrijednost konstante-.к, koja je dana u tabeli 5., izračunata je 
iz jednadžbe (16). . " 

Ovisnost konstante к о temperaturi dana je u većini slu­
čajeva dosta točno Arrheniusovom jednadžbom 

Aw 

к = С- е 
odnosno 

К 
logk = 4 j 7 3 7 T ^ + l 0 g C ( 1 9 ) 

gdje je Aw toplina aktivacije kataliziranog procesa, а С kon­
stanta, koje će fizikalno značenje biti još spoimenuto. Ako 
uzmemo, da su obje veličine, Aw i C, u intervalu temperature 
35—40° С konstantne, onda vrijedi za -

ко Aw (T2 — T J 
l o g —— = - -•- -

• ki 4 , 5 7 3 - Т З - Т Ј 
odnosno 

log ~* • 4,573 • T, • Ti 

A , = ^ r = T V ( 2 0 ) 
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Akoi se odgovarajuće vrijednosti stave u jednadžbu (20), dobiva 
se u našem slučaju za energiju aktivacije vrijednost 

8,24 kcal 0,09356-4,573.313.308 
5 

Kako je vrijednost konstante 
k = C-10-5 '8 5 7 5 

dobivamo za 
0,0208 ; _ . _ „ „ 

С = -гтг-^"^— - a loiS С = 4,1756 

Konstanta С, koja je kod homogenih reakcija zapravo faktor 
učestalosti izvršenih sudara u jedinici vremena54), kod hetero­
genih reakcija označuje mjerni 'broj' katalitieki aktivnih 
centara. Slično' kao kod heterogenih reakcija, može se i kod 
ove vrste katalizirane reakcije, kao što je proces raspadanja, 
konstanta С smatrati za mjerni broj čestica, koje su sposobne 
za rast. Mora se svakako' još uzeti u obzir, da veličina С može 
sadržavati još jedan faktor manji od jedan, koji obuhvaća 
sterieke smetnje. Za poznavanje prirode cjepiva važne su 
veličine С i Aw . Kod praktične provedbe procesa razlaganja 
važno je napomenuti , da se povišenje izraza Aw može kompen­
zirati povišenjem vrijednosti izraza C. 

14. DA LI SE PRI RAZLAGANJU IZLUČUJE HIDRARGILIT 
ILI BAJERIT? 

Fricke55) je već prije proučavao' to pitanje i došao do 
rezultata, da se kod propisnog provođenja Bayerova postupka 
kao taložna supstanca uvijek izlučuje hidrargilit, i da bajerit 
dolari u hidratu saimo' u novim tvornicama. Ova su opažanja 
potpuno potvrđena, jer se hidrargilit stvara čak i u onom 
slučaju, kad se cijepljenje vrši bajeritom. Po Ostwaldovu pra­
vilu postepenos'ti* moralo bi se kod razlaganja, osobito kod brza 
izlučivanja, uvijek računati s pojavom energetski bogatijega 
izomernoig oblika, t. j . s bajeritom. Stranski i Totomanov™) 
pokazali su, da Ostwaldovo pravilo poistepenosti ne obuhvaća 
neki naročiti prirodni zakon, nego da je jedino veličina brzine 
stvaranja, klica mjerodavna za strukturu nove faze. Za brzinu 
stvaranja, klica vrijedi jednadžba, koja je slična Arrheniusovoj 

___k^ 
I = K . e k T (21) 
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gdje je I brzina stvaranja klica, a А к radnja potrebna za na­
stajanje klica. Jednadžba (21) može se primijeniti i za jedan 
mol tako, da se umjesto к stavi plinska konstanta R, pa tada 
izraz AK označuje radnju pri stvaranju klica za jedan mol. 
Jednadžba (19) i (21) nisu samo formalno, slične, ali ipak postoji 
razlika između AK, 'i Aw . AK je reverzibilna radnja, a Aw je 
toplina aktivacije. 

Kao što je već spomenuto u pogl. 8., hidratno cjepivo, 
dobiveno uvođenjem C 0 2 u aluminatnu lužinu, nije pogodno 
za tehničku upotrebu. Iako se danas u fabrikaciji glinice po 
Bayerovu postupku takav hidrat u redovnom pogonu ne upo­
trebljava kao- cjepivo, pitanje upotrebe takvog hidrata teoretski 
je zanimljivog pa će se ovdje ukratko razmotriti . 

Krivulja 2 dijagrama na si. 7. daje tok izlučivanja hidrata 
u slučaju, ako se cijepi lužnatim .cjepivom, koje je pripravljeno 
cijepljenjem čistim bajeritom. Brzina je izlučivanja dosta velika, 
ali je izručeni hidrat suviše sitan. To je vjerojatno' razlog, što 
takvo) cjepivo ne odgovara, jer je u praksi potreban hidrat, koji 
se dobro filtrira. 

Bajerit je energetski bogatiji od hidrargilita, što se vidi 
već iz njegove veće topljivosti (vidi pogl. 7.). Ako se označi 
topljivost bajerita sa LB , a topljivost hidrargilita sa L H , tada 
je termodinamički potencijal prijelaza bajerita u hidrargilit 
dan jednadžbom 

L B 
G = RT In ~ H - p A V (22) 

н 
gdje je , p A V rad izvršen zbog promjene volumena. Dalje, 
prema drugom zakonu termodinamike, vrijedi 

G = U + . p A V — - TS (23) 

gdje je U promjena unutarnje energije, a S promjena entro­
pije. Ako uvrstimo namjesto U + p Д V = W p toplinski efekt 
kod konstantnog pritiska, onda se za W p dobiva 

ÖG 
Wp = G — TS = G + T -б— (24) 

gdje je ^ - = - S (25) 

Iz topljivosti i temperaturnih koeficijenata topljivosti, s pret ­
postavkom, da vrijedi zakon za idealno razrijeđene otopine, 
mogu se izračunati G i W p . Za pre tvorbu bajerit-hidrargilit 
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(oboje fino dispergirani preparati) dobivaju se po jednadžbama 
(22) i (24) za G i W p ove vrijednosti: 

20 2 
G = 2,3 • 1,985.298 log —^— + p Л V = 96,85 + 

-f- 5,54.10^ ъ 96,86 cal 

dG 
G25° = 96,86 -,_- = — 4,33 cal. stupanj-"1 

G,4,-o = 81.71 T . - = - 2 9 8 - 4 , 3 3 = - 1 2 9 0 

Wp = = 9 6 , 8 6 - ( - 1 2 9 0 ) = 1386 cal odnosno 1,38 kcal 

Direktnim određivanjem topline -otapljanja . bajerita i hi-
drargilita u fluorovodičnoj kiselini Fricke i Wullhorst18) našli 
su, da W p iznosi 1,2 kcal. To ujedno potvrđuje, da se razrije­
đene aluminatne otopine kod navedenih koncentracija mogu 
termodinamički tretirati kao otopine aluminijskog oksihidrata 
u natrijskoj sužini. Nadalje, da se kod niskih koncentracija 
A120:, (topljivost hidrata kod 25° C) za proračunavanje tenmo-
dinamičkih potencijala mogu upotrebiti koncentracije umjesto 
aktiviteta. Strogo uzevši, ako se radi s većim koncentracijama, 
moraju se pri izračunavanju uvrstiti aktiviteti umjesto kon­
centracije. 

Jednadžbe (22, 23, 24, 25) vrijede ne samo za polimorfne 
pretvorbe, nego se s pomoću njih može proračunati razlika 
slobodne energije (F) kao i ukupne energije (U) fino dispergi-
ranoga i krupnije kristaliziranog hidratnog cjepiva57). Jednadžba 
(22) tada glasi 

F = RT In -^- (22a) 

gdje je L' topljivost aktivnoga hidratnog cjepiva, a L topljivost 
stabilnoga krupno disperznog hidrata. Tako se za slobodnu 
energiju kod 25° С dobiva 

F = 2,3 • 1,985.298 log ~ == 158 cal 

a za promjenu ukupne energije U 

U = 1 , 1 7 1 odnosno 1,17 kcal. 
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Ako se iz vrijednosti topljivosti, koje su dobivene kod viših 
temperatura, izračunaju slobodna energija (F) i ukupna energija 
(U), dobivaju se netočne vrijednosti, jer se zbog povećanja 
koncentracije ne može više primijeniti zakon idealno razrijeđene 
otopine, pa prema tome ni jednadžbe (22 i 22a). Kao što se vidi 
iz vrijednosti za U, povišenje ukupne energije je znatno, i to 
zbog velike površine fino dispergiranoga hidratnog cjepiva. 

16. UTJECAJ STRANIH PRIMJESA, PRISUTNIH U TEHNIČKIM 
ALUMINATNIM LUŽINAMA, NA BRZINU IZLUČIVANJA I NA 

VELIČINU ZRNA 

U tehničkim aluminatnim lužinama nakupe se s vremenom 
strane primjese, koje. na proces razlaganja djeluju različito. Te 
se primjese nalaze ili otopljene molekularno disperzno ili su 
pak koloidno suspendirane. Kemijski utjecaj: različitih primjesa 
dosad uglavnom nije objašnjen. Koloidno disperzne primjese, 
a to su u prvom redu čestice crvenog mulja, kremična kiselina 
i organske supstancije, zbog • svojih graničnih površina (vidi 
izlaganje u pogl. 12 b.) djeluju na stvaranje klica. U dijagramu 
si. 4. jasno se vidi, da čiste aluminatne otopine trebaju kao 
poticaj za reakciju raspadanja veće količine hidratnog cjepiva 
nego tehničke otopine. Kod tehničkih otopina, kod stvaranja 
klica, djeluju dakle još. i nespecifični izazivači kristalizacije. 
Kasnije se slika doduše sasvim mijenja, jer primjese jako po-
remećuju kristalizaciju, a iz čistih se aluminatnih otopina dobiva 
mnogo grublje zrno hiđrata. Sasvim je sigurno, da rastu kristala 
pr imarno prethodi adsorpcija sastojina, koje grade kristal. 
Adsoripcija čini predstepenicu za konačno ugrađivanje u krista-
liničnu mrežicu. U građivanje stranih sastojina izaziva pore­
mećaje, jer se remeti idealno pravilna građa prostorne mrežice. 
Iz dijagrama, si. 5. i 6. jasno se vidi vrlo jak utjecaj koloidalno-
dispergiranih primjesa. Stoga je potrebno, da se aluminatne 
otopine prije razlaganja očiste filtracijom po mogućnosti s 
dodatkom aktivnog ugljena ili aktivne glinice50). Prema poda­
cima BeZjajeva59) na proces razlaganja naročito negativno 
djeluje kremična kiselina, pa on kao krajnju granicu omjera 
A1203 : S i0 2 preporučuje 250—300 : 1. Međutim, i organske 
supstancije jako usporavaju izlučivanje, kao* što se to navodi u 
jednom američkom patentu60. Prema tom patentu aluminatne 
se otopine mogu stabilizirati, t. j . sačuvati od raspadanja, do­
datkom šećera, dekstrina ili škroba. »Prave« primjese također 
utječu na kristalizaciju, ali je još malo poznato djelovanje 
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pojedinih komponenata. Prema tome, za praksu je važno, da 
aluminatne otopine budu što čišći, i radi toga je potrebno da 
se povremeno pročišćuju. 

16. ZAKLJUČNO RAZMATRANJE 

U ovoj se radnji nastojalo, da se prema postignutim 
rezultatima, objasni reafecioni mehanizam djelovanja cjepiva 
(čestica aluminijskog hidrata), koje ima različit stepen disper-
ziteta, na proces razlaganja aluminatnih otopina. Pritom smo 
se služili teorijama о stvaranju klica i rastu kristala, koje su 
se razvile posljednjih dvadeset godina, i Naročito dragocjene 
zaključke dali su kinetički pokusi procesa raspadanja natrijskog 
aluminata. Kako priroda aluminatnih otopina, nije još jedno­
značno' riješena, tako da bi se sve pojave kod procesa razlaganja 
mogle objasniti (vidi о tome pregled Beljajeva59), to smo> neke 
od tih pojava mogli obraditi samo formalno termodinamički. 
Može se simatrati, da je otapanje aluminata prava kristalizaciona 
pojava, i da protiv koloidalne .naravi otopine ima toliko prigo­
vora, da se ova hipoteza mora konačno napustiti. 

Naročito je važan rezultat, da hidrolitičke pojave pri 
razlaganju aluminatnog kompleksa iimaju samo podređeno 
značenje. Uloga hidrolize pri procesu razlaganja, u l i teraturi 
se naročito naglašava, iako dosad ni jedan od autora nije taj 
problem obradio računski. Proračunate konstante hidrolize i 
stupnjevi hidrolize ne stoje ni u kakvu razmjeru s efektivno 
postignutim iskorišeenjem Al(OH),, pri samom /razlaganju. 
Proces razlaganja aluminatne lužine nije se dosad uvrštavao 
u katalitičke procese (63). Ako se pojam katalize ne shvati 
suviše usko, a oisirn toga, ako se uzme u obzir što znači proces 
rasta kristala za »aktivne centre«, kao i јдка ovisnost brzine 
procesa razlaganja o< nastanku cjepiva, onda se proces razla­
ganja aluminatne lužine može smatrati za autokatalitički proces. 
Primjenom iskustava о pripremanju katalizatora dolazi se 
također do' »aktivnih« hidratnih cjepiva, kojih upotreba skra­
ćuje vrijeme razlaganja. S druge strane, na takav se način s 
ponioću klica reakcija ne usrnjeruje prema određenoj' modifi­
kaciji hidrata64). Uvijek se stvara ona modifikacija hidrata, za 
koju u otopini postoje uvjeti stvaranja, bez obzira na to, cijepi 
li se hidrargilitoim ili bajeritom. Dakle, nastaje ona modifikacija, 
koja kod' danih uvjeta ima najmanju brzinu stvaranja klica 
(jednadžba 21.). 

Još uvijek ostaje neobjašnjeno pitanje, zašto raspadanje 
aluminatnih otopina teče tako sporo, dok se to kod drugih 
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zasićenih otopina ne događa. Ako. se postavi kao cilj dalje 
skraćenje procesa razlaganja, onda je taj problem od naročitoga 
teoretskog i praktičkog značenja. Definitivna se objašnjenja 
mogu očekivati tek onda, kad se temeljito upozna priroda 
aluminatnih otopina. 

17. ZAKLJUČAK 

a) Ispitana je kinetika razlaganja aluminijskog hidrata 
upotrebom različitih aluminatnih cjepiva i u tvrđen je utjecaj 
veličine kristala cjepiva na brzinu izlučivanja. 

b) Dobiveni rezultati izvršenih pokusa tumačeni su prema 
novijim teorijama o. stvaranju klica, kod čega se može zaklju­
čiti, da je samo aluminijski hidrat podesan da izazove kristali­
zaciju. U tu su svrhu iskorišteni i rezultati rentgenskih 
snimanja, kao i rezultati dobiveni određivanjem gustoće. 

c) Određivanjem topljivosti hiđrargilita u 4n-NaOH kod 
različitih temperatura utvrđeni su stabilitetni odnosi aluminatne 
lužine, koja se razlaže po Bayerovu postupku. 

d) Kristalinično cjepivo, djeluje na smanjivanje radnje 
kod stvaranja klica, kao i na odvajanje 'čestica hidratnog sola, 
koje u otopini samostalno rastu u veće kristale. Na taj se način 
može objasniti, zašto aluminijski hidrat suviše velikog disper-
ziteta nije podesan za cijepljenje. 

e) Naši rezultati uspoređeni su s rezultatima drugih autora, 
i njihovo je gledište podvrgnuto, kritici. 

f) Hidrolitičke pojave imaju kod procesa razlaganja sasvim 
sporedno značenje. 
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(2) Leipzig, 1944., str. 1131. — 55) F r i c k e , R., Z. anorg. u. allg. Chem., 
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(Primljeno na sjednici Odjela za matematičke, fizičke 
i tehničke nauke dne 2. XI. 1949.) 
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Dr. V. S. VRKLJAN 

DE BROGLIEJEVA TEORIJA ČESTICA SA SPINOM 1 
I EHRENFESTOV TEOREM 

__ Poznato je, da u Schrödingerovoj klasičnoj valnoji mehanici 
vrijedi t. zv. Ehrenfestov teorem, po kojiem za gibanje težišta 
oblaka vjerojatnosti vrijede zakoni Newtonove klasične me­
hanike, a napose prvi i drugi aksiom1. Kasnije se opet pokazalo 
u Diracovoj teoriji elektrona i •pozitrona, da u njoj' ne vrijedi 
Ehrenfestov teorem, već da i za gibanje težišta oblaka vjero­
jatnosti elektrona i pozitrona izvan elektromagnetskoga polja 
ne vrijedi zakon ustrajnosti, kako biismo to očekivali, po 
Ehrenfestovu teoremu2 . Zadaća je ove rasprave da se pokaže, 
da Ehrenfestov teorem ne vrijedi ni za čestice' sa sponom 1 
(foton, mezon), a pokazat će se to na osnovi novije de Brogliejeve 
teorije koju je om postavio; za takve čestice3. 

Poznato je nadalje, da je de Broglie do svoje teorije čestica 
sa spinom 1 došao na osnovi svoje hipoteze о fuziji čestica, 

t. j . dvije čestice sa spinom - - imaju dati fuzijom česticu sa 

spinom 1; one bi doduše 'mogle dati i česticu sa spinom 0, ali 
taj nas slučaj bar zasad ne interesira, jer Schrödingeroa valna 
mehanika, u kojoj vrijedi Ehrenfestov teorem, zapravo tret i ra 
česticu bez spina. Svoj'u teoriju fuzije čestica, koja j e karak te -
rizovana fuzijom matrica, obradio je de Broglie na dva formalno 
različita načina: pređašnja teorija karakterizovana je s dvije 
parcijalne Lagrangeove funkcije i (u računu općeg formalizma) 

1 P. E h r e n f e s t , ZS. f. Phys. 45, 455—457, 1927. — Vidi i A. E. 
R u a r k , Phys. Rev. 31, 5t36—638, 10218, i L . d e B r o g l i e , 'Einf. in 
die Wellenmechamk, 1929, 98—101. 

2 L. d e B r o g l i e , L'Electron magnetique, 1934, 294. 
3 L. d e B r o g l i e , Mecanique ondulatoire du Photon et Theorie 

quantique des champs, 1949, 27—54. 
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barem donekle s dvije parcijalne Hamiltonove funkcije4, dok 
je njegova novija teorija karakterizovana (u opreci prema 
pređašnjoj1 teoriji) s jednom Lagrangeovom i jednom Hamil-
tonovom funkcijom problema5 . 

Kako se ovdje primjenjuje novija de Brogliejeva teorija 
(dakle teorija s jednom Lagrangeovom i jednom Hamiltonovom 
funkcijom problema), potrebno je za tu svrhu zgodno definirati 
i srednju vrijednost О operatora О kao i matricu Опт opera­
tora O. Kao prvu definirat ćemoi 

°'=$ i £ h--^-o®kldv, a) 
7 . = 1 7 = 1 

gdje su Шк1 de Brogliejeve (složene) valne funkcije, dok su 
аг i br sesnaestredne kvadratske hermitske matrice, dobivene 
iiz Diracovih postupkom fuzije matrica, t. j . definicijama (uz 
k, l, p, q = 1, 2, 3, 4) 

(~,)н.р, = (aX \ , (Ьг)ы,м = ( « ) „ \ P (r = 1, 2,3, 4), 

dok su a4 i b4 (po de Broglieju) sesnaestredne kvadratske her­
mitske matrice s elementima različitim od nule samo u glavnoj 
dijagonali matrice; ovdje su аг Diracove matrice, a дм = 1 (za 
к = l), odnosno 0 (za к ф l) poznati Kroneckerov simbol. Jedna­
džba (1) odmah nas vodi na koordinate srednje pozicije čestice 
(t. zv. centra težine vjerojatnosti), alkoi samo stavimo 0 = x,y,z 
(х, у, z shvaćeni kao operatori); dobivamo kao koordinate 
srednje pozicije čestice isto, što. i primjenom jednadžbi 

x — §\xQdt, У = JfJj/edT, 2 = J J J z ( i d T , (2) 

ako samo primijenimo de Brogliejev izraz za gustoću Q vjero­
jatnosti nalaza čestice (o nazivamo još i statističkom gustoćom 
čestice). Prema tome je ođr vjerojatnost rplaza čestice u 

•volumenu, dr s koordinatama х, у, z. 

4 L. d e B r o g l i e , Une nouvelle TheorJe de la. Lumiere I, 1940, 
164; L. d e B r o g l i e , Theorie generale des particuiles ä spin, 194S, 
120—126. 

5 L, d e B r o g l i e , Mecanique ondulatoire du Photon, 1949, 28. 
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Na taj način nas kako jednadžba (1) tako i jednadžba (2) 
vode do izraza 

* = $22*«^**-*'. (3) 

a posve su analogni i izrazi za у i 2. Ша znači konjugirano-
kompleksnu vrijednost od ®u\. 

Uvrstimo li sada u skladu s de Brogliejem 

* н = 2 <*(*.).•,,' , w 

prelazi nam jednadžba (2) u 

- = 2 2 c.„ с ЭД 2 2 (Ьи ̂ - - (»х d-, (5) 

odnosno, ako definiramo 

4 4 

$ 2 2 А)н - ^ - *(*-)»dt = *»»> <6) 

* = 2 2 <1 С Л„- (?) 
Definicija (6) odgovara definiciji operafor-matrioe 

Omn= {[{ 2 2 (*ЈИ "4 a " 0(ffn)„d-, (8) 
J * ^ k=i i=i 

ako samo u njpj stavimo О = cc. Iz ove jednadžbe lako- izvedemo 

(uz pretpostavku —^— = О)6 

e Zašto na desnoj strani jednadžbe (9) pod znakom integrala pišemo 
parcijalne derivacije, objašnjeno je u udžbeniku С S c h a e f e r a 
(Theor. Phys.), u knjizi 111-2, 1937, na str. 457—476. 
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dOmn 
4 4 _ 

ко-1 ( = 1 

, /ff, ч a4 + Ь4 „ Ö (Фп)ы ] 

+ (*-)ы —2— °-dT-J d T - (9) 

i dalje, pretpostavivši zamjenljivosrt operatora О s matricom 
a4 + b4 * te primijienivši de Brogliejevu jednadžbu7 

^+Л*_ J ^ k = = * я(зпн, , (io) 
2 d t ћ v " ; и 

gdje je H Hamiltonov operator po de BrogUejevoj novijoj teoriji 
čestica sa sipinom 1, ' 

dOmn _ i 
dt ~ ћ fß2 2[«(*J«°№--

- ( * J U O H ( f f , ) H ] d s (П) 

Supstitucija, koja se u jednadžbi (9) izvršuje prema jedna­

džbi (10), odnosi se na sve elemente matrice —^—^ > koji se 

nalaze u glavnoij dijagonali, bez obzira na iznois tog elementa, 
t. j . bez obzira na to, da li je njegov iznos ± 1 ili 0. 

Međutim može se lakoi pokazati, da vrijedi relacija 

4 4 

fft2 2H(ffj„o(-v-B)Hd- = 
JJJ fc-=ii=i 

' 4 4 

* Lako se možemo uvjeriti, da operator impulamomenta kao i 
d e В г о g 1 i e ji e v i operatori spina zadovolj avajiu »,tu pretpostavku. 

7 Desna strana jednadžbe (10) uzeta je ovdje s protivnim pred­
znakom negoli kod d e B r o g l i e a ; posljedica je toga među ostalim 
i to, što i na desnoj strani jednadžbe (18) dolazi protivni predznak negoli 
kod đ e B r o g l i e a . 
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Uzmemo li naime u obzir, da je 

/ * * 
* ћ ab4 + ba4 „ , H = — с -г- .г grad - а4 b4 Џо с 

gdje su (u skladu s de B r o g l i e j e m ) а4 i b4 uzete kao 
* " • 

matrice s realnim elementima, onda je [zbog (ar)M pg(^m)kl — 
* * 

= 2 2 (ar)kl (Ф"т) ] za onaj dio H a m i l t o n o v e funkcije, 
odnosno operatora, u kojem dolaze derivacije —— (r = 1, 2, 3), 

i -4 2. 2. 2 дх u(wnh 
k=l l = 1 r = l 

V V V _'_' 
l = l l = l r = l 

- v / Ч b~' + br аг \ ö (^,,,) 
/ > = 1 r ; = l 

<W-
i , 

a to je zbog hermitičnosti de Brogliejevih matrica [(аг)к1рч = 
= (ar)Pq, ы ] d ä l J e jednako 

Parcijalna integracija ovog izraza vodi na 

4 4 3 

iffisii^i'^* дх 
P=l?=lr=l r k = l l r _ l 

4 4 3 4 4 

2 _•2 (*J- 2 2 
P = I 9 = i r = i *«=i i=i 

<Ч?Х dr = 

ат Ъ4 + Ът a4 

+ 
-»lg=lr = l 

-MÄ2 2 2 ( * J , . 2 Z F ^ ^°(%,-

pi/ , Ы 

д 

°m 

pq, kl дх. 
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Uz pretpostavku, da valne funkcije (&m) i (&n)ki n a g ra ­
nicama prostora integracije iščezavaju, otpada prv i olan i ostaje 
samo drugi član (integral), pa tako dobivamo 

*=1I=17=1 Г
 f = l < , = l \ / РЧ' 

p=lq=l r-1 т 

Time je dokaz izveden samo za onaj dio Hamiltonove 
funkcije (operatora), u kojem dolazi gradijent; za onaj pak dio, 
u kojem dolazi a4b4juac, dokaz je tako lagan, da se može ovdje 
izostaviti [jer za matrice a4 i b4 uzimamo u skladu s de Bro-
gliejem, da se sastoje od samih (realnih) jedinica u glavnoj 
dijagonali matrice (dok su svi ostali elementi = 0), pak prema 
tome vrijedi toi i za produkt a4b4]. Na taj način možemo ko--
načno uzeti, da je jednadžba (12) dokazana i njenom primjenom 
prelazi (11) konačno u 

4 4 

= х ffi I 2 (*-)« (но-он) (Wn)kld-. (is) dt 

Iz jednadžbe (7) izlazi međutim 

dx v v * dxmn 

a na desnoj strani ove jednadžbe možemo primijeniti jednadžbu 
(13), ako tamo stavimo О = x, Omn = xmn . 

U analogiji s onim, što je izvedeno u Diracovoj teoriji 
elektrona8 , možemo zaključiti ovdje, da je 

Н х - х Н ^ с - ^ ^ Н ^ - (15) 

L. d e В г о g 1 i e, L'Electron magnetique, 1934, 292. 
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i prema tome 

Hi i i .(*-)« ^^-+-^-- ( ¾ d-, de) J 5 " _ _ = c f f f V V/Ягч «ib4 + bxa4 
dt 

* = i i = i 

а to primjenjeno u jednadžbi (14) daje 

dx _ 
~di~ ~~ ° n u ffii2(^,^4^(¾ d*>(l7a) 

odnosno 

4 4 

đx 
,~ = с dt 

/ . = i l = i 
Ш iite-.^jj^—te'-ro-]*,i7b) 

Uzevši u obzir relaciju (4) možemo jednadžbu (17b) još 
pisati 

i_£ = c f f f v v Ä oib4+bxa4 J J j 2 l i a i b 4 t b i a 4 ^ d T w 
/=i J=I 

i analogno к tome 

4 4 

dz _ 
"dT ~ ° 

A = l l = l 

ДО22*«*Н^*«а*- (17d) 

Kakoje po de Broglieju gustoća struje vjerojatnosti za 
čestice sa sipinom 1 dana izrazom 

4 4 
arbi + biOj 

Л = сПРн^Р»„. (18) 
ft=if=i 
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to je konačna jednadžba za pojedine komponente brzine srednje 
pozicije čestice (t. j . , t. zv. brzina centra težine vjerojatnosti) 

dx rrr , — di/ - dz — , , ' , 
— j — = \ \ \ QU đT = u , —2- = u , - ,— = u . (19) dt JJJ v * d t r ' dć 

Dakle i za čestice sa spinom 1 dobili smo rezultat, poznat 

već iz Diracove teorije elektrona Г dakle čestice sa spmom — ) , 

da je naime brzina srednje pozicije čestice jednaka srednjoj 
brzini s truje vjerojatnosti. 

U nekoj analogija s o n i m , što je već poznato' u Diracovoj 
teoriji elektrona9, možemo u jednadžbama (17c, d) interpretirat i 

aib4 + bia4 ao04 + b2ai . а3Ъ± + a3bi, 
operatore с — ^ — ^ ^ , с —— —̂ —* i с -^-^— kao opera­
tore, koji u neku ruku korespondiraju t r im komponentama 
brzine čestice sa spinom 1. 

Ako sada jednadžbu (14) ponovo diferenciramo po> vre ­
menu, dobivamo 

d2x -л -.л * d2x „ 

¥ = - - « Т ' <20) 

Ponovna primjena jednadžbe (13), gdje sada u smislu 
onoga, š to je upravo rečeno i u analogiji s onim, što je poznato 

a-i b± -t- bi a4 
iz teorije elektrona, stavimo Omn = xmn , О = с • 
i tako dobiveni rezultat 

dxm 

~~~dt~ ffi i i -(»у- (н •^н^ -
alb4 + Öla4 

2 1 - В н ) (»"_)„ dt (21) 

9 L. d e В г о g П e, L'Electron magnetique, 1934, 293. 
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primijenimo n a desnoj strani jednadžbe (20), dovodi nas to do 
konačne jednadžbe \ 

H^.ffiiiw,(» « ^ . _. . * V V * „ ( l l V V ,m ч (ТУ a i °4 + bia4 
dt2 

-aibi+
2
biaiH)(Wn)kldT. (22) 

Ali Hamiltonov operator ne komutira s 1 4 —М^ (jer 

u njem dolaze a2,3 i b2,:!) i stoga izraz na desnoj s trani ne išče­
zava čak ni onda, ako se nabita čestica sa spinom Д (mezon) 
giblj'e bez utjecaja izvanjskoga elektromagnetskoga polja, put 
te čestice nije n i tada jednoliko' i pravocrtno gibanje, kako 
bismo to inače (t. j . da nema spina) očekivali po Ehrenfestovu 
teoremu. 

(Primljeno na sjednici Odjela za matematičke, fizičke 
i tehničke nauke dne 25. XI. 1949.) 
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Dr. V. S. VRKLJAN 

О MAGNETSKOM MOMENTU MEZONA 
SA SPINOM 1 

Poznato je, da su za objašnjenje nekih svojstava mezona 
(spin, magnetski moment) postavljene izvjesne teorije u okviru 
valne mehanike. Tako na pr. L. de Broglie1 nastoji poznatom 
metodom fuzije matrica2 dobiti iz Diracove teorije elektrona i 
poziitrona (dakle čestica sa spinom 1/2) svoju teoriju za čestice 
sa spinom 1 (foton, neki mezoni3), pa čak i za čestice s povoljnim 
spinorn4. Problem magnetskoga momenta mezona sa sipinom 1 
u okviru spomenute de Brogliejeve teoirije, a primjenom 
Darwinove metode valnog paketa5 nastojao je nedavno1 riješiti 
pisac ovih redaka" pripisujući kod toga Diracove valne funkcije 
pojedinim česticama, koje fuzijom tvore mezon i upotrebivši 
kod toga kvadratske hermitske matrice 16 reda sa 16 eleme­
nata, različitih od nule. Zadatak je ovoga rada da se odredi 
magnetski momenat mezona primjenom općenitijih matrica 
(kod dosadanjeg računa spomenutih 16 od nule različitih ele­
menata u svakoj matrici bili su — realne ili imaginarne — 
jedinice) i pripisujući kod toga čitavomu mezonu kao- cjelini 
valne funkcije po uzoiru de Brogliea7 umjesto' da se pripiše, 

1 L. d e B r o g l i e , Partieules ä spin, 1943 i La theorie du noyau, 
II, 1040, str. 66—70. 

2 B o r n - J o r d a n , Element. Quantenmechanik, 1930, str. 75. 
3 L. d e B r o g l i e , Partieules ä spin, 1943, str. 93—137. Budući da 

bi prema najnovijim izvještajima imao izvjesnim mezonimia (t. zv. 
д-mezoinima) pripadati spin 1/2 (isp.: R. E. M a r s h a k , Phys. Rev. 1949, 
75, str. 700—701 i J. A. W h e e l e r and J. T h i o m n o , Phys. Rev. 1949, 
75, str. 1306), jiasno je, da se gornji izvodi odnose samo na one mezone, 
kojima bi se mogao pripisati spin 1. 

4 L. d e B r o g l i e , Partieules ä spin, 1943, str. 18®—167. 
5 L. d e B r o g l i e , L'Electron magnetique, 1934, str. 167—173i. 
6 U Proceedings of the Indian Academy of Sciences, XXX, 1949, 

str. 205—210. 
7 L. d e B r o g l i e , Partieules ä spin, 1943, str. 112. 
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kako je to- naprijed spomenuto, Diracove valne funkcije poje-
dinim česticama, koje bi po de Broglieju imale fuzijom tvoriti 
mezon. 

Da se ne mora pisati eksplicite osam imatrica 16 reda, što 
bi zapremilo velik prastar, napisat ćemo ponajprije Diracove 
matrice u obliku 

о о g- о 
о о о g 
g о о о 
о g о о 

о о о g 
0 0 -g 0 

0 -g 0 0 

g 0 0 0 

0 0 0 —ig 

о о - ¾ о 

0 /lg- 0 0 

ig 0 0 0 

- 1 0 0 0 

0 - 1 0 0 

0 0 1 0 

0 0 0 1 

(1) 

i iz njdh poznatom metodom L. de Brogliea, t. j ;. definicijama 

Ы и . - » = ( в г ) ь . ^ . (b r k™ = K k < U (r,k,l,m,n -=1,2,3,4) (2) 

gdje nam бкт označuje poznati Kroneekerov simbol 

km {i 
[k = m) 

О(Јсфт) , 

odrediti ukupno osam matrica 16 reda, koje onda određuju 
oblik diferencijalnih jednadžbi mezona. Kako je u tim matri­
cama g povoljan kompleksni, broj; i vezan samo na uvjet 

9 • 9 = 1» (3) 

gdje g znači konjugirano^kompleksnu vrijednoist od g, to nam 
matrice (1), odnosno matrice (2) zamjenjuju zapravo besko­
načno mnogo posebnih matrica. Kao primjer takve veličine g, 
koja- zadovoljava relaciju (3), može se navesti g = ~.iL===_£=, 

V po2 + qo 
gdje su p0 i q0 realni, brojevi po volji, dok je i imaginarna 
jedinica. 
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Onda de Brogliejeve jednadžbe za mezon izvan elektro­
magnetskoga polja glase 

(fc,l = 1,2,3,4) (3a) 

(к, I = 1, 2, 3,4) (3t\ 
Ovdje znači k Planckovu konstantu, dividiranu s 2я, с brzinu 
svjetlosti u vakuumu, dok je «0 masa mezona u stanju miro­
vanja (odn. (praktički kod malenih brzina). Ч.'и su de Broglie­
jeve valne funkcije mezona. Nadalje de Brogliejev izraz za 
gustoću struje vjerojatnosti (odnosno statističku gustoću struje 
čestice po Sommerfeldu) 

иЦши^±^ШИ, (4) 

gdje nam Wkl označuje kon|ugirano-komplefcsnu vrijednost, 
od !PfcJ, vodi s obzirom na matrice (1) i (2) na pr. na ovaj izraz 
za ж-komponentu statističke gustoće električne struje nabita 
mezona (naboj mezona £ = + e) 

- gc | 
" 2 l 

0 ( ( ^ . + ^ 3 ) ^ + - ^ 1 ^ 4 3 + ^ ^ 3 4 + ^ 3 - ^ 3 + ^8.4^32 + 

+ Wu (ЗГ42 + W.u) ] + g [ar32 W3r+ (Sr42 + 2 У Фи + Ш2П Ф43 + (5) 

+ ^ з ( ¾ + Ш,г) + Ша Шл + #34 &u] 

Analogne izraze dobili bismo i za у- i z-komponentu sta­
tističke gustoće električne istruje nabita mezona. U izrazu za 
j pod (4) izostavljeni su svi oni produkti }Рк1 Tmn , gdje su 
dva ili više od dva indeksa (između к, l, m, n) manji od 3, a 
razlog je tomu ovaji: Ako sve valne funkcije ¥к1 , koje imaju 
к, 1 = 3, 4, izrazimo* pomoću Darwinovih valnih paketa 

: /„ -r-(pxx + Pyy + pzz—Ut) 
ши = AU e ^ e* , (6) 
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gdje su vx, vy i vz komponente grupne brzine valnog paketa, 
Px> Ру - Pz komponente pripadnih impulza8 , a U energija 
čestice, onda možemo iz devete, desete, t r inaeste i četrnaeste 
jednadžbe (За), pa nadalje iz treće, četvrte, sedme i osme 
jednadžbe (b) odrediti one va lne funkcije ¥kl, kod kojih je 
jedan indeks između к i l veći od 2, a drugi manji od 3. Tako 
dobivamo primjenom već iz Diracove teorije elektrona i pozi-
trona poznatog postupka9 u Newtonovoj približnosti i za 
momenat t = 0 

да 9 /A -Л . Л , ^ гА33х + А,3 У + 1Ашг\ „ *13 "== w„— А33 pv— г А4з р + Д43 p . + Н - .> Р z/*0c \ * «о / 
* 

лг g /л • * „ L iAi-лХ + АУ]у — гЛ.Јч2\„ 
^ - г Д . - с ^ Р ' - ^ Р г - ^ з Р - + n ^ -^-) P 

^ 1 4 ^ 2 ^ Г » Р ' ~ 1 А н Р г + А"Р- + ћ " а ? ) Р 

да 9 (л -л л , hiAux + Аму ~iAuz\ qj2i м Ј 4 р — г Д ) 4 р — - ^ 3 4 р _ + ћ —a- Р 

(7) 

да 9 (л -л л . fci^43^ + A4 4y + iAuz\ 
*41 = «" — ^43 P v — 1^44 Р„ Т ^44 Р- + К _ о Р 

* 
т 9 (л • л , , fc ЈДз4-с + АззУ —ЈД { 3 2\ D ^32 -^ 7ГГ— Аи pv — i А33 Pv — Д13 Р- + П 7 1 Р z /*0 С \ - " "о / 

да 0 / / 1 -л л i „.гДи-с + Atöy — iA4Sz\ 
^ = 2л0-СИ"Р'-1АмР"-А<8Р» + ћ ~a? ) Р ' 

8 Dakako da se time ne misli reći, da komponente impulza čestice 
imaju neke posve određene vrijednosti; uistinu postoje samo izvjesne 
vjerojatnosti za njihovu veličinu (isp.: L. d e В r o g l i e , Einf. in die 
Welflienmechanik, 1S2Ö, str. 145). Valj'a još istaknuti, da veličina o0 u 
jednadžbama (6) znači praktično -proširenje vailnoig paketa. 

Primijetiti Valjia još, da broj povoljnih veličina A iznosi ukupno 
4 (L. d e В r o g l i e , Particules ä spin, И943, str. 164). 

9 Vidi citat pod 5 i osim toga: C, S c h a e f e r , Phys., III-2, str. 
469—470, 1937. 
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gdje nam P označuje izraz 
х- + у- + z2 ' i (p д- + p j , + p Z ) 

e ° e 
Iz izraza pod (7) razabiramo, da su tim izrazima određene valne 
funkcije malene prema onima, koje su određene jednadžbama 
(6), i to zbog toga, što imaju u nazivniku 2/n0c2, a toga one valne 
funkcije u (6) nemaju. Stoga prema običaju, poznatom iz 
Diracove teorije, nazivamo' funkcije, navedene pod (6) velikima, 
a one navedene pod (7) malenim valnim funkcijama. Raza­
biramo1 jedinim pogledom na (7), da sve ovdje navedene valne 
funkcije imaju jedan indeks manji od 3, a drugi veći od 2. Iz 
jednadžbi pak (За) i (3b) lako* bismo se uvjerili, da su one 
valne funkcije, koje imaju obadva indeksa manja od 3, još 
manje [zapravo neznatne prema onima pod (7)], pak ih možemo 
u (računu zanemariti . 

Primjena izraza pod (6) i (7) u jednadžbi (5) vodi nas do 
ove jednadžbe za ^-komponentu statističke gustoće električne 
struje nabita mezona 

jx = | ( - i s Азз + i 4 3 ^43 + ÄMAZi + i 4 4 A44) eVx + 

• E [ ( i 3 3 + A44) (Л34 + Л43) + ( i 3 4 + i 4 3 ) (Азз + A44)J -^2 ~ 
2(л0 

1 2«o 
[ (A« — А3 3)(А3 4+* A4a) + 

+ (A34 + A43) (A33—A44) j ^2 J в ~<* 

odnosno, ako primijenimo matematičke identitete 

poznate već iz Diracove teorije elektrona i pozitrona, 

15 Rad Jug . Akad. 277 

(8a) 

) • 
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[ . 

jx = j (A33 A33 - f A43 A43 + A34 A34 + A44 A44)« vx + 

+ -£— [— {(- is + -A44) (A34 + A43) - (A34 + A43) (-43s + A44)} j - — 

— i {(Л33 — i 4 4 ) (A34 + A43) + 
» » T i l - * '+ y~+ z~ 

+ (Л34 + Л43) (Л44 - A33) / -^ J J ć ff? • (8b) 
Analognim postupkoim dobili bismoi i у- i z-komponentu 

statističke gustoće električne struje nafoita mezona. Iz tri ju 
komponenata statističke gustoće električne struje možemo u 
analogiji s onim, što narn je poznato iz Diracove teorije 
elektrona i pozitroina10, napisati statističke srednje vrijednosti 
za pojedine komponente magnetskog momenta mezona; one 
su nakon normalizacije, provedene p rema de Brogliejevoj 
jednadžbi za statističku gustoću čestice 

m _ e*- 2(A44A44 — Ä3SA33) 

Л33 Л33 + A43 Л43 + Л34 Л34 + Л44 Л44 

< m £ ћ • (Јзз —Л44)(Лз4 + Л43) + (Л34 + Л43)(Л44 —Л 3 3 ) 
4 unC * * * * 

А33А33 -f- Л 4 3 Л 4 з + А34А34 + А44А44 

т = б ћ (ЛзЗ + Л 4 4 ) ( Л 3 4 + Л 4 з ) + ( Л 3 4 + Л 4 з ) ( Л з 3 + Л44) 
4 fi()C * * * * 

Л33 Л33 + Л43 Л4з + Л3 4 Л3 4 + Л44 Л4 4 

gdje naim Akl označuje konjugirano-kompleksnu vrijednost od 
Akl. Sam pak magnetski moment valnog paketa (koji nam daje 
neku slku mezona), dobivamo odavde kvadriranjem i zbra­
janjem komponenata (i vađenjem drugoga korijena iz dobivena 
kvadrata). Kod toga valja uvažiti, da je 

iž (Л34 + Л43)2 (Азз — Л44)2 + (Л34 + Л4 3)2 (Лзз + Л4 4)2 = 

= 4ЛззЛ4 4(Л34 + Л43)2 

10 L. d e В r o g l i e , L'Eleotron miaigneitique, Ш 7 , str. 173—177. 
С. S e h a e f e r , Theor. Phys. Ш-2, 1937, str. 471—473. 
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i2 (Л34 + Л4 3)2 (Л44 - Лзз)2 + (Аз_ + Л43)2 (Лз3 + Л4 4)2 = 

= 4Л3зА,4(А34 + А4з)2 (10) 

2 ( i 3 4 + Л43) (A34 + Л з ) i2 (A33 — Л44) (Л44-—Л33) + 

+ 2 (Л34 + Л43) (Л34 + Л43) (Лзз + Л44) Пзз +А44) = 

= 4 (Л33А33 + Л4 4 Л44) (Л*з4 + Л43) (А34 + Л з ) Х 

Osim toga je prema de Brogliejevoj definiciji đloženih 
valnih funkcija za čestice sa sponom 1 svakako* 

-Л?,Л4
 = = A3iA43 (11) 

(to vrijedi i za konjugirano^kompleksne vrijednosti), pak zbog 
toga lako zaključujemo* 

4(Л 4 4 Л 4 4 — Д Ј З А З З ) 2 + 4 Л 3 3Л 4 4 (Л 3 4 + Л43)2 = 

= 4 ( 4 AI, + A^AU + A^Al + AlxAl4). (12) 
Uvedemoi li pomoćnu hipotezu 

Ли = -4« (13) 
(to vrijedi i za konjugirano-kompleksne vrijednosti), koja bi 
magla imati svoje opravdanje u tome, što po de Broglieju 
obadvjema česticama, koje bi fuzijom imale tvoriti mezon, 

pripada jednaka masa u stanju mirovanja \—^-j onda nam 

izrazi na desnoj* strani posljednjih dviju jednadžbi (10) daju 
upravo one dvostruke produkte, koji izraz na desnoj s trani 
jednadžbe (12) nadopunjuju na potpuni kvadrat . Tako konačno 
izlazi iz jednadžbi (9) opisanim postupkom 

т = ь
££-, (И) 

2fi0c 

što je apsolutni iznos magnetskog momenta mezona. 
(Primljeno na sjednici Odjela za matematičke, fizičke 

i tehničke nauke dne 24. II. 1950.) 
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Dr. ĐURO KUREPA 

PROBLEM MJERE I MONOTONA PRESLIKAVANJA 
DJEL1MIČNO UREĐENIH SKUPOVA1 

1. Problem mjere prema Borelu sastoji se u tome da odre­
dimo porodicu skupova P(B) koja će oibuhvatati sve intervale 
brojevnog pravca, а к toime imati ova dva svojstva: 

1. (o-svojstvo). Ako članovi niza Sn leže u porodici P(B), 
onda i njihova unija (suma) leži u P(B), t. j . iz Sn ^P(B) slijedi 
\jSn^P(B), (n^N)2; 

2. (<5-svoJ!stvo). Ako članovi Sn niza leže u P(B), onda u 
P(BJ leži i zajednički dio Л Sn tih skupova, t. j , 

iz Sn^P(B) slijedi r\SngP{B), ( n € N ) . 

Postoji postupak (ispoiredi na pr. K u r a t o v s k i [8], p. 
159) kako se postepeno može izgraditi porodica P(Bf; skupovi 
koji sačinjavaju množinu P(B) zovu se izmjerivi skupovi u 
Borelovu smislu. 

Naravno, slično se postavlja problem za skupove u ravnini, 
prostoru i t. d. 

2. Problem mjere prema Lebesgue-u (v. [11] p. 110; [12] 
p. 74) sastoji se, za l inearne skupove, u tome da svakom line­
arnom skupu E pridijelimo realan broj 1>> 0 tako zvanu mjeru, 
mE, skupa E i da pri tom budu ispunjena ova tr i ušlova: 

1 Članak je na francuskom bio napisan koncem 1937. godine, no 
do danas nije bio objelodanjen. 

2 Znak ^f. čitaj »jest element od« i si.; N je skup svih prirodnih 
brojeva; znak (n^zN) čitaj »za svaki n^JV« odnosno »kad n prolazi 
skupom N «. 

3 Isp. D. K u r e p a, Matematički kontinuum, Glasnik mat. fiz. I, 
112—125, 1946., čl. 4—6. 
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Lx Kongruentni skupovi imaju istu mjeru; 
L 2 Mjera je potpuno (kompletno) aditivna funkcija: udruženju 

(sumi) od najviše prebrojivo mnogo skupova, koji dva po 
dva nemaju zajedničkih točaka, pripada mjera, koja je 
jednaka sumi mjera tih skupova. 

L 3 Mjera jediničnog odreska [0, 1] svih brojeva 0 <; ж <C 1 
jest l4. 

U vezi s uslovom L2 možemo promatra t i i ustav' 
L2* Mjera unije dvaju skupova bez zajedničke točke jest suma 

mjera tih dvaju skupova. 

V i t a l i je 1905. dokazao, da ima i neizmjerivih skupova 
u L e b e s g u e-ovu smislu. Specijalno!, nazovemo li razredom 
realnih brojeva svaki najveći l inearni skup sa svojstvom, da 
je razlika ma kojih njegovih dvaju članova racionalan broj, 
tada se čitavi kontinuum raspada u porodicu disjunktnih 
razreda; ako linearan skup V5 sadrži iz svakog razreda jedan 
jedini član, onda on nije izmjeriv u L e b e s g u e-ovu smislu.5 

No> problem, da li postoji mjera s ustavima L3, L.,* (a ne 
Lo) i L;! ostao je i dalje otvoren. 

4 Naravno, ako se radi о skupovima u ravnini odn. prostoru, ulogu 
skupa [0, 1] preuzet će jedinični kvadrat odn. jedinična kocka. 

5 Ako za racionalni broj r označimoi sa V + r skup svih brojeva 
х + r, (х €^ V) , onda se vidi, da su za različite r ti skupovi dva po dva 
bez zajedničkih točaka i da je čitavi kantinuumC = \J (V + r), (r^R). 

Tu je R skup svih racionalnih brojeva. Kad bi skup V imao određenu 
mjeru, recimo mV, bilo bi po uslovu L t : 

m V— m(V+ r), 

jer skup V+r nastaje iz V translacijoim; kako je nadalje skup R raci­
onalnih brojeva prebrojiv, bilo bi poi uslovu L2: 

m{\J (V+ r)) = 2 m ( l / + r ) , 
ie.K rc-:R 

dakle 
•*\ m С = 2 m (V + r). 
K ' re.R 

Odmah ćemo doći na kontradikciju. Naime, bilo bi ili m V = 0 ili 
m V > 0; u prvom slučaju bilo bi m ( F + r ) = 0 za svaki r ^ R, pa 
dakle, prema (*) i m C = 0 , protivno uslovu L3, da je m.[0,l] = 1. Ako je 
paik m K > 0 , onda gornja relacija (*) dajem С — со, što znači, da sam 
kontinuum С ne bi bio izmjeriv, je r njegova mjera ne bi bio određen 
broj. 

Dakle mV ne postoji 
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H a u s d o r f f (v. [7] pp. 469—472) je dokazao, da za 
skupove na kugli ili skupove u prostoru sa 3 i vise dimenzija, 
tarj ublaženi problem mjere ne dopušta pozitivan odgovor. 
Njemu j,e naime pošlo za rukom da kuglinu plohu rastvori na 
4 disjunktna dijela od, kojih je jedan prebrojiv6, dok preostala 
t r i А, В, С imaju osebujno svbjstvoi, da su međusobno1 kon-
gruentni , pa bi dakle morali imati za mjeru trećinu mjere mK 
čitave kuigline plohe; međutim skup A je Ikongruentan ne 
samo sa Б i С nego i s njihovim spojem В \J С tako da bi 
dakle bilo 

mA = mB -\- mC, 
t. j . t rećina 'kugle bila bi jednaka dvije trećine kugle, a to je 
nemoguće, ako je mjera same kugle ф 0. 

В a n а с h [1] je naprotiv pokazao, da postoji realna funk­
cija za l inearne (ravninske) skupove, koja udovoljava L1 ; L2, L3. 
Time je dakle dokazana egzistencija mjere (uz uslove L1 ; L2, L3) 
u l inearnom kontinuumu Ct i u ravnini C2. 

Na taj način otkrivena je velika razlika u s t rukturi Kar te-
zijevih prostora C-, (pravac), C2 (ravnina) s jedne strane i 
prostora Cn sa те > 2 dimenzija s druge strane. Ta je razlika 
bila upadljiva naročito! kad su В a n a e h i T a r s k i (v. [3]) 
dokazali, da ma koja dva skupa koja leže u Kartezijevu prostoru 
s n dimenzija (n > 2) i koji obuhvataju po jiednu kuglu, možemo 
rastaviti na konačno mnogo dijelova, tako da svaki dio jednog 
skupa bude podudaran s odgovarajućim dijetom drugoga skupa7; 
naprotiv, takvo rastavljanje nije moguće u slučaju t i = l i 

6 A time i mjere O; vidi se naime, da svaki skup, koji je najviše 
prebrojiv, ima mjeru 0. 

7 S i e r p i n s k i je dokazao ovo: svaka kugla može se rastaviti 
u 8 disjunktnih dijelova, tako da nakon zgodnih kretanja pet od njih 
odri. tri oid njih ispune po jednu kuglu, koja ima radius isti kao i zadana 
kugla [v. Fundamenta mathematicae, 33' (1945) p. 229]. 

8 N e u m a n n (v. [12]) je tu pojavu ispitivao' s gledišta teorije 
grupa i našao da razlog toga naglog skoika sa slučaja n = 1, 2 na pre­
ostale slučajeve n = Э, 4 , . . . leži u građi grupe kretanja prostora C„ • 
naime prostori Cn sa n > 2 dopuštaju slobodnu grupu kretanja (rotacija 
oko jedne te iste točke) s dvije izvodnice, dok za prostore d i C2 tafcve 
g r u p e n e postoje. 

Čitava pojava zavisi od grupa transformacija. Jer, da se u prostoru 
Cn {n > 2) uzela samo grupa translaeija, ne bi bilo paradoksalnog razli­
kovanja; s 'druge strane, promatra li se mjesto grupe kretanja grupa 
svih afinih transformacija u ravnini, ima ta grupa dvije slobodne 
izvodnice, pa zato u ravnani ne postoji mjera koja bi mjesto uslova Li 
zadovoljavala zahtjevu da bude invarijantna s obzirom na afine 
transformacije. 

231 



3. Banachov problem mjere sastoji se u ovome: Ako j e Q 
zadan skup, može li se svakom skupu S ̂  Q pridružit i rea lan 
broj 

m S > 0 , 

tako da budu ispunjena ova tri uislova: 

Bu Ako je x^Q, onda je т(х) = 0 t. j . svaki jednočlani skup 
u Q ima mjeru 0 (taji uslov čini ublažen je L e b e s g u e-ova 
uslova Lj); 

B2 Funkcija m je potpuno aditivna (isp. uslov L2); 
B 3 Funkcija m nije identički jednaka 0 (isp. uslov L3). 

Tako postavljen problem mjere je problem koji se tiče ne 
individualno skupa Q, nego svih skupova koji imaju isti kard i ­
nalni broj, kao i skup Q. Jer, ako je f ma kakvo obostrano 
jednoznačno preslikavanje skupa Q, pa ako označimo sa /Q 
skup,svih f(x), (x^Q), tada postojanje mjerne funkcije m u Q 
dopušta obrazovanje mjerne funkcije m1 u fQ, na pr. tako da 
za svaöfi skup S^fQ stavimo 

m.S = m (f-^). 

No za skupove Q, koji su konačni ili prebrojivi, В а-
n a c h o v problem mjere je lako rješiv, jer prema uslovima 
B, i B 2 takva mjera identički bi iščezavala, što. se protivi sa B 3 . 

S t . В a n а с h i С K u r a t o w s к i [2] dokazali su, da 
je B a n a c h o v a mjera nemoguća i za slučaj kad skup Q ima 
jtfi za svoj; kardinalan broj. 

4. Ulamov uslov. S t . U l a m je dokazao [14], da je В a-
n a c h o v a mjera nemoguća, ako oisnovni skup Q zadovoljava 
ovom Ulamo'vom uslovu: 

Neka je Ф ma kakova porodica iz Q sa svojstvom, da je 
svaki sistem skupova iz Ф, koji su dva po dva bez zajedničkih 
točaka, najviše prebrojiv; tada postoji porodica ¥ sa svojstvom9: 

(4.1) У С Р ( < 2 ) \ ф , 

(4.2) fc-?<No> 
(4.3) k(Q\\jSXX0, (S^V). 

s 
9 P (Q) označuje skup svih dijelova skupa Q. 
Za dva iskupa A i B, -oznaka A\B predstavlja skup .sv ih ele­

menata iz A koji nisu u В. кХ označuje kardinalni broj (potenciju) 
skupa X'\ p rema tome, fcX^Xo znači, da je X najviše prebrojiv. 

232 



Ulamov uvjet j|e vanređno općenit. Zasad se ne zna n i za 
jedan skup, koji ga ne bi ispunjavao; t a t o se na pr . zna, da 
svaki skup kojemu je kardinalan broji manji od prvog nedosti-
živog kardinalnog broja, zadovoljava U l a m o v uvjet (v. 
S i e r p i n s k i , [13], p . 107)10. 

5. Caratheodory-ev problem mjere. Često se spominje 
C a r a t h e o d o r y - e v problem mjieire metričkog prostora E, a 
sastoji se *(v. [6] p . 238) u tome, da svakom skupu S.C E pridi­
jelimo t. zv. »vanjisku« mjeru ju* S, tako da budu zadovoljena 
ova 4 uislova: 
Ci 0 ~<C ju*S <; oo ; za prazni skup v mjjera je 0; ima bar jedan 

S C E s a svojstvom JJ*S > 0; 
C2 Ako- je X<ZS<ZE, onda je ju* X < ju* S; 
C, Mjera spoja od konačno ili prebrojivo mnogo skupova jest 

manja ili jednaka sumi mjera tih skupova: ako je n < f f l 0 
ili n — u)0, t ada je 

џ* \JS„ < Sfi*Sv , (v = 1 ,2 ,3 , . . . ,n) ; 
V V 

C4 Ako su А, В dva skupa sa razmakom Ф О11, onda je 
/г*(А\ЈВ) = џ* A + fi*B. 

Lako se dokaže, da u K a r t e z i j e v o m prostoru C„ ima 
С a r a t h e o ' d o r y-evih vanjskih mjera (v. [6], p. 239.). 

6. Problem mjere kao poseban slučaj monotonih preslika­
vanja djelimično uređenih skupova. Označimo li sa 

(6.1) (P(Q);<--) 

množinu svih skupova sadržanih u Q i djelimično uređenih s 
obzirom na odnos <^, onda bi postojanje B a . n a c h o v e i C a ­
r a t h e o d o r y-eve mjere za osnovni' skup Q značilo uzlazno 
preslikavanje djelimično uređena skupa (6.1) na skup С realnih 
brojeva (odnosno na skup С \ J {oo} ). 

10 Nff i'e nedoistiživ (inakcesibilan), ako redni broj a nema nepo­
srednog prethodnika, a broj Ka riije suma od manje od Ntt brojeva 
koji su < Хс . 

11 Razmak dvaju skupova, A i. В jest infimem razmaka točaka о, b 
gdje ]\e а^. A, b^B. P rema tome, razmak skupova A i В jest 4= 0 onda 
i samo onda, ako postoji broj £ > 0, tako da bude razmak | a — Ъ | ^> e 
za svaki a ^ A, bšz B. 
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Općenito, nekai je 
(6.2) џ 

ma kakva jednoznačno preslikavanje djelimično uređena skupa 
(6.1) na izvjestan djelimično uređen skuip 

(6.3) (-?;<);• 

ovaj se sastoji od skupa S, koji je djelimično uređen s obzirom 
na relaciju <; 1 2 . Transformacija /г je uzlazna u (6.1) (isp. К u-
r e p a [10]) ako< relacije 

(6.4) X, Y <Š P (Q), X<CY 
povlače 
(6.5) « Х < / * У . 

Konvencija о praznom skupu i praznom elementu. Prazni 
(vakantni ili pusti) skupi v jest onaj; skup, koji nema nijednog 
elementa; to isto možemo1 izreći1 riječima!, da j e v sastavljen od 
pustog elementa; smatrat ćemo da je v dio svakog skupa; ta ­
kođer ćemo pusti element smatrati, elementom svakog skupa 
i to naravno nepraruim elementom svakog skupa. Kad se govori 
о preslikavanju / skupa S, pa ako se izričito ne kaže drukčije, 
onda se podrazumijeva, da pri tom pusti element skupa S 
prelazi opet u pust element, t. j . da je 

fv — v. 

Skupovi mjere nula. Definicija mjere. Za svaki х ^ Q 
reći ćemo, da je rnjtere nula s obzirom na uzlazno preslikavanje 
џ; isto tako, za svaki skup M ^ Q za koji postoji točka х «^ Q 
sa svojstvom 

fj, M = /LI (X), 

reći ćemo da je mjere nula; p rema tome relacija 

(6.6) fiM<Z\j[i(x), (x^Q) 

je nužđian i dovoljan usloiv, da dio M С Q bude mjere nula. 
Ako skup M nije mjere nula, reći ćemo, da je on mjere ф 0 
t. j , . mjere različite od nula. 

12 To znači, da je 
l . * % i z a svaki х^ S; 
2. iz х, у, z ^ S te х <C у -5^ z slijedi х 
a. ako su х, у takvi elementi u S, da je i х ^С у i у ^С х, onda je x = у. 
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Po definiciji, mjera u osnovnom skupu Q bit će svako 
jednoznačno uzlazno preslikavanje џ djelimično uređena skupa 
(P (Q), С ) , ako su ispunjena ova tri usilova: 

K-L svaki dio skupa mjere nula jest mjere nula; 
K2 unija od <! J$0 skupova mjere nula jest mjere nula; 
K,, ako su Fl3 F2 dvije porodice disjpnktnih skupova mjere 

=t= 0 sa svojstvom, da je 

(6.7) F,C F2 i da 

(6.8) F2 \ F1 ima '">- J^0 članova, tada je 

(6.9) Ц\Јхх<1Л\ЈХо 13 

.v.eF, x.ßF, 

L e m a . U svakom skupu postoji bar jedna mjera. 
Stvarno, neka je q ma kakav predmet, koji ne leži u Q; 

promatrajmo skup 
(6.10) {q} \JP(Q), 

koji ćemo djelimično urediti tako, da q stavimo između prazna 
skupa i preostalog dijela djelimično uređena skupa (P (Q); <1); 
za svaki element х skupa, (6.10) stavimo: 

џ (х) = q ili x 
već prema tome, da li je J c x < ^ „ ili kx~> tf0; tada se vidi 
da je /u određena mjera u skupu Q. 

Za djelimično uređen skup (S, < J stavlja se: 

(6.11) kc (S; <;) = sup X, (sup = supremum = gornja ograda), 
XC.S 

pri čemu X prolazi svima dobro uređenim dijelovima skupa 
(S;^); primijetimo, da je кХ oznaka za kard ina ln i broj od X. 

Teorem. Neka je Q proizvoljan skup s Ulamovim svojstvom; 
neka je nadalje JU ma koja mjera u skupu Q t. j . ma koje uzlazno 
preslikavanje parcijalno uređena skupa (P (OJ; ̂ ) uz uslove 
К,, К 2 г К... Tada se slijedeća dva uslova međusobno isključuju: 
O) U Q ima bar jedan skup mjere =t= 014 

13 Unija (spoj) \J xi je skup sastavljen od elemenata, koji se 

javljaju kao element u bar jednom skupu iz Xx ^ Ft porodice F t . 
Primijetimo, da i < T znači, da je х <C у, ali da nije у<C х. Znak. < 
n (6.9) je bitan. 

14 Na pr. točka /' (Q) razlikuje se od svih točaka џ(х), (xsiiQ), 
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A) (A r h i rii e d oi v p o s t ui 1 a t): 

(6.12) kc (u (P (Q); < ) ) < «o ; pritom je 
(џ(Р (Q)); < ) parcijalno ^uređeni skup svih /л (х), (Х^ЦР (Q)). 

Primjedba. Dobro je sadržaj gornjeg teorema dovesti u 
vezu s ovom B o r e l o v o m izrekom (v. [4] p. 108 u пой): 
». . . Etaut donnee une suhe indefiniment croissante de nombres 
entiers, il n'existe pas de nombre reel superieur ä tous les 
nombres de cette suite. Cet »axiome d'Archimede« est au fond 
la base т ё т е de la rnesure des grandeurs . . .« . 

Dokaz teorema (isp. S i e r p i n s k i [13] p. 108). 
Neka Q i / J imaju isto značenje kao i u teoremu; pretpo­

stavimo da teorem nije istinit, dakle da postoji bar jedan 

(6.13) M^P(Q) 

mjere različite od nule, ma da A r h i m e d о v uslov A vrijedi. 
Promatrajmo porodicu 

(6.14) ф 
svih X ^ P (Q) za koje presjek 
(6.15) - Х А М 
ima mjere Ф 0. Kako je 

ХГ\М<Х, 
to će zbog uslova K3 svi elementi od Ф biti mjere ф 0. 

Dokažimo, da je svaki dio od Ф koji je sastavljen od 
disjunktnih skupova najviše prebrojiv. 

Stvarno, kad bi u ф bilo neprebrojivoi mnogo elemenata 

(6.16) X o , X i , . . . , X « , . . . , ( « < toj , 
svojstva 
(6.17) Ха r\,Xß=v (prazno), (a < /? < ш Ј , . 
tada stavljajući za svaki a < a > 1 : 

(6.18) Fa= \JXa, ( § < « « ) , 

skup Fa bio bi mjere ф 0. 
Nadalje, ako je a < ß < юг, skup Fß sadržavao bi kao 

svoje dijelove sve 

X| , (а> Ö < | < а> ß) koji inače ne leže u Fa • 
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To' znači, da bi bilo Fa С. F~ß, i da bi u Fß \ Fa bilo neizmjerno 
mnogo skupova disjumktnih i mjere Ф 0, pa bi bilo ne samo 
A* Fa •< Џ Fß , nego* po uslovu Кя .također 

(6.19) liFa<llFß. 

Na taj, bi način imali nebrojiv dobro uređen dio 

(6.20) fiFa, ( a < o ) 1 ) 

djelimično uređena skupa џ (P (Q)), protivno pretpostavci da 
vrijedi Arhimedov uslov A. 

Tim je teorem potpuno dokazan. 
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Dr. ĐURO KUREPA 

DOKAZ PRINCIPA TOTALNE INDUKCIJE* 
Definirajući prirodne brojeve kao konačne nepuste sku­

pove, odnosno kao kardinalne brojeve konačnih nepcraznih 
skupova, dokazat ćemo, da za prirodne brojeve vrijedi osnovni 
princip, t. zv. princip totalne indukcije. 

1. Pojmovi i oznake. Ako je S skup, tada se sa 

(1.1) x^S ili S^x 
označuje, da je х element (broj, atom, točka) skupa S; relacija 
x'^'<S se čita: х je element od S. 

Ako> su Л i В dva skupa, pa ako iz х ^ A slijedi х ^ B, 
onda se veli, da je A dio skupa В i piše 

(1.2) A C B odn. B>A. 

Ako* je A C B i В <1 A, onda su skupovi A i В identični, 
pa se piše 

(1.3) A = B ili A = B. 

Ako* je A<^ B, ali nije В ,_C A, onda se to označuje sa 

(1.4) ACB odn. BZ> A 
i kaže, da je A pravi dio skupa B. 

Ako su A i В dva skupa;, tada se pod unijom (udruženjem) 
skupova A i В razumijeva skup 

(1.5) AVB 

* P r i m j e d b a . Članak je izvadak iz jednog drugog, što sam ga 
bio napisao petog mjeseca 1940. i iz kojeg su nekoji dijelovi ušli u miojti 
knjigu » T e o r i j a s k u p o v a « . 

Potpunosti radi, navodim bez dokaza nekoliko teorema s uputom, 
s kojim je teoremom u knjizi dotični teorem povezan, da se u njoj lakše 
naioe sam dokaz tog teorema. 
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sastavljen od onih elemenata, koji leže u bar jednom od zadanih 
skupova A i B. Pod diferencijom skupova A i В razumijevamo 
skup 
(1.6) A\B " 

sastavljen od svih elemenata skupa A koji nisu elementi skupa 
B. Ako je 
(1.7) P 

izvjesna porodica skupova, onda se pod presjekom skupova 
iz P razumijeva skup 

П.8) r\S ili r\S, (S^P) 
SeP S 

sastavljen od svih onih elemenata koji leže u svima članovima 
porodice P. 

Skup j)e A ekvivalentan skupu B, simbolički 

(1.9) kA = kB, 

ako postoji postupak f, kojim svakom х ^ A možemo pridružiti 
jedan jedini element, f(x), skupa В i to tako, da različitim 
elementima iz A odgovaraju različiti elementi u В i da svaki 
element iz В bude pri tom pridružen jednom jedinom elementu 
iz A. Ako je X CL A, onda će nam f(X) označavati skup svih 
elemenata f(x), kad х prolazi skupom X. 

Ako je skup A ekvivalentan dijelu skupa B, naznačivat 
ćemo to sa 
(1.10) kAKkB odn. k B > k A . 

Ako je i kA -< kB i kB -<C kA, onda se piše 

(1.11) kA = ?cB; 

Akoi je kA^C kB, ali nije kA k> kB, onda se to naznačuje sa 

(1.12) kA < kB odn. kB > к А. 

Pod kardinalnim (glavnim) brojem razumijevamo svaki 
skup (isp. [1]); da naznačimo, da neki skup S shvatamo kardi­
nalnim brojem, naznačujemo to' sa 

(1.13) kS; 

pri tome naravno ekvivalentne skupove identificiramo, pa 
kA = kB izražava činjenicu da je skup A ekvivalentan sa 
skupom B; nadalje, ako su A i В dva skupa bez zajedničkih 
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točaka, onda se skup A \J B, shvaćen kao kardinalan broj, zove 
suma kardinalnih brojeva A i B, što se naznačuje sa 

k(A \ЈВ)=.кА + кВ. 

Općenito, pod sumom ma kojih dvaju, kardinalnih bro jeva A i 
Б 1 razumijevamo bilo koji skup, š to ga dobijemo obrazovanjem 
unije Аг \J Bj dvaju, skupova А1У Bx bez zajedničkih točaka, 
a od kojih je Ax ekvivalentan sa A, dok je B a ekvivalentan sa 
B. Suma kardinalnih brojleva A i В označuje se sa 

(1.14) kA + kB. 

Odmah se vidi, da unija Ax \J B b shvaćena kao kardinalan 
broj,, ne zavisi od posebnog izbora skupova Ax i Bu je r ako je 
kA2 = к A, kB2 = kB, a A2, B2 bez zajedničkih točaka, bit će 

k(Аг \J B J = k(A2 \J B2), 

•jer je Ax ekvivalentno (preko A) sa A2, a Bx (preko B) sa B2 . 
Prazni (vakantni) skup v, t. j ( . skup bez ijednog elementa 

shvaćen kao broj, zove se nula i označuje sa 0 t. j . 

(1.15) kv = 0. 

Specijalno, svaki predmet p obrazuje određen jednočlo-n 
skup, koji se označuje sa 

(1.16) {p} ili (p), 

a shvaćen kao kardinalan broj , označuje se sa 1 i piše 

(1.17) fc{p>7=l-

Ako iz х ^ S slijedi, da je S \ { p } jednočlan, stavlja se 

(1.18) ks = 2, 

pa se zove dvočlanim skupom. 
Analogno, ako iz х ^ S slijedi 

k(S\{x}) = 2, 

veli se, da je-skup S .tročlan, a shvaćen kao broj,, zove se »tri« 
i piše 

(1.19) 7cS = 3 i t. d. 
1 Prema tome A i В su. skupovi. 
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2. Konačni i beskonačni skupovi. Postaivlja.se pitanje: ako 
je S zadan skup, da li on može biti ekvivalentan sa bar jednim 
svojim pravim dijelom t. j . da li sistem 

(2.1) X ć S, кХ = kS 
ima ili nema rješenja u X ? 

Ako taj sistem ima bar jedno, rješenje X, veli se, da je 
skup S beskonačan (transfinitan); u obrnutom slučaju, S је 
konačan (finitan). Specijalno, prazan skup smatramo konačnim. 

Drugim riječima, vrijedi ova: 
Dedekindova osnovna definicija. Ako za svako obostrano 

jednoznačno preslikavanje f skupa S na sama sebe vrijedi 
fS = S, skup 5 je konačan; ako pak postoji ibar jedno obostrano 
jednoznačno preslikavanje f skupa S1 tako da bude 

fs с s, 
veli se, da j e skup 51 beskonačan ili transfinitan. 

Konačni skupovi ф v shvaćeni kao kardinalni brojevi zovu 
se prirodnim brojevima. 

T e o r e m 2.1. a) Ako je skup S konačan, konačan je i 
svaki podskup S0 C. S. 

b) Ako je skup S beskonačan, beskonačan je i svaki 
nadskup Sj 3 5. (cf. Kuirepa, Teorija skupova, teoremi 5.1.1 
i 5.1.2.) 

T e o r e m 2,2 a) Ako je skup S konačan, konačan je i skup 
S\j{x} 

gdje je {x}ma koji jednočlan skup; ako «S ne sadrži {х}, onda je 

kS<k(S\j{x}). 
b) Ako' je skup S beskonačan, beskonačan je i skup 

Š \ {х} i uvijek je 

kS=^k(S\{x}); 
pri tom je {х} ma koji jednočlan skup (cf. teorem 5.1.3 i teorem 
5.1.4 u Kurepa, Teorija skupova). 

T e o r e m 2.3. Ako je kardinalni broj m > 0, onda postoji 
jedan jedini kardinalni broj,, a označuje, se sa m — 1, tako. da 
bude kardinalni bro j 

m = (m—1) + 1 (cf. teorem 5.2.1.1 u Kurepa, Teorija 
skupova). 

16 Rad Jug. Akad. 277 2 4 1 
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T e o r e m 2.4. Za ma koje kardinalne brojeve m, n, ako 
je m < n, tad je m + 1 <C n • (cf. teorerri 5.2.3.2 u Kurepa, 
Teorija skupova). * 

3. Prirodni brojevi jesu kardinalni brojevi konačnih n e -
pustih skupova. Skup svih prirodnih brojeva označujemo slovom 

(3.1) IV . 

Drugim riječima, N je skup svih konačnih nepraznih skupova, 
pri čemu poistovjećujemo ekvivalentne skupove i među njima 
ne pravimo nikakve razlike; tako na pr . 1 ^N, 2 ^ J V , 5 <ž N; 
naprotiv, nije { 5 } ^ J V \ { 1 } , ma da { 5 } ^ N, jer jednočlani 
skup {5} predočuje broj, 1; uopće iz х ^ N i у ^ J V \ х p ro ­
izlazi х =t= у. 

T e o r e m 3.1. Ako je n prirodan broj, onda 

a) postoji i broj n -f- 1; 
b) n -f- 1 je prirodan broj i 
c) uvijek je n < n + 1 (cf. Kurepa, Teorija skupova, 

teorem 5.3.1). 

4. Princip totalne indukcije. Princip totalne indukcije 
daje pregled о skupu N svih pirirodnih brojeva, a sastoji se u 
ispravnosti ovog zaključka: 

P r e t p o s t a v k a . Neka je S ma kakav skup prirodnih 
brojeva koji udovoljava ovim dvjema uslovima: 

U s l o v I. Prirodni broji 1 leži u S: 

(4.1) 1<==S; 

U s 1 o* v II. Ako neki prirodni broj n leži u S, t ada u »S 
leži i priirodlni broj n -f- 1 t. j . 

(4.2) ako je n <z S, onda je n + 1 '€•; S ; 

Z a k l j u č a k : Svaki pr irodni broj leži u skupu <S t. j . 

(4.3) S = N, 

gdje je N skup svih prirodnih brojeva. 
Naravno, princip totalne indukcije možemo i ovako formu­

lirati: ako precrtamo broj 1 i ako, nadalje, precrtavši neki 
prirodni broj n, precrtamo i broj n + 1, onda ćemo precrtat i 
svaki prirodni broj. 

Da se vidi, da ova formulacija izlazi iz prethodne, dovoljno 
je promatrat i skup S svih precr tanih prirodnih brojeva; da, 
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obrnuto, iz posijednje formulacije proizlazi prethodna, dovoljno 
je »precrtati« svaki član skupa S о kojemu se govori1 u principu. 

Dokaz principa totalne indukcije prilično je dug. 
§ 4.1. Označimo sa 

(4.1.1) Ф 

poroidicu svih skupova <S С N za koje vrijede gornji uslovi I i 
II; označimo sa 

(4.1.2) N0 

presjek svih 'tih skupova, dakle 

(4.1.3) _V0 = A , (S<0). 
s 

Dokazat ćemo nekoliko svojstava skupa N0 iz kojih će 
prodzaći jednakost 

(4.1.4) N0 = N f 

pa dakle i 

(4.1.5) N = S 

za svaki S ^ Ф , što i tvrdi princip totalne indukcije. 

Dokažimo, da i skup N0 ispunjava I i II, da je dakle 

(4.1.6) Щ^Ф. 

Najprije, iz S ^ Ф slijedi 1 ^ S, što znači da broj 1 leži u 
svima članovima porodice Ф , a to baš znači da je 

(4.1.7) l'^No 

t. j . da N0 zadovoljava uslov I. 
Dokažimo, da rVa zadovoljava i uslov II t. j . da iz 

n ^ N0 slijedi n + 1 ^ JV0. 

No, n ^ N0 znači da je 

n ^ X z a svaki Х^ Ф . 

A to pak, po> definiciji porodice Ф , znači da je i 

n+l^X 

za svaki X ^ Ф , što se drukčije izražava i ovako: 
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§ 4.2. Za skup N0 С N vrijedi ovaj »princip totalne in­
dukcije«: Ako je 

(4.2.1) St<^ No, pa ako je 

(4.2.2) 1 ^ 5X ; ako nadalje 

(4.2.3) iz nCSi slijedi n+ l^Sly 

onda je 
(4.2.4) -?! = # „ . 

Stvarno, skup Sj zadovoljava udove I, II, pa je dakle . 

što po definiciji (4.1.3) znaci, da je iV0( <-" S b a to s gornjom 
pretpostavkom (4.2.1) daje traženu jednakost S1 = N0. 

§ 4.3. Skup N0 je beskonačan t. j . skup N0 može se pre­
slikati na svoj vlastiti pravi dio. 

Stvarno, stavimo 

f(n) = n + l , ( n ^ - V o ) , 

tada je ta funkcija obostrano jednoznačna, jer se napokon radi 
0 prirodnim brojevima, i naravno da je f(n) Ф 1; no prema 
(4.1.7): 

tako dakle da je f(N0) <-Г N 0 \ {1} С N0, što znači da je N0 
beskonačan. 

§ 4.4. Za svaki n €ž N0 sadrži skup N0 točno n brojeva 
koji su <C n. 

Označimo sa 
(4.4.1) Sj 

skup svih brojeva iz Na za koje je ta tvrdnjia ispravna. Naravno, 
1 ^ Si, jer je broj. 1 jedini prirodni broj < M ; također je 2 ^ Slt 
jer su 1 i 2 očito jedini pr irodni brojevi <Г 2. Uzmimo, da je 
tvrdnja doikazana za neki n ^ N0; dokažimo da je onda ona 
ispravna i za n + 1. No, brojievi iz JV0, koji su -< n -f- 1 jesu 
(v. teorem 2.4): broj, n - f l i svi brojevi iz N0 koji su •< Щ 
ovih, po pretpostavci ima n, pa oni sa brojem n + 1 koji je 
od njih sviju različit, sačinjavaju svega n -4- 1 brojeva u N0 
koji su -< n -\- 1. 
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Ukratko, imamo ovo: 1 ^ Ša; iz n ^ Sj slijedi n + 1 ^ S a , 
što, prema (4.2) i relaciji (4.2.4), znači, da skup Sx sadrži čitav 
JVQ, što smo i htjeli dokazati. -; 

§ 4.5. Doikažimo napokon da je N0 = N. 
U obrnutoim slučaju, postojao bi bar jiedan prirodan broj 

(4.5.1) m, 

koji ne leži u. Nff. 
Odmah ćemo vidjeti, da to nije moguće, jer bismo inače 

mogli preslikati čitavi beskonačni skup N0 na skup M, kojemu 
je m kardinalan broj, dakle na konačni skup 

M. 

a) Najprije, m > 1, jer po uslovu (I) vrijedi: 1 ^ N0, dok 
po pretpostavci (4.5.1) broj m ne leži u JV0, jer kad, bi m — 1 
bio u JV0i) bio bi u Nu, po* uslovu II, i broj. (m — 1) + 1 = m. 
Stavimo' 

т^^^т ; 
pretpostavimo, da je 

п ^ No, n > 1 

i da smo za sve prirodne brojevi v iz Na koji su <kn definirali 
brojeve 

(4.5.2) m i , m 2 , . . . , mn sa svojstvom 

f Tni = m 
(4.5.3) i , , . _ дт , . . 

\ mv — rriv-i — 1 za svaki v ^ N0, 1 <.«»<, n , 
i da brojevi (4.5.2) ne leže u N(h pa je zato 

(4.5.4) m , > 1 za svaki v--Cn, а napose za v — n. 

Skup se (4.5.2) tada može proširiti nadopisujući još i prirodni 
broj m„+i = mn — 1; naime, kako je prema (4.5.4), m„ > 1, 
broj m„ •— 1 postoji, a radi uslova II ne leži niti on u N0. 

Na taj1 način, relacije (4.5.3), (4.5.4) vrijede za indeks 
те = 1, vrijede za, indeks n -4- 1 čim vrijede za n ^ Nt!, pa one 
prema § 4.2 vrijede za svaki n ^ iV0. 

Bilo bi dakle: 
J m1 = m, 
\ mn+i ~ rn„ — 1 >• 0 za svaki n^N0. 
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b) Sada ćemo odmah doći na najavljenu kontradikciju 
obrazovanjem preslikavanja 

(4.5.6) f ( n ) , ( n ^ W 0 ) 

beskonačnog skupa Na na konačni skup M, za koji j e 

(4.5.7) kM = m = m1. 

Da počnemo, neka je /(1) ma koji element u M. Stavimo: 

M1 = M, M2 = M1\{f(l)}. 

Kalko je f(l) ^ ј Мг, bit će kM2 = kMx — 1 = ma — 1 = m2. 
, Uzmimo, da je n ma koji broj iz N0. i pretpostavimo', da 

smo definirali to'čke 

f {1),..., f (n) iz Mx i skupove 

Мг, M2, M 3 , . . . , Mn i da je • 

(4.5.8) f (v) ^ M„Mv+1 = M,\{f (v)},kM„+1 = mv+x 

za svih n brojeva <^ n iz N0. 
Proširimo relaciju (6.5,8) i za slučaj- v = n-f- L 
Napose za v=.n daje (4.5.8) 

к Mn + г = m„ + i , 

što prema (4.5.5) znači da množina -M„+_ nije prazna, nego 
sadrži bar jedan element; označimo joj, jedan element sa 
j(n + 1) i stavimo' 

MB + 2 = M„ + . \ { f (*-. + _)}. 

Bit će 

kM„ + 2 = кМ„ + г — к {f (xn +1)} = m„ +1 — 1 = m„ + 2, 

a time (4.5.8) vrijedi i za v = n-{- 1. P rema svojstvu skupa N0 
iz § 4.2 dokazane su time relacije (4.5.8) za svaki prirodni 
broj iz N0. 

Drugim riječima, dobili smo jednoznačno preslikavanje f: 

f(n), (n<No). 
c) Da se vidi, da je to apsurd, t r eba još uočiti d a je 

transformacija (4.5.8) i recipročno jednoznačna t. j . da među 
točkama-/(nj, (n ^ ) iV0,) nema jednakih. No, p rema (4.5.8) imamo/: 

'Mt>M2> M 3 } ) M J M „ H ) . . . , ( ^ N O ) . 
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--, Dakle su množine 

(4.5.9) Mt\ M2,..., M„ \ M„ + !, M„ +1\ M„ + 2, • • • -

bez zajedničkih točaka. Ali, prema (4.5.8) imamo 

M „ \ M „ + 1 = {f(n)}, 

pa nejednakost jednočlanih skupova (4.5.9) znači, da niti među 
točkama f(a) (n ^ N0) nema jednakih. 

Ukratko, kad bi postojao prirodan broj m koji nije sa­
držan u skupu N0 svih prirodnih brojeva za koje vrijedi princip 
totalne indukcije, 'konačni skup M kardinalnog broja m sadržao 
bi beskonačni dio 

{f(l),f(2),...,f(n),f(n + l),...}An^N0), 
kao obostrano jednoznačnu sliku beskonačnog skupa N0. Kako 
je to, prema teoremu (2.1a) nemoguće, princip totalne indukcije 
je potpuno dokazan. 

§ 4.6. Niz prirodnih brojeva. Standardni oblik skupa svih 
prirodnih brojeva glasi 

(4.6.1) 1, 2, 3, . . . . , n, n + 1 , . . . 

To je t. zv. niz prirodnih brojeva. 
Početni član je 1; opći član je n, a član poslije njega jest 

baš broj n + 1 koji se javlja u uslovu II kod totalne indukcije. 
Dokazana jednakost JV = IV0 i svojstvo iz § 4.4. daju: 
K o T o l a i r 4.6.1. Ako je n koji god prirodni broj, onda 

ima točno n prirodnih brojeva koji su <! n dakle 

(4.6.2) fc{l,2,...,n — l , n } =n,(n^N). 
§ 5. O p ć a p r i m j e d b a . U prethodnim izlaganjima 

nismo se ekspilicite vezali za kakav određen sustav aksioma. 
Članak je pisan tako, da se može uklopiti na pr. u F r a e n-
k e l - Z e r m e l o v sustav BAPUVEF [4] ili u D e d e к i n -
d o v a izlaganja u klasičnom spisu [2]. 

U spomenutom F r a e n k e l - Z e r m e l O ' V o m sustavu 
nema glasovitog ( Z e r m e l o v a) aksioma о izboru. Inače, kad 
bi se taj; aksiom prihvatio', dokaz principa potpune indukcije je 
vanredno jednostavan: pomoću aksioma izbora lako se dokazuje 
( Н а г t o g s ) , da je skup N d o b r o u r e đ e n . Ako je tada 
S ma kakav podskup skupa N sa svojstvima I i II :z § 4, mora 
biti 5" — N; u protivnom naime slučaju, skup- N \ S imao bi 
bar jednu točku, a kao dio. dobro uređena skupa N, imao. bi 
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J V \ Š i p o č e t n i e l e m e n t , recimo p; naravno p > 1,, 
pa bi broj p — 1, kao manji od p, ležao ne u N \ S nego u S; 
no, zbog usiova II, iz p — 1 ^ S slijedi također (p — 1) -j- 1 ^ $ 
t. j;. p^S, što je u proturječju sa р^ N\S. 

Inače, primijetimo da smo se u § 4.5b služili mogućnošću 
da u pojedinom nepiraznom skupu kojd se konkretno1 pojavljuje 
uočimo po jednu njegovu točku. 
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Dr. F. I. HAVLIČEK 

О GRAFIČKOM RJEŠAVANJU AKUSTIČKIH 
PROJEKATA 

Kod projektiranja velikih dvorana obično se služimo se­
kundarnim zvukom za jačanje intenziteta n a udaljenim 
mjestima. Pored pazvuka bacaju refleksije na plohama 
valove zvuka po mogućnosti prema zadnjim redovima sjedišta 
dvorane. Ali iskustvo je pokazalo, da za glazbene priredbe ne 
smije razlika u duljini puteva direktnog i indirektnog vala 
biti veća od 12—15 m, odnosno od 1/20 sek, ako želimo, da se 
ispravno čuju i brze kompozicije. 

Projekt iramo li veliku dvoranu, t. j . dvoranu za maksi­
malno dopuštene razlike u duljini puta zvučnih valova, moramo 
stalno kontrolirati , da li smo ostali s plohama refleksije u 
granicama dopuštenih razlika. 

Naša grafička metoda pojednostavnjuje znatno ove kontrole 
i omogućuje direktno funkcionalna rješenja. 

Na si. 1. predstavlja pravac II plohu refleksije, a na pravcu 
I označena su mjesta izvora zvuka u raznim udaljenostima na 
desnoj strani; na lijevoj; strani nalaze se zrcalna mjesta izvora 
zvuka. 

Tražimo li na primjer, da razlika između putova direktnog 
i indirektnog (t. j . reflektiranog) vala bude 14 m, dobivamo 
geometrijsko mjesto svih točaka ravnine ovog svojstva s 
pomoću pramena hiperbola. Na ovakvoj hiperboli Oiznačeno je 
odgovarajuće mjesto izvora. Uzme li se, recimo., izvor zvuka 
udaljen 10 m od plohe refleksije, razlika u putu zvučnih valova 
za točkiu P na hiperboli s oznakom 10 m izlazi baš 14 m. Za 
točku P ' je razlika manja, a za točku P" veća nego 14 m. Po­
dručje lijevo od pojedinih hiperbola je dakle dopušteno s 
obzirom na iskorišćavanje refleksija, a područje desno je za­
branjeno područje. 

Na si. 2. zamišljenoj na prozirnom papiru, naznačena je 
simetrala S koncertne dvorane, i mjesto na kojem se nalazi 
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solist. Oko solistova mjesta nacrtana je kružnica К sa polu­
mjerom 30 m, koja označuje udaljenost zadnjih redova (30 m 
predstavlja već blizinu dopuštene granice bez električkog 
pojačavanja). 

Položimo li sliku 2. na dijagram slike 1., tako da soüstovo 
mjesto dođe na razna mjesta izvora zvuka Aa pravcu I, i 
okrećemo li papir oko solistova mjesta, pokazivat će dio ravnine 
između pravca II i odgovarajuee hiperbole dopušteno područje. 
Pravac II predstavlja stijenu refleksije. Vidimo, da za uda-

1211109 8 7 -*— 
udaljenosti slika izvora 

7 8 9101112131^15 Щ 
udaljenosti izvora od zrcalnk plohe 

SI. 1. 

ljenosit od 11 m može služiti prilično duga ravnina za refleksiju 
sve do točke A. Ako bismo produžili ravninu dalje prema 
podiju, padale bi refleksije već desno od granične hiperbole II. 
Priključit ćemo stoga još jedinu ravninu udaljenu 8 m od izvora 
zvuka; nju možemo produžiti do točke B, koja. predstavlja u 
okviru projekta prirodnu granicu podija prema mjestu, koje 
je predviđeno za kor. Stražnja granica je ravnina udaljena 
7 m od solistova mjesta. Za ovu ravninu nema zabranjenih 
područja. Na süci su još naznačene zrcalne točke izvora za 
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ravnine refleksije 11, 8 i 7. Da ne (bi bilo previše linija na slici, 
izostavljeni su primjeri reflektiranih zraka. SI. 2. pokazuje 
kako ta grafička metoda vodi к funkcioinalsnom rješenju, koje 
daje arhitektu dobre mogućnosti za njegove dispozicije. 

/ zrcalna ploha =-=-
I I prigušna ploha ; 

SI. 2. 

Na si. 3. vidimo kako nam služi dijagram si. 1. za odre­
đivanje oblika stropa koncertne dvorane s ispravnom re­
fleksi jpm. Postupak je isti kao kod tlocrta. Solistovoi mjesto 
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stavimo na udaljenosti 7, 9 i 12 m i gledamo, da li sjedište 
leži u dopuštenom području. 

Katkada nas zanima, gdje se uopće može smjestiti ploha 
refleksije, koja ne će davati veće razlike u pu tu od dopuštene. 
To pitanje pojavljuje se obično kod adaptacija već sagrađenih 
dvorana. Na si. 3. zanima nas na pr imjer ovo područje za mjesto 
A na balkonu s obzirom na solistove mjesto. Ako je p udaljenost 
mjesta od solista u metrima, tražimo da je p ' -f- p " = p + 14 
i taj nam uvjet daje elipsu E sa žarištima u A i na mjestu 

SI. 3. 

solistovu. Sama elipsa E ne dolazi u obzir kao ploha refleksije, 
kako je poznato, jer bi se svi valovi na njoji reflektirali u A 
i tamo uzrokovali nesnošljivi intenzitet, a oistala mjesta ne bi 
dobila sekundarnog zvuka od stropa. 

U slučaju, da se radi о cijelom orkestru, čini se na prvi 
mah, da bi trebalo raspraviti о svim mjestima n a naprijed 
navedeni način. Ali normalna dispozicija orkestra1 smještava 
pojedine izvore zvuka, t, j>. instrumente, među glazbenike, i 
valovi pojedinih instrumenata se više n e šire itakoi pravilno 
kao na primjer u slučaju prve violine, već zbog ogilba stvaraju 
kompliciran sustav, gdje oirkestar djeluje kao cjelina. Ovaj 
poželjni efekt često jačamo time, da iznad samog orkestra 
smjestimo jednu plohu refleksije. Glazbenike u prvom redu 
orkestra možemo smjestiti nešto malo u krugu, tako da ne 
dobijemo refleksije u zabranjenom području'. 
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Svojstva naših električkih (pojačala ne dopuštaju bespri­
jekornu reprodukciju. Želimo li dakle (projektirati' velike 
dvorane za umj'etničke priredbe, moramo iskoristiti mogućnosti 
sekundarnog zvuka. Kako pazvuik smijemo povećavati samo 
vrlo oprezno, preostaju nam samo refleksije, koje treba 
iskoristiti do krajnje mjere. Noimografske metode za rješavanje 
aikustičkih problema poput gornje nisu autoru poznate iz 
literature. 

(Primljeno na sjednici Odjela za matematičke, fizičke 
i tehničke nauke dne 20. XII. 1949.) 
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