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Dr. Ing. DANILO BLANUSA

JEDNA VRST INTEGRALNIH TEOREMA
BESSELOVIH FUNKCIJA

(Dalja izlaganja na temelju radnje iz 271. knjige ,Rada*)

Istrazujemo u ovom posljednjem dijelu integralne teoreme,
o kojima je bila rije¢ na kraju I. dijela.!

1. Jedna temeljna Laplaceova transformacija

U Laplaceovoj transformaciji

f6) = § e F(0) dt o)
0

zvat ¢emo F (t) prvotnom funkcijom, a f(s) izvedenom funk-
cijom.

Doetsch daje u svojoj knjizi o Laplaceovoj transformaciji?
na stranama 401 do 403 tablicu prvotnih.funkcija s pripadnim
izvedenim funkcijama. Pod brojem 38 te tablice dane su funkecije

_ 0 za 0<t<a )
F@) = Jo(kVt?_—-—a?) 7at>a @)

e~ elFFE 5
f(s)= —V—sT——I-kF ®

s naznakom a« = 0, k po volji, apscisa konvergencije § = 0.
To dakle znac¢i, da je Laplaceow-integral (1) s funkcijom (2)

1 Formule oznacene rimskim brojkama I do III odnose se na pri-
jasnje autorove radnje o Besselovim funkmgama v. »Rad« i Math. Rev.,
8 (1947), str. 580-—581.

2 G. Doetsch: Theorie und Anwendung der Laplace-Transforma-
tion, Springer, Berlin 1937. Ovu ¢emo knjigu odsada kratko citirati sa
»Doetsch«,



konvergentan za Re (s) > 0, a divergentan za Re (s) <0. Ovo
je medutim ispravno samo onda, ako je k realan broj, $to u
Doetschovoj tablici nije naznadeno, a nije naznadeno ni na str.
373 spomenute knjige, gdje je ta transformacija napisana ovako:

—aETR
e Jo (kY2 —a?) de = £ (& >0,0>0,k po volji). (4)
e re POl

Ova je formula toliko specijalnija, Sto se traZi ¢ >0, dakle
¢ realno, dok naznaka za apscisu konvergencije f =0 u tablici
dopusta kompleksno s (koje odgovara varijabli o), za koje je
Re (s) > 0. Uvjet, da k treba da bude realno, ne da se ni iz
¢ega naslutiti, jer se u toj tablici za konstante -u raznim funk-
cijama dopuStaju kompleksne vrijednosti, $to je vidljivo iz
funkcije pod brojevima 4 do 9, gdje su apscise konvergencije
ovisne o realnim odnosno imaginarnim dijelovima doti¢nih kon-
stanta. S obzirom na to, da je relacija (4) temelj nasih daljih
razmatranja, provest ¢emo to¢nu diskusiju konvergencije toga
Laplaceova integrala za slu¢aj kompleksnog k, premda nam ne
ée svi ti rezultati biti potrebni.

Prije nego Sto prijedemo na tu diskusiju, dat ¢emo neke
krititke primjedbe o onim mjestima u literaturi, koja rade o
tom integralu. Kao izvor za formulu (4) Doetsch navodi Watso-
novo djelo?, str. 416, formula (4), u kojoj da treba supstituirati
22—y =1% a=90, b=k, y2=—d® To, istina, nije sasvim
korektno, jer ta formula glasi

[ S

— ) : 5T 10
SJ (1) P [V :Vt vl dt = =P [j—wa'zyj:f“ (4a)

s napomenom, da vrijedi gornji ili donji predznak prema tome,
da li put integracije odozgo {li odozdo obilazi singularitet inde-
granda na mjestu t = y. Veli¢ina y je izrijekom pretpostavljena
kao realna i pozitivna, dok bi u Doetschovoj formuli prema
y?=—«? zbog realnog « ta veli¢ina ispala ¢éisto imaginarna.
Moze se medutim analognim postupkom, kako Watson dobiva
nasu formulu (4a), dobiti relacija

» (4b)

exp[—aV 4] exp[—aYa®+b°]
S Jo (bt) T tdt = TR

3 G. N. Watson, A treatise on the theory of Bessel functions, Cam-
bridge University Press, 1922. Ovo ¢emo djelo kratko citirati sa »Watson«.
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u kojoj je a realno i pozitivno, pa bi iz nje ispravno izlazila
na8a formula (4), koju donosi Doetsch. U Watsonovu tekstu se
pretpostavlja, da su konstante a i b (koje odgovaraju Doetscho-
vim konstantama ¢ i k) realne i pozitivne, a tek se u biljesci
kaZe, da bi uz izvjesna ograniCenja mogle biti i kompleksne
(»with certain limitations, ¢ and b may be complex«). Ova ée
ogranienja biti predmet nase diskusije.

Mozemo jo§ navesti Weyrichovu knjigut, gdje je na str. 110
dana formula (18), koja glasi:

esz < — idl.
(A7) e~ VE~=F1= S22 4c
§ e (40)
gdje je R= Vr®+2z2. Naznateno je, da VZZ—k® mora imati
takav predznak, da bude lim —} VA2—k® = + 1. Nema disku-
A o0

sije o dopustivim vrijednostima veli¢ine k. O¢ito je, da se inte-
gral ne mijenja, ako k nadomjestimo sa —k, dok se lijeva
strana relacije mijenja. MoZe se pokazati, da imaginarni dio
velitine k mora biti veti od nule. Ako je k &isto imaginarno i
taj imaginarni dio pozmvan stavimo k=1ia, &ime je a>0,
dalje stavimo |zl =0, r=¢, A=+ ViP—a?, R= VP + 2 =
Vez +22, pa dobijemo (4), gdje samo piSe ¢ mjesto k. Ako k
nije &isto imaginarno, dobijemo istu formulu (4), ali s kom-
pleksnim «a, a krivulja integracije polazi od a i teZi prema: +-oo.
Formula (4) je i za taj sluéaj ispravna, $to se neposredno uV1da
analiti¢kim produzivanjem.

Formula (4c) dana je i u IL.-dijelu djela Franka i Misesa®
na str. 924., formula (11). Ni ovdje nisu diskutirane dopustive’
vrijednosti veli¢ine k, samo je na str 923 kod formule (9a)

primjedba, da mtegrand integrala § eithticos o do i3tezava za

o =00, §to se postizava prlkladmrn predznakom veli¢ine k,
odnosno za realno k time, da se 4 odabere kompleksno. O¢ito
je, da se to slaZe s naSom primjedbom, da imaginarni dio veli~
tine k mora biti pozitivan. Kompleksno 1 za formulu (4c) nema

4 R. Weyrich: Die Zylinderfunktionen und ihre Anwendungen,
Teubner, Leipzig und Berlin 1937.

5 Ph. Frank und P. v. Mises: Die Differential- und Integralglei-
chungen der Mechanik und Physik, Vieweg u. Sohn, Braunschweig 1935.
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smisla, 391; je to realna varijabla integracije. Dalje se nalaze u
L dl]elu istog djela (1930) na str. 825. formule (32), (31), koje
glase:

Kv § e—Pa-Q(“;)JO (ig\/a‘ﬂ»Za %)da H(lx 5 (4dy

H(x,p) v T exp |2 (Vl+-—-—1)]. (40

Na citiranom mjestu je u eksponentu eksponencijalne funkecije
pod integralom pomutnjom ispu$ten sumand —pea. Stavimo li

u (4d), (4e) o =—ik, p=o + ik, f—:ﬂ, a=t—f, dobijemo

opet formulu (4), u kojoj samo plée # mijesto a. U sva tri citi-
rana djela navodi se kao izvor Jedna Sommerfeldova rasprava®.
U toj se raspravi upotrebljava i dokazuje relacija (4c), a k je
tako definirano, da je k, pa ¢ak i k2, kompleksan broj u prvom
kvadrantu (vidi str. 678. te rasprave). Time je tamo zadovoljen
spomenuti uvjet, da imaginarni dio veli¢ine k mora biti pozi-
tivan. Relacija je medutim tofna i onda, ako je k u drugom
kvadrantu, §to se uvida analiti¢kim produZivanjem, kod kojega
Y% ne smije proéi kroz nulu, dakle k% ne smije dobiti pozi-
tivnu realnu vrijednost, t. j. k ne smije prije¢i u treéi ili éetvrti
kvadrant,

Prelazimo sada na diskusiju konvergencije integrala (4).
NapiSimo taj integral naSim kasnijim oznakama:

sa

L=§ e 5 (VE—dd (@>0 ®)
i stavimo opéenito
s=8, + is, ‘ (6)
c=1¢, + ic, (1)
Buduéi da je prema III (1)
Jo (&) =1J, (—2), @®)

moZemo promjenom predznaka od ¢ uvijek postiéi, da bude

8 A. Sommerfeld: Uber die Ausbreitung der Wellen in der draht-
losen Telegraphie, Ann. d. Physik und Chemie, 28 (1909), str, 665 it d,
osobito str. 683. .
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>0 (9)
ili .
¢, >0, c,=0. (10)
Konvergencija integrala (5) na donjoj granici nije sumnjiva,
jer je tamo prema III (1) integrand kontinuiran. Radi se dakle
o konvergenciji s cbzirom na gornju granicu. Posluzit éemo se
asimptotskim razvojem?

o5 ' M—1
@) = v;f— {°°S (z—%n—%)[ S —um 2 +O(!zl_m)] —

—sin (z—-—ﬁn )[ ) (—1)m (”(227)";”7;11) + O ( izl“m"l)} }, (11)

gdje je upotrebljen Hankelov simbol

(49" —19 (422 —3)... 4" —@2m—1)]

e , (00 =1, (12)

(»,m)=

a pretpostavlja se
. t —a<<argz <. (13)
Ovaj posljednji uvjet bit ¢e za nas zadovoljen s obzirom
na (10) i s obzirom na to, da je Y#—a? > 0.
Stavimo 1i u (11)

y=0, M=1, -(14)
dobijemo

Jo<z)¥\/n—Tz{cos (== )1+ 042121~
——sin(z—%) [——817+0'({z!-3)“ =
%{—; [exp (iz—27) + exp(— iz + ~—)] [1+0(z-2]— 5
el S ) -
= \/Z%{exp (z‘z——"-})[1+0(!zj—l)] + exp(—-—iz +iff—) [1+o(izl—’)]}.

7 L. c. 4 str. 47



Uvrstimo 1i sad

TR
z=cVE@8—2% = (¢, +ic)t Vl ——~£2— (16)
- i uotimo, da zbog
PR :
lim C_\LL_JL = ¢ 17
t o t

iz egzistencije konatnog lim sup [|c VE&—a?|f ()] otito izlazi i
t> o
egzistencija konatnog lim sup [t f(t)], to jest da mjesto
t> o .
O(le V2—=?|~1) mozemo pisati O (1), dobijemo

Jo(cVe2—x2) =

= exp\/znc \/ vl—._ {exp (iclt \/TE) .

. exp (“Cgt \/l_ta )[1‘1‘0“ ! ]} +

exp 4
\/ch V vlii exp —“lclt\/ t )

. exp (czt \/1~~—)[1+0(t-1)]} (18)
tako da za integrand od (5) vrijedi asimptotski razvoj

e—st]J (C \/t? x?) —
t 4

—
\/ch \/ exp[z(c —8,) t] exp [wlt (\/1*%—-1)]
- t2 .

TToF
. exp[— (e —l— s;) t] exp [—Cgt (\/ 1—% ...1)] 140 (t“l)]} -+
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in

exp — . I

4 1 - 2
Vome — {exp [—i(e; + s0) t] exp[——icl t<\/ lfft’g‘ ~1>] .

\/t 1—% .
. expl({co—sy)t] exp [cgt (\/1~—J§;— —1)} 1 +o0 (t“l)]}. (19)
Zbog
lim [t( 1~3f: -1)] =0 (20)
vrijedi

. T . —F
lim exp [iclt <V1~?2- ——1)] = lim exp [—iclt <\/1——F-——— 1)] =
t> oo X

- _ = ~
lim exp[—- cpt (\/IVﬁj — 1)] = lim explcgt(\/l——g—-—l)]=1. (21)
t> o t 1> t

Dalje je otito
lexplilci—so)t]] = |exp[—ilcs +s)tl] =1 (22)

_1:__ = o(t“%‘). ‘ (23)

Pretpostavimo 1i sad .
$;>> Cy, (24)

to se vidi s obzirom na (9), da eksponenti eksponencijalnih
funkeija exp [— (¢, + 1) t] 1 exp [(c, — sy) t] postaju negativni
i da integral mora biti apsolutno konvergentan. Pretpostavi-
mo li dalje ° ‘

S =c, >0 (25)

Sy =—"Cy, (26)
to se vidi, da funkeija exp [— (¢, +5,) t] i sada ima negativan
eksponenat i da ¢e stoga prvi sumand jzraza na desnoj strani

od (19) dati apsolutno konvergentan integral. Drugi sumand
toga izraza ce glasiti )

- ) 11



s = e;‘;;c V \/h-‘{exp [-mt(\/;—%f—-—l)].

. €Xp [c2t (\fl—%i-—l)] [1+O(t"1)]}. 27}

S obzirom na (21) i (23) dat ¢ée ¢lan O (™) u uglasto; zagradi
apsolutno konvergentan integral.
Prema (21) moZemo staviti

exp [_iC1t (\, 1-—:—: — 1)] exp [°2t(\/:'§ — 1)] =

=1+06;+i6,, S (28)
gdje je
lim 6,=0 (29)
tpoe . .
lim 4,=0, (30)
t> e
t. j. za po volji maleno ¢ moZe se naéi T tako, da za
t>T (31)
vrijedi
16, <<e (32)
i prema tome
14+6,>1—e. (33}

Budu¢i da je osim toga
1

\/ \/1___ 7—“ (34)

PR

e IO I

=-——-—(1+61)>1—Ei a t>T, (35

12



i prema tome taj dio daje divergentan integral. Integral (5) je
dakle pod pretpostavkom (25), (26) divergentan, tako da je po
poznatim stavcima® apscisa konvergencije, a ujedno i apscisa
apsolutne konvergencije
p=c,. (36)
U todki s; = ¢, >> 0, s, = —¢, praveca konvergencije s, = ¢, >0
divergira dakle integral (5). Preostaje jo§ da se istrazi, da li je
taj integral konvergentan u ostalim to¢kama pravca konver-
gencije. (Svakako on u tim tockama ne moze biti apsolutno
konvergentan, jer pravac apsolutne konvergencije pripada ili
sav ili ne pripada nikako podruéju apsolutne konvergencije?).
Konacno jo§ treba posebno diskutirati slucaj c,=10. Pretpo-
stavimo dakle najprije
Sy=cy >0 37)
N s, F—c¢; . (38)
Prvi sumand izraza na- desnoj strani od (19) dat ¢e zbog (36)
apsolutno konvergentan integral, isto tako dio drugog sumanda,
koji je pomnozen sa O (t™'). Preostaje jo§ izraz

7T
exp —- e 1

T2 — ©xP [—iler+sa)t] .
-

R =

. exXp {( —zcl)t(\/l»j:t: —1)] (39)

Red potencija

v= (\/Tj%z‘—l) = _t(gz + 8t* ot 129i§+ )
=_(_i+jf_+...) (40)

mozemo uvrstiti u razvoj

(ce—ic)y (eo—icy)’ ¥
TR Y

Sto je dopusteno, jer je za dovoljno veliko t red (40) apsolutno

lsonvergentan i suma apsolutnih vrijednosti njegovih ¢lanova

exp [(co —ic)yl =1+ , (41)

8 Doetsch, 3. poglavlje § 2. str. 13 it. d.
® Doetsch, str. 15.
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manja od rédl}a konvergencije reda (41).1% (Taj radij konver-
gencije je neizmjerno velik.) Dobijemo dakle

‘exp[( —icyt \/l—————l)]—l——(cg zcl)( 8t3+ ) 4

1 AR W T AN -
T are ”1) (Zt T8t +) gy (i) (21; BETE "‘) Fee =
~1-(c_-c)“i+( P (—ien 14 L (oiefaf] E 4
= ) 1Cy 2% Cy — 'LCl 8t2 Co 1 1[ -1 6 Co—1Cy x]gtg s
(42)
Dalje vrijedi

1 15 2%
i 2 =1+ t’ + 32t4 T 18 T (43)

\/1

Produkt apsolutno konvergentnih redova (42) i (43) daje

T

eXp 4 :

R= W_;;f_ Rt {1~(°2““1) %t
2 2

[(c-g——i01)2‘:;—+1 z%“'“}:
o |

L L et o),
\/gnc ‘/t |

Dio toga izraxia, koji je pomnoZen sa O (t71!), daje ocito apso-
lutno konvergentan integral, a ostali dio za ¢, + s, 0 [vidi
(38)] uvjetno konvergentan integral, Sto je lako dokazatit!

10 Isporedi na pr. K. Knopp: Theorie und Anwendung der unend-
lichen Reihen, Springer, Berlin 1922, str. 173.-
11 Taj integral je dobro poznat. Zna se, da je

o .
eit . X
S*\/?—fV§ 1+14).

Usporedi C. Jordan: Cours d’analyse de D'école pclytechmque, Gauthier-
Villars, Paris 1813, II. sv., str. 201.

14



Prema tome je pod uvjetima (37), (38) integral (5) uvjetno
konvergentan. Pretpostavimo konatno

s;=c, =10 . (45)

c, >0. : (46)
Za

8y = —C; 47

daje drugi ¢lan od (19) divergentan integral, $to smo veé prije
dokazali (nezavisno od toga, da li vrijedi (37) ili (45)). Prvi ¢lan
¢e dati uvjetno konvergentan integral, (a ne apsolutno konver-
gentan, kao pod pretpostavkom (37)), §to izlazi na analogan
nacin, kao §to je bio upotrebljen, da se izvede (44). Integral
(5) je dakle pod pretpostavkom (45), (46), (47) divergentan.
Za

s,=r¢c, (48)
uz (45), (46) dat ¢e prvi ¢lan od (19) divergentan integral, a
drugi ¢lan uvjetno konvergentan, dakle je integral (5) diver-
gentan. Ako ne vrijedi ni (47) ni (48), dat ¢e oba ¢lana od (19)
uvjetno konvergentne integrale, tako da je integral (5) kon-
vergentan. Vidi se dakle, da je za ¢,=0 ma pravcu konver-

gencije s; = 0 integral (5) divergentan u dvije tocke, s, = —c,
is,=cy. . )
Slucaj
c,=1c,=0 “ (49)-

je trivijalan, jer je onda Besselova funkcija u integralu (5) iden-
ticno jednaka jedan.

Oslobodimo 1i se pretpostavke (9) odnosno (10), moZemo
dobivene rezultate izraziti ovako:
STAVAK IV 1. Stavimo li |
c=1¢, +ic,, (50}

apscisa je konvergencije integrala

o

L= ey (cVE=a) at (51)

0
dana sa *
: B=lc,l. (52)

15



Akoje
c,F0, (53)
integral je na pravcu konvergencije sva-
gdje uvjetno konvergentan, osim u toéci (e,
—c, sgn ¢,), gdje jedivergentamn. Ako je
C2:‘—“0, 014:07 . (54)
integral jena pravecu konvergencije svagdje
uvjetno konvergentan, osim u toékama (0,cy),
(0,—c,), gdje je divergentan Slucaj
¢, ==Cc, =0 (55)
je trivijalan, i integral je u tom sluc¢aju na
cijelom pravcu konvergencije divergentan..
Potpunosti radi primjeéujemo, da je analogno kod Lapla-
ceovih transformacija, koje odgovaraju funkcijama pod brojem
34 i 35 Doetschove tablice i koje glase

T _. (@ (Vs+a>—s)
ge *tf— dt = —‘/i?f:—s— Re () >0) (56)
1

2 (R >—1), 6
Ve +a)  F

(2a)"F(v+

e~ J, (at) dt =

ot3g

apscisa konvergencije dana apsolutnom vrijedno3¢u imaginar-
nog dijela konstante a, i samo je onda jednaka nuli, kao Sto
je tamo naznaceno, ako je ta konstanta realna.

2. Komporzicija dviju ili viSe Besselovih funkcija nultoga reda
Relacija (4), napisana oznakama prema (5), glasi:
exp (—x ys24-c?)
ete
(x>0, Re(s) > Im(c)!|, c po volji), (58

gdje je joS uzet u obzir stavak IV. 1. Integriramo li ovu jedna-
kost po x od x do oo, izmijenivii na lijevoj strani poredak
integracija, §to je ocito dopusteno, dobijemo: ’

fetcvE—a?)at =

16



5 [ S e~ J, (c yt2—x®) dt] dx = S [e"‘s JoleytE—a? )da:] dt =

(59)

_ 3? exp(—x s+ c?) dar = exp (—2 {s* + &)
: Vsi4 e s+ '

Prema tome u Laplaceovoj transformaciji (1) odgovara prvot- .
noj funkciji
0 : za 0t
F@) = . (60)

t
SJO(C\/t’——m’)dm zat>x

izvedena funkcija

exp(—zys+c) (61)
s +ct

Prema poznatim stavcima!? operaciji komponiranja u podrudju

prvotnih funkcija odgovara operacija mnoZenja u podruéju
izvedenih funkcija.

Neka su ¢, =20 i x, 2 0 dva realna parametra i neka je

f@s) =

0 za 0ty

P () = (62)
Jole V@ —x%) za t> 2,
0 . za 0Lt >

Fy(t) = (63)

- JoleVE—x,8) za t>ux,.

Tvorimo u smislu I (33) kompoziciju

t
K 6z, 0) = § Fy() Fat—y) dy =
0
t-xa

= § LW =z L eVo—y’—z2) dy (¢>z1+,).(64)

12 Doetsch, str: 161, stavak IV b.

2 Rad Jug. Akad. 277 17



Prvotnim funkm]ama (62), (63) odgovaragu prema (2), 3) izve-
dene funkcije ‘

. PRI ] .
2 2 .
f2 () = exp(\l?ii e - (66)

dok kompoziciji Koo(t xl,x2) kao prvotnoj funkcm odgovara
njihov produkt

exp [— (@1 +x) V52 + ]
T 32 + cz

kao izvedena funkcija. U drugu ruku prema (60), (61) izvedenoj
funkeiji (67) odgovara kao prvotna funkcija integral

f1(8) fa (8) =

(67)

. t
1= § g eVE=v) ay. (68)

- x txy
Buducl da je prvotna funkcija, koja pripada zadanoj izve-
denoj funkciji, jednoznaéno odredena,'* mora kompozicija (64)
biti identi¢na s integralom (68), t. j. dobijemo integralan teorem
Besselovih funkecija, u kojem “‘¢emo prema III (1) pisati funk-

ciju 4, mjesto funkcije J,: .
t—x2

R (t; 21,20 = S A (VP —22) Ao (e E— P — ) dy =

= SAo(cJtT—_y‘§)dy. (69

X+ Xy -

Analiti¢kim produZivanjem lako je uvidjeti, da ova relacija
vrijedi i onda, kad nije zadovoljena pretpostavka, da su x,, x,
1t realni brojevi s uvjetom t > x; + x,, ve¢ to mogu biti tri
bilo koja kompleksna broja, a krivulja integracije bilo koja
krivulja, koja se moZe rektificirati (na pr. po odsjeécima glatka
krivulja), a spaja totke, koje* su dane donjim i gornjim gra-
nicama integrala. Drugi korijeni, kOJl se pojavljuju u argu-
mentima funkecija, samo su prividni, jer je 4, tdka funkcija,’
kako izlazi iz III (1). Integrali u (69) su stoga oéito cijele ana-

13 Ako zahtijevamo, da bude kontinuirana. Vidi Doetsch, str. 34.
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liticke funkche Istina je, da se u tom poopcenju prvi integral
u (69) viSe ne moZe smatrati kompozun]om u strogom smislu
definicije I (33). Ipak éemo pridrZati taj izraz i u ovom sludaju.

Provede li se‘'postupak integriranja po x od x do .00, koji
je doveo od (58) do (59), r puta, dolazi se do relacije
oo t r - S
_ —— exp(—x Vs + )
el Vdx] J,(c tQ——:c"’)da:] dt = —2 X2 . (70)
S[ (S ) e Wereya
Uzevdi jo$ u racun formulu II (154) za n-struku integraciju,
mozemo dakle reci, da prvotnoj funkeciji
: 0 ‘ ' . za 0<t<x
F@t) = . . . (71)

¢
?T-_lﬁ!— S (y—x)1J,(c ‘"\/t?“—yz Ydy za t>x

odgovara izvedena funkcija

exp(—x s + %)

fo =22 2 (72)
Neka su dalje 2, =20, 2, = 0, ..., r = 0 realni parametri.
Onda prvotnim funkecijama
0 za 0<t<x,
F ()= : o (k=1,...,7) (73)
JO(Cth——.’L‘k) za t>ux,
odgovaraju izvedene funkcije .
. z )
S0 = exp(\/;’f%“) Ge=1,....0. (14
Kompozicija funkeija (73) glasi: )
RY 0 @y, ) = Fi(6) * Fy(@)% ... % Fo(t) =

Yr-3

t ¥
= §ay Py t—yn) § e Fotyr—0).. vy .
Q Q R

Yr-2

S dyr~1 Fr—l (yr-2 - yr——l) Fr (yr—l) . . (75)
v B
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Uvrstimo 1i funkcije (73), lako se vidi, da ée odbacivanje onih
dijelova integrala, za koje su integrandi jednaki nuli, zna&iti,
da se pojedine varijable integracije kreéu u ovim granicama:

2 < Yot < Yroa — Tra (76a)

T + T S Y2 X Yr-3 — Tr—p (76b)

Tr + X + T2 S Yr-3 X Yrs — Trg (76¢)
T+ Xt LY Syr—x (76d)
T+ X1t TSy St—ar. (76e)

Dobijemo dakle, zamijenivsi J, sa 4,:

0,..., o,,.
K() o(t:xlv-":xr)z

.....

t-x, Y1 Xy . . Yr-3"%r.2
delA (NE—y—2®) § dadolc\Nwiw o) ... §  dyea.
T : . R A
- .
sz" ‘ P

Yyr—2%r—1

. AO (C \/ (yf—3 - yr—2)2 - xz_,z) 5 dyr-l .

Xy

Ay (N @z — Yy —22) Ay VY2 — B,  (17)
gdje je u smislu (76e)

t>Ya. . (78)

E=1
Ovoj kompoziciji odgovara kao izvedena funkcija produkt
funkcija (74):
expl—(@; + 2 + ...+ x) Vs +C]
$)fa(s)... frls) =
fl( fz( f() (\’S +C2)

. (79)
Stavimo 1li jo$

E=1
mozemo prema (71) i (72) zakljuditi, da je
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pod pretpostavkom, da je t>X. Razumijevamo 1li pod
Ky oy, @)
izraz (77) i onda, ako su t, x;, T, ..., - bilo koji kompleksni

brojevi, koji dakle vise ne zadovoljavaju uviet t > X, opet se
analiti¢kim produZivanjem uvida, da (81) vrijedi i u tom slucaju.

3. Jednadibe rekurzije za kompoziciju dviju Besselovih funkcija
viSega reda

Za ovo, §to slijedi, pretpostavlja se prema potrebi, da su
parametri x,, x,, . . . 0od nule razli¢iti. Slugajevi, kod kojih isCe-
zavanje jednog parametra ili viSe njih dovodi do teSkoca, ras-
pravit ¢ée se kasnije. Razmatrajmo kompoziciju .

Ry (t; 2y, ) =
t—x,

= § ym A, (V¥ —28) (t—y)™ A, &V E— v —230) dy, (82)
pri emu su m,, m,y, ny, N, nenegativni cijeli brojevi, t, x;, x,
bilo koji kompleksni brojevi, a krivulja integracije bilo koja
krivulja, koja se moZe rektificirati, a spaja totke x, i t—x,.

Ako su t, x;, x, nenegativni realni brojevi i t>z, + x,,
mozemo (82) shvatiti kao kompoziciju funkcija

0 cza 0L5t<ay
Fi(t) = B 83)
t Ay (eVtP—ax?) za t>xy
0 za 0Zt<x
F,(t) = (84)

tm A, (V2 —x?) za t> 2.
U tom sludaju komutativni zakon za operaciju komponiranja
daje
Kot 2, @) = K™ (82, 1) 85)
Analiti¢kim produZzivanjem izlazi, da (85) vrijedi i za bilo koje

kompleksne vrijednosti od t, a,, x,, a dobije se to i izravno
iz (82) supstitucijom z = t—y. .
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Diferenciramo li (82) po x; i uzmemo u raéun III (9), do-

bijemo
4 m,, m2
P KoVt @y, @) =
m e szl e m
= —x}" (t—x)™ Ao, (CVE—2) —25%) + Tt K (t; 1, 2,) (86)

ili
K::’:pmf,"z (ty X1, x?) =
1 3Kr‘u (t; 1, 22) __, S
= czlm { 2«3901 + am t—x)™ A, (e VE—2)* —2?) | (8T)

i analogno
) my, my
Knxn +1 (t X1, (132) =-

_ 20n,+1) ‘0K;':‘,‘f (Grpx) n =
=" iz + 2 _(t—xg) Ar (e NE—z P —21%) . (88)
U (87) i (88) pretpostavlja se x; = 0 odnosno x, & 0. Ove jed-
nadzbe daju moguénost postepenog povisivanja donjih indeksa
kompozicije. Diférenciramo 1i (82) po t, izlazi s obzirom na’
II1 (9): ,

aK e (b 2. o)

dt

= (t—x)™ ae A, (0 Jt—22)'— ) + my K 7270 (85 20, ) —

- 2
C m, +1
Tl ¥ 1) Ko 1620 ) ®9)

nuy, my b1

g+ 1 (t; 1, xg) =

A GERE A

2

2
= ("i-*i) {(t—xz)"" ap Ay, (c VE—x)?—a1®) + my K,

(’)K,’:"’l" (t; x1,29) }
e PR - (90)
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i analogno_s obzirom na (85)
2(n1+ 1)

K

n +1,n,

{ (t— e A, (e 7 —2) +

my;, gy
0K (t Xy, xg) } (91)

m—lm ny Ny
+omy K0T (85 @, 29) — T

Dvrstimo 1i u (90) za K"" ;"2:11 izraz, koji daje (88), dobijemo:

aK ,',':’ (t; x1, %)

61'2

IR (4
OK oy (&5 24 ) } ©92)

= 2 {mg K, e x, 2) — r

Integriramo 1i po x, i odredimo donju granicu integrala tako,
da integral iS¢ezava za t=x,; + x,, kao u (82), izlazi:

K::r'v';zfl (t:xy. ) =
N My, Ty —: K rlf:'z (t; x4, y) . .
= S Y {m2 Knll:,.: lr(t; X1, y) — _....,“.!L_La_%__m} dy ‘ (93)
t—x ]
i analogno |
K:11+21 " (t X1, 302) =
2 a : ’:‘2 (t y’ .'EQ)
i S v o yomy) — g rdy. (99)
b2

Posljednje dvije jednadZbe dopuStaju postepeno povisivanje
gornjih indeksa kompozicije. JednadZzbe vrijede i za m,=0
odnosno m, =0, kada otpada prvi ¢lan u viti¢astoj zagradi u
integrandu, To se razabira, ako se cijeli izvod izvr¥i pod tom
pretpostavkom.

Dajemo jo§ neke jednadibe rekurzije, koje mogu prema
potrebi korisno posluZiti. Prema III(7) vrijedi

@ —z) 4, (e —2/) =
= Mgd {Am—l (c V‘ yzj‘xlz) "An,—i(c v yg‘"ﬂclg)}- (95)
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Pomnozimo li ovu relaciju sa y™ (t— y)™ A, (c VE— 1) —z2°)
i integriramo po y od z; do t—a,, dobijemo

4ny(ny—1 m,, my, my
RIetam g e Lch_;__) (K™ — K™ ) (96)
i analogno . . h

my, m; m, _1 m, m; m, my
K™ z+2= xzzK 1s My + 4"’2( )(K 1 —_ K™ )(97)

n,ny ny,ny I ny, g —1 iy ny—2

Ako se u (92) povisi m, za jednu jedinicu i uvrsti izraz (97),
izlazi

AR™ ™t (85 oy, T)

s = (mo + D K" (5 o1, %) —
1 J my, my ‘ 4"'2 ("'2" 1) my, my .
o ;c-; -a;; Xy K"l_n? ,(t;.rl,:cg) + “‘V"’cz“— K”“"?__1 (t; 1,x0) —
R () } (98)

Integracija po t daje, ako se donja granica odredi tako, da
integral iStezava za t=—ux, + x,,

Kyt (¢ 2y m) =
c 1 4
= S %(mz + DK sz 0 — - {xz Kot @i %,%2) +
+

Xy T Xy

+ 40Dk s ) — KO ma)] oy 09)
i analogno v o
‘ Kol s, ) =
t
= S i(ml + D) Ky (y; x11x2)_51‘1 5%{561 Kot (y; @y, 203) +
o

ny—1,n,

4 _1 my my, m, )
4 A=l e, (y;ml.x2)_Kn‘_z’%(y;xl,xg)]};dy. (100)
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4. Izravne formule za kompoziciju dviju Besselo'vnh funkcija
viSega reda

Ponovljenom primjenom jednadZbe rekurzqe 87 dob1Je

se lako

2mngt (1 D™
Ko (b5 %1, @) = ~—C2,,f ( — —F) o (5 X1, @) +

xy dxy
n—1
om— kn 1 ] n—k-1 ~ e
+ 2 T ;c' (xl 5;;) [x;’“ Lt —a)m A, (e t— 20— xgz)] (101}

i dalje
. ommyl (1 9 \m
My, My . — et my, My .
K()’ n, (t) xlvxg) - C2n2 ( Zo ax2 ) Ko’ 0 (t; X4, x?) +

n,—1
. gng——knzv 1§ \mekd e .
+ kzo e Il (a:2 Bacg) [Wg L (t— aa)™ Ao (e (t— x2)* — 9512)] (102y
Uvrstimo 1i (102) u (101) i uzmemo u raéun, da je prema III (9)

;‘ o A NG w) = 5 Sy A V& 2 ), (109)
dakle

(2 52) S eVE—ar—ad = 3oy it A V@22, 100
izlazi

_ 2ty /1 O\ (1 DN mm,
Koen (t;x1,xg)=w;l,ﬁ(arh) (ETJZ&) Koa™ (t5 @1, ) +

ny, My

ot .
L, Qm—k 1 1§ \mk1 A
Y et (amy)  [EIEEm A VG ay e wh]
k=0 -
o gnkmgt 1 9 ekt
Lol Ny P ———
+ Z e \m e ) A e Gz 2] (105)
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+

« 5 /1 B m;q—k -1 . ) ——
R R ST e a—') [ ¢ 4, (e V(E-m)27)].

Pri tome pretpo:sma'vljé)mu ny >>0 i.n, > 0. Ako je na primjer
n, =0, n2>0 otpada prya suma.na desnoj strani od (105),
t. j. vraéamo se na (102). Slugaj n; =mn, =0 je trivijalan. Time

je Ky izraZeno pomotu- Kg'w™ . Treba jo§ izraziti Kg
pomoéu Koo’ koje je dano formulom (69). To Gemo uc:mm u
todki 6 za o\pcemm]tl slutaj kompozicije bilo kojeg broja Bessel-
ovih funkcija i onda specijalizacijom izvesti relaciju, koja nam
ovdje treba. [Vidi formulu (129).]

Zabiljezimo joS nesto opéenitiju formulu, kojom se svodi

g, Ny
analognim nacmom kao (105) i glasi:

K;»™ na Kpv™, gdje je p<n;, ¢ <n,. Ta se formula dobije

K:‘,Zz (t; oy, @) =

ny+ny—p—q 1 ! 9 \mP my,
gmtn—p—ip 1 p, (;1 ) 23 5) TR (8 2, 75) +

ng-q-1

2nak ot

5. Jednadzbe rekurzije za kompoziciju bilo kojeg broja
Besselovih funkcija viSega reda

Kao poopceme od (82) definiramo u analogiji sa (77) kom-
poziciju

2y Y1 X2

'"1 my -

= EmFnr—d plqt \ oz, O, 2y 0y Pq
n-p-1 .
2mPk py b 1 mPE L - PR
, Tumm(xl axl) [ G A, (e V=) "””2‘)] *

(106)

S dy, (t—y)™ 4, (c \/(t—y1)2“xl2) S dys (yl—yz)'"’A (e V(yige)l*=xs) . ..

Exk th

k=3

Yr-3 —%r.2

dyr—z (yr—3 - yr—<2)m'— 2 An,_ 2 (C V(yr._g - y,_2)2 —“1/;9‘_2 ) -

%+ x5

Yr-27%p-1

S dyr An, (e Yy, s —y, ) — =2 ) An (Y i —a?), (107)

xr
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koja se za realne vrijednosti od t, ay,...,x, 1 t> X (vidi (80))

mozZe smatrati kompozicijom funkecija

0 : Tza 0t é x, .
k=1,...,7), (108)

Fk (t) =
e Ay, (c}!tz—‘abﬁ) za t>x,

dok ¢éemo mi dopustati i bilo kakve kompleksne Vrl]ednostl od

t, Xy,..., Tr.
Diferenciramo 1i (107) po x4, dobijemo oéito:

0 m ey, M, My, oo, M,
. Koo (G xn, e @r) = —an K270 (E— 205 2,00, 20) +
1 T

szl my, My, ..., m.
+ S+ D) Kb (t;,...,20). (109)

Zbog komutativnog zakona za opera(n]u kompomran]a vri-
jedi analogna formula za bilo ko;e zj, tojo -

9 K""""’"'r (X ,nnes @) =

B, ~meeeom
BER.O S PR 0SS PRERERE ‘
='_"xk Kn,,...,nk_l,nk_'_h...,n, (t— Xy, 5 xl)-‘-~;xk...1yxk+¢1:~-:xk)+
C X,
k s s ME_1, - senaly .
" Phesls My Mt ety X)), (110)

s Mgy Mt ng ...,y

R+ B

Diferencira 1i se (107) po t, izlazi:

)
a My, ..., m, 7y Ve, my
m K l’,” T (X, X)) = x: K,:I:,”,,,' (t~x1, Toyenn, &) +
+ Kmr—l,mz... ,m, . & Cqemytlme, ..., m, t-
my K, (€, ’x')_wz(n1+1) 1, e (65 Ty @)
, (111)
ii pomocu (109)
a ml,.,-;m m—l, My, ..., My
S5 B e @) = my KT (G ) —
1 0
- kT (5 @, ) (112)
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i analogno za bilo koje x, :

my, ..., m :
6 Kulln @) =
. My, ooy myg_p, mp+lmy oy, .., m, .
= m K i R o t; xy,...,2). (113)

Isporede li se formule (109), (110) i (111) sa (86), (89), vidi
se, da (109).do (111) vrijede i za r=2, ako se definira

Kl (t;z) = tm A, (e yEE—2?) . (114)

Razumije se, da i formule (112), (113) vrijede i za r=—2 te u
tom slu¢aju odgovaraju formuli (92). U analogonu formule (93),
koji bismo dobili iz (112), bila bi integracija po prvom para-
metru protegnuta od t—X-+-x; do x; tako da integral iS¢ezava
za t=2X,

6. Izravne formule za komporziciju bilo kojeg broja
Besselovih funkcija viSega reda

Pretpostavimo r = 2 i primijenimo na (112) operaciju S.,
definiranu prema II (135) sa g, (x,) =x;. Uodi li ‘se, da sve
kompozicije (107) zadovoljavaju uvjet II (148), kako se odmah
uvida, izlazi s obzirom na stavak II. 5.:

o ) my—1,my, ..., m, . . My,eens m, . ’\
——Sx;'{ml K. ,,: o (t xl,-..,xr)““'a_ K.’ ’ (t x1,...,xr).}.

. : (115)

Ova relacija vrijedi i za m,=0, kad prvi ¢lan u vitic¢astoj

zagradi otpada, analogno kao $to je to bilo kod (93), (94).
IzbJegavaJmo najprije svaku komutaciju operatora S, i

at Oznagimo li radi kratkoée samo prvi gornji indeks kom-

pozicija, dok m]esto S, plserno S, daje postepena primjena
jednadzbe rekurzije (115) na primjer:.
7 o0 & dJ d d

4 2 2 7 Q. - Q2 S =
K (3s+3s S 2SS+ LSS+

Cpslslsglgd

0
5t > 5 S ot at)K‘ (119
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Pogled na tu jednakost pokazuje, da desno od svakog gt—stoji
S ili K% i lako je vidjeti potpunom indukcijom, da to vrijedi
i za bilo koje Km, Prema stavku IL 5. komutira dakle svako—gt—
s operatorom, koji mu je nalijevo, pa stoga moZemo u svakom
;t, pocevsi s onim, kéji stoji najdalje «na}ijevo
u dotlcnom élanu, postepeno pomicati na lijevi kraj élana. Time
prelazi (116) u oblik

Kt = [352 +6 ( 9 ) s+ (_‘1)434] K. (117)

¢lanu operatore

ot ot

Op¢cenito vrijedi, kako se dokazuje potpunom indukcijom na
temelju (115):

K:”:.‘.‘.‘:,’:’ (t: 3:1,-..,(13,) =
(—1)’“1 1 ( 0 )”h“zk Sm,—k KO, Myyon.s m, £ )
my! 2 Wzkk'(ml—zk)' T T m e (8 2 )
k=0 . (118)

Da taj dokaz izvrSimo, nadovezujemo najprije na stavak II. 5.

Tvrdlmo da izraz (2) S?f(t; xy,...,2r), gdje S? znaci produkt

od q operatora Sg, =y k=1,...,7), koji ne moraju biti me-
dusobno jednaki, zadovoljava uviet II (148), ako to ¢ini funk-
cija f(t; o4, ..., xr) | i ako je p < q. To svakako vrijedi za q =1,
jer je za p=0 izraz jednak Sf, pa je prema istom stavku

E Sf= S 0 f, ¢ime je operator S na prvom mjestu, pa izraz

opet zadovol]ava 11 (148). Pretpostavimo li, da je tvrdnja isprav-
na za neko g, bit ¢e dopustiva prijetvorba

PR = ST RIS
(7)== (%) s (5)s =
a p—1 a 2 1 ‘~ _a_p+1 -
= (&) S(B_t) Sa """jg(at) s, e

¢ime je S doslo na prvo mjesto, pa tvrdnja vrijedi i za q + 1.
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Time je tvrdnja dokazana potpunom indukcijom. Iz nje dalje
izlazi, da vrijedi ‘
n (0 0P n-tq . .
s(at)sjc_(at)s f, : (120)

ako je p £ q, a funkecija f zadovoljava II (148). Citamo 1i naime
(119) zdesna nalijevo, vidimo, da se operatori S jedan po jedan
; : » :

mogu s lijeve strane potencije W) prenijeti na desnu.

Ako dakle na izraz (112) djeluje operacija -S.,, ta se ope-
racija mo¥e dodati potenciji Sy, jer je m,—2k < my—k, a
m‘+1 Meree s "ot xy,. .., %) zadovoljava II (148).

kompozicija K, ISR n
Pretpostavlja]uéi da relacijé (118) vrijedi za neko m; = =1,
uvrstimo je sad u (115) i nadomjestlmo u prvoj sumi na desnoj

strani k sa k—1. Izlazi

[+

D™D Y P g2k £ D)1 -
k=0
D\mHI ik 0 m‘ m -
: (a't) S w85 @1y ) = m (= DM my — DY
[m;+1) B
2 ‘1 o am,+12k 1k o )
© 2 T D) (my 2k D) (0t) SR e (5 s %) —
k=1
[_ZH] 1 . 0 my+1~2k 1ok 0
—(=1)"my! 2 25 Te! (my—2K) (5;) STTTIR, (G T, T,
k=0 . (121)
Pretpostavimo najprije
1€k< ﬂ;-i- (122)
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Clanovi s indeksom k daju
(_,__1)m,+1 (my+ 1)‘!‘ - (— 1)'"”‘1 (my— 1! mq .
2%k (m;—2k+1)! 251 (k—1)! (my—2k+1)!
(—D"my!
T 2Rkl (my—2k)!

(123y

Dijelimo li sa (—1)™-1m,! i mnoZimo sa 2% k! (m,—2k - 1)/,
to dobijemo

my 4 1= 2k +m,—2k 41, C (28

Sto je ispravno. Za k=0 dobijemo
(=™ (my + 1) (—=1)m my! .
T010m + DI - 20Tmyg! (125)
$to je ispravno. Ako je m lih broj moze biti k = El_zﬂ =s,

dakle m; = 2;—-1, pa dobijemo.
(—D=@s)! . (—1>2(2s—21 (25 —1)

2 5101 7 = D)l0! (126

$to je ispravno. Buduéi da formula (118) vrijedi za m; =10 1
za m; =1, ona je time dokazana. Razumije se, da analogna
formula vrijedi za svaki od gornjih indeksa kompozicije. Po-
Vdefmo li od kompozicije, kojoj su svi gornji indeksi jednaki
nuli i provedemo postepeno poviSenje pojedinih indeksa prema
formuli (118), dobl]emo clanove s operatorsklm produktima

oblika
o) my—2ky —— 0 my—2k, - my— k,
(5) s (o) s

u kojima mozZemo na temelju (120) sve operatore S premjestiti
na desni kraj doti¢nog operatorskog produkta, potevsi od onih,
koji su desnom kraju najblizi. Dobijemo stoga opcenito

.....

Ko o (t;xs,.02) = (H (=)™ mk!) .

2 2 2 my — 2k T
. 0 = s s
Y ¥y...o X (55)”“’, (H sj:':“"v) Ky RSP 8

k=0 k=0 k=0



Ako stavimo sve donje indekse jednako nuli i uvrstimo (81), .
moZemo pisati: :

t

G P TR

D YD) (Gt) (H SZ‘;’""") S(y—X)"zAﬂ(C\/ﬁ—y*)dy-
k=0 k=0 v=1 - X (128)
Za r = 2 dobije se iz toga:

Koo (t; 20, ) = (— 1™+ mmylmgt o

. t
9 my + my— 2k, — 2%,y — k-
(5{) T gk gt S A (e yE—7?) dy. (129)

k=0 ky==0 - ‘ it

Ova se formula moze uvrstiti u (105), pa je time dobiven izraz
. my, m. .

za K V00 (t5x,2).

Na temelju jednadzbe rekurzije (109) moZemo postaviti

: - g . . v Mygeee, m, . z
optu formulu, koja izraZava K '’ o Ty, T ). pomoctu
Ky e (& @y, ..., xr). Neka je 7, kao i dosad, broj parova

indeksa kompozicije. (Smatramo, da svaki donji indeks s pri-
padnim gornjim ¢ini par). Neka je dalje p broj donjih indeksa,
koji su veéi od nule, dok su ostali donji indeksi jednaki nuli.
Dopustamo 1 < p = r. (Sludaj p==0 je trivijalan.) Radi jedno-
stavnosti zamisljamo, da je prvih p donjih indeksa veée od
nule, §to zbog komutativnhog zakona komponiranja ne znaéi
smanjivanje opcenitosti. Neka je @ minimum dvaju brojeva
pir—1,t j.@=p, ako je p T r—11i @=r—1 za p=r. Neka
konatno (k;, ks ...,Ky) znadi kombinaciju y-tog razreda
17y Q) elemenata 1, 2,..., p, @ (S5, S ..., Sr—y) tomu
komplementarnu kombinaciju (r—y)-tog razreda, tako da su
C kg Koyoooy ke Sy, Soy...y Sr—qsvi elementi 1, 2,..., r. Zbog
1Zy£Q1i jedna i druga kombiigcija imaju uvijek barem

jedan elemenat. Pod sumom i sa zadanim y razu-

mijevamo, da u doti¢nom izrazu treba uvrstiti redom sve kom-
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binacije indeksa (ky,...,k,), a istodobno za indekse sy,..., Sr-y
tomu komplementarnu kombinaciju, i tako nastale izraze zbro-
jiti. Postavljamo sada op¢u formulu sluZe¢i se oznakom

1 i)

“x-,: a—xk = Dy, , (130)
koja odgovara oznaci II (134):
A A (T N A

P
2 \"e
I () net | T D )R 2
B=1

a=1

Q . ng, -1 "k,y'l v 0
23\"We 1 np —we—1
~ ~ “ R e
+3 Y I pIY Y (%) wa P
Y=L (kg oo k) 6=1 ul_o wy=0 \ e=1
‘
v

my, —1 My, .,ms
| 1 A S (t-—)xh,x o, )

e=1

OpaZa se, da smo umjesto komplementarne kombina-

cije (sl, ..., 8,_,) mogli staviti komplementarnu kombinaciju

Sy -+ ) t j.mogli smo izostaviti elemente s S, 411+ S Jer
r—y

ti elementi u produktu [l prinose samo faktore st o .,Dig, s

o=1
koji znace jedini¢ni operator, pa se mogu izostaviti. Gornja

granica spomenutog produkta glasila bi onda p—y umjesto
r—y, a kompoziciju na kraju formule (131) pisali bismo

v
Mg s evestlg s Mppys s m, K
Koy (t"*z Lis Koo s @y o Xppgsens Xy
Za kasnije svrhe ipak nam je zgodnije ostati kod oblika (131).
Treba jo3 primijetiti, da za r = p = r—1, y =p kompozicija
na kraju formule (131) ima samo jedan par indeksa, pa se treba
sjetiti definicije (114).
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Da dokaZemo formulu (131), pretpostavimo r = 2 i stavimo

u (190) n, =ny =...=n,. Prema (131) bilo bi za p=1, n, =1

M Mgy, 2 mi,
Ky Ut e X)) = -—ﬂ{D,c,K0 O Xy, )+
b R (s ,:c,)} (132)

u skladu sa (109). Formula (131) dakle vrijedi za taj sluéaj.
Pretpostavimo dalje, da je formula (131) dokazana, ako je
p=1, a n, je neki pozitivan cio broj. Dokazujemo, da (131)
onda vrijedi i za n, + 1. Iz (131) izlazilo bi naime:

Kmh ,m, yyyy ’:: (t, xl,...,x,) B=

2 mt1 n my, ..., m,
= (g) (n1+1)!{ o K0 o (& T1,., ) +

2\ ny—wy - LOTREEN m,
+ 2 (—,) EI—D [:cl 1 g m,o’(t<x1;:vg,...,x,)]}. (133)
wy=0

P 2 . -
Izluéi i se 5 (n, +-1) D, i odvoji €lan sume za w, = n,, vidi

se, da izlazi

my, my,..., m, 2(n{+1 92 \m 9 = 1
K r (t; 21,0, 2) = '“("“12'_) D, {(?) nq! (—C—z) ;;1_!_ .

my~1 yowa, ...,
R e Rk P N

+ (Z) D KD 6w ) +
(cz) ny: ™ ?' - 13--05Lr

cees

2\ Tty (4 ] n m »
+ Z ( 2) \lj D l[xl‘ t Ko o (t—x; @, .. x,)]} =

Tt — D { T Ko o (t—ay; 2,00, @) +

+ K:’;;;;j’:;(t;xl,...,x,)} (134)
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u suglasnosti sa (109). Buduéi da analogni dokaz vrijedi za bilo
koje x,, time je potpunom indukcijom dokazano, da (131) vri-
jedi za p==1.

Pretpostavimo sad, da (131) vrijedi za neko p (1<p<r—1).
Dokazujemo, da onda vrijedi i za p-+ 1. Neka su dakle

Ny, ..., M bilo koji pozitivni cijeli brojevi i neka je ponajprije
np+1==1. U izrazu, $to ga za taj slucaj daje (131), razmotrimo
¢lanove, kod kojih je u kombinaciji (k,, ..., ky) sadrZan broj

p +'1. Indeks sumacije wp+1 zbog np+1 =1 dobiva samo jedinu
vrijednost nula, pa se iz svih tih ¢lanova moZe izlutiti x, KAt t

i k tome dodati faktor 'fz iz produkta pred vititastom zagradom,

a izraz, koji ostaje, olito je isti onaj, Sto ga daje

My, ..., m, ..,m
K.’ p*0p+2 . " (t-‘x}ﬁ‘l; Ly yerryLp, Lp+Byeeey xr)

LI

prema formuli (131). Prvi €lan u viti¢astoj zagradi, kako ga ta
formula daje za ovu posljednju kompoziciju, nastaje od one
kombinacije (k,, ..., ky), u kojoj se nalazilo samo p - 1.
Razmotrimo dalje ¢lanove, koji odgovaraju kombinacijama
(ky, .-  ky), u kojima nije sadrzano p + 1. Iz tih clanova se

moZe izluéiti D, e (koje se nalazi medu faktorima D "),
25

taj isti faktor se moZe izluéiti i iz prvog ¢lana u vititastoj za-
gradi, koji bi glasio

p+i
n
I o) ke ie @) =

P
=D | II D:ﬁ Kgv o 2y, x). (135)

I ovdje dodajemo faktor Ezf od produkta pred vitigastom zagra-
dom, a izraz, koji ostaje, odito je prema (131) jednak

my, ..., m, .o, M
RO gt s T, %)
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Izlazi dakle .

My My My rn+z,...,rn .
Ays ey 1, 0, r (t Il,...,xr) —
2 my, 11 KM M Mpgas ey .
C2 xp+1 "".."np‘o’ L., 0 (t_:rri—l)xl:--~:xP,xP+2w“1wr)+

+ Dy KIS G a) |, 030
Sto odgovara formuli (110), ako se u njoj mjesto k piSe p + 1
i stavi x,+1 = 1. Budu¢i da je u kompozicijama na desnoj strani
od (138) broj od nule razli¢itih donjih indeksa jednak p, prema
pretpostavel s pravom smo na njih primijenili formulu (131),
a relacija (136) dokazuje, da je ta formula (131) ispravna i
za kompoziciju na lijevoj strani, gdje je taj broj indeksa jednak
p-+1, a (p+ D-ti indeks jednak jedan.

Pretpostavnno dalje, da je relacija (131) dokazana onda,
kad je (p + 1)-ti indeks Np+1 Neki pozmvan cio broj. Dokazu-
jemo, da formula vrijedi i onda, ako je taj indeks jednak
np+1 -+ 1. Primijenimo opet formulu (131) na taj slucaj, da je
(p + 1)-ti indeks mp+1 -+ 1. Razmotrimo 1li ¢&lanove, koji daju
kombinacije (k,, ..., k), u kojima je sadrzan broj p -+ 1, uzevsi
u ra¢un samo vrijednost indeksa sumacije wp+1 = np+y, 1 izlu-

. 2\ 4+1+1 . .
&imo (Ez) ? (np+1 + 1! iz produkta pred viti¢astom zagradom,
2 \"wpt+r 1 Tp
a )7 Lo (2)7 Ly qoticnin elanova izmedu
c Wp+1! c*. Np+1!
2
zagrada, dakle ukupno g (np+1 + 1), dobivamo izraz, koji prema

(131) odgovara veli¢ini

My e eny My, m _H.,...,m
K’ P> P T (t—Lp+15 T1senes Lpy Tpt2zseee, Tr).
g 0h

‘Razmotrimo li sve ostale ¢lanove, mozemo izlutiti D, ., . Ovaj
ny —u el
'se operator nalazi medu faktorima D , ako je p+ 1 sa-

drzano u kombinaciji (k.. ky), pa ]e tada za ke=p+1
"ks—‘"’z“l

Dy, nadomjesteno sa D, P “ AL jer je (p + 1)-ti indeks

np+1+ 1umjesto np+1. Tu dakle 1zluéujemo De,,y- Ako p+1 nije

sadrzano u kombinaciji (ky, . .., ky), medu faktorima se
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np1t
= D,

D z nalazi Jedan, koji glasi D/ N .

DT 1 ovdje
Tp+1
izlutujemo D, . Odvojimo 1i jo§ faktor ?(npﬂ-{— 1) iz pro-
dukta pred viticastom zagradom, preostaje izraz, koji je u
smislu (131) jednak

Mgy, Mp, Mty m+2,,..,m
’ P+1+1,[]P’ . " (t XLysenns xr)‘

My e p,y Ty
Dobili smo dakle

s 2 (n, 1
Kynes o B o (L a) = 20y D)

n,,‘..,nP.+.1,0, sy ‘ CZ
m+1—-1 m,,“.,m,m.}_z,u. m
.{“xpzl Kn‘,‘,_,n:,(){) . "o (t Tp+1; L15.- xp,-rp+2;»--yxr)+
My, ooy, Myyo,...,m .
+ Dy, Kook e (t,xl,...,x,—)}. (137)

Primjena formule (131) na prvu kompoziciju desne strane od
(137) opravdana je, jer ta kompozicija ima samo p donjih
indeksa, koji su od nule razli¢iti, a primjena na drugu kompo-
ziciju desne strane opravdana je prema pretpostavci, jer je
(p + 1)-ti donji indeks n,. Relacija (137) dokazuje, da je onda
" relacija (131) ispravna i za lijevu stranu formule (137). Tim
je potpunom indukcijom izvrSen dokaz za formulu (131).
Radi boljeg pregleda napisat ¢emo tu formulu opsirnije za
slucaj r==3, p=3:

K™ ™s (¢ 24, X, X3) =

ni. ny, ny

2 nytn,tny " n et
2
= (E) nylnying! {D‘D’D’K)’ozo“(t X1, Lo, T3) +

. L2\ 1 ey - )
#0007 X () g P e R s m) | 4
wy;=0 v
ny,—1
e 2\"w 2 . _
+000L X () o [T DT e mi s |
wy=0
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. m—1 .
s f2\7% ]
n n Ag—=10g—1 my—1 12y
+DI: Dx: 2 (?) —u—ﬁD e [xa’ I{mx (t—xa, xl,xa)]
wy=0
n—1 ny—1

9\ wr—w, 1
#0033 (3) e

wy=0 w,=2
Wyt —1 gy gty —1 —1 —1 " K
. DT DT [x;"‘ x," 7 Kyt (t—x1—as; xa)] +

n—1 ny—1

s . 2 T 1
+D:’ 2 21 (?) wl!wg! °

w;=0 wy=0

—wy—1 g Wy, h— hast 3
LD e [Tt g™ g (4 o) | +

Xy

n—1 ny—1

, 2 o]
+ D” Z 2 (7) wg!w;;! ¢
wy=0 w0

DI D gt K ) ]| 099

Zelimo 1 igraziti KW' ot o (t Zy,...5Zr) PO-
..... s .
moéu Kﬂ::‘_i:o(t Ty -, xy) [vidi (81)], moramo formulu (128)

uvrstiti u (131). Pri tome treba uotiti, da se za r—1 < p <7
u (131) pojavljuju kompozicije s jednim parom indeksa, kako
smo ve¢ spomenuli [isporedi (138)], dok (128) vrijedi samo za
r =2, a za r=1 vrijedi definicija (114). Razlog, da (128) ne
vrijedi za r==1, lezi u tom, da za taj slucaj iz (112) ne izlazi
(115), jer (112) doduse vrijedi i za r==1, kako je lako uvjeriti
se na temelju definicije (114) i formule III(9), ali funkcija
K7 (t; x) ne zadovoljava uvjet ‘II (148). Moramo stoga u (131)
za slucaj, ako ima kompozicija s jednim parom indeksa, dotitne
¢lanove odvogm

Bit ¢e prikladno da dopustimo i negativne cijele potencije
integralnih operatora S, definirajuéi.
St o= D;'k . (139)
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Pretpostavimo dakle najprije r =2 3i1 < p<<r—1. U tom
je slutaju @ = p i nema kompozicija s jednim parom indeksa.
Uvrstenje formule (128) u (131) daje, ako uzmemo u radun (139):

r

R @aw) = [T () nat
- a=1
B e
, ,
AT o merse ) (=224 (e VE—3?) dy +
v=1 X

1 P nh,"l o\—we ] D""efwf_.l
SN T YD D S TN B | = B .
v=1 (kl,...,vk,y) wy =0 wy =0\ e=1
2] B2 e
2 2 P S (me,—27)

. be::“‘l Yooy (6‘t)¢:1 .

e=1 0,=0 v y=0
=
. H (__ 1)'"36 mxa! S::,:vmg“‘”a .
o=1
Ll G R xk,y)'
S (y‘Ax,,w...Ax,r,,y)""‘z 4, (c \/(t—xk,-—...~x;‘v)’*y2) dy
R R (140)

Ako je naprotiv r— 1< p <, bit ée @ =r—1, a tlanove sa
y=r—1 ¢emo odijeliti. Dobijemo na pr. za p=1r(r = 2):
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1 :
t ool 2

vy=0 vy =0
T—Y
Msp 1 LT LY S )
A D™ my sl .
b=t
R G )
S y—x,—.. .‘vacy,w)"“/"2 A, (e it — g ) —y¥)dy | +
St :
g —1 nkr_l-—-l r—1

. - = 2\ Twe ] nAg—wE—-l
SR S W M I8 | =3 I o

P
2 \"e
yene My, m . .
Koot (g2, @) =] (?) Na! .

a=1
A
. 1 . PEN my = 24y )
e 2o 2 E)T
=0 q; =0
T t
. ( I 0™ mspemme S(y—-—X)’"zAg (eVE—2?) dy +
\n for
3 m=1 m=1 [

y=1 (kh"“”‘"‘/) w,=0 w,y=0 e=]1

G I
2 2 9 b (msw - 2up)

T 3y G

Cosoninbpg) w=0 wp=0 \ e=1

~ \ < 2\"% 1 g, e —1
SOY ¥ () TwaPh T

r—1
-1
II xil:e t—ok—... ~xk,<1)m" A, (¢ \' (t—ar,—-.. —ﬂxkr_])zﬁxi )

e=1 -

(141)

Pri tom je s, onaj broj izmedu brojeva 1,...,r, koji nije sa-

drzan u kombinaciji (ky, ..., %mq).
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Za p=r—1 formula ostaje formalno ista, samo 3to se

kombinacije (k,,...,k,) tvore od brojeva 1,...,k,—1, pa u
zadnjoj sumi dobijemo jedinu kombinaciju (k,,...,k,—1) =
(1,...,7—1)sa D, =D, =D =1.

7. Kanonski oblik integralnih teorema
PokuSajmo desnu stranu najop¢enitijeg integralnog teore-
ma (141) izraziti pomoéu $to manjeg broja Sto jednostavnijih
funkcija. Uzmu 1i se u ratun formule (130), IT (116), III (255) i
111 (119), a ova posljednja formula s oznakama prema III (1)
glasi

(']
A,(2) =n!{44(2) }:

w=0

(— D" [(n—w—11)?
z 2n-2:0 .
(—) W1 (n— 2w — 1)!

2

(—1)* (n—w—2)! (n—w—1)!

— 4, (2) by

P 2z 27%211)‘2 ) (142)
{') w! (w+ D! (n— 2w—2)!

w=0 2
onda se iz posljednje viSestruke sume u viticastoj zagradi u
(141) razabira, da ponovljena primjena operacija Dy, 1 Dx, ma
izraz u uglastoj zagradi u (141) daje ocito funkciju oblika

Ry (t;xy,...,2) - Ay (e Y t—ap, —... —x, )P—a?) +
+ Ry(t; z1,..,2) - Ay (e V(t——xkl—..,.—xkr,_l)z%xf;), (143)

gdje su R, i R, racionalne funkcije od t,z,,...,x,. Da su te
funkecije racionalne, uzrokovane je napose time, Sto su sve
potencije od z u (142) tdke, tako da korijen u argumentu Besse-
love funkcije otpada, kad se uvrsti mjesto z u formulu (142).

Razmotrimo sad srednju viSestruku sumu u viti¢astoj za-
gradi u formuli (141). Pretpostavimo najprije, da je eksponent
operatora S"sa pozitivan. Stavimo li

t—(@, +... ) = t, (144)
Lo + oo+ o, = X, (145)
oty =4, Ye—?),  (146)
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‘moZe se integral u srednjoj viSestrukoj sumi u (141) nakon
—n, -—

tizvi'éenja operacije sta L prema II (186)'1 II (188) svesti
5 . .
na oblik

§ 209G y+Day= | o0-—DoEvay =
(]

Sy o]

By —3 4o (c Vi2—?) dy =

M| o |

= S o Py —a—— )

x,‘+...+x,r_‘y

. A, (cV(t—,xkl—...——xkv)zfyz)dy, (147)

-gdje je @ u smislu II (189) cijela racionalna funkcija od
. mg —2v
Y T,y -5 Ts,,, - Dieluje li na takav integral operacija (5%) v

. : . . ™, 1 .. Tk — We—1

i zatim, poslije mnozenja sa = ke ¢, operacija kae ,ocito
¢e diferencijacije pod znakom integracije s obzirom na III (9)
povisivati indeks A-funkcije, koja ée biti pomnoZena cijelom
racionalnom funkcijom od y, x,, . .. ,x,, dok ¢e pred dobivenim
integralima stajati racionalne funkcije od Ty seees x,w . Rastav-
ljanjem tih integrala po pojedinim potencijama od y dolazimo
na integrale oblika

T
S ym A, (e Vi2—¢?) dy,
S

‘pomnozene racionalnim funkcijama od x;,...,x,, a ti se inte-
grali prema III (382) do (385), III (339)-i III (318), III (326) mogu
izraziti u obliku
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R A, (c VE—X? X‘)+R1A1(c ©—X*) + R, S A, (eNt2—y?) dy +
X

+ Rs \ A;(cVt®—4?)dy + Ry, (148)

ey o |

gdje ¢t i X imaju znaCenje (144), (145), a Ry, Ry, R, Ry, R, su
racionalne funkcije od t, xy,...,x, . Diferencijacije po gornjoj
granici integrala- (147) dovode o¢ito do analognih izraza kao
(143), pa ih moZzemo smatrati ve¢ sadrzanim- u (148). Slucaj,
da je eksponent od S.,_ u (141) jednak nuli ili negativan, ne

-daje nikakvih nacelmh promjena u razmatranju, jer se time
samo pojednostavnjuje funkcija @ u (147) i u smislu (139)
dodaju nove operacije diferenciranija.

Prva viSestruka suma u vitiéastoj zagradi u (141) dopusta
isto razmatranje, pa je rezultat sadrZan u obliku (148) za y =0,
u kojem je sluéaju t = t i X=X Isto tako je i (143) specijalan
sluc¢aj od (148) za y==r—1 (pri ¢emu je R,=R;=R,==0),
tako da se (141) moZe izraziti pomoéu ¢&lanova oblika (148).
Razumije se, da to vrijedi i za sluéaj (140), koji se od (141)
razlikuje u tome, $to izvjesnih ¢lanova nema.

Oznaéimo sad sa N broj kombinacija nultog do (r—1)-tog
razreda elemenata 1,...,r, i humerirajmo sve te kombinacije
od 1 do N. (Nije teSko vidjeti, da je N=2"—1). Neka je
(xki,...,xkv-) k-ta od tih kombinacija. Stavljamo

Ty otz = (k=1...,N (149)
Ty + ...+, =b, (k=1,...,N). (150)

Napose neka je prva kombinacija ona, koja odgovara y==0,
dakle kombinacija »nikakav elemenat«, koja je nultog razreda,
pa je za taj slucaj

=0, bj=x1+...+ 2 =X. o (151)
Razumije se, da je uvijek
: a,+b =X {(k=1,...,N), (152)
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MoZemo sada integralni teorem (141) dovesti u oblik
N

Koo G ZESPp LX) = 2 Ro.i (5 X1, ..., %) Ao (¢ VE— @) —bi +

k=1
N .
+ Y Rurltizy,...,x) 4, (e VE—a ) —b}) 4
k=1
N t—a,,
A 2—112 m
+ ¥ Rew(ze,...,x0) ) 4, { \CV t—a,) Ydy +
k=1 By .
: t—ay '
-+ 2 Ra,k (&5 X150y Xr) S A1 (C \/(t*'ak)z—_yg) dy +
e by
+ Ralt; 2y, @), (153)
gdje su Ry, Ri, s, Rak, Rs,x (k=1,...,N) i R, racionalne funk-
cije od t,xy,...,x:). Pri tome su s obzirom na (143) svakako neke
od veliéina Rz & 1 Rg r jednake nuh na §to se medutim ne
obaziremo.

Oblik (153) integralnih teorema nazvat ¢emo kanonskim
obiikom tih teorema. Pita se, da li je u tom izrazu, koji je
linearan s obzirom na funkcue '

Ayfeyt - alF—b2), Ai(cy t—ak)’—bz)

—ay . . t—ay,
S Ay (e [T~ a ) dy, g Ai(c G a) o) dy,
by . by

(k=1,...,N),

broj tih funkeija sveden na minimum, t. j. ne daju li se mozda
neke od tih funkcija linearno izraziti pomoéu ostalih funkeija,

s koeficijentima, koji su racionalne funkcije od t,a,...,xr.
Razumije se, da bi to moralo vrijediti za bilo kakve vrijednosti
parametara x,...,xr> (izuzevsi vrijednost nula,. koju zasad

iskljucujemo) i varijable t. Ovo je pitanje ekvivalentno s pita-
njem, da li izmedu navedenih funkcija postoji linearna rela-
cija s koeficijentima, koje su racionalne funkcije od xy,..., xr
i t. DokaZemo li, da takve relacije ne moZe biti, time je i doka-
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zano, da se ne daju pojedine od navedenih funkcija izraziti
linearno pomo¢u ostalih i da su prema tome racionalne funkcije,
koje fungiraju kao koeficijenti u izrazu (153), jednoznac¢no
odredene. Na temelju takvog dokaza bit ¢e opravdan naziv
»kanonski oblik« za izraz (153).

Treba primijetiti, da za taj dokaz nisu dovoljni poznati
kriteriji linearne nezavisnosti (determinanta Wronskoga i Gra-
mova determinanta), jer koeficijenti nisu konstante, veé¢ racio-
nalne funkcije varijable t. Jasno je, da je dovoljno dokazati
nemoguénost linearne relacije za neke specijalne vrijednosti
‘parametara x,,...,x,. Odabiramo stoga parametre x,,...,%r
tako, da bude zadoveljen uvjet, da ni u kojem paru jednadzbi

o = a,

b2 = b

ne budu zadovoljene obje jednadzbe i da za najvise jednu vri-
jednost k, indeksa k bude

b, = 0. (154a)

Da je mogute odabrati parametre x,...,x; tako, da ovaj
uvjet bude zadovoljen, izlazi iz poznatog stavka algebre!t:

»Ako su f (xy,-.., %), ... fr(x;, ..., %) bilo kakvi poli-

nomi, koji ne iS¢ezavaju identiéno, i ako je M neki skup

od neizmjerno mnogo veli¢ina, na pr. skup cijelih brojeva,

Gk jk=1,...,N) (154)

mogu se za varijable x;, x,,..., xy na neizmjerno mnogo
natina odabrati takve veliéine 4,,...,1 skupa M, da bude
(Ay...,A) =0 za »=1,...,n« Stavimo li za na$§ sludaj

fon @1, @) = a—a, + i —b)  (GFk; jk=1,...,N), (155)

jasno je, da su prema (149), (150) te funkcije polinomi varijabla
Ty ..., Xy, Koji ne iSCezavaju identi¢no, jer bi inafe za realne
varijable realni dio bio a,—a,, i taj bi reaini dio morao iden-
titno iSCezavati, $to je nemoguce, jer su a; i g, sume elemenata

razli¢itih kombinacija varijabla x,, ..., x,. Odaberemo li za M
na pr. skup pozitivnih cijelih brojeva, uklonili smo se vrijed-
nosti nula za parametre x;,...,%, pa i za brojeve b,, a pri-

mjena citiranog stavka daje moguénost da se zadovolji Zzeljeni
uvjet. Na temelju toga izvest ¢emo u iducoj tocki dokaz, da je
nemoguéa linearna relacija izmedu spomenutih funkecija, s
koeficijentima, koji su racionalne funkcije varijable t.

14 0. Perron: Algebra I, W. de Gruyter, Berlin u. Leipzig 1932,
str. 77, stavak 29. .
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8. Dikaz jednoznalnosti kanonskog oblika integralnih teorema
Dokazujemo
STAVAK IV. 8 Neka je zadano N parova
kompleksnih brojeva a,,b, (k=1,...,N) tako, da
niukojemod parova jednadzbi
o =a,
bf*—-bg
nisu zadovoljene obje jednadzbe i danajvise
za jednu vrijednost k, indeksa vrijedi b, =0
(i56a); neka sudalje Rox, Ryk, Rayx, Rsx (k=1,...,N)
i R, cijele racionalne funkcije varijable t,
kojenisu sveidenti¢no jednake nuli: onda je
nemogucte, da postoji identitet oblika

} (GFk jjk=1,...,N) (156

N N
2 Ro.x 4, (¢ J(t—aF—12) + Y Ruidy (e \j(t~ak—)’~bi) +
=1 k=1 '
N t—ay,
+ Y R S 4, (e G=a) =v) ay +
k=1 b, :
N temay, :
+ Y Rau S 4, (cJE—a)f —y)dy + R,=0. (157)
k=1 by ’

Jasno je, da se slutaj, ako su koeficijenti R razlomljeno
racionalne funkcije, koji nama treba, moZe svesti na ovaj, ako
se identitet pomnoZi zajednitkim viSekratnikom svih naziv-
nika. Uvest ¢emo jo§ pojednostavnjenje c==1 (158), koje ne
znall smanjivanje opéenitosti, jer se to pojednostavnjenje moZe
postiéi supstitucijom ’
t a
t;ﬂyyziyakzl: bk‘:'—

c c c c

o

k

, (159)

koja ne rudi pretpostavke naSega stavka.

Izvest ¢emo najprije dokaz za slucaj N=1. Radi jedno-
stavnosti neka je a;, =0, 3to ne znali smanjivanje op¢enifosti,
jer se to moZe postiéi supstitucijom t==t -+ a, (160). Ispuste
li se jo§ suviSni indeksi, radi se dakle o identitetu
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t
.SA
¢

t

I

0

RoAy (WE—12) + Ry A, (VE—DE) + R,

°L/1~

t

Ry S A, (JE—y?)dy + R, = 0.
b

A e—y)dy +

161y

Izvest ¢emo najprije neke pomocne formule. Stavi li se u
JIT (216) n =10, odnosno n==1 i integrira po z od 0 do t, 1zTa21

ako se mjesto z piSe y:

w (= 1) (7;‘7)2"’ e+l w (1) (’l:

)

c \)Eivy2> dy = 2 . 2‘
we=0 (wh? =0 2k + 1

(— 1) (%)zo 2wl (1) (;i’

)

AylevE—ytlay = Y -
w=0 LU! (’U)+1)! 1a=0 2k+1

, (162}

. (163)

Stavi 1i se u II(94) —g=2n +1 (164) i nadomjesti n sa w,

izlazi

w (v (W
( 1) (k) _ 92w+1 (w+ 1)!{0' sz(w‘)

e TS R TR = Gwsn 169
Uvritenje u (162) i (163) daje
§AO(C Ve—y)dy = 2 ERet < Lanien, 166)
0
o = §
0
- ESE i (—1();52:22)‘.2% = 5;9‘5 [1—cos(ct)].  (167)

w=0
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Na temelju tih formula vrijedi, ako se jo§ uvede (158),
i b

A GE=ay =snt— {A(F=)ay,  (69)
b 0

t b
§ A (F=e) ay = T a—cos 9 — [ 4 (WE=47) ay.69)
.b 0

Stavi i se u (42) ¢, =0, ¢, =-1 (170) i odijele realni &lanovi
.od imaginarnih, izlazi

. | A— \ . "
cos (t \h—%——l) = C0$ (\/t’——x’-—t) = 1~f— +

8t
+...=1+0(t,—?, (171)
v"‘,‘rg R
sin(t 1—?——1/) =sin(yf—af —t) =
x? x?y ot PR
- E”’(l_"é’>"ﬁ o= 0. (172)

PiSe 1i se mjesto (realnog) broja x kompleksni broj b, ovi raz-
voji otito ostaju na snazi, ako je samo predznak korijena tako
odabran, da bude
T2 Fram
lim 1——% = lim VE—Bt +1, (173)

|t + o0 [¢t > oo t

‘pri ¢emu i t moze biti kompleksna varijabla. Vrijedi dakle

cos VEE—b —t) = 1 + O([t]—2), (174)
sin (W —b% —t) = O (lt|-1). (175)

Mozemo stoga pisati
sin (\/?:‘62 — i;) = sin (t —_ —}) cos (VE—b2—1t) +
L —
+ cos (t—Z) sin (VE—b% —t) =

T

= sin (t 4) [+ 0(jt|=2)] + cos (a—{{)ouq—l) (176)
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i analogno

cos (‘ﬂé-:?“ Z) = oo (t~‘4) oG

—sin (t—~—4) o (Ig[~1 17
Ako je imaginarni dio varijable t ogranien, a realni dio teZi

AN
prema oo, itsin (t — ~Z>E i Jcos (t —--Z)g su ograniceni, pa je
- i

i

oc¢ito za taj slucaj

sin (t— ) ot~ =0 (t|-"), 178)
4

cos (t—-f ) ot~ = o(t|-"), (179)
dakle prema (176) i (177)

sin (\lt2~b'2—-~:> = sin (t-——f:) +O(t-Y, (180)

cos (m-— {:) (t-—-f—) +o0(tl-1), @8y

Iz (11) dzlazi za =0 i »==1 s obzirom na III (1):

2; {COS (z—-A ) [1 +0(z]~2)] + sin (z—f- Jozl 1)} (182)

A (z) = ”~‘/n22 {sm ( )[1 + O] z)"z) ] + cos (z—Z)O(/z] )}. (183)
Zbog (173) ofito vrijedi

o([NE—8*|7") = o(it|=™. (184)

Nadomjesti 1i se u (182), (183) z sa \/t2—’b2 gdje je t varijabla
s ogranienim imaginarnim dqelom i s realnim dijelom, koji
tezi prema --oo, bit ée s cbzirom na (173) zadovoijen uvijet
(13) (i onda, ako je imaginarni dio od t jednak nuli), pa se
dobije pomocu (180), (181), (184)
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a,(5=5) = & {eos (- — F) + 000} =

. 3
= %cos(t———‘i—)+0(t1 7y, (185Y

4, =0 = —t{sin (t-—z—) +O(it[—1)}

o 5

= _tz_ nit sin (\t—f%) +0(t] "7y, (186)

S obzirom na (178), (179) izlazi takoder )
4, (VE—1%) = O(ltl—%) (187)
4, (VE—?*) = O(]t]—%) (188)

§to, druk¢ije receno, zna¢i, da postoji konaéni

tim sup 1% 14, (VF=8)] 1 1im sup 10 ¥ |4, (=),

gdje t tako tezi prema oo, da realni dio tezi prema + oo, dok
imaginarni dio ostaje ogranicen.

Oznaduje li M, (t) maksimum funkeije |do (Vti— lzbz)[
M, (t) maksimum funkeije |4, (yt2— A2p? ) s obzirom na realnu
varijablu 4, koja prelazi zatvoreni interval (0, 1), pod istim ée
uvjetima otito postojati i konatan
- lim aup ‘t'%Me(t) 1 lim sup ltI%Ml @®, il

it 9> o
o =0l aw, M= odH s,

1z toga izlazi

b 1
SAO(\/iZ’”—‘“f)dy( = SbAo(\/t'=»'I=b“=)d1 <
0 - |
SFAOW %) |dd < b My (1), (191)

0
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dakle

b ~1
f40F=Pay =00 b (192)
0
i analogno
b _3
S\Al(ﬁf——y”’) dy =0(t| %). (193)
J .
Prema (168), (169) dobivamo dakle
1
A(VE—y?) dy = sint +0(le] *), (194)

3

A, (VE—g)dy = > (1—cost) + O(|t] 2). (195)

LI

Ty o Ty w

i
Poslije ovih priprava prelazimo na dokaz nemogucénosti

identiteta (161). Neka je t realna varijabla, a m najveéi stupanj

polinoma Ry, Ry, R., R;, R, pa stavimo prema tome

Roy= p, t" +p, , "1+ ..., (196a)

Ry— q,t"+q,, ™1 +..., (196b)
Ry=r t"+r, ,t"™ 1 +..., (196¢)
Ry= s, t"+ s, , t" 1+ ..., (1964d)
Ry=uy t"+u,  tm 14+ .., (196¢€)

gdje je barem jedan od koeficijenata p,,, q,,, 7., S,, 4, od

nule razli¢it. Oznadimo li lijevu stranu identiteta (161) sa F (t),

izlazi iz toga identiteta na temelju (185), (186), (194), (195), (196):
AN

limt™™ F(t) = lim (rmsint + un) = 0, 197
t> oo t o
+dakle zbog periodiciteta sinusa
rmsint + um =0 (198)
ili
Tm = Um = 0. (199)
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To dakle znagi, da su R, i R, najviSe (m—1I1)-toga stupnja ili
nula (ako je m =0). Time dobivamo dalje
o —m+l : 2 n
lim ¢t 2F(t) =limp, o cos t-—4—):20, (200)
dakle
p, = 0. (201)
I R, je dakle najvise (m—1)-toga stupnja ili nula. Izlazi dalje

lim t™*1 F(t) = lim [rp—1 sint + 28w (1 —cost) + Um—1] =0, (202)
t=+ oo t> o0

dakle zbog periodiciteta izraza u uglastoj zagradi
’ ; o1 SNt + 25m (1—€OSE) + Um—1=0. Y(203)
Za t==0 izlazi :
Un—y =0, (204)

za t= = dobiva se
Sm =0, (205)
_ T
azat— 5
o1 =0 (206)

tako da je i R; najviSe (m—1)-toga stupnja ili nula, a R, i R,
najviSe (m--2)-toga stupnja ili nula. Prema tome je daije

l —m+~§-F 0 = 1 - —:2__ t— ﬂ) .
imt (t) —hu:} Dt S ¢os T +

1= oo
2 n
ot qm\/—g.sm (t——Z)]=0, (207)
dakle ,
(t— ) in (t— T\ = ‘
D,,_1 COS \t 74_) + g, sin (t 4) =0. (208)
Za t= »i—:— izlazi | 4
Py = 0, (209)
3n
azat— e )
q,=0. ) (210)
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Time je i R, najvise (m—1)-toga stupnja ili nuia, a R, najvise
(m—2)-toga stupnja ili nula. Prema (199), (201), (205), (210) svi
su dakle koeficijenti p_, q,,, 7, S,,» 4, jednaki nuli, t. j. nijedan
od polinoma R, ..., R, nije m-toga stupnja, Sto se protivi
pretpostavei. Identitet (161) je dakle nemogué.

Da dokaZemo nemoguénost opéeg identiteta (157), prenijet
éemo taj identitet pomoéu Laplaceove transformacije iz podru-
&ja prvotnih funkeija u podrugje izvedenih funkcija. Pomno-
Zimo najprije identitet polinomom

N

Gy = Il (t—a,—b,) (t—0q), (211)

k=1

koji sigurno ne iS¢ezava identitno. Stavimo li

Rox(t) - G() = Ro x(0), (212)
Rix(®) - G(t) = (t—a, —b,) Ryc (1), (213)
Ryk(t) - G(t) = Rox(0), . (214)
Rei(®) - G(t) = (t—a,) Ra,x (8), - (215)
R,(®) - G(t) =R, (216)

opet su i Rok(t), Rii(t), Rok(t) Rax (1), R, (t) polinomi, i nji-
hovo identitno iS¢ezavanje je ekvivalentno s identiénim iste-

zavanjem polinoma Rg « (¢),..., R, (t). Uvedemo 1li jo§ (158),
mozemo mjesto identiteta (157) razmatrati identitet
N
Y Ror® Ac(JE—a ) — 1) +
k=1 )
N
+ Y Rur@®) t—a,—b) A E—a) —b2) +
k=1 :
N t—ay
+ 2 Ru(t) | A(VE—a)f —¢*) dy +
k=1 b, )
N t—ay
+ ¥ Rex(® t—q) [ M (E—a) —3")dy + Ri(®)=0.(217)
k=1 by ) ‘



Prema -(58) vrijedi

§ et Ao (V0 at = exp(—bVs'+1) (b>0,Re (s) > 0).(218)
3 . Vs +1

Kao §to je spomenuto u diskusiji formule (4c), moZe se anali-
tickim produZivanjem uvidjeti, da se 'b moZe odabrati i kom-
pleksno, pa se u tom sluéaju krivulja integracije potinje u
totki b i teZi prema --oo. MoZemo je napose odabrati i tako,
da vodi od to¢ke b do jedne na osi x po volji odabrane tocke,
a odanle uz os x prema --o0. .

Ako je «i imaginarni dio kompleksnoga broja a, supstitu-
cija ¢e t=t—a (219) uzrokovati, da se krivulja integracije
potinje u tocki a -+ b i teZi prema ai + co. Uotimo li, da je
integrand cijela funkcija, koja tezi eksponencijalno prema nuli,
kad uz ograniteni-imaginarni dio realni dio od t teZi prema
oo [isporedi (187)], uvidamo, da se na temelju Cauchyeva
teorema put integracije moZe tako pomaknuti, da od tocke
a + b teZi prema --oo, Vrijedi stoga

exp (—byst+1 -gs)

N (Re(s) > 0). (220)

S e=t Ay (Y t—a)’—b) dt =
+b

a

Derivira li se ova jednadZzba r puta po s, izlazi

e — r b P ] —
S et Ao (V(t—a)P—b?) dt = (—1)" -5‘1; exp ( 31/2%1 as) (221)
a+b 8
Deriviranje relacije (220) po b daje pomocu III (8)
§ e A (Vi—a—b%)dt =
a+b
= -~Zz)~ {exp [—(@ 4+ b)s] ~exp(—b ysT+1 ——as)} . (222)

Derivira 1i se to po s, izlazi

J et fea—t)ar = 5 {e+vexpi—(+ v +
a+b
+ 7‘1— exp(—b ysi+1 ~as)}.} (223)
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Prema (222) i (223) vrijedi

§ e t—a—b A (VE—af—bF)dt =
a+b
— 2. (i. + a4+ b) ex ("—b I;ZT*__I -— as) (224)
b \ s PN '

Deriviramo to jo$ r puta po s i dobijemo

§ et (t—a—b) A (V0 —bt) dt =

a+b

= (=1

o™ {(aﬁ ta+t b) (3 exp (—bysT+1 -—as)]}. (225)
Prema (59) vrijedi

-] t N . _\2_’_ ‘
5 e~ st 5 Ao (\/tz__yt) dy dt = g}ip_(s—lb;\(;—'*'l_) (Re () > 0). (226)
b b

Nadomjestimo 1li opet t sa t—a, pomaknemo prikladno put
integracije i deriviramo r puta po s, izlazi

® t—a
§ e | Ay (t—aP—y) dy de =

a+b b
gy 0T exp(———b\fs’v-f-l-—as)
= U g $+1 ‘ @27

Ako na temelju (222) izvr8imo prijetvorbu analognu onoj, koja
je dovela od (58) do (59), i pomnozimo jednadZbu sa e®, do-
bivamo

S exp[—s (t — a)] 5’ A (\/(t—-—a)’—y’) dy dt =

at+hb

= § > Lexp (—u9) —exp (—y VF+D ] ay (Re()>0). 220)
b
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Deriviranje po s i dioba sa e* daje

- § ene—a ] A (VE—aP—y?) dy dt =

a+b

2 exp [—— ((1 -+ b) S] 2s BN N
= 2explrlewb)sl 2 o —as). (229
S 32+1EXP( b ys*+1—as). (229)
Derivirajmo tu jednadzbu r puta po s:
t—ga
S et (t—a) S A (Y= —y%) dy dt =
a+b N

iy 07 (2expl—(a+b)s] 25 .
=D [ S— 2+lexp( byst+1—as)}. (230)
Uvedimo sad krati‘cu

Qk(9) = Rox (9 Ay (VE—a ) —b%) +
+ Ryu) (t—a,—b) Ax (e —a ] — ) +

t--=ay
+ ﬁz’ MG S Ao (YE—a )P —y*)dy +
by
t—ay
+ Ry 0 ¢—a) [ A, (Ve—aF—9¢%)dy (23D
by

i nac¢inimo izraz

T(s) = ) ‘f e Q, (1) dt + 3‘ ~ R (t)dt.  (232)

k=1 aq+by
Zamislimo 1i, da put integracije pojedinih integrala pod sumom
vodi od a, 4 b, do 0 (na pr. pravocrtno), i zatim od 0 po osi x
prema oo, dijelovi ¢e integrala od 0 do oo s posljednjim inte-
gralom od (232) prema pretpostavljenom identitetu (217) dati
nulu, tako da ostaje

N 1]
T(s) = 5' e Q,(2) dt. (233)
k=1 ap+ b
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Time je postignuto, da su otpale te$koce konvergencije, pa je

stoga cijela analititka funkecija (233) jednoznacéno definirana u
cijeloj ravnini. (Dvozna¢nost korijena u argumentima Bessel-
ovih funkcija ne otituje se, jer su to tike funkcije svojeg

argumenta.) Razumijeva i se pod Ro.x (—- -(%) simbolicki izraz,

koji se dobije, ako se u polinomu Eg,k(t) zamijeni opéenito tr

sa (—1)” -585; i analogno za Ry x {t),... ,13»; (t), moZe se na temelju
(221), (225), (227), (230) i na temelju relacije
r! 1
—~ st a7 _— = r —_ 2
S emtrde= oy = (- 1) as' A (234)
0

mjesto (232) pisati
N

| exp(—-—b Vst +1-~a,‘s)
T = % {R‘J»k(‘@;)

P Vsi+1

+ R [-2) [( 4 g4 py) TR ;!TI——) } .

. g exp(—b, dgi’:—l" —a,s)
+R2"‘( o5 | $+1 *

N Rsk( a )[2exp{*(ak+b)s} 2sexp( by +1—aq, s)]1+

| ]
ad ) 1

s TS24l
=) (235)

s -
Slutaj by, =0 [vidi (156a)] ne daje bitnih teSkoéa. U prvom,
treéem i Cetvrtom ¢lanu pod sumom moZe se izravno staviti
br, =0, Sto se moze ufiniti ve¢ u (220), dakle i u (221), zatim
u (226) i (227) pa u (229) i (230) U drugom clanu dobije se
mjesto

+ R, (—~

2exp (—by, Vsi+1 — a, s)
b,

graniénim pm;elazom —2Vs¥+1 exp (—— ) sto se moze izvr-
3iti vet u (224) i (225).
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U podrudju, u kojem su integrali u (232) konvergentni,
funkcija (235) je identitna s funkcijom (233), pa analiti¢kim
produZivanjem izlazi, da mora s njom biti identi¢na svagdje,
t. j. (235) je cijela analiticka funkecija i prema tome ne mijenja
svoju vrijednost, ako se s uzduZ zatvorene krivulje povrati u
prvotnu tocku.

Riemannova ploha funkcije s?+41 ima dva razgranista
s=1i i s==—i, pa obilaZenje svakog od tih razgraniita mijenja
korijenu predznak. Odaberimo dakle zatvorenu krivulju, koja
obuhvaéa, recimo, i, a ne obuhvaéa —i, i zamislimo, da s
prode po toj krivulji. Tim ¢e se u (235) izmijeniti predznaci
korijena. Buduéi da citava funkecija (235) mora ostati ista, bit
¢e razlika dobivenoga i prvotnog izraza jednaka nuli:

Yo exp(—b,¥Vs*+1-—a,s) + exp(b, Vs +1 +1~a,‘s)
Y R ()

Vs +1

k=mi
B (— 2V 2 A b VT s —
+ Rix ( 3 ) {( 7 +a"+b")[bk exp (—b, V¥ +1—q,s)

— Bz— exp (b, vs®+1 ———aks)]} +
k

& )BXP("’ N1 —a,5)—exp(b,ys*+1 +1~aks)
+ 2k ( ~53- s + 1 .
— 9 2s ,
+ Ra,« (—“5;)[ g+leXP(‘~b\f—+1—-aks) +
2 S+l = 236
t 2 q POV +1 ——aks)] =0. (236)

Ni ovdje slucaj by, =0 ne daje bltmh tegkoca. Prvi ¢lan pod
sumom daje

’

& (_—_a_) 2exp(—a, s)
o Ve +l
drugi ¢lan daje .
= 9 d — -
Fun (= ) (4 o) [ v o 0]
atreéi i detvrti élan otpadaju. )
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Razmatrajmo kompleksne brojeve —a, +b, i —a,— b,
{(k=1,...,N), pri ¢emu je moguée, da su neki od tih brojeva
medusobno jednaki, a da nije povrijeden uvjet stavka IV. 8,
da ni u kojem paru jednadZbi (156) nisu zadovoljene obje jed-
nadzbe. Ipak ¢emo sve te brojeve in abstracto razlikovati. Ako
medutim za jednu vrijednost k, indeksa k vrijedi (156a), ne
¢emo razlikovati doti¢na dva broja —a, + b, i —a, —b,,
koja su oba jednaka —a,, ve¢ ¢emo taj broj uvrstiti samo
medu brojeve —a, + b,. U tom slu¢aju dakle razmatramo svega
2N—1 takvih brojeva, dok ih je inale 2N.

Neka je ¢ maksimum apsolutnih vrijednosti tih 2N odno-
sno 2N—1 brojeva, t. j. polumjer najveée kruznice sa srediStem
u ishodidtu, na kojoj lezi bar jedna od totaka, koje odgovaraju
tim brojevima. Odaberimo jednu od tih to¢aka na toj kruZnici,
pri éemu je moguce, da to] toc¢ki odgovara nekoliko medusobno
jednakih brojeva. Neka su ti medusobno jednaki brojevi

—a, + b, za indekse k = a;, @y,...,@,,. (237)

—a,—b, , » k=8 B2,...,00- (238)

Medu indeksima pod (237) moze pri tom biti sadrzan indeks k;.
Zajedni¢ka vrijednost tih brojeva neka je ge* (—n <<gp < ).

Da korijeni u (236) budu jednoznaéni, ograni¢imo se na
podruéje izvan kruZnice s polumjerom R =1 i ustanovimo, da
korijen ys2--1 treba da bude pozitivan za realno pozitivno s.
(Ta prefpostavka odgovara (173) i Sutke je vrijedila veé za

1
{218).) MozZemo tada korijen razviti u red potencija po <

V$2+1=8\/1+"}§=S+'1‘_“‘1 + ... (239)

2s 8s%
Funkecija
’ —— 1 1
2 R .
Vsf+1—s 9 — 557 T (240)

je dakle za s== oo regularna i jednaka nuli, i stoga funkcija

exp [A (V£ +1 —s)] = exp [A (zvls——s*lsav + ... )], '(241)

gdje je A bilo kakav kompleksni broj, za s=oco regularna i

jednaka jedan. Lako se uvida, da (236) poslije izvrienih deri-
viranja dobiva oblik
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N -
Y {U/.- (s) + VS F1 Vi (s)} exp (b, VP +1—a,s) —

— 2{ {Uk (s) —ys*+1 Vi (s)} exp (b, Ys?+1 —a,s) =0, (242)
k=1 i ’
gdje su U (s) i V (s) izvjesne racionalne funkcije ¢d s. Taj oblik
vrijedi napose i za k=k, (b, = 0), samo $to ¢e za taj indeks
dio sa Uy, (s) otpasti, a dijelovi sa Vi, (s) ¢e se zbrojiti.
PomnoZimo li (242) sa exp (— s p e?), moZemo pisati:

N
2‘ {Uk(s) + Vs*+1 Vk(s)} exp [—b, (Ys?+1—s)].
k=1 -

.exp [(—a,—b,—ee¥)s] —

N
-3 {Uk () —Vs*+1Vy (S)} exp b, (ys*+1—s)].
k=1 - .
cexp[(—a, +b,—ee¥)s] =0. (243)

Istrazimo iz prve sume ¢lanove, za koje indeks k ima vrijed-
nosti (238), a iz druge sume &lanove, kojima indeks ima vri-
jednosti (237). Medu ovim posljednjima moZe biti élan s in-
deksom k ==k, za koji je by, = 0. Za taj indeks vadimo doti¢ne
tlanove iz obiju suma, §to zajedno daje

2Vs*+1 Vi, (s) exp [(—ay, —ee®)s].

Sve ove izvadene €Elanove skupimo u funkeciju G, (s), dok sve
ostale ¢lanove skupimo u funkciju G, (s). Onda je dakle

Gi1(s) + Go (s} =0 (244)
ili G1(s) = —Gz(s). (245)
Uzmemeo 1li sad u ratun, da su eksponencijaine funkcije
exp [(—a, —b,—0€®)s] i exp [(—a, + b,—ee€"*)s] u Elanovima
od Gy(s) sve jednake jedan, jer smo zajednitku vrijednost doti¢nih
brojeva —a,—b, i —a, + b, oznalili sa @e”, izlazi iz (239) i
(241), da Gy(s)'za s = oo moZe imati samo nebitno singularno
mjesto. ‘ .
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Za vrijednosti indeksa k, koje su sadrzane u G, (s), vrijedi
—a,+b,= ¢ exp (9) (—n<g,<m,  (246)
—a,—Db, = 0, exp (iv,) (—aly, <m), (247)

pri ¢emu je sigurno ‘
« e.<e,  o.50, (248)

jer je p maksimum svih apsolutnih vrijednosti tih brojeva, a
u slucaju

¢, = ¢ odnosno 0, =g (249)
sigurno je
¢,F @ odnosno ¢, o, (250)
jer se ti brojevi razlikuju od ge”. Stavimo li sad u G, ()
s=1e—", - (@51)

gdje neka 1 bude pozitivno (dakle realno), dobivamo za ckspo-
nente eksponencijalnih funkcija

(—a,+b,—ee¥) e = A[(—a, +b)e?—¢] =
=2{g,exp [i(p,— ) —¢} = Ao, cos (p,— @) —e +
+ i, sin (¢, — 9)] . (252)
i analogno
(—a,~—b,—pe)de ¥ =
=40, cos (W, — ) —e + i, sin (¥, —P)]. (253)

Realni dio tih eksponenata je u sluéaju (249) negativan zbog
{250), a pogotovu je negativan u slucaju znaka << u (248). Ako
je dakle ¢ minimum brojeva ¢ —o, cos(p,— @) i ¢ —a,cos(¥ - @)
iako je 0 <Te<pu, za l— o0 G, (s) ¢e sigurno jace tezit: prema
nuli nego exp [—(u—=¢) 4], jer su eksponencijalne funkcije po-
mnoZzene funkcijom poput (241), (239) i racionalnim funkcija~
ma Uy (s) odnosno Vi (s), a sve te funkcije ne mogu teZiti jate
prema oo nego konafna potencija. Ako dakle funkcija G, (s)
sadrzava barem jedan &lan, ima ona za s=— oo sigurno bitno
singularno mjesto, koliko ne i3¢ezava identi¢no. Buduéi da
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~lijeva strana identiteta (245) nema bitno singularno mjesto za
s = oo, mora desna strana, dakle i lijeva, identi¢no iS¢ezavati,
t. j. vrijedi
Gi(s) =0. (254)
Kad G, (s)'uopte ne bi imao ¢lanova, vrijedila bi eo ipso rela-
cija (254), no G, (s) ima za N =2 (a sluéaj N—1 smo veé
rijesili) sigurno barem jedan ¢&lan, jer bi inafe svi brojevi
—a,—b, i —a, +b,bili sadrzani medu jednakim brojevima
(237) 1 (238), Sto bi dovelo do protivrje¢ja s pretpostavkom
stavka IV. 8. s obzirom na jednadibe (156). Kako smo vidjeli,
u izrazu G, (s) moZe biti sadrzan &lan s indeksom k,. Ako je
u G (s) sadrZan samo taj ¢lan sa k,, za koji je g, = 0, onda je

G,(s) =0 (255)

identitet, koji odgovara identitetu (236), samo $to nema ¢la-
nova s indeksom k;. Na temelju toga skracenog identiteta, koji
zbog N = 2 sigurno nije bez &lanova, vr§imo analogni postupak,
koji smo izvr$ili sa (236) i dolazimo do neke nove funkcije
G, (s), koja viSe ne sadrZava ¢lan sa k, (ali sigurno nije bez
Clanova, kako izlazi iz postupka, kojim se ta funkcija dobije).

Prema tome smo dakle svakako doSli do neke funkcije
G, (s), koja sigurno ne sadrzava samo &lan s indeksom k;.
Prema nacinu, kako su iz (243) odijeljeni &lanovi za Gy (s),
imat ¢e (254) oblik

2 ‘ng(s) +sT+1 Vg, (8) } exp (— bﬁk' Vei+l — aﬁhS) —

k=1

- {U,,k (8)— Vs +1 Ve, (s) } exp (ba, Y$*+1 —as,5) =0, (256)
k=1

pri ¢emu smo faktor exp(— soe') opet odbacili. Ukoliko je ¢lan

s indeksom k; sadrZan u tom identitetu, on glasi prema prije
spomenutom

2VsP+1 V, (s) exp (—s, 3).

Prode li s iznova zatvorenu krivulju, koja ukljuéuje +i, a
iskljuuje —i, promijenit ¢ée se predznaci korijena u (256), t. j.
izlazi
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ny

> {Us.(3)~\/sz+1 Vay(s)} exp (b, W’“ —ags)—
=1

™ :
-3 {U"‘k(s) + (sT¥1 Vak(s)} exp (—b, VeE+1 —a, 5)=0,
k=1 (257)
a ¢lan s indeksom k;, ukoliko je sadrZan, glasi
2Vs?+1V, (s) exp (—a, 3).
Razmatrajmo sad brojeve
—a,—Db, za indekse k=ay,..., a,,, (268)
—a,+b, , . k=281,..., Bn, (259)

koje dobijemo iz (237) i (238) promjenom predznaka brojeva
b,. Buduéi da su brojevi (237) i (238) medusobno jednaki, bro-
jevi su (258), (259) svi medusobno razli¢iti. Da su dva broja
(258) jednaka, t. j.

—a,—b;, = —a,—b,, (260)
a uz to otprije .
—a+b =—a +0, (261)
izlazilo bi
a = a, bj = b, (262)

u protivrje¢ju s pretpostavkom stavka IV.8. Analogno vrijedi
za sludaj, da su dva broja (259) jednaka. Da je jedan broj (258)
jednak jednom broju (259), bilo bi

—a,—b,= —a, +by, @63
a otprije ’ :
—a, + b, = —a,—by, (264)
pa bi bilo o
a,=ag i b, = —b,, dakle b = b3 (265).

u protivrje¢ju s pretpostavkom stavka IV.8. Ovdje se vidi,
zasto su u (156) brojevi b, u kvadratu. Na ovo pitanje ¢emo se
jo$ kasnije osvrmuti. ‘
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Ako je ¢ maksimum apsolutnih vrijednosti brojeva (258),
(259), pa je ¢ € jedan od brojeva, koji imaju tu apsolutnu vri-
jednost, mo¥emo (257) pomnoziti sa exp (—se@e'¥)i dobivamo
analogon relacije (243):

r3

> {Uﬁk () —Vs*+1Vp, (s) } .

k=1

. exp [bﬂ;‘ (ys? + 1—s)] exp [(— ag + ka—~ e—e“’_) s] —
- {U%(S) +sT+1 Vak(s)} .
k=1

- exp [—b, ( VP +1—s)]lexp [(—aak—— ba‘_‘——ae"‘;)s] =0. (266)
{(Eventualni ¢lan indeksa k, dakako glasi
—2yst+1 V,, (s) exp [(— @, —06e934].)

Ako se broj ¢e nalazi medu brojevima —ag, + by, izvadit
-¢emo €lan s indeksom f, i nazvati ga G1(s), dok ostatak izraza
(266) nazivamo Gq(s). Ako je naprotiv broj ge'* sadrzan medu
brojevima ——a%-—bak , neka je 51 (s) ¢lan s indeksom @, , a osta-
tak izraza neka je Ggl(s). Analognim razmatranjem kao prije
-dobivamo *

G (s) = 0. (267)
Ako je ge'® bio broj s indeksom kj, t. j. @e'* = —a, , daje nam
Ga(s) = 0 (268)

identitet, koji se podudara sa (257), samo Sto nmema ¢lana s
indeksom k;. Ponovimo li razmatranje, dolazimo svakako do
neke funkecije 61 (s), koja ne sadrzava toga ¢lana, t. j. ima
oblik )
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ako je g€l medu brojevima (258) odnosno
{Us(s) — Vs*+2 Va(s) | exp (b, V&' +1 —a,8) =0,  (270)

ako je 0e*? medu brojevima (259). Prode li s zatvorenu krivulju,
koja ukljutuje --i, a iskljufuje —i, moZemo u (270) promi-
jeniti predznake korijena, tako da i tu dobijemo oblik (269).

Isporedi 1i se (243) sa (236), vidi se, da identitet (269), koji
sadrzava samo €lanove, u kojima je u eksponentu eksponenci-
jalne funkcije negativni predznak pred b,, mora glasiti

9 ) eip(-—ba Js¥E+1l—a,s)

Roa [~ 45 e

ds

+ Ria (“gis){(g’s +a, +b,) [32‘ exp(—b, {s* +1 wa,,s)]} +

exp (—b, & +1—a,s)
st +1

+13»2,a (—- gg)

- 8 2
+ Rz a (*—0;){ o _!_lexp(mb \/s +1—a s)}EO. (271)

S obz1rom na (221), (225), (227), (230) i na relaciju

oo

5 e dt = (—1) 0%’ fip_‘[.—w(;a,j_b_)_sl_ (272)
: ath
moze se mjesto (271) pisati
e {Ro © A (VE—aF —2) +
ag +bg i
&

+ Ria(®) (t—a,—b,) Ay (Y(—a ) —b2) +

+ Rya(®) [ a(JE=aF =y +
b,

t—aqg

+ Ry« (t) (t—a,) S Ay ( \/(t-—a,)’-—-y’) dy--zﬁg_.(t)}dzzo. (273)
3

5 Rad Jug. Akad. 277 65



Stavimq i .
t=t+a,+b,, (274)

postaje donja granica vanjskog integrala nula, a ako prikladno
pomaknemo put integracije, gornja granica je opet 4-oc. Time
je integracija protegnuta uzduZ realne osi, pa moZemo upotre-
biti stavak o uzajamnoj jednozna¢nosti preslikavanja, koje daje
Laplaceova transformacija’®. Time je izraz u zagradi, u koji
naknadno opet uvodimo t prema (274), identitno jednak nuli.
To je onda relacija poput (160), tako da vrijedi

Ro,«(t) =Ry2() =Ra.e() =Ra () =0 (275)
i s obzirom na (212) do (2186),
Ro,a{t)==R1,«(t) == Ry, (t) == Rg,o () = 0. (276)

Time smo u prvom identitetu (157) snizili N za jednu jedinicu.
Ponavljanjem toga postupka moZe se sniziti N na jedan. Koliko
postoji indeks k;, za koji je b, ==0, dotitni ¢e Eanovi ostati
u tom posljednjem identitetu, u kojem je' N==1. Buduéi da
smo za taj slucaj ve¢ izveli dokaz, koji ne ovisi o tom, da 1i
je b=0, time je sve dokazamo.

Izvrgit ¢emo jo§ diskusiju nekih sluéajeva, gdje nisu zado-
voljeni svi uvjeti stavka IV.8. Ako nije zadovoljen uvijet, da
(156a) vrijedi za najviSe jednu vrijednost k, indeksa k, veé
ako je za barem dva -indeksa k, i k,

b, =b, =0, 277)
lako se vidi, da postoji identitet poput (157). Prema (168) izlazi
naime ‘ .

t**a/fx
L= | aneTor—ima=
by,

t—ay,

= 5‘ A (\/-(7—:71;1)2:7/2)(13; = sin (t*a,ﬁ), (278)

15 Doetsch, 3. pogl. § 7.
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t—a,

L= | aqeEayr—viw=

by,

t—ay,,

= [ aqe=ar=wa=snc—0), em
0

a ‘prema (169)

t—ay, tay,
L= | aGE—ar—tw= | ae—ear—yaw=
b, [}
= - 2 [1—cos(t—a,)] . 2
i—a, w1 (280)
t—ay, fay,
L= § age—ay=ma= | aqe—ay—va-
by, 0
= [l —cos(t—aq,)]. (281)
t—a, ks

Ako u izrazu
sin(t—a, —a, ) = cosq, sin(t—aq, ) -—sinq, cos(t—q, ) =
= cosaq, sin(t—a, ) —sing, cos(t—a, ) (282)
nadomjestimo sin (—aq, ), sin{(¢—aq, ), cos (t—a, ), cos(t—a, )

vrijednostima prema (278), (279), (280), (281), dobijemo iden-
titet

Y ’
cosa I;—cos a, I, + o (z~akl) sina, I;—

1 . .
— 5 (t—a,)sing, I, +sing, —sing, =0, (283)

koji potpada pod oblik (157).

Ovdje istina treba primijetiti, da su koeficijenti u kanon-
skom obliku integralnih teorema bile racionalne funkcije ne
samo s obzirom na varijablu t, ve¢ i s obzirom na parametre
4. .., 2. Kad bismo za parametre a;‘: uvrstili izraze (149),

u identitetu (283) bili bi koeficijenti doduSe racionalne funkcije
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varijable t, ali transcendentne funkcije parametara x,,..., .
1z toga se vidi, da bi zahtjev, da koeficijenti ovise racionalno
o parametrima, vjerojatno omoguéio slabije uvjete s obzirom
na te parametre u stavku IV.8. U ovo pitanje medutim ne
ulazimo.

Pretpostavimo dalje, da u drugoj jednadzbi (156) nisu na-
pisani kvadrati, ve¢ prve potencije parametara b,. To dakle
znad, da na pr. za neko k moze biti a, = a, (284), b; = — b, F0
(285). Funkcije za indekse j i k podudaraju se u prvoj sumi od
(157), a isto tako i u drugoj sumi. Takvi se ¢lanovi dakle mogu
zbrojiti. U treéoj i tetvrioj sumi takoder &e se neki &lanovi
mo¢i zbrojiti, kako ¢emo jo3 vidjeti. (Pri tom jo$ pridolaze neke
trigonometrijske funkcije.) Pita se, nisu li poslije toga zbra-
janja koeficijenti opet jednoznaéno wodredeni. Neka najprije
postoje barem dva para indeksa j;, k, i ., k,, za koje vrijedi
(284) 1 (285). Supstitucija y =—y (286) daje

b —b R
fa =@ ay=— §ae—y)ay, @80
0 0

dakle s obzirom na (168)
—b

t
5 A, (VE—4) dy = sint — S A, (Vt2—-y2) dy =
—b 0

b
=sint + SAO(V?Myi’) dy = sint +
]

t : E
+ sint— S A, (VE—y2) dy (288)
: b

ili

Sliéno se dobiva

t - t 4

SAI VE—y)dy + S AVeE—y)ay = —(1—cos?). (290)°
b —b
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Prema tome ¢ée biti

t—a; t—ay,

A y A (V=g ¥ —¢*) dy + A y A Y E—a —¢) ay +
b, =i,
taj, e,
+B S‘ Ay (Ye—a, F—y*)dy + B ‘g Ao (Y(e—a, F—v?) dy +
by, ~bj,

+C(t—a,) S Ay (V(e—a, P —v?) dy +

b,

téaj‘

+Clt—q) g 8 (V=P =) dy +

+Dit—a,) S A0 =a =) ay +

t—aj,

+De—a) | 4 (Eay ) ay—
b,
—4C —4D = 2Asin (t——a].]) + 2Bsin (t——-aj2) —
~— 4D cos(t—a;) —4Dcos(t—q;). (291
Stavimo 1i ’

2

e, C=1; D=0, (292
sin(ajl——a].:)’c : (292)

A=—2ctg(g,—aq,);B=
desna strana izraza (291), u kojoj su stegnuti doti¢ni ¢lanovi
trece i Cetvrte sume prema (157), identi¢no iS¢ezava, kako se
moze lako izradunati. U fom sluéaju dakle postoji identitet
oblika (156). I ovdje su koeficijenti racionalne funkcije vari-
jable t, ali djelomice transcendentne funkcije marametara. Po-
stoji 1i samo jedan par indeksa j, k, za koji vrijedi (284), (285),.
a nema indeksa, za koji bi vrijedila jednadzba (156a), dokaz
iednoznaénosti se moZe ipak izvesti, ako se stegnu &lanovi, koji
odgovaraju u (157) tim indeksima.
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Na temelju (284), (285) vrijedi .
* Ro; 08 (J(E— g —b2) + Ry (02, (VE—a ) —B2) =
=[R, ;0 + R, , (0] 4y (Yt =0, —12), (293)
By ;0 4y (V(6—a)2=82) + Ry () A, (V (1=, —1}) =

=Ry, + Ry 0] 4, (J(t—¢,)7—0). 294)

Dalje je s obzirom na (288) i (166), (167)

T sl T = = | T =i+ 2m6-=
-b; A b; ) .
—— (T a2 | T a, o
b; . 0
z‘s'i A, (V,\—(-t—:a*])“é:‘gé) &y o l}:lf A (\/6:‘&7)-2_;*:‘72) dy + 1—4-41?. [l —_
—cos (t "’aj)] = —PS?I Ay (\/ (t— a].)2 — y2) dy + 2t*§i Ay (\/ (t— aj)2 — y2) dy.
8 ; : (296)

Mogu se dakle prema (293) do (296) ¢lanovi identiteta s indeksi-
ma j i k dovesti u oblik

[Ro.j ® + Ro,k(t)] Ao (V@— aj)2-—~b;é’) + [Rl,j(‘) + Ry, (‘)] :

t—a;

aEmg ) + [0 =m0 | (e ) ¢
. ;
+ 2R, (1) S 2o (Ve 0)*—4%) dy + (R, ;00— R, ,0].
S
taaj _74;-747 ¢~—-aj
S A (JE=a)P—42) dy + 2R, , (&) S Ay (VE—a)P—?)dy. (297)
bj ' 0
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Uvedemo li mjesto tlanova s indeksima j i k ¢lanove s novim
indeksima p, q s vrijednostima ,

a,=a, b, =b;,  (298), (299)
Ry (&) = Ry ;(t) + Ry (1), (300)
Ry ,(0 =R, ;(&) + R (1), (301)
Ry () = Ry ; (1) — R, (1), (302)
R, () =R, ;(t) — R, (1), (303)

e, = q, b, =0, (304), (305)
Ry, =R, (1) =0, (306)
R, ,(0 = 2R, ; (1), ) (307)
Ry () = 2Ry ; (1), ' (308)

dobivamo upravo izraz (297). Vrijednost b, je dopustiva, jer

smo pretpostavili, da nijedan od ostalih b, nije jednak nuli.

Stavak IV.8. je dakle primjenljiv, i identitet je nemogué.
Time je diskusija osobitih sluéajeva izvrSena.

9. Formule rekurzije za kompozicije, ako pojedini parametri
iStezavaju

JednadZbe rekurzije (87), (88), (92), (93), (94) nisu pri-
mjenljive, kad je doti¢ni parametar jednak nuli. Za taj éemo
slutaj izvesti druge jednadzbe rekurzije. Stavimo u (82) x, =10
i upotrebimo III (6):

t
Koo i, 0= S Yyt Any (c \/y2—x§) Ane2lct—y)ldy =

*

4(ny +1)(ny +2)
2

S ym™ (E—y)™ An, (C\/gf_—x?){/lml[c(t—y””

y 4 1) (i + 2 my, m;
.-vA”n{c(t_y)] } dy = ——(%(:)2;(—22’*-—) [Kn:,’ng“kl (t;xlro) -
— Ko (82, 0] (309)
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Nadomjestimo 1 u (89) n, sa n, + 1 i m, sa m, -- 1, stavimo
2, ==0 i uvrstimo izraz (309), izlazi

, mp+1
GK::" :::_1 (t,' X1, 0)

!
at = (my—2ny— 1) K™ (¢;x1,0)

nyg, ny+1,
t

+ 20n, + 1) Ko (25, 0). (310)

Pretpostavimo 1i m, > 0, deriviramo (90) (u kojem je stavljeno
x,==0) po t i uvrstimo izraz (310), dobivamo

my, my . . _ 2 (1’1.2 + 1) ‘m,, my .
K"" a1 & 1 0) - Z—Tl‘::mg +1 ’ K"v ny (t’ 1, 0 —
. 7__7}2_ aK:t"::'r"l (t; X1, 0) ' i 02K ::v::z (t; X1, 0) l
c? at c? a2 J
@ny—my + 130, m,>0). (311)

Ako je maprotiv m,==0, u (90) prvi ¢lan u viti¢astoj zagradi
ne iS¢ezava, kada stavljamo x,=0, ali i$¢ezava drugi ¢lan.
Dobivamo za taj slu¢aj :

my, . 2 + 1 my,
Kn,.r?,+1 (t;7,0) = —E%ﬁl— {Kn;,r?z {t; x,,0) —
; my, 0
y 1 PR (a0
— = o [man (cye=a)] + & pr - (312)

Formule .(311), (312) dopustaju postepeno povisivanje donjega
indeksa, kojemu odgovara parametar stavljen jednako nuli, uz
pretpostavku, da je m, ¥ 2n, + 1. Uz lihi m, moZe se dakle

me—1 g M2tl

povisivanje od n, provesti od 0 do g1 od na vise,

dok za tiki m, povisivanju od n, nema zapreka.

Pretpostavimo sada m, > 0 i nadomjestimo u (311) m, sa
m, + 1. Poredenje sa (90), gdje zbog x, = 0 prvi ¢lan u zagradi
otpada, daje

-2 .
o my, my+1
—o Koo (820, 0) =

2 7M1 my+1 . a
¢ Kn,. ny (t’ X1, 0) + 0t2 ny, Ny

- my, m a my, m, .
= @ny—myme K (5,00 — (2may- 2my 1) 0 Ko (15 2, 0)

ny, Ny ny, 1y

(my > 0) (313



-

Stavimo i u (311) m,=1, x,=—0 i isporedimo sa (90), gdje
stavljamo m,==0, tako da otpada drugi ¢lan u zagradi, dok
prvi ¢lan ne otpada, izlazi

c? K™ (t x;,0) + 6t2 :" o (8521,0) =
=21yt A (¢ \/ﬁ“—}’z)_(zw 2 e (¢ %1,0) . (314)
2 ny 1 2 Bt 1
Jednadzbe (313) i (314) imaju oblik
FfOH I O==0®), ' (315)
pri ¢emu je za slucaj (313)
f@)=0, f@)=0, (316)
a za slucaj (314)
Jle) =0, f (x)=xp, . (317

kako izlazi iz definicije (82) i iz jednadZbe (89), koja vrijedi i
za My = 0, pri ¢emu otpada drugi ¢lan na desnoj strani. Opée
rjeSenje ]ednadzbe (315) mozZe se varijacijom konstanata dobm
u obliku

t

{ Cy + S e @ (y) dy}'. (318}
0

f(t) =& fc1+ S e“"“-*cp(y)dy‘ +
0

2zc | | — 2ic

Odredimo li konstante C; i C, pomoéu (318), dobivamo

1. o
f(e) = Bie { et S e~ g (y)— e S e (y) dy} =

= %S @ sinfc(t—y)]dy. (319)

Odredimo 1li te konstante pomoc¢u (317), izlazi
t
1 ; . . .
f(t) — 5 {ew (t—xy) x,{h + eict S e—qu)(y) dy — e i¢ (t—xy) ;c;m —
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i!xl"‘* sin [c(t—z1)] +

t
) . ]
__e—-zct Selct ‘I)(y)dy} -
b

+ g P () sin [e(t—y)] dy}‘ (320)
}

Uvrstenjem izraza za ¢ (t) prema (313) jednadzba (319) glasi

t

My, Ny

K™ ™ (4 20,0) = (@2ny— CmQ) M2 S Ko '"2—1 (y;x,0)sin[c(t—y)]dy

1

t

2 _ oy ""1 a my, M . \
S S KD 52 0 sin [eG—n)] Ay (my>0).
Parcijalna integracija daje
t
d m, m, .
S s K, Wz, 0)sin{ct—y)ldy =
Y
= { ,.m,,:"‘ (y; x1, 0) sin [c(t——y)]} o+
e S Ko (y; a4, 0) cos [c(t—y) ] dy =
t
= c'S Ko (y] 24, 0) cos [c(t—y)] dy. (322)
% -
No buduéi da je
o
) S ,':',,'" (y; 2y, 0) sin [e(t—y)] dy = -
t
me ([ krremoesce—yia, 6

74
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1zlazi
1

S 3% K" (y; 2y 0) sin [e(t—y)] dy =
X .
] s .
:W?SKJVW”mm$Mdhw”@' (324)
£

Stavimo li kao u (83)
tm A, (c \/724:5&?) za t > x,

Fy() = s (325)
' 0 za 0 Lt <,
a kao specijalne slucajeve od (84) i (62) odnosno (63)
Fo(t) = tm= 4, (cp) t=z0), (326)
Fy(t) = 4y(c) t=0)), (327)
onda je prema (82) i 1(33) '
K™ (t52,0) = F(8) « Fo(t) (>, (328)
a prema (64), (69), (166)
Lsin@e) = Fy) » By 620), (329)

Prema tome je oéito za t > x,
t

L S KM™ (y;xq,0) sin[e(t—y)] dy = Fy(8) « Fo(t) + Fq(t) =

c g,y
Xt

= g™ 0,0 (t; 21, 0,0, 0), (330)

ng, 12, 0, 0

a analitickim produZivanjem se uvida, da je i za bilo Kkoji
kompleksni x,, ¢t

t
% S Ky (y; 2,0 sin [e(t—y)] dy = K" 70" g (85 21,0,0,0).
S (331)
JednadZba (321) moZe se dakle pisati u obliku

my, my+1 - my, my—1,0,0
Kor ot (24, 0) = me (2my—mo) KW 7 0 (#5204, 0,0,0) —
. ma, 0.0

~——(2n2-—2m9—~1)—(% K™ ™00 (10200,0,0) (my>0). (332)
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Uvrstenjem izraza za ¢ (t) prema (314) u jednadzbu (320) izlazi
K'"‘ 1 (t x4,0) = % apesin [e(t—aq)] +

t

) | .
+ S Y™ An, (c ~—xl) sinfc(t—y)] dy —
X1
; .
2712““1 6 my, -
= S By K. O (y;xy,0) sin [c(t—y)] dy. (333)
3

Analognim se zaklju¢ivanjem uvida, da se ta jednadZzba moze
dovesti u oblik

K (8 2,0) = 2 K S (t— 15 0, 0) + 2my K100 (25 21,0,0) —
J
—@ny—1) 5 Kyt o0 (21,0, 0,0). (334)

Za kompozicije sa viSe od dva para indeksa dobiva se
mjesto (309) sasvim analognim nacéinom

+2m, . _
Koigme (50,0, .0, %) =
A D42 oy .
=TT - Kn":'i*l. :2 ..... ::,r 0, %,...,2) —
— R (50, %y, ), (335)

gdje je samo radi jednostavnosti prvi parametar stavljen jednak
nuli umjesto drugog. Nadomjestimo H u (111) m; sa m; + 11
n, sa n; + 1, stavimo x;, = 0 i uvrstimo zatim izraz (335), izlazi

] -
ey gt homs "’m" (t 0,%o,..., %) =

=2(Mm+1) K"'"':""" (£;0,20,...,%) —

—@r—my DK (50,3, ). (336)
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Neka je sada m, >> 0. Deriviramo 1i (111), u kojemu je stavljeno
x,==0, po t i uvrstimo (336), izlazi

Kby 50,2, ) =
2(n1+1) ..... .
= +D [ 50,y @) —

2n1——m1+ll LA

mi J my~L,me, ..., m

— = 5 R t;0,25,...,2r) +
1 6% ., m .,
+ e K, (t,O,xg,...,.x‘r)J
@ni—my+13F0, my>0). (337)

Ako je m;=0, onda za x;==0 u (111) ne otpada prvi ¢lan
desne strane, ali otpada drugi ¢lan. U fom slucaju se dobiva:

DR 0,3, 1) =
= S R o m, L w
C12 % Koy 'Z: (t; x2,..., 2r) +
+ ;126%22‘ SR 0,12,...,.rr)}. (338)

Formule (337), (338) dopuStaju povisivanje donjega indeksa za
ove kompozicije pod analognim uvjetima kao formule (311),
(312) za kompozicije sa dva para indeksa.

Za povisivanje gornjega indeksa postupamo sasvim ana-
logno kao u sludaju kompozicija sa dva para indeksa. Polazeéi
od formule (111) umjesto (89) odnosno (90), i od (337) umjesto
(311), dobivamo analogno prema (313), (314):

[ 62 my+Llomy .o, m

(c2+ e K (t;0,20,...,2:) =
. gL, my .00, m, .
_(2‘n1———'m1)m1 Kn; ,nz .... n:(t’ O,xg,‘.‘,xr)_

) a Mgy o0y, X
— (2ny—2my—1) i K, .y (£;0,20,...,2,) (m1>>0),(339)
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[ 5 02 My, .om "
(e 4 KN 0 me, ) =
= 2m Ko (s 902,~~~:35r)_
— (@2 —1) Kg] (50,2, ) (340)

-

Jednadzba (315) vrijedi i ovdje. Mjesto (316), (317) dobivamo
za my>01izgm =0

Fls .. dx)=0, P,+...+x)=0, (341)

kako se razabira iz (107) i (111). Sasvim analogni zakljuéci kao
kod kompozicija sa dva para indeksa dovode kona¢no do jed-
nadzbi

mytlomy, . ...m —_
K. (0, ) =

[ [ n,

= my (2ny—my) KI* 1';;;;;’:‘; 00 (250, x5, ..., 2,,0,0) —

—(2n;—2m;— 1) R KZ" ..... ':r 0,0 (t 0, mg,...,x,,0,0)

PICRIRI

(m;>0) (342)
i .
ol 650,20, ) =
=2y K (6, 0,0,0)

— @ DK 080,25, 2, 0,0). (343)
Formule (311), (312), (332), (334), (337), (338), (342), (343) omo-
gutuju postepénp povisivanje indeksa, za koje je pripadni para-
metar stavljen jednak nuli. Formule su izvedene za slucaj, da
je to prvi par indeksa, ali vrijede, dakako, analogno, i kad je
to bilo koji par indeksa. Polazna je totka kod toga povisivanja
formula (81), koja daje kompozmlge s bilo koliko indeksa, ako
su ti indeksi jednaki nuli. Povisivanje donjith indeksa svih
potrebnih kompozicija vrii se onda na temelju formula (87),

- III (5), ako se pripadni parametar razlikuje od nule, a pomocu
(311), (312), (337), (338), ako je jednak nuli (pri ¢emu nema
teSkoc¢a, jer gornji indeks nije lih, nego jednak nuli).
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Zatim se vr§i povisivanje gornjih indeksa pomocu (93),
(112), ako se pripadni parametar razlikuje od nule, a pomoéu
(332), (334), (342), (343), ako je jednak nuli. Razabira se, da je
postupak, ako je koji parametar jednak mnuli, dosta opseZan, pa
¢e zato biti prikladnija metoda graniénog prijelaza, koju éemo
raspraviti ‘u iduéoj tocki.

10. Granicni prijelaz u izravnim formulama za kompozicije,
kad pojedini parametri x,, x,,... konvergiraju prema nuli

Zelimo 1i u opéim formulama (140), (141) neke od para-
metara x,...,%, staviti jednako nuli, nailazimo na feskoce,
jer operator D, = % ~£—:~ u tom sluaju gubi smisao. O¢ito

A *®

lijeva strana u tim formulama prema definiciji (107) ne pruza
nikakve tekoce u tom pogledu, pa je vrijednost te lijeve strane,
kada se mneki parametri stave jednako nuli, jednoznatno odre-
dena i jednaka limesu, koji dobivamo, ako ti parametri isto-
dobno na bilo koji na&in ili svaki za sebe u bilo kojem poredaju
konvergiraju prema nuli. Taj granitni prijelaz mora dakle biti
primjenljiv i na desnu stranu kao cjelinu, ali ne imora bitt
primjenljiv na svaki sumand desne strane. Tu ¢emo se posluziti
stavkom II. 7, koji je primjenljiv, jer svi sumandi desne strane
imaju derivacije bilo kojega reda i za x, =0, ako ih prethodno
pemnoZzimo dovoljne visokom potencijom dotitnoga parametra
x,, koji treba konvergirati prema nuli.

Prema II (270), a s obzirom ma formule II (132) i II (133)
vidi se, da je rezultat postupka taj, da treba operatorsku poten-

. s (1 0 N 2‘3‘!(0)23 .
ciju ka == (——xk ﬁxk) nadomjestiti sa @5)! \ 7, , akodjeluje
o funket ) 9% g1 g (1 Ko dielus
na neku funkeiju f(x,), a sa @+ (3.7)0_,() , ako djeluje na

funkeiju oblika %5 @(x,); 1 poslije tih deriviranja funkcija f(x,)
3
odnosno @(x,) staviti x, = 0. Sludaj, da je funkcija oblika

7;1; @ (x,), nastaje u (140) odnosno (141), kada je m, = 0, jer je
« :
onda doti¢ni faktor u uglastoj zagradi ac;l.

Time bi problem grami¢nog prijelaza u nagelu bio rijeSen,
no mi ¢emo jo$ raspraviti neka pojednostavnjenja, koja se mogu
udmiti. Zamislimo na primjer, da se u srednjem ¢lanu viti¢aste
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zagrade na desnoj strani od (141) treba neki odredeni x,  sta-
viti jednako nuli. Oznat¢imo uglastu zagradu u tom srednjem

M 1 RN
« Clanu sa,;— tp(t,ocke) i stavimo

ke

Plea,) = 2,° ¥ x,). (344)
Prema prije re¢enom imat ¢emo nadomjestiti

Ty, = g —1 1
Fhg X,

D Pt zx,) (345)
sa

LTSIV §
(A €

2

("ke“‘wa — 1! {( p )2""'5_2'%_’1

(Zn,‘E — 2w, — 1)*!»—‘ E,:

P(t.x,) } _, (346)

Prema (344) vrijedi

0 2n€—-2ur2—1
(J—) ’ P, ) =

0z,
2n;, 2w, -1 s
B e " 2% . Zwe—l m’*‘c! iy - P Ay, — 2wp—1—
N 20 s (m; — 9! Lie dax, !
S (4x,), 1347)
ako je v
m, > 2m, — 2w,— 1 (348)
i
il 2"1"5 2t —1 .
(axkg) elr,) =
my .
S an, cow—1) ml L |
%’) ( s ) (m,, —r T dx, visz,),
) (349)
ako je \ )
m, < 20, —2w,~—1. (350)

30



%

Stavimo li sada x, = 0, onda u slucaju (348) iSCezne desna stra-
na od (347), dok u slu¢aju (350) dobivamo

g\ 2, 201
) o(tx, ) =
dac, =0

2n, — 2w, — 1)! {( P )z"ke”z“%""hs‘”l

@n, —2w,—m, — 1! || 0z,

P (¢, @, )} o = 0 (351)

Prema tome treba izraz (345) u slucaju (348) nadomjestiti nu-
lom, @ u slu¢aju (350), s obzirom na (346), sa

g —w,—1

2 T T, —w,~—1)! g, — 2we—my, 1

e J Y e, )| . (352)
(2n, —2w,—m, —1)! o, * J 7, =0

Buduéi da ¥ (, xke) ovisi o varijablama ¢ i x, o€ito samo u
€

obliku linearnoga izraza LTy X gdje se x, nalazi
€

medu varijablama z, ,...,, , moze se diferencijacija na-
Y

Gacks

domjestiti diferencijacijom (m—gt—), tako da mjesto (352) moze-
mo pisati
¥

L we—1 my 1 (

2 (—1)

) (2nke——2we—wke — 1!

nke—.—-we——l)! ( P )2111‘{——2w£--mk€——v1

T ¥ (0). (353)

Kona¢ni je dakle efetkt, da se u slucaju (348) dotitni &lan u
(141) odbaici, dok se u slutaju (350) ispusta dotiéni x:k” ﬁl, a
mjesto doticnoga operatora

ng, i -1

D (854)
piSe se
gﬁ‘ke*wg—-—l (— l)mk‘ +1(m6__w£_,_1)! g\, — 2we—my, —1
@n,, —2w,—m, —1)! ' (5?) 65

6 Rad Jug. Akad. 277 . 81



i kona¢no se stavlja z, =0, 5to se moZe uéiniti i prije deri-
viranja po t. Razumije se, da se diferencijacija po t, sadrzana
u (355), moZe saZeti s diferencijacijom ’

Zr‘ (ms¢ — 2y}
(_»_ ¢=1
ot ) ’
koja se nalazi u (141).

Uzmimo sada, da treba neki odredeni broj parametara
x, (60=12,..,H; 1 <HZ<r—y) u (141) staviti jednako nui.
]

Pretpostavimo, da uz odabrane v; vrijedi

m, _nsé——vﬁ;o 6=12,...,h (356)
)
i , .
m, —ne5-1)5<0 (=h+1,....,H), (357)
5 2
gdje je
1<h<H, (358)
pa se pitajmo, ¢ime treba nadomjestiti operaciju
H "18 Iﬂ, _‘nx bl
[[¢— *mts® % 7, (359)
5 45 :

% §=1

ako hotemo parametre x, (6==1,...,H) staviti jednako nuli.
Primijenimo i jednadzbu II (205), gobivamo '

h
"l.y m‘ bl ns —‘Da
g 3 [} 8
(I[( D m 1S, )
é=1

3

Ll O X,,,y)

— — — r—y—2
S (y X, ... xg”’y) .
et

X,

X,
Sy oy

s;

. Ao(CV?:”xkl—.fl—bx;:)zi”yf)dy Jl _ —
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r—y—2)!
7 .
[r—'y—-2+22(mg¢—n%——vv)]!‘ o
g=1

ng v, mg —ng —»v
Bo(—1y 0 Cge 0 m, ! I’(\msﬁ-—ngé——-v(, +—21—)
=1 Vi
e (gt X)) h
’ v =242 X (my =y —rg)
(y — Xn) =
Xp
. Ay (cvx(?:-j:k‘———...%ka)z-—yz) dy, (360)
gdje je
X, = xshﬂ + ...+ x,r_7 . (361)

Na ovaj izraz treba jo§ da djeluje operacija

. H Vm ms ——*nysh —x

Iy ms ™ ° (362)
5

d=h+1

koju zbog (357) i (139) treba prema prije retenom nadomjestit
operacijom

~mg + ng +v5
) ;3

"13 :
H (—1) °m t2 °? (—m, +n, +v)!
la 36 ‘5 6

—2 2 2 !
s=ht1 ( mja + m. +2v,)
d , ——2”136 +2nA,E +2a'6 ’
N 9= (363)
%5
i poslije izvrSenja te operacije staviti
x, =..=x, =0. (364)
h+1 H
Stavimo li kratko¢e radi
w = —~ms‘s + n\va +v,, (365)
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vrijedi s obzirom na II (85)

(—msﬁ + n35 + va)! - w! - (w~—1)! _ I’(UJ)

(—2m, +om, 20! Qw)! 2@w—D! 20Quw)

(—“l)wl’(—w + %)

920 |V 7
‘ —my_ + ny —{-va 1
o =n 7 F(ms —n, v, +§)
= > ? . (366)
—2mg  t+2ng + 20 —
’ 0 o Vo
tako da (363) dobiva oblik
ng +w m _ —ng —v
H o (—1) 7 P tgm % 6F(ms —mn, —v +i)
H *s ’_ 5 ) i 2
s=h+1 Vr
a —2mg_  +2ng +2v5
( i, ) e ) (367)
9
Pod pretpostavkom .
q> Y 2n,, (368)

gdje su n_pozitivni cijeli brojevi, vrijedi ocito

s . 2n, " - ’
i) eoomine],. -
A r=1 r xp=...=x,=0

X

, |

! —2m—.,,—2n,

= e ) R T T b, 369
. $ X“

q< Y 2n, (370)

r=1
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lako dobivamo

M 3 2n, !
11 (F) ) S (z—X " p(t,2) dz
' r=1 “r xp=...=x_ =0

X s
' s
— (q-— > 2, ) —1
r=1

_ +1 0
=(—1" q!pl(ax) ¢t X)

Ako je X, = 0, moze se dakako veé u viticastoj zagradi stawviti
X=X,.

Primijenimo li formule (369) odnosno (371) na operaciju
(367), koja treba djelovati na izraz (360), izlazi konatno, da iSte-
zavanje parametara x, ,...,x, znaci, da u (141) treba izraz

1 e )

I

. (871
X=X

H "'S ms -“ns - '6

ey om s o 7,
) 5 S,

=1

t"(xk,+‘w+xk,y)

Y —— e r-v-2
S (y x, .. x_erw)
Yot T
: . .
<A, (c\/z——x,“ —-...1};)2:52) dy (372)
za slucaj -
H .
r—y—2+2 3 (m_—n_—v) >0 (373)
=1 ’
nadomgjestitt izrazom ’
(r—y—2)!
— =) LI
[r——y—2 +2¥ (m%—n%w——w] !
e=1 )

ne  tovg me ng o —rg 1
(__1) 8§ 59 7 8 m 1 I m, —n, —v; +

H
H 5 s i 2
8=1 V T
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t—-(x,,‘i-,.‘*}»r,ﬁy) H

r—y—2+42 my o~ ng — vy
XH
' ey eVE—z,—.. ==z )~y ) dy, (74
gdje je
Xy =2, toootx (375)
a za slutaj
H
r—y—2+42 3 (m_—n,_—v) <0 (876)
p==1
izrazom

)" e—y—2).

My —ig

H 5" 5 %50 1
—1) m, 12 m, —n, + g

LN Va

H

I( P ).- [r—'y—-1+2 Sy, 7..%”*%)]

s=1

.4, (e \/(t—x,“ — = a:k'y)‘z —X?) J' X=x, 377)

Pojednostavnjenja, koja smo raspravili, mogu se dakako
anallogno primijeniti na prvi izraz u vitiCastoj zagradi u (141).
U posljednjem izrazw u toj zagradi mozZe se operator. D:i’1
izravno primijeniti na Besselovu funkeiju '

A, (e \/(t——xk‘—-...——xk:“l):2—~xf‘),

$to s obzirom na (104) daje

D::' A, (C’ Vit Xy, e T hr—-l).‘_ xf‘ =
c2ns’ ; —
e A, (NEe = mm =), @™
2" n 1 * ' ! ’
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pa se naknadno moZe staviti x, =0, tako da se tu dobije re-
zultat i bez primjene stavka II. 7, koji bi dakako dao isto, jer je

Lim f (z) = L {dxm [(x—a)mf(x)]} . (379)

ako i limes na lijevoj strani postoji. U tom slutaju ga dakle
ne treba nadomjestiti limesom desne strane, kao 3to to &njmo
u smislu jednadzbe II (207). Prijetvorbu (378) smo uostalom veé
upotrebili u formuli (105) za kompoziciju dviju Besselovih funk-
c¢ija. Sto je izvrieno za jednadzbu (141), moZe se dakako ana-
logno ufiniti { za jednadzbu (140), osim prijetvorbe (378), koja
ne dolazi u obzir, jer doti¢nih ¢lanova nema. Kada su peki
parametri stavijeni jednako nuli, jasno je, da ¢e se brojevi a,,
b,, definirani prema (149), (150), tvoriti samo od onih parame-
tara, koji nisu stavljeni jednako muli, i da ée broj ¢lanova u
kanonskom obliku biti prema tome manji. Ako su napose svi
parametri stavljeni jednako nuli, bit ée samo jedan par brojeva
a,, b, naime a==b=0.

11. Kriterij za pojavljivanje integrala u kanonskom obliku
integralnih téorema

Prema (153) mogu se kompozicije, koje razmatramo, {zra-
ziti pomocu &etiri vrste transcendentnih funkcija:

A, (eVt—a) —b2), A {cV(E—e)—b2), (380), (381)

t—ay,

S Ay (e Jt—a ) —y?) dy, (382)

by
t—ay

§ 4 cVE=a =3 ay. (383)

by

Od tih su funkcija prve dvije vrste dobro poznate Besselove
funkcije, za koje postoje 1 tablice, dok su posljednje dvije vrste
manje poznate franscendentne funkcije, za koje smo u IV.8.
dokazali da se ne mogu linearno izraziti pomoéu prvih dviju,
a ni medusobno, Da su te nove funkcije (382), (383) transcen-
dentne, izlazi veé iz toga. $to prema (166), (167) za specijalnu
vrijednost parametra b, degeneriraju u trigonometrijske funk-
cije, za koje znamo da su transcendentne.
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Bit ¢e zanimljivo istraziti, pod kojim se uvjetima u kanon-
skom obliku uopée ne pojavijuju funkcije (382), (383), koje éemo
kratko zvati »integralima«, t. j. kada ¢e racionalne funkcije,
koje u (153) fungiraju kao koeficijenti tih integrala, biti iden-
titno jednake nuli s obzirom na varijablu t za bilo koje vrijed-
nosti parametara «,...,x,. Pri tom ¢emo uzeti u ratun-i
slucaj, da meki od tih parametara imaju fiksiranu vrijednost
nula, Kao odgovor na to pitanje postavljamo

STAVAK IV.11. Da u kanonskom obliku kom-
pozicija

K™ o™ (trxy,.,x)  (r2>2)

[PPEERY n,

koeficijentiintegralag budu identi¢no jedna-
ki nulis obzirom na varijablu t za bilo koje
vrijednosti onih od parametara x,,...,%, koji
nisu stavijeni jednako muili, nuZno je i do-
voljno, da se ispuni jedan od ovih uvjeta:

A)yZa sve k=1,...,7 vrijedi
m, < n,, (384)

anijedanodparametaranemorabitistavljen
jednakomnuli

B) Medu vrijednostima k=1,...,r ima jed-
na vrijednost k;, za koju je

my, —m, >0, (385)
azasveostale kk, vrijedi
’ m, —mn, <—(m, —mn, + 1). (386)

Nijedan od parametara ne mora biti stavljen
iednakonuli

C) Medu vrijednostima k=1,...,r ima lih
broj gq>1 vrijednosti ky ky, ..., ks, za koje je

m 22, (G=1,...,9, (387)

a pripadni parametri su stavljeni jednako
nuli:

Z, =0 (=1,....9. (388)
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Zasveostale vrijednosti kgss,...,k, ukoliko ih
ima (t. j. akonije g=r), vrijedi

my, =y S — [qH + ) (my, —my, ]

a=1
=q+1,...,7), (389)
apripadniparametri Ly gyoeeea Ty D€ morajubiti
stavljeni jednako nuli )
Uslutajur=2uvjetC)jeneispunjiv, jer se
trazi r=>q=>3, dok se uvjeti A) i B) daju sazeti u
my; +m,<<n;+mn,. (390)

S obzirom na komutativni zakon za komponiranje mozemo
uvijek posti¢i, da bude k; =1, t. j. da (385) glasi

my—mny 20, (391)
a (386) postane
m,—n, <—(my—n,+1) k=2,...,7. , (392)

Dalje mozemo posti¢i, da vrijednosti k,,...,k, budu prve u
nizu 1, 2, ..., r, tako da (387) glasi ) )
m,>2n, (k=1,...,q), ~(393)

a mjesto (388) vrijedi
Xy =Ly =...=xg = 0. (394)

Kona¢no je (389) nadomjeSten sa

m,—n, < — [q+1 + ) (m,—mn )]

a+1
(k=q+1,...,7). (395)

Timeé je postignuto pojednostavljenje u pisanju. Prije nego $to
pristupimo dokazu stavka, primjetujemo: ako je za neku kom-
poziciju dokazano, da koeficijenti integrala identitno i8¢ezavaju,
onda taj zakljutak ostaje na snazi, ako bilo koje od parametara
(koji nisu veé stavljeni jednako nuli) stavimo jednako nuli. Ako
naime u kanonskom obliku nema integrala (382), (383) i ako
neki od koeficijenata funkecija (380), (381) odnosno ¢lan R, u
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(153) postaju neizmjerni, kada doti¢ni parametri teZe prema
nuli, onda moramo izvrsiti graniéni prijelaz prema stavku II. 7.
Takav postupak involvira procese deriviranja, koji, izvrseni na
funkcije (380), (381), prema (142) i III(9) daju opet funkecije
tth vrsta, tako da u kanonskom obliku opet nema integrala
(382), (383). Dokazujemo li dakle, da je koj. od uvjeta A), B),
C) dovoljan, moZemo pretpostaviti, da su samo oni parametri
jednaki nuli, koji prema uvjetu to moraju biti, pa ¢e dokaz
vrijediti i za sludaj, ako su jo§ dalj; parametri stavijeni jednako
nuli. Ako dokazujemo, da su ti uvjeti nuzni, moéi ¢emo za
slutajeve, koji tim uvjetima nisu obuhvaceni, pretpostaviti, da
je 8to viSe parametara jednako nuli, i dokazati, da se u kanon-
skom obliku pojavljuju integrali. Taj ¢e dokaz vrijediti i onda,
ako ti parametri nisu stavljeni jednako nuli, jer bi inace inte-
grali morali nastati stavijanjem tlh parametara jednako nuli,
Sto smo vidjeli, da ne moZe biti. Kratko reéeno, stavljanjem
parametara jednako nuli mogu integrali iz kanonskoga oblika
nestati, ali integrali ne mogu nastati, ako h nije ve¢ bilo.
Dokazujemo najprije, da su uvieti stavka dovoljni. Pri
tome trebamo neke zakljudke, koji se daju izvesti iz stavka
II. 2. Zamislimo, da je u smislu IV. 7. odreden kanonski oblik
integrala -

fw—n"a,cve=y)ay. (396)
X

Pitamo se, pod kojim se uvjetima izvrSenjem operacija
Dy, (k==1,...,n) na taj integral mogu ukloniti integrali u
njegovu kanonskom obliku. : \

Razvijemo 1i potenciju (y — X)™ po binomnom stavku i
rastavimo integral (396) na toliko sumanda, koliko taj razvoj
ima ¢lanova, jasno je prema III (269) i III (333), da &lanovi s
Jihim potencijama od y ne prinose integrala za kanonski oblik,
pa dakako ni onda, ako na njth jo§ izvrSimo neke operacije
Dy,. Clanovi s takim potencijama od y daju prema III (341)
izraz, koji, ako se izostave &lanovi bez integrala, ima oblik

(— 1" {x ~ (’;‘) f (0 X"

“t

+ (ZL) fi(®) X"“A“—-...’ S A, (e \/?:.ﬁgl)dy <

X
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+(=1D" {X__ (Z‘) g ) X" "+

-+ (?)ma)x"’”;...} SA1 (e V=¥ dy, (397
X

gdje funkeije f (t) i g (t) znade sume, koje u III (341) fungiraju
kao koeficijenti integrala, a indeksi tih funkcija znate ekspo-
nent od x u integralu na lijevoj strani od III (341).

Primijene li se ma izraz (397) operacije Dy, , vidi se, da
diferencijacije po donjoj granici integrala daj.u dlanove bez
integrala., tako da se moZemoc ograni¢iti na pi ‘tanje, pod kojim
se uvjetima primjenom operaciji Dx,‘ moze ponistiti izraz oblika

X" — ()f(t " (T)h(t)x""‘*-—‘.. (398)

Jasno je, da se mora ponistiti koeficijenat svake potencije od t
u tom izrazu, a takav koeficijenat ima oblik polinoma

aX" +bX" + .., (399)

gdje neki od koeficijenata a, b, ... mogu biti jednaki nuli. Po-
tencija X* je prema (80) homogena funkcija s-toga stupnja
varijablad x,,...,x,, pa primjena nekih operacija Dy, na sumu
(399) snizava stupanj svakoga ¢lana, koji pri tome ne iS¢ezne,
za isti broj jedinica, tako da su Glanovi, koji nisu iS¢ezli, razli-
titog stupnja 1 posiije izvrSenja tih operacija, i njihova suma
ne moze biti jednaka nuli za bilo koje vrijednosti parametara
Ly, .., X . Moraju dakle svi ¢lanovi sume (399) iS€eznuti svaki
za sebe, da cijela suma i§¢ezne. Bududi da svaka potencija od
X, koja se pojavljuje u (398), mora biti sadrzana u nekom koefi-
cijentu (399) neke potencije od t (ukljulivo nulte potencije),
dakle ¢e (398) primjencm operacija Dy, iSCeznuti identi¢no s

obzirom na t za bilo koje vrijednosti parametara x,,...,
onda i samo onda, ako primjenom tih istth operacije i§feznu
sve potencije X™, X™2,..., koje se nalaze u (398).

Za lscezavame pod:emmg»ﬂ X™ vrijede kriteriji stavka II. 2.
Ako je za najviSu potenciju X™ ispunjen kriterij A) toga stav-
ka, 1. j. ako je m <<n (400), taj je uvjet pogotovu ispunjen i
za sve niZe potencije od X u (398). Ako jé za najvidu potenciju
X™ ispunjen kriterij B) refenoga stavka, 1. j. ako je m —n lih
broj, a m = n, onda je i za sve niZe potencije X™—% 1 (398)
m — 2k — n lih broj, pa te potencije, bez obzira na to, da li je
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E——;—-_t—:i——knastnom primjenom
svih operacija D, . Te su operacije za ponistenje majviSe po-
teneije X™ nuzne i dovoljne, a za poniStenje nizih potencija
otito pogotovu dovoljne. Prema tome mozZemo ustanoviti, da su
kriteriji za poniStenje integrala u kanonskom obliku od (396)
primjenom operacija D., isti kao kniteriji prema stavku II 2.,
koji su nuini i dovoljni za poniStenje potencije X™ . )

Prijedimo sada na pitanje, da 1i je uvjet A) stavka IV.11.
dovoljan. Promotrimo w tu svrhu prvi &lan viticaste zagrade
u (140) odnosno (141). Buduéi da je zbog (384)

za njih m—2k = n, i8&eznu

m,—n —q, <—1, ’ (401)
moZemo prema (139) pisati
My — Ny~ - D— my ot g, ) (402)

E™ B

.Buduéi da je r— 2 <<r (403), §to odgovara uvjetu m <n kri-
terija A) u stavku IL 2., a primijenjeno je r razlititih operacija
(402), dok prema redenom kriteriju treba primijeniti barem
m + 1, t. j. u naSem sludaju r—2 + 1 =1r—1 takvih opera-
cija, ne daje taj &en integrala za kanonski oblik.

) U drugom ¢lanu u viticastoj zagradi od (140) odnosno (141)
moZe se analogno zbog (384) staviti

m,(S —n, — v, < —1 (404}
! %
i prema (139)
mg  —ng —v —m, +n, Fu .
s, v T =p o8 (403)
5 )

Ovdje je broj varijabla x,,..., Ts, _, jednak r—y, pa je
r—y—2<r-—y (406) analogon relacije m <mn. IzvrSeno je
7— y operacija (405), Sto je viSenegom + 1=r—y—2+ 1=
=27—y—1. 1 ovaj tlan dakle me daje integrala za kanonski
oblik, a treéi &lan w vitidastoj zagradi (141) uopée ne sadrzava
integrala. Time je dokazano, da je uvjet A) stavka IV.11. do-
voljan pod pretpostavkom, da nijedan od parametara xq,..., 2
nije stavljen jednako nuli, $to se pretpostavija u (140), (141).
Pogotovu je taj uvjet dovoljan i onda, ako se meki ili svi ti
parametri stave jednako nudi, kako smo veé prije raspravili.
Pretpostavimo dalje, da vrijedi uvjet B) stavka IV. 11, 1. j. da
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vrijede (301) i (392). Za ¢lanove drugog dzraza u viticastoj za-
gradi od (140) odnosno (141), za koje je m, sadrZan u brojevima
My s, My t. j. kada je 1 sadrZan medu k..., ky, vrijedi
isto razmatranje kao gore, t. j. ti ¢lanovi me daju integrala.
Ako - je maprotiv u drugom izrazu viti¢aste zagrade 1 sadr-
Zan, medu brojevima s,...,S—y, t. j. m, medu brojevima
My, , v+ -5 Ms,_, , MOramo izvrsiti novo razmatranje, koje ée biti
primjenljivo i na prvi izraz u viticastoj zagradi.

Zamislimo, da je u drugom izrazu u viti¢asto] zagradi na
integral najprije primijenjena samo operacija Sy ™ "™, gdje
smo pretpostavili, da je s;==1." Smijemo dalje pretpostaviti,
da je

m,—n, —uv, =0, - (407)

jer inade operator Sy’ ~ ™ T " u smislu (139) znaéi deriviranje, *
i stoga taj slutaj potpada pod argumentaciju, koju smo dali za
slutaj uvijeta A) stavka IV.11. Uvodimo kratice

Xy=1x, + ~--+-7%/: (408)
X25x81+x32+...+ xsrw=x1+5¢,g+,..+ x, - (409)

Prema definicijama, koje su dane prije formule (131), vrijedi
onda
X, +Xp=X=a, + ...}z, (410)
Supstitucijom
2=y —X; +x, : (411)
mozemo integral drugog izraza u vitidastoj zagradi od (140)
odnosno (141) dovesti u ne$to drugi oblik:
t—X,
5 Y—X)" 777 Ay (e VE—=X)P—y?) dy =
X,

Ny

=D | @ AV E— X =+ X,z ))dz. (412)

t—X+x,;
Stavimo sada u II (168)
n=r, Qq=—=r—y—2, k=1, (413), (414), (415) °

Pt 2, Ty ., x,) =

= (=D —y—2)1 A, (VE—X ) —(z + Xa—x))%), (416)
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oznadivii varijablu y sa z. Prema II (170) 4 II (175), gdje osim
(413) do (416) joS stavljamo
m=m; —n; —V,, (417)
dobivamo onda s obzirom na (412)
t—X, *
g § W—X)"? A, (e E— X —g?) dy =

- Sy —2)! j [( S dz)r_v_z(xfféz)m""‘_”‘].

—n,— !2”“ ny~vy
(my —n; —v)) R,

X3

A, (e VE—X) — (2 + X, —x,)°) dz, (418)

Sto u sluca]u y=1r—2 (419) [to ]e najvec¢a mogudéa Vn]ednost
od y u dotitnom izrazu od (140) i (141)] daje

t—A,

sum 4, (e VE— X —y?) dy =
%

. 1 X3 .
P : P (x%__zz)m,—nl-v, .
(my—mn; —uv;)! 2 t_)é.“‘
A eV (E—X ) — (2 X, —x,)°) da, (420)

dok u slutaju da je y <r—2 (421) mozZemo prije¢i na oblik
II (176), t. j.

t—X,

Smr"r"!z 5 (y XZ)’ ’V"zAO <C \/(t""Xl)a"‘yz) dy =

(——'1)""'1(7‘——7~—2) ¢ -y 2N e
- L — ) -3 xz_ uZ mens-vidy | .
{(my—n =)t 2mmme t—X5+x, S (&= w)m? )

A (e E— X — (2 + X, —a,)) dz. (422)
Ako na desnoj strani od (420) i (422) opet uvedemo y prema

411), te formule glase:
:—x,

! =X ]
= my-ng-vy [x2 - (y - XQ + Xy )-—’]mr’lrﬂx M
(m)*nl—vl)gz ;5 t ;
A (e VE=X)=92) dy, (423)
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t—X,

e S (y— X7 2 Ay (e VE—X )P —y2) dy =
Y,

(— 1T r—y—2)
(my —ny— o)1 27

—X; [y-Xo+x
(W—Xo + ) — w73 (@2 —udm-mndy |
X, Xy

A, (e ViE—X)P—y?) dy. (424)
Stavimo sada

xg—-xl=f(9=x%+l..+x (425)

xr‘,},'
Pretpostavi 1i se najprije (419), onda je 552 =ux, (426), pa se
integral u (423) moze pisati u obliku
t-—-X‘ —— S
 [e—@—=x 2] " A, (e VE— X, — ) dy. (427)

X+ xs,

Prema (140) odnosno (141) treba na taj integral joS primijeniti
operaciju
m —, — g, + g, + vy

s, ™ sy
S % 2 =D

s,

(428)

¢ »
x
3

gdje je s obzirom na (392) sigurno
— My F N+ V2 2Mmy—ny + 1> m —ng—v;. (429)
Razvije li se potencija u integralu (427) po binomnom stav-
ku, dobiju se integrali oblika (396) (gdje je sada X =ux,,). Kako

smo vidjeli, mogu se na te integrale primijeniti kriteriji stavka
I1. 2. Najvisi ¢e eksponent biti

m==2(m; — n; — vy), (430)
a i svi su ostali eksponenti taki., Broj varijabla je jedn:;k jedan,
dakle n==1 (431). U sludaju m =0 (432) dat ée diferencijacija
(428) izraz, koji ne sadrzava integrald. Ako je m;—n,—v, >0
(433), moZe prema (430) i (431) biti m>n, a m—mn je lih
broj, dakle treba prema stavku II. 2. B) izvrSiti jedinu operaciju
D ,ito

m—n+3 _ 2(my—n—v)—1+43
2 B 2

= my-—mny—uv;+1
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puta. Prema (428) ona je izvrSena —m,, + n,, + v, puta, &to
je zbog (429) barem toliko kao m; —n, —wv, + 1. U kanon-
skom obliku dakle mema integrala.

Za, slutaj (421) sluzimo se oblikom (424).- S oznakom (425)
integral na desnoj strani od (424) dobiva oblik

t—X, ry—X, B
S [ 5 (y — Xp—w)72 (xf — wym-m du] .

X

o +X,
Ay (e ViE—X02—y?) dy. ©(434)

Nutarnji integral moze se razviti po potencijama od y — X,
pomoéu formule II (182), ¢ime se dobivaju sami integrali obli-
ka (396):

y-X,
S (y .._.XQ —_ u)r<7*3 (xf — u?)m,—n;—u, du =

X,

r"V:3 (— 1) (my — ny — 51)! (T”:_3) T (":7“2—2:3)

s==() 2r (:;‘:—;S + m, -—nl—-vl)

. xg(m,—n,——u,)i-r-—-’y—-z-—s (y _'}22)3 +

Fra— (— 1)3 (ml‘nr*m)
s —n-n) - S AL s
iy LB gy (435)

—y—2+2s\
= a7

U prvoj je sumi najvisi eksponent s =r —y — 3, koji odgovara
eksponentu m u (396) i u stavku II 2. Da se poniSte integrali
u kanonskom obliku, treba prema stavku II. 2.A) primijeniti
m -+ 1 razli¢itih operacija D”‘a , svaku barem jedamput. Prema

(140) odnosno: (141) ima tih operacija r — y — 1, dakle za jednu
viSe nego $to je potrebno, a svaka je izvrSena barem jedamput,
jer je zbog (386) i (385)

— My + Ny F Vs >1. (436)

Clanovi prve sume od (435) dakle ne prinose integrala za ka-
nonski oblik,

96



U drugoj je sumi najmanji eksponent od y — X, jednak
r—y—2. Tu je m <m, a primijenjeno je, kako smo spome-
nuli, r—y—1, dakle m - 1 razli¢itih operacija stﬁ , Sto je
prema stavku II. 2. A) dosta da se uklone integrali u kanon-
skom obliku. Za ostale potencije je m>n, a

m—n=1r-—y—2+28—(r—y—1)=25—1
lih broj, pa prema stavku II. 2. B) treba primijeniti sve operacije
m—n+3

D, (6=2,..., r—y), i to svaku —y puta, To je u nasem
5 .
slucaju
_"_z_—zn_HL - t:_?':éi&%@_:t:llij —sa1

puta. No buduéi da je s < m, —n, — vy, to je zbog (386)

s+1 gm,’nlwvl—%‘ 1 S“_'(m“a = Mg ) <A (mxﬁ'“‘ nsa“h‘v5)a (437)

8
tako da je i taj zahtjev zadovoljen, a ni ovi ¢lanovi ne prinose
integrald za kanonski oblik. Razmatranje je ofito primjenljivo
i na prvi ¢lan u vititastoj zagradi u (140), (141), ako stavimo
y = 0. Time je dokazano, da je uvijet B) stavka IV. 11. dovoljan.
To pogotovu vrijedi, ako su koji od parametara stavljeni jed-
nako nuli.

Prelazimo na pitanje, da 1i je uvjet C) stavka IV. 11. dovo-
ljan. Neka dakle vrijede (393), (394), (395). Ako su koji od bro-
jeva 1,..., q sadrzani medu brojevima ki, ..., ky, zbog (393)
za njih ¢e vrijediti (348), tako da desna strana od (347) iStezne,
kako je tamo spomenuto, kada se dotitni parametri prema
(394) stave jednako nuli, odnosno tih ¢lanova u smisiu (140)
uopée nema, ako je dotiéni donji indeks jednak nuli. (Razumije
se, da u (140) ne bi moralo ba§ r—p posljednjih donjih indeksa
biti jednako nuli, kako smo radi jednostavnijega pisanja pret-
postavili) U tom slucaju dakle dotiéni ¢lanovi u (140) odnosno
(141) otpadaju. Zamislimo prema'tome, da su svi brojevi

1,...,q sadrzani medu brojevima sy, ...,S—~, na pr. kao
sy=1, 5,=2,..., 8 = q, gdje je ¢ £ r—y, jer inate moraju
neki od brojeva 1,..., g biti sadrzani medu k,, ..., k.. Na ovaj

slugaj moZe se primijeniti formula (374), gdje samo treba mjesto
H pisati q. Zbog y < r—2 i uvjeta (393) ne moZe vrijediti
(376), tako da (377) ne dolazi u obzir. (Taj izraz i onako ne bi
pridonio integrald za kanonski oblik.)
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Ako je najprije g=1r—y, to je X,, koji odgovara X, u
(374), jednak nuli, a operatori u izrazu (372) svi su integralni
operatori, koje prema (140), (141) treba primijeniti. Buduéi da
je g lih broj, bit ¢e i eksponent varijable y u (374) lih, pa taj
izraz u smislu III (318) ne daje integrala za kanonski oblik, na

% prema (140), (141) nista

ne mijenja. Neka je dakle g << P 7. U tom slugaju na (374),
u kojem piSe H mjesto q, treba jo§ primijeniti operatore

¢emu nj primjena operatora D, i
€

mg —ng —v

Sdrd

Xsﬁ

’ d=qg-+1,..,r—9).

U smislu stavka II 2, i izraza (396) vrijedi u ovom sluéaju za
broj varijabla n=1r—y-—gq (438), a za eksponent pod inte-
gralom

q
m=r—y—2+2 Y (m,—n,—v,). (439)
p=1
Ako je m <m, to prema stavku II. 2. A) treba da bude izvr§eno
barem m - 1 razlititth operacija D,, 0 =q + 1,..., r—9),-
s :
svaka barem jedamput. Buduéi da je broj razli¢itih izvrSenih
operacija jednak broju varijabla n, koji je pretpostavljen kao
veti od m, a svaka je operacija D., s obzirom na (139) izvrSena
5

barem jedamput, jer je zbog (393), (395) i ¢ = 3

q
L I [T+ Z(mw“nu)]i—T —1
¢=1
@=q+1,...,r—), (440)

taj je uvjet zadovoljen. Ako je m = n, prema (438), (439) m—n
je lih broj, jer je g lih, pa se moZe primijeniti stavak II. 2. B).
Broj m je po (439) maksimalan, ako su svi v, =0, 1. j.
f‘
Moy = T—9Y—2+2 2 (m, —n). (441)

¢=1
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Treba dakle svaku operaciju izvrsiti barem

Moy ~N 3 gl N
I — = - + ‘YE (m‘w———n‘;) (442)

puta, a to je s obzirom na (440) i (139) zaista utinjeno. Prema
tome u drugom ¢&lanu vitiGaste zagrade u (140), (141) nema
integrala u kanonskom obliku, a isto razmatranje vrijedi i za
prvi &lan, ako stavimo y == 0. Ovo vrijedi pogotovu onda, ako
su koji od parametara x4+1, ..., x, stavljeni jednako nuli. Time
je dokazano, da je i uvjet C) stavka IV.11. dovoljan.

Prije nego Sto dokazemo, da su uvjeti stavka IV. 11. nuZni,
provest ¢emo neka pomoéna razmatranja. Recimo, da Zelimo
sve parametre od (140), (141) staviti jednako nuli. Ako za jedan
od ke (¢=1,...,y) vrijedi :

my, > 2, (443)

onda ¢e s obzirom na (348) svi ¢lanovi dotitne sume po we
otpasti, t. j. ¢lanovi za doti¢nu kombinaciju (k4, ..., ky) otpa~
daju. Mozemo dakle pretpostaviti

mkl<2nk€ e=1,...,7. (444)
Indeks fs«wrna‘»cije w, Ce onda trebati primiti samo cijeie vri-
jednosti
ans —m — 1

OSUJeg

S (445)

jer za ostale vrijednosti na temelju (348) dotiéni ¢lanovi
otpadaju. Prema (355) dobivamo stoga za dotitnu kombinaciju
(ky, ..., ky), a uz odabrane v,, kao dio drugoga izraza viti¢aste
zagrade u (140), (141):

[2"", =y, ——1]
e

1 ~
= 2

wy=0
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my, ¥ 1 2w, R —2wg —1

D f[ (=)~ e 2 (n, —we—1)!
wy =10 e=1 we! (2nk€ — 2w — m, — 1!
¥
a x @ny — 2w, —mg, y—¥+h
) (aT)E:l Y(t,0,...,0)[,  (446)

gdje smo radi kracega pisanja stavili

Lt
h= 2 (m, —2,), (447)
) o=1 S .
a v (t,0,...,0) znadi

gdje je w izraz u uglastoj zagradi u (140), (141), od kojega je
odbacen produkt parametara X - Ponovljenom primjenom for-
mula (423), (424), (435) moZe se  (t,0,...,0) izraziti linearno
pomocu integrala oblika ’

t ’ . :A" .
P= [y, (cVf—y’)dy (448)
X,

Xo=x +...+x, .. ) (449)
Pri tome moZemo ,pr‘et{powsrtavﬁi, da je M tak broj, jer u sluéaju
lihoga M integrali (448) prema III (254), III (318) ne prinose
integrald za kanonski oblik. Nadomjestit ¢emodakle (¢, 0, . . ., 0)
ujzrazu (446) integralom (448).
Prvisluéaj. Neka je
. M =4n, (450)
¥ o B}
Y Cn,—2w, —m, ) —y+h=2r=N—2 Y w, (451

=1 e==1
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Sa

v
N= Y @n, —m, ) —7 +h. (452)
=1

Uvrstimo i to u III (408), dobivamo

v M N 4
N—2 X we Tt ER 21“75
P =1 (—1 e= M sz
o) e e
SN2 Y
2 ¢ =1 %)'
W
+ const. t 2 1.’, + . (453)

Ako se to uvrsti u (556), vidi se, da ée se moéi faktori ¢~ “* kra-
titi i da pridolazi faktor (— 1)” ¢, &me je omoguéena provedba
sumacija po w;, . . . , Wy, Koje su naznaene u (446), i to pomodtu
formule II (52). Stavimo 1i u II (52)

n= ans——- m, — 1, (454)
m=mn_—m —1, (455)
dobivamo
{211)‘5 — —1}
— . oy —mp —1— 3w,
(e e (m,, — w0, —1)!

2
p) =
w0 w,! @n, —m, —1 2w,)!
ey = M, —1 2""6 - kas —1 ’
—1 2 I, —m, —5)-m,!
(—1 m, M, — o)y !

— - | (456
Vo Gn, —m, — D! (456)

gdje uvjet. m < ZL-:;—} sada znaéi

om, —m, —1
nke—mks-—-l < _M_f,T“___d

Sto je ispravno, jer m, nije negativan.

?
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Pigimo (456) u obliku

. {ane—mke -—1]
Ty T m +wg+1 ny — 2w, ﬁl
§ (=)™ T T g, —w,— 1)1
we;o w,! (2n, — 2w, —m, —1)!
we g, —my, —1 1
(—1D "2 kS P(n"e_mke_-i) ) m"e!
= 457)
Yz 2n, —m, — D!
i uvrstimo (453) i (457) u (446). Ako oznatimo
npo g —.1
vo(—1 e I’(n,‘e-—mks—%) - m, ! ,
=1 ., 458
: ot Vn (ane —m, — !

dobivamo mjesto (446), u kojem smo y nadomjestili integralom
(448), izraz

M

MoN
¢ Py s (=n* M I[+c0nst.t%P1+...
2t (Ere—y—am (459)
Drugi slud¢aj. Neka je
M=4n + 2, (460)
v ¥ ) .
N—2 Y w,= X (2n, —2w,—m, )—y+h=2r+1. (461)
e==1 e=1

Sluzeéi se ovaj put formulom III (411) dolazimo sasvim analog-
nim na¢inom do izraza '

N2 N1
M "2 2 M
5 —1 M1 : n
t? Py 5 EM__: " — [ + const.t 2 Py + ...
2% ¢’ (‘5)! r—y—2)! A (462)



(463)

Treé¢i slwéaj. Neka je
M =4n,
. (464)

2w,—m, )—y+h=2r+1

k vy
N
e = }.1 (znke — 3 .

N—2 Y w=
ex=1 g=1
Sluzimo se formulom III (409) | ratunamo ova3 put koeficijent

od P,, pa dolazimo do oblika
M N—1
M Tt -
tZHP] ( ,',l) ik l]-}—const.t2 'Pot ..
~+1 - =N/M . )
2? 2 ( )1 (r—y—2)! (465)
Cetvrti sluéaj. Neka je
M=4n + 2, (466)
v v ‘
N—2 Y w= Y (2n, —2w,—m,)—y+h=2r. (467)
E g &
£==1 e=1
Sluzimo se‘ formulom III (410) i dolazimo do oblika
1 M
M H+const.t2‘1P0+...
(468)

(=1

Y1
¢ P M M
—+1 - =N M
(?>!(T~7~'2)'

2

Prvi 1 drugi slu¢aj mogu se sazeti u jedan oblik. U oba slutaja
(469)

P2 4 N tak broj t. j.
' Mo

; 5 tN=0
a ta zajednitka pretpostavka moZe biti ostvarena samo prema
(450), (451) prvoga slucaja ili prema (460), (461) drugoga slucaja

(mod. 2),

(470)

Vrijede 1i (450), (451), odito je

M N
— + > (mod. 2),

Il

M N
Y
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a vrijede li (460), (461), to je

M—2 N—1 M N
3 + T = + 5 (mod. 2), (471)

tako da se (459) i (462) mogu predoditi u zajednitkom obliku

My
2 —1 ' M M
t? Py —5 1,5 1) M H 4+ const. t 2 Py + ...
LT
22 ¢? (1‘2/[)' (r—y—2)! . (472)

M
(Ne tvrdi se, da je konstanta pred t 2 Py u (459) i (462) ista. Ta
konstanta nas dalje ne zanima.)
Treéi i ¢etvrti slu¢aj imaju zajednitku pretpostavku, da je
M N

5 N lih broj, t. j.

%’« + N==1 (mod. 2), ‘ (473)

a ta pretpostavka mozZe bitj ostvarena samo prema (463), (464)
treega slucaja ili prema (466), (467) otetvrtoga slucaja. Ako
vrijede (463), (464), dobivamo

1 M N+1

M N— .
i T = — - T . 4
r 3 +1 rala ) (mod. 2), (474)

a ako vrijede (466), (467), izlazi

M _N—1 M N+1
s T T & rela ) (mod. 2), (475)

tako da se (465), (468) mogu predoditi u zajedni¢kom obliku

M NH
1:%+1 Py WM-—(:_ y—*ﬁ——*i-M! - H + const. t'};_1 Py + ...
27”«:7—”](3})! (r—y—2)! (476)
Za kasnije svrhe treba jo§ pretresti predznak produkta (458).
Neka je za izvjesne vrijednosti od ¢ na pr. za e=1,...,9,
n, —m,—1>0 (¢=1,...,9), - (477)
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dok je za sve ostale vrijednost; od &
m,—m, —1<0 E=0+1,..9. (478)

Razdvajamo onda produkt (458):

Im-=1ILIL. (479)

n, iy —my —1
5 o(—1) e I’(nk;-—-mkg——%). m, !
=1 — . (480)
—1 - V= @2n, —m, —1)!
n '—-mks -1

vo(—1) 2 T(n,‘s—m,‘e——%)-mk!

H2 = [ : . (481)

vl Va @n, —m, —D!

S obzirom na (477) i 1I (84) moZe se pisati

"kE
(—1 " @n, —2m, —2)!m, !

[}
IL=11 —— , (482)

- T ™ Mg
e=1 9 (2nk£ —m, — 1H! (nkE —my, — 1)

a 5 obzirom na (478) i II(85)"

my +1 Mty — Ry, +1

v (—1) 2 S (my, =y + D my !
1. = ~ .(483)
Y @2m, —2m, + 2)! 2n, —m, —1)!
Prema tome je
bl
- N,
sen II, = (=™, (484)
’)/—5‘*: é '"’"s
sgn [I, = (—1) ekt {485)

1z Sega izlazi predznak éitavoga produkta,
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Prelazimo sada ma dokaz, da su uvjeti stavka IV. 11, nuzni,
t. j. da u svim sluajevima, koji tim uvjet'ma nisu obuhvaéeni,
kanonski oblik sadrzava barem jedan integral.
a) Pretpostavimo, da vrijede uvjeti C) stavka IV. 11., samo
s tom razlikom, da nisu svi parametri x,, ...,r, stavljeni jed-
nako nuli, kako b’ prema (394) trebalo biti, ve¢ da je-jedan od
tih parametara, na pr. x,, po volji, dok su svi drugi parametri
ukljuéivo xg+1,...,xr stavlijeni jednako nuli. Neka dakle vri-
jedi, da je q=>1 lih, neka vrijedi (393) i (395), a (394) neka
Je nadomjeSten sa
Xo=X3 = ...=xr = 0. 486)

Buduéi da je x; jedni parametar, koj: nije stavijen jednako
nuli, s obzirom na (149), (150), (151) kao gornje granice integrala
(382), (383) u kanonskom obliku dolazi u obzir samo t i t—zx;.
Provest ¢emo dokaz, da u kanonskom obiiku ima sigurno inte-
gral s gornjom granicom t, t. j. sa ¢ =0, b = x,. Takav se inte-
gral ofito moze pojaviti samo u ¢lanovima od (140), (141), gdje
je x; sadrZan medu x, ,..., %, _,. No i x,, ..., x, moraju tu
biti sadrzani, jer inate dotitni ¢lan zbog (393) i (348) otpada,
kada se dotiéni parametar uzme jednak nuli, odnosno uopée
nema toga ¢lana, ako je dotitni donji indeks jednak nuli, kako
se razabira ‘z (140). Neka je dakle, recimo,

ey = Xy, Loy = Xgyonny Aoy = Lq- (487)

Pretpostavimo najprije, da je r—y > q (488), t. j. da medu

Ty, B=1,...,7—y) osim xy,:.., 2, ima jo§ jedan ili vise pa-
ramg'ca:ra Lsggyreers Lap oy o Oznatimo prema tome
y—y—qg=y =1 ’ (489)

Primijenimo na integral u drugom ¢lanu viticaste zagrade u
(140), (141) najprije operacije

(6=2,...,9

i stavimo dotitne parametre jednako nuli. Buduéi da je g = 3,
r—y>q, 0 205§m36, a vrijedi (393), to se lako vidi, da
je uviet (373), u kojemu sada ¢ prima vrijednosti od 2 do g,
sigurno ispunjen, tako da dobivamo izraz (374), gdje ¢ i 6 pri-
maju vrijednosti od 2 do q, 2 X,, je nadomjeSten sa
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Xog=(Xod= .. =q-0=To o+ T, (490

9

t. j. dobivamo integral oblika

- q
t“‘_‘ o =y =242 X (mp—n.—ry) .
i =% = A VG—X =5 dy.
Yo (491)
Ako se na ovaj integral primijeni operacija Sy~ ™", dobiva-

ju se u analogiji s formulom (424) odnosno (434) i (435) sami
integrali oblika

t—X,
(v —Xo.)" Ag NE—XD"—1f) dy. (492
x5+ X’z‘ q
Treba pri tome svagdje eksponenat r—y—2 nadomjestiti

eksponentom u (491), tako da je najveéa vrijednost indeksa
sumacije s u prvoj sumi (435)

q
r—y—3+2 Y (me—n—0),
‘ ¢=2
a u drugoj sumi eksponenat od y »-322,(, glasi
. ,

r—y—2-+2 }_‘ (Mme — ne — vy) + 25.

¢=2

Ocito je eksponenat R najvisi u drugoj sumi za v, == v, =...==
= v,;, $=m, —n,, dakle

g
Rmax = r—y-—2 -+ 2 2 (m,pwm) +2(m1~——n1)==

=2
q
=r—y—2+2 ) (m—n). (493)
p=1

Primijenimo sada na integrale oblitka (492) operatore

P @=qt 1.t

5 .



i stavimo doti¢ne parametre jednako nuli. S obzirom na (395},
a u smislu (139) stavimo

msa —n,(s —vs - msl’ -+ n_v(; + vy

S, = D, (494)
8 e

i nadomjestimo ih prema razlaganjima na podetku totke 10. sa

8§

—~my, +n, +v
5%

(—may + ey )L T TN R
(—2m + 2n, + 20,)! ( 0255 (495)
Formula (369) nije neposredno primjenljiva, jer donja granica
integrala (492) nije X34, veé x, + X ,, tako da diferencijacije
po donjoj granici integrala daju ¢lanove, koji ne otpadaju, kao
Sto je to u sluaju formule (369). Ipak ti ¢lanovi ne sadrzavaju
viSe infegrala, i jasno je, da ¢e i sada uvjet analogan sa (370)
biti dovoljan, da se dobije izraz bez integrala. Taj bi uvjet
glasio

r—=y
2 Y (— . 49
R<2 ¥ ( m, +m, + o) (496)
S=q+1
Prema (493) je
q
RL Rux =T—7p—2+2 % (m:—ny). (497)
. =1
" Dalje je
° r— ey .
Y (—m +n )< N (—m, +n_ v (498
) [ il 3
d=q+1 O.=q+1

S obzirom na (395) 1 (489) vrijedi

—y q .
Y (=m, ) >y [-q—;r——l* + Y (m, - np)] . (499)

J=q+1 L4 v=1
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dakle

q r—y . q
2 2 (m, —n,) +2 2 (m,5 -——n_..é)é*—x(q—f—l)mz(x——l) 2 (m,—n,) <
o=l d=q+1 p=1 *
S—r@+)=—C—yr—q@+1). (500)
Razmotrimo 1i parabolu
y=—@—y—2) (@+1) (501)
i stavimo y =1 —y — 2 (502), izlazi
_r—r=1 v 2 }
Xy = 5 [1 +V1 +r__y_1 , (503)
_r=r=l _vm 72_]
T = [1 L+ = | (504)
Budué¢i da je g lih broj veéi od jedan, i s obzirom na (445),
izlazi -
3sqsr—y—1, (505)

dakle svakako r —y — 1> 0 (506). Jasno je, da za 2, > x> x,
(507) vrijedi y <<r-—y—2 (508). S obzirom na (506) vrijedi
prema (503), (504) x; > r—y—1 (509), x, >0 (510), dakle se
moZe na temelju (507) i (505) pisati

T, r—y—12 g2 3> 0>, (511)
pa je stoga prema (501) i (508) za na$ q
—r—r—@ @+ ) <r—y—2 (512)
Prema (497), (500), (512) i (498) vrijedi dakle

S —
R’—‘:Rmax:T—}'-—“2+22 (m‘y~—n¢)<2 2 (—-—msa—%nsﬁ)g
g=1 d=qg+1
—Y B
— 513
<2 Y m, +mn, + vy, (513)
b=q+1 S

109



a to je traZeni uvjet (496). Sludaj r—7y > q dakle ne daje
integrala za kanonski oblik. Razmatranje dakako vrijedi i za
prvi €an viticaste zagrade u (140), (141), ako se stavi y=0.

" Pretpostavimo dakle sada ,
r—y=q=3. (514)

(r—y << g ne dolazi u ratum, jer bi onda neki od parametara
Ty, - - Xq bili medu x, ,...,xkv, a taj slutaj smo veé prije
odbacili.) (514) odreduje jednoznatno y, a odreduje i kombina-
ciju (s, . . - Sr-v), jer unjoj moraju biti sadrZani brojevi 1. .. ., q,
t. j. ta kombinacija je identi¢na s kombinacijom (1, ..., ). Jasno
je, da je prema (480) sada 5fi>,q =0 (515). Integrali (492), koji
potjedu od ¢lanova druge sume (435), u kojoj je, kako smo spo-
menuli, r—y—2 nadomjesten sa

a
7'-‘“)/_2 +2 2 (mu~n¢—v¢)’

e=2

imaju svi lihe eksponente R, jer je zbog (514) sa q i r—y lih.
Ti integrali prema III (254), III (318) ne prinose integrald za
karionski oblik. Medu ¢lanovima prve sume (435) ima naprotiv -
i potencija s takim eksponentima. Najveéa je vrijednost ekspo-
nenta s uz odabrane v, , kako smc spomenuli,

4

r—y—3+2 2 (m, —‘n¢—vw),

¢=2
a ta je taka, jer je r—y lih i prima svoju najvectu vrijednost
za v, =...=v, =0, t. j. imamo za taki R
‘,’ d
Rtk max = M = T"”"}'“’S + 2 z ('mw '—TL&’,) = (I"'g + 2 2‘ (my -——n{t). (516)
¢=2 =2

Na doti¢ni integral treba u smislu (353) jo$ primijeniti stanovite
diferencijacije po t, tako da se radi o izrazu poput (446). Prema
M
(472) odnosno {(476) dobivamo dakle za kanonski oblik ili ¢ * P,
M
=t .
it P, s koeficijentom, koji je otito od nule razli¢it (jer je
i faktor, koji potjete iz (435) od nule razli¢it), uz eventualno
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jo§ druge Glanove s niZim potencijama od t, Integfali (492) s

manjim tikim eksponentom R, dakle sa R < M —2 (517), daju

prema (472) 1 (476) tlanove s najviSom potencijom od t oblika
M. g) M M

t? P, odnosno t

+1
. Clanovi t 2P, ili t2 Py,

koje nam je dao integral s eksponentom M, sigurno su dakle
jedini te vrste, pa budu¢i da im se koeficijenat razlikuje od
nule, kako smo spomenuli, dokaz je time izvrSen, da u kanon-
skom obliku ima barem jedan integral. To vrijedi pogotovu
onda, ake koji od parametara x,, ..., x, nije stavljen jednako
nuli,
b) Pretpostavimo, da je
m,>mn, (k=1,..9, (518)

gdje je g lih broj, za koji ovaj put dopustamo i vrijednost
g=1. (Za neke ili sve vrijednosti 1,..., q moZe dapace vri-
jediti m, = 2n,.) Neka dalje postoii baxem jedna vm]ednso%
k=k >q, za koju je

.
T _
—n, > — L2 LY (my—n) |, (519)

™, 1 2

a

=1
a najvige jedna vrijednost k =k, > g, za koju je
m, > 2m, . (520)

[Medu vrij.e«dm»oxsctjma k= q + 1 LT m@ie biti takvih za kojve
vm;e»dl dapwace (520), 'cada je to:m vruednoscu vet zadovolgen
uviet (519).] Konatno neka budu svi parametri stavl]em jed-
nako nuli.

Dokazat ¢emo, da u kanonskom obliku ima integrala. Uzmi-
mo opet u razmatranje drugi izraz vitidaste zagrade u (140),
(141). Jasno je najprije, da medu s,, ..., S,—, moraju biti sa-
drzani svi oni indeksi k, za koje je m, = 2n,, jer bi inate do-
titni Elanovi za x,= 0 u smislu (347) otpali, ako je m, >0, jer
za njih vrijedi (348), a uopée ih nema, ako je n,=0, kako se
vidi iz (140). Uzet ¢emo povrh toga medu s,, ..., S,—, Jjo¥1i sve
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one indeksg k, za koje je m, >n,, ali m, <<2n,. Bududi da su
svi parametri stavijeni jednako nuli, primjena ¢e operatord

my —n, —v

S,‘“'s 5 prema (360) dati integral oblika
5
r~y ¢
¢ rey—2+2 ) (msy —ng, —2y )
S y ~ 4, (cVE—y?) dy, (521)
0

na koji u smislu (446) treba jo§ primijeniti ‘stanovite diferenci-
jacije po t. Ako je r—y tak broj, bit ée eksponenat u tom inte-
gralu tik, 1 buduéi da smo za s,, ..., Sr—y odabrali sve one vri-
jednosti, za koje je m¢, Zns, , za v, =...=v,—y =0 0OVO je
i najveéi tki eksponenat, koji se moZe pojaviti. U smislu (472),
(476) kanonski ée oblik dakle sadrZavati

M M

Mo
t? P, ili t2 Py

sa

-y

M=r—y—2+2 Y (m,—m,). (522)
. =

Ako je naprotiv r — y lih broj, eksponent ée biti lih, i &lanovi
(521) dakle prema III (254), III (318) ne prinose integrala za
kanonski oblik. U tom slu¢aju moramo potraziti éanove s naj-
veéim tdkim eksponentom pod znakom integracije. Zato mo-
ramo broj r— y ili povecati ili smanjiti. Treba dakle iz indeksa
ky, . .., ky preseliti jo§ neke indekse medu sy,..., 8-y ili iz ovih ne-
ke indekse preseliti medu k,, ..., ky . Preseljenjem nekoga in-
deksa ke U 8y, ..., 8r—y, za koji je me < L povecava se T — ¥
za 1, tako da se eksponent smanjuje za 2 (nke —m, )—121,
dok se preseljenjem nekoga indeksa s; , za koji je My, > LW
medu k,, ..., ky eksponent smanjuje za 2 (m., — ns, ) +1=1
Buduéi da Zelimo smanjiti eksponent za $to manje,; svakako
¢emo izvrsiti samo jedno preseljenje, ¢ime ée se nas lihi ekspo-
nent smanjiti za Iih broj, tako da ¢ée postati tdk. Pri tom su
dakako svi v, stavljeni jednako nuli, jer kona¢ni tiki eksponent
treba da bude Sto veéi.
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Ako se prebacuje jedan indeks iz Ky, ..., Ky U Sy, ... Sr—v,
zvat éemo to preseljenjem prve vrste, Pri tome se y promijenio
u y,, tako da je y;=y—1 (523). Prebacuje 1 se indeks iz
$1y.:098 —y U Ky, ..., ky, neka se to zove preseljenje druge
vrste, a ¥ se pri tome mijenja u y,, tako da je y,=y + 1 (524).
Trebg sada dokazati: \

1) da uvijek postoji barem jedna moguénost preseljenja,
koja vodi do integrala, ¢iji se koeficijent raziikuje od nule;

2) da su onda, kad ima viSe moguénosti preseljenja, koje
vode do istoga najveteg tikog eksponenta, koeficijenti dotitnih
istovrsnih integrala za kanonski oblik svi istoga predznaka, te
se ne mogu medusobno ukinuti.

Ad 1). Neka ima osim (518) jo$ daljih indeksa, za koje je
m, >mn,, a koje smo prema prije refenom, uvrstili medu
S4y .+, Sr—y. Mora ih biti tdk broj, dakle barem dva, jer bi inace
zbog lihoga g r—y bio tik, a taj sluéaj smo veé uzeli u ratun.
Od ta dva indeksa ili viSe njih moZe prema pretpostavkama
najviSe za jedan vrijediti m, > 2n,, dakle ima i barem jedan,
za koji je m, = m,, ali m, < 2n,. Taj se posljednji indeks moZze
preseliti medu k,,...,ky, da doti¢éni ¢lanovi onda ne otpadnu.
Eksponent je posiije preseljenja

==Y N
M=r—p—2+2 3 (m,—n,), (525)

e=1

koiji s'gurno nije negativan, jer jé m,, = mne, 'Za sVe @, pa bu-
duéi da ima barem jedan indeks (518) (jer je g = 1), a bar je
jedan dalji, koji nije sadrZan u (518), ali je za nj m,= n,, pre-
ostao medu sq,..., srv, onda je r— 7y, = 2. To preseljenje druge
vrste dakle zaista vodi do ¢lana (521), koji moZe pridonijeti
integrals za kanonsk: oblik. »

Ako naprotiv osim (518) nema nijednog indeksa, za koji je
m, = n,, ipak prema pretpostavkama ima barem jedan indeks
k; za koji vrijedi (519). Taj se na'azi medu ki, ...,k , pa ¢emo
ga preseliti medu s,,...,8,-. Buduéi da je sada r—y=gq,
bit ée r—y, =q + 1, a eksponent ée postati
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r-o

M=r—y;—2+2 qzl (e, — 1a,) + 2(mkf_n’°f) =
L4

=qg—1+2 2 (mx¢“‘ns¢) + z(mkf—n

=1

W) (520)

Prema (519) vrijedi

M2 [Q+1+}_(mk nk] +1  (527)

Ty i = '
ili o
q
2(my,—m) 2 —q+1—2 zl, (m,—mn), (528)

dakle je

-y ¢

N>2g—1+2 2 (m,—mn,)—g+1—2 Y (m,—mn)=0. (529)
g==1 k=1

Ni ovdje dakle eksponent ne moZe biti negativan, t. j. ovo
preseljenje prve vrste daje &lan oblika (521), koji moZe prido-
nijeti integrald za kanonski oblik. Time je pokazano, da uvijek
ima barsm jedno preseljenje, koje vodi do cilja.

Ad 2). Kako*smo rekli, medu s,,...; 8r— stavljeni su svi
indeksi k. za koje je m, = n, (medu kojima se nalaze i oni, za
koje je dapace m,= 2n,), dok se svi drugi indeksi nalaze medu
ky, ... ky. Za preseljenje prve vrste dolaze u ratun oni od
ndeksa k izmedu k,,...,ky, za koje je izraz 2(n,—m,)—1
$to manji, jer se za tu vrijednost smanjuje eksponent pod inte-
gralom (521), Za preseljenje druge vrste dolaze u ra¢un indeksi
s izmedu sy, ..., sy, za koje je izraz 2 (m,—n,) + 1 Sto maniji,
jer se za toliko smanjuje re¢eni eksponent, a osim toga mora
biti m,<<2n,, jer inade poslije preseljenja svi ¢lanovi otpadaju,
kako smo spomenuli,
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Neka je u;, minimum izraza 2 (n,, —m,, )—1l(e=1,..,7),
a u, minimum izraza 2 (m"a — "sa':) 4+ i Zé =1,...,r—7y), za
koje je my, < 2n,§ . Ako je uy, << u,, dolaze u ratun samo pre-
seljenja prve vrste, ako je u, > u,, samo preseljenja druge
vrste, a ako je u, = u,=p dolaze u racun obje vrste prese-
ljenja. Pretpostavit ¢emo taj najopéenitiji slucaj. Neka izraz
2(n y M, )—1 primi taj minimum za nekoliko vrijednosti
indeksa k., na pr. za k. —a, ke=>b it d., ¢ j.

2(ne—ma) —1 =2(n,—m,)—1 ="

=u. (530)
Izraz 2 (’m,(s — nxs) -+ 1 neka primi taj minimum za neke vri-
jednosti s; ==«a, s, =8 i t. d., za koje je mx3‘< Zm3 , t.g.

. B ] o

2(ma—mnd) +1=2(my—my) +1=...=u. (531)

Sva preseljenja pojedinih indeksa a, b,... 1 «, §,... dovode
do istoga najvecteg takog eksponenta

r—y
M=r—y—2+2 }_‘,(m%——nxu)——,u. (532)
e=1

Pita se najprije, da li ¢e za integrale kanonskoga oblika, koji
su pomnoZen: najvetom potencijom od t, biti primjenljiva for-
mula (472) ili (476). Oznadimo 1i u smislu (452), (447) sa N, i
h, dotitne izraze poslije preseljenja prve vrste indeksa a, a sa
N, i h,, ove izraze poslije preseljenja druge vrste indeksa «
i analogno doti¢ne velitine y, 1 y, prema (523) i (524), otito je
s obzirom na v, =0

=

Ry = Y my, + ma, (533)
=
r-}”r

hy = 3 M, — Ma, (534)
¢=1
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Y
Ny = ¥ @n, —m, ) —@2nc—ma) — ¥ +ky =

e=1
v L
=y @n, —m ) — 2t —ma) —(r—1) + 2 M, + Ma =
e=1 ¢=1
=N+ 2(ma—mna) + 1, (535)
N, = Z(Zn — Y4+ 2ne— ma) — Vs + hy =
e=1
ij ! r~v
=Y @, —mI)+me—ma— (¥ + D+ X my,—me=
g==] o=1
= N—2(me—"ma)—1, (536)
dakle

‘]‘; + Nl“"(]g + N2)=N1WN2 = 2(Mq—Na + Mg —Na) +2=0

(mod. 2), (637)
pa stoga
; zzvl N ;—z-n; + N, (mod. 2). (538)

Prema tome vrijede ili za sva preseljenja (469).i (472) ili za sva
preseljenja (473) i (476).

Treba sada pokazati, da je predznak ¢lanova s integralom

M W

= R !

t 2 P, prema (472) odnosno s integralom ¢t ? * P, prema (476)
poslije svih pojedin‘h preseljenja isti, tako da se ti ¢lanovi
sigurno ne mogu ukidati. Taj se predznak sastoji od ovih
faktora: .

a) Faktor, koji potjete iz formule (360), iz koje smo dobili
integrale oblika (521). U toj formuli (360) treba dakako staviti
h =17 —y. Prema II (84) vrijedi za ‘

my — e 20, (539)

’ & =
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V7 (2, — 2, )!

P(msa_naa + %) = 22'"‘5_2"’5 (m o - (540)
*s 57"
a za
Ma— Na < 0 (541)
prema II (85)
I (ma—n, + ) = S (542)
2 (2ng — 2mg)!

Prema tome na temelju formule (360) predznak za slutaj pre-
seljenja prve vrste, recimo indeksa a, ima oblik (—1) 5@,
gdje je

r-y =
Ei(@) = 2‘ N, + Mo + (N Ma) = > ne; + 200 — Mma,  (543)
=1 =1

dok je u slutaju preseljenja druge vrste, recimo indeksa «, taj
eksponent od (—1)

Ei@ = Y n,—na. (544)

p) Faktor, koji se pojavljuje u formulama (742) odnosno
(476). Prema (472) bic bi eksponent od (—1) poslije preseljenja
prve vrste indeksa a s obzirom na (535)

, (545)

v [

Ea@) = — -+ gt = — -+ o b me—na +

M M N
Eg(a)=~—~—4( +%{2 == +7~—ma+na——--]2-ﬂ (546)

Ako se primjenjuje (476), glasile bi te formule analogno

Ey(@) = — —— + —— +ma—‘na+—}—

5 (547)

117



M, N+1 1

4 1 5 Me + Ne 9 - (548)
Razumije se, da su eksponenti (545), (546) cijeli brojevi, ako za
M M ..

5 + N, i 03 + N, vrijedi uvjet (469), a eksponenti (547), (548)
su cijeli, ako analogno vrijedi uviet (473).

7) Faktor (484). Poslije preseljenja prve vrste vrijedi za sve
preostale indekse ki uvjet (477). Tih indeksa ima 6 =y, = y—1,
t. j. od prvotnih y indeksa otpao je indeks a, tako da je ekspo-
nent od (—1)

;f w
Ex(@ =Y n,—na. ‘ (549)
e=1 ¢
Kod preseljenja druge vrste pridolazi medu indekse k. indeks
a, za koj: (477) ne vrijedi, dakle 8 =1y, — 1==1y i eksponent od
(—1) je

y
Ey(@ = ¥ m, . (550)
e=1

0) Faktor (485). Poslije preseljenja prve vrste ne vrijedi ni
za koji od preostalih k. uvjet (478), tako da je d=y, =y —1,
dakle eksponent od (—1)
7
Ef@=7n—06+ ¥ m, =0. (651)
b1

Poslije preseljenja druge vrste za jedini indeks a, koji je pri-
dofao medu k., vrijedi-uvijet (478), tako da je =y, — 1=y, 1
eksponent od (—1)

Ya
E@=p—0+ my =1+ ma. (552)
e={+1

Ako je dakle primjenljiva formula (472), ukupni je eksponent
od (—1) za sludaj preseljenja prve vrste prema (543), (545),
{549), (551)
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E(a) = E1(a) + Es(@) + E;(a) + E((a) =

-y ey it
=y M N - 1 U PO
_En,5+2n, Ma 4—!—2+mn na+2g§nke Na +0 =
< i M | N |1
= gl Tl56 + 52; nké —_ *4- - ‘—2‘ -+ ‘2“ N (503)

ll'

a za‘preselj-enje druge vrste prema (544), (546), (550), (552)
E(a)=E, (¢) + Ey (0) + E; (&) + E, (&) =

va-—-na—— +———-ma+nm—~*l~+2n + 14+ me =

£==

-
2

M N
+2n-T ?"}'

ex=l

(554)

20 b

A
M

8

I

Kada je primjenljiva formula (476), dobivamo analogno, upo-
trebivii (547) odnosno (548) umjesto (545) odnosno (546), iste
formule, samo je N nadomje$ten sa N -+ 1. Svakako je

E(@=E(), (555)

3 buduéi da izrazi (553) 1 (554) uopcée ne ovise o tome, da li smo

preselili indeks a ili b i t. d. odnosno « ili § 1 t. d., bit ¢e dakle

E(@=E®)=...=E(@=E@=..., (556)

t. j. sva dopustiva preseljenja daju ¢lanove s istim: predznakom.

U sluéaju primjenljivosti formule (472) osigurali smo dakle, da
g

u kanonskom obliku postoji ¢lan oblika tTPO, a u slué¢aju pri-
M .

mjenljivosti formule (476) da postoji ¢lan oblika ¢ 7+ P,. Time
je izveden dokaz, da pod uvjetima b) ima integrald u kanon-
skom obliku. To vrijedi tim viSe, ako parametri nisu stavljeni
jednako nuli, kako smo to pretpostavili.

c) Na temelju razlaganja pod a) i pod b) moZemo sada izvesti
dokaz, da su uvjeti stavka IV. 11. nuZni, t. j. da u svim sluca-
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jevima, gdje nijedan od iri uvjeta A), B), C) toga stavka nije’
zadovoljen, ima integrala u kanonskom obliku. Da dobijemo sve
te slutajeve, razlikujemo ove moguénosti:

1. Nema nijednoga indeksa k, za koji je m,= 2n,.
2. Ima jedan indeks, za koji je m, = 2n,. ‘

3. Ima tik broj (veéi od nule} takvih indeksa.

4. Ima lih broj veéi od jedan takvih indeksa.

Ad 1. Da uvjet A) stavka IV. 11. ne bude zadovoljen, mora
postojati indeks k,, za koji je
m, >, . (557)
Da uvjet B) ne bude zadovoljen, mora postojati jedan indeks
k,, za koji je

my —ny, >— (mkl —mny + 1). (558

UV]ewt C) otito nije zadovoljen Buduéi da (557), (558) odgova—
raju pretpostavkama (518) i (518) za q= 1, taj je slu¢aj sadrzan
pod b). U kanonskom cbliku dakle ima mt‘egra‘a

Ad 2. Uvjeti A) 1 C) otite nisu zadovoljeni. Buduéi da iz

m, = 2n, izlazi m, = n,, postoji indeks, za koji vrijedi (557),
tako da moramo traZiti, da postoji i indeks, koji zadovoljava
(558), jer bi inate bio Zﬁdovogen uvjet B). T'me je slutaj opet
sveden na razmatranje pod b). I ovdje dakle ima integrald u
kanonskom obliku.

Ad 3. Ako je broj indeksa, za koje vrijedi m, = 2n,, jednak
g+ 1, gdje je q lih broj, za q indeksa vrijedi pogotovu (518},
dok (q -+ 1)-ti svakako zadovoljava (520) i ujedno (519). I ovaj
slucaj se dakle svodi na razmatranje pod b), dakle ima inte-
grald u kanonskom obliku.

Ad 4. Uvjeti A) i B) ocito nisu zadovoljeni. Ako od uvieta
C) nije zadovoljen (395), onda to znadi, da ma jedan indeks,
za koji vrijedi (519), dok sa (393) nuzno vrijedi i (518). Prema
razlaganju pod b) dakle ima integrald u kanonskom obliku. Ako
je naprotiv (395) zadovoljen, moramo pretpostaviti, da ima ba-
rem jedan ‘ndeks medu 1,..., q, za koji doti¢ni parametar nije
uzet jednak nuli, tako da je prekrien uvjet (394). Ovaj sluéaj
je raspravijen pod a), tako da i tu ima mtegrala 1 kanonskom
obliku. Time su sve moguénosti ‘scrpene i dokaz stavka IV. 11.
je izvrien,
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12, Nekoliko specijalnih sluEajevé integralnih teorema

Kao primjenu opéih razmatranja odredit éemo kanonski
oblik najjednostavnijih integralnih teorema. Odabiramo za to
kompoz'cue dviju Besselovih funkcija, kopma nijedan indeks

nije veéi od jedan. Da tekst bude kraéi, stavit éemo iznad znaka
- jednakosti bro; formule, na kojoj se ‘remelp doti¢na prijetvorba.
Slucaj, da je koji parametar stavljen jednako nuli, napose ¢e
se navesti, ako kod toga nastaje neodreden oblik, pa je potreban
‘graniéni prijelaz.

1

1 (129) 2 I
Koo (&5 2y, 20 = W Sy, Sy, S 4, (e \Jt’——y’) ay =
et xy
II (187) .
= — 57 SaSuSjiw Ay (e VE—(x, + 2 ) =

(188) g U -
= [ 2w CVe—w+ate?) a-=

e
I(194) 2 —
= 57 S qj(y;—x] —ax) 4y (cVE—3P) dy,  (559)
’ EX B
11 (189) :
D (x) = Fi(x) % Fy(x) + H(x), (560)
I (159), I (191)
Fy(x) = x + 2, (561)
II (159), II (191)
Fo(x) = T+ X, (562)
11 (188) \
H(x) = 1. (563)
Dakle
Y- xy=x 5
Dy —z —x) = S S<n-§+:c,)(§+x2)d§ dn. (564)
] (]
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Jzratunavanje ovoga integrala daje

o (2 +ad) y? 4 (x§+x§)y C (xR —ad?

Oy —z—=z) = i 3 . (565)
Izvrsi li se u (559) diferencijacija po ¢, izlazi:
i1 111 (9)
Koo (5 @, x) =
3 ¢
_ d b Czt d A ( 5T
=5 § Pl —m @) — = S —=z —x) 4y (e VP—y?) dy
x + %
I(9) 4 R
= % D (t—xy— L) — o S qj(‘y—‘"l‘x——xz) Ay (ciE—y?) dy —
ayFxs
t
Czt /1] c't? T2
Pt —) + SF S B (y—x—xs) 4y (c VE—y?) dy . (566)
%+ x5 )

Uvrsti 1i.se ovdje (565), integrali se raspadaju u integrale oblika
t %
_\' ym A, (c VE—2) dy

E

sa m==4,2,1,0 i n=1,2. Ti se integrali mogu izraziti ovako:

§ v A cVE—y) dy =

xy + xy
1I1(383) 4 )
= Z [33—'(731 + 2 4, (¢ V& — (xy— 2 )] -
: 111 (255) o4a
6 2t 6t
q? i yzAO(cutz——y’) dy = _éz"+'c—4-

Ao (c sz'_‘(xl + -’132)5) -

2(x; + x)? 6 (1 + x)
- c? + ct
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BTG TR AR Ui T R O e e

C2
—8 oA Ve dy — 35 § A, (cVE—y?) dy, (567)
: . II(382) o
§ 4, Ve—y)dy = ? [t—@ + @) 4o (e VE— (@ Fap®) | —
§ Ao (eVe—?)dy, (568)
vy +xs
‘ 1T (384) .
oy dleve—g?) ay = [1._4 (c VE— @ +2?)], (569)
EPR .
IIL(382) 4
f v A (eVe—y?)dy = [t (@ F @) A (V8 + ) )] —
x;p + o,
2 28 T
i@t A (NE—@t 2t |+ 55 [ 4o (VE—2)dy, (670)
2y,
: . 1I(382) o
S y“)A‘z (cvtz—yz) dy = :2 [t“‘(l\ + x5) Al (C foz_(xl + 3?2)’) ]
e, ;
——f, § A leVE—y?) dy, 671
.

I (384) 4 "

§ y4, (VE—9?)dy = A (e (g + :ce)’)], (572)

i 11 (336)
j Ag (C ¢t2_y2) dy — C;it 4(-’13;—2;12) A (C \/t’-(x1+xz) )_

Xyt oxy

: J— 4
- ‘E’%z“ § AoleNt—ydy + 55 | 4 (eVE—=¢?) dy. (573)

gt Xty
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Pomo¢u tih izraza dolazi se konatno do kanonskoga oblika, koji

glasi:
+ . e
K(l):g (t; T1,0) = %1 8 x2‘[t2 + (1—xf + _61_2] A, (e Y2 —(@;+ x)?) +

— Pty + a2l () |4 (VP o)) +

x1+x2[
16

e cz(x;/—-:r%)g 2 + x2 1 ¢ _
+[-§+___8_—*“ it § A, (eyEE—y%) dy +

2 3
[f ctm”’] [ (e VE=g) ay— oy — T o)

16 8

x,+x,
Sliéno se dobiva

(129) 3 : B,
Koo (2, 2) = 5 S § A eVE=¢?) ay =
' X3+ Xy

nasy 4 N
ot Sx S, oo Ao (e VEE— (g + 2)t) =
Il (188), 11 (194) 3 ¢
5 @(ymxl—x)A(, (C \/tz——yz) dy =

dt xtx,

S D(y—x;—x0) Ay (c VE—5?) dy, (575)

X,

III (9)
= Ot—x—=x )———

O(x) = F1@) » Hx) = [ (§+x1)dE (576)
0

2 2
R Sy 1 :
B Xy Y 3 . (577)

Oy —a;—xo) =
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Uvrstenje u (575) daje uz pomoé od (567), (569):

Ky (t24,25) =

= BBy oy al) + L[ A (VEZg) dy +

E2
E@2—xdt ¢ 22— 2
___({l_rfz‘ § ACvE—=)ay— 2,2 6
et
Dalje dobivamo
Kyg oy m) =
(87) 2 0Kéé (t'l‘l xg) e }
e L2 ) 7700 AT — N 2,2 —
= c2x1{ s +xt—a) 4, (eVit- z)°—x, 7)
(574), 111 (9), TIT (11) —_— S
= ;E}_éz Tz An (C thf(ll + 12)2) +
+ 2 4 eV ) —
— ﬂ%@“ [ —(xy + 21 Ay (e V2~ (xy + )%) +
¢ ——
+ [(xiwacg)mclz] 5 Ay (eVit—x?) dy +
Xyt xo
£ s ¢
+ 5 § ATy dy— (679
Xyt a2,

1,1 -
Ky (&, xg) =

(88) L1 .
2 { 0KQ'0 (t; xlr x2) 4‘ x2 (t~xg) A1 (c \f—*—(thg)‘z—:xlg)} —
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COMEIIY 2@ s 4 e +
€ e

¢ 2O 4 ey mad) + 2O 4 e e—ar— e —
4 ey ;
— = | A leVP—2?) dy; (680)
T oxte
87 OKY Y (85 2y, ) R
Ky (5 onm) = P { o 7z, 2z Ay e \/(t~—x1)2—-:coz)}

(578),111(9) i
2 Ay (e VG zf— ) + ¢ S A, e NE=y) ay— 5 G81)

Xyt

1.0
Ky (t; 21, 20) =

®8) o [0KyS (t; xy )
- szg )

+ (t—xa) 4 (e \/(t—*;'g)z:;z)} -

633_)

(578), 111 (9) —
= — Cz Ay e V&~ (x1 + x2)t) +

( at S L S — 2
(o~ 2) AV mr =) ¢ [ A CVFR)ay + i 682)
2 ¢ PR ¢

1,0 '
Kl.l (t; X1, :L“_)) =

(88) IKy' g (t; T, T2 Py
2 { 10( e %) + (t—axo) A (e \/(t’“l"z)g“xlz)} =

521‘2 ()xq
(581),II1(9) o, e 5 D
= - e Ay (C \/(tz ~(x1 + x?)z) -+ =z 4, (C \/(t*xﬂz“‘lﬂgz) +

2(t

+ A1 (e vt—ml—mxe?); (583)
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0,0 ®9) ¢ 5
Koo t; 21, 20) = S 4, (cE—4?) dy; (584)
x+x, ,
@7 RS G (&5 x4, ) S
K‘;:g (t; 3, ) = o {_"u"ﬁ:}_”_i_ + 4, (c \/(t“,xﬂQ""xez)} =

(584) S S
= o {— Ao leVE—(@+2P) + Aole V- xl)zwxg’)} ; (585)

(88) o | OKRY S (t; 21, ) e
Kg:g (t: xyl: 1‘2) = ‘(?2?1‘: {” 1.9 ax2 L + A-l (C d(t"*‘xQ)z'—xlz)} =

(585), 119 oy 4 my S
= e %;%2) Ay (eVE—(xr+x)?) +

2 A

+C‘2.r11

eV —mt) + o A e m—wr). (506)

Stavi li se u kompozicijama (582), (583), (585), 586 x, ==0,
odnosno x, == 0, odnosno oboje, graniéni prijelaz daje:

K 20 = — % Alelt—a)] — teg Ay (o V=) —
t -
— [ A eVE—y)dy + ?25; 587

, T —
Ki? (t; 24, 0) = — Cht ) Ay (eVeE—z?) +

- gy 2
B A (V=) + & Mlea—al; 089)

Kio (1:0,0) = (t—m) Ay (e y&—am?);  (589)
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0.0 4 N (E—F
K11 (t;o:mz) =-az(t+x2

. Er)x(t(t +;:) A (c\/tz_xcﬁ) + ”—2 1\1 [c(t;-—-x‘zl] (590)
K73 (50,0 = — —;2;; (A (ct) — Ay(et)]. (591)

. Formule za kompozicije, koje se iz naveden’h mogu dobiti
pomoéu komutativnog zakona komponiranja, kao
1,1 0.1 0,1 0.1 0,1°,,00
K10 Koo Kilor Kyl1: Kolor Ko 1
nije potrebno posebno navesti.

Otito je (589) identi¢an sa I (148), dok (585) daje I(149),
ako se stavi x, = 0. Vidi.se dakle, da su teoremi I (148) i I (149),
do koj'h smo do3li dru-gim putem vet¢ u L dijelu, sadrZani kao
specijalni slutajevi u nasim opé¢im formulama.

Jo§ ¢emo na tim pmm]erlma provjeriti ispravnost stavka
IV. 11. Lako je vidjeti, da

1.0 ;0.0 . ;0,0
K1 Ko1Ky

zadovoljavaju uvjet (390), pa zaista prema (583), (585), (586) u
~ kanonskom obliku nema integrala, dok ih ima za

1.1 3,31 ,1,1 1.0 ,1,0 ,,1.0 ; .00
Koo K19 K15 Koo Kilor Koy 1 Ko oo
kako pokazuju formule (574), (579), (580), (578), (581), (582),
(584).

{Primljeno na sjednici Odjela za matematicke, fizicke
i tehnicke nauke dne 25. X. 1948).
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Dr. Stanko BILINSKI

HOMOGENE MREZE
ZATVORENIH ORIJENTABILNIH PLOHA

1. Uved

U jednom drugom &lanku! bio je razmatran problem homo-
genih mreZa ravnine s opéeg topologkog stajaliSta, a i s metri¢-
kog stajali$ta u ravninama triju geometrija. Prirodno se namece
zamisao, da se analogni problem postavi i za ostale topoloske
tipove picha. U ovom ¢e se dakle danku taj problem prosiriti
samo na zatvorene orijentabilne plohe. No i problem homogenih
mreza zatvorenih neorijentabilnih ploha mogao bi se na sli¢an
naéin postaviti i rjeSavati.

Plohe, kojih ¢éemo mreze ovdje promatrati, neka su- topo-
logki regularne, dakle bez topoloskih singulariteta, t. j. neka
za svaku todtku plohe postoji okoli§ homeomorfan krugu. Ako
je takva ploha zatvorena orijentabilna ploha roda p, mi ¢emo
je u daljem razmatranju simbolidki oznaciti sa P (p).

Problem homogenih mreza ploha P (p) u njegovu najjed-
nostavnijem obliku — koji bi cdgovarao sluaju pravilnih
homogenih mreZa ravnine, gdje se pored topoloSke pravilnosti
trazila i odredena metritka pravilnost — moZe se postaviti
samo u poznatom sludaju kugline plohe, no kako je kuglina
ploha homeomorfna ravnini sferne geometrije, bio je taj studaj
homogenih mreza veé¢ promatran u [1].

Ne moze se ovdje zahtijevati metritka pravilnost v smislu
pravilnih homogenih mreZa za plohe P (p) u sluéajevima p = 1,
jer te plohe u trodimenzionalnom euklidskom prostoru moraju
biti nejednoliko zakrivljene, Ovdje ¢emo dakle razmatrati pro-
blem homogenih mreZa ploha P (p) samo s topoloskog stajalista.
Pritom éemo se sluziti simbolitkom oznakom i nekim osnovnim
pojmovima onako, kako su oni definirani u [1]. No kako su
tamo definicije bile prilagodene bas problemu homogenih mreZa
ravnine, trebat ¢e da ih sada djelomice izmijenimo i malo

1 S. Bilinski [1]. (Brojevi u uglatim zagradama odnose se na lite-
raturu, koja se nalazi na kraju ¢&lanka.)

9 Rad Jug. Akad, 277 129



opéenitije postavimo. Da zbog slozene suvislosti promatranih
ploha ne bi neki zanimljivi sluéajevi unaprijed iz razmatranja
bili iskljuteni, i samu ¢emo definiciju mreZe? sada malo pre-
ina¢iti, Ne ¢emo maime isklju¢iti mogucénost viSestruke inci-
dencije jedne stranice i jednog poligona ni mogucnost dvo-
struke incidencije jedne stranice i jednog ¢vorista ili dvostruke
incidencije jedne stranice i jednog poligona. Zato éemo pojam
. mreze sada ovako definirati:
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Skup S, koji nije prazan, a sastavljen je od tri vrste
elemenata, koje ¢temo zvati »&vorista, stranice«, odnosno
»poligoni«, €ini »mreZu«, ako ima ova svojstva:

1) Za svaka dva elements razli¢itih vrsta odredeno je,
koliko. su puta medu sobom incidentni ili nisu incidentni.

2) Ako medu frims elementima razli¢itih vrsta postoje
incidencije, onda uz svaku incidenciju stranice sa ¢voristem
i stramice s poligonom postoji uvijek i incidencija ¢vorista
s poligonom,

3) Uz svaku incidenciju jednog éveridta s jednim poli-
gonom postoje toéno dvije stranice, koje su s tim ¢évoristem
i s tim poligonom incidentne, ali tako, da uz dvije razlicite
incidencije évoriSta s poligonom postoje dva razlic¢ita para
s njima incidentnih stranica, t. j. takva dva para, koji se
barem u jednoj stranici razlikuju. Reé¢i éemo, da spomenuti

 par stranica ¢ini »kut« i da taj kut pripada tom Gvoristu

i tom poligonu. Dva kuta, koja pripadaju istom &vori$tu ili
istom poligonu, a imaju jednu stranicu zajednit¢ku, zvat
¢emo »susjednimax.

4%) Svska je stranica incidentna s dva razna ¢vorista.
i je dvaput incidentna s jednim istim c¢veriStem. Dva
&voriSta incidentna s istom  stranicom zvat ¢emo »susjed-
nimac,

4b) Svaka je stranica incidentna s dva razna poligona,
ili je dvaput incidentna s jédnim istim poligonom. Dva po-
ligona incidentna s istom stranicom zvat éemo »susjednimax.

5% Swvako je évoriste incidentno barem s jednom stra-
nicom.

5b) Svaki je poligon incidentan barem s jednom stra-
nicom.

6) K svakom se paru istovrsnih elemenata skupa S
dade odrediti konatan slijed susjednih elemenata toga
skupa, kojemu je prvi i posljednji &lan par zadanih ele-
menata.

2 {11 Definicija 10.



7%) Susgjedni ‘kutovi, koji pripadaju jednom istom &vo-
ristu, ¢ine ciklus.

) Susjedni kutovi, koji pripadaju jednom istom poli-
gonu, Cine ciklus.

Osim toga trebat ¢e nam jo§ ove definicije, oznake i cbja-
Snjenja:

Cvoriste, kojemu pripada s kutova, zvat ¢emo »s-tero-
. strukim ¢voriSteme,
Poligon, kojemu pripada n kutova, zvat ¢emo »n-tero-
kutom«.

Neka je A s-terostruko &voridte neke mreZe, a medu kuto-
vima, koji mu pripadaju, neka je k, kutova n,-terokuta, k,
kutova n,-terokuta, k, kutova ny-terokuta,..., k, kutova n,.-
terokuta, onda je

~

~
s = k..
1

i

It
-

Oznatimo 1i svaki kut ¢évoriSta A sa n, t. j. s brojem kutova
onog poligona, kojemu taj kut pripada, onda ¢e sa C=[n,, n
n

in?
La e nis] biti oznaten ciklus kutova, koji pripadaju &vo-
ristu A.
Ako su kod neke mreze ciklusi kutova za sva ¢vorista
medu sobom jednaki, onda éemo je zvati »R-mreZomc, a
ciklus C, zajednicki za sva &vorista, zvat éemo ciklusom
te mreze, koju ¢emo simbolitki oznaciti sa

R [ni], My Mys veer Ny
ili kra¢e R [C].
Neka je a s-terokut neke mreze, a medu kutovima, koji mu

pripadaju neka je k, kutova n,-strukog évorista, k, kutova
ny-strukog évorista, . . ., k_kutova n _-strukog ¢vorista, onda je

T
<

s = 2 k;.
i=1

Ozna¢imo li svaki kut poligona o sa n;, t. j. s brojem kutova
onog &vorista, kojemu’taj kut pripada, onda ée sa C=[n,, n,,
N, o nis] biti oznaten ciklus kutova, koji pripadaju poli-
gonu a.
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Ako su kod neke mreze ciklusi kutova za sve poligone
medu sobom jednaki, zvat éemo je »Q@-mirezomg, a ciklus

C, zajednitki za sve poligone, zvat ¢emo ciklusom te mreze,

koju éemo: simbolitki oznatiti s Q [n,, n,, My e nis]

krace @ [C].

R-mreZe i Q-mreze zvat ¢emo zajednitkim imenom

»homogene mreze«.

Buduéi da su @-mreze neca‘{pnrowén»e R-mrezama, virijedit ée
za njih isti zakljudei s obzirom na moguénost egzistencije poje-
dine mreze i dualni s obzirom na broj pojedinih elemenata
mreze, pa je dovoljno, da dalje razmatramo samo jedne od
njih. Mi ¢emo se dakle ograni¢iti samo na prouc¢avanje R-mreza.

Iz goinjih ¢emo definicija sada izvesti neke posve jedno-
stavne zakljucke.

Ima li mreza konatni broj elemenata, oznacit ¢emo sa «,,
a, i a, broj ¢voriSta, stranica odnosno poligona. Buduéi da po
definiciji mreze skup S njezinih elemenata nije prazan, mora
vrijediti barem jedna od ove tri relacije

a1 a>1; a>1. 1) 1,23

No vrijedi li jedna, i to bilo koja od njih, iz 4v), 4%), 5% i
5%) izlazi odmah, da i preostale dvije moraju virijediti.

Nadalje, ako je s broj kutova, koji pripadajw jednom ¢&vo-
ristu, mora uvijek biti-

s> 3. 2

Izlazi to iz 72) i LZ ¢injenice, da svaki ciklus sadrzava barem
tri elementa3.

Ako je n broj kutova n-terokuta, na isti nacin iz 7b) zaklju-
¢ujemo, da mora - uvijek biti

n>3. 3)

Ako nekom ¢&voriStu homogene mreZe pripada k; kutova
n,-terokuta, pa se u ciklusu homogene mreZe neki odredeni broj
n; doista nalazi, onda ponajprije za pripadni broj k, mora vri-
j‘edit‘l:

k21 (€]

3 [1] Stavak 1.
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a zatim, kako svakom &voritu te homogene mreze pripada
barem jedan kut n,-terokuta, mora medu svim poligonima
mreZe biti sadrZan barem jedan n,-terokut, t. j. mora biti

q, 21, ®)
gdje je g, broj svih ni;teroku‘ta te homogene mreze.

Pojam mreze, koji je dan u gornjim definicijama, sada
¢temo geometrijski konkretizirati:

Pod »mrezom plohe P (p)« razumijevat ¢emo naime
takvu njezinu razdiobu u poligone (koji cijelu plohu pot-
puno i jednostruko pokrivaju), koja zadovoljava uvjetima
1)—7% gornie definicije. Pritom ¢éemo pod »poligonom«
razumijevati topologku siiku kruga, gdie je ma periferiji
istaknuto nekoliko togaka, »&voriSta«, a »stranica« meka je
Jordanov luk omeden ¢voriStima, koji luk neka je ujedno
zajednitka granica poligonid. Relaciju incidencije razumi-

jevat éemo u njezinu obitnom geometrijskom smisliu. Reéi
cemo, da e takva mreza p lohe P (p) »homogenax, ako ispu-
‘ebe gornjih definicija R-mreZze ili @-mreZze.

ivania homogen’h mreza ravnine u sfernoj, para-
wbo iénoj geometriji pokazalo se, da se za mo-
snci‘e tih mreza moraju zadovoliiti dvije vrste
od thh uvjeta — u raznim geometrijama razli¢iti
ica metridkih svojstava pojedinih od tri ravnine.
¢ kombinatoritko- Lo@ouoske prirode i za sve geo-
Gba ta uvieta tne tek zajedno‘ sistem dovoljnih
ciiu homogenih mreZa ravnine.

Pitenje egzistencije homogenih mreza ploha P (p) sadrzava
hitno novi momenat Ovai wdrugl t. J topwokors‘kl uwvjet egzlsten—

. Putom J:e bl‘ma )p»ret‘pOustavka,

i mreZe‘ ravnine u svakom mo-

izgradeni d'o mreze obuhvaca jedno jedno-

o podrucge ravn ne, Pokazalo se, da se kod takve
ol n j

Z I
‘fikaciia, kako po;edlmh ememenata mreze,
jih niez nih komp eksa, odvija na osnovi sheme
Kako s2 kod postepene izgradnje mreZe neke
u sufaju p > 0 — zbog sloZene suvislosti te plohe

4 [1] § 1. definicija 8. i 9.7 §§ 7. 1 &



— ta- bitna pretpostavka ne moze ispuniti, dolazit ¢e kod te
postepene izgradnje mreze do identifikacije i nekih drugih ele-
menata mreze, & ne samo prema shemi slozenih ciklusa. Zbog
toga uvjeti egzistencije mreze, koji su za ravninu bili dovoljni,
bit ¢e ovdje samo nuZni. Zato ¢e trebati jo§ s jednog drugog
stajaliSta istraziti mogucénost egzistencije homogenih mreza
ploha P (p). Pokazat ¢e se, da se pritom sluéajevi p==0, p==1
i p = 2 medu sobom bitno razlikuju?.

2. Homogene mreZe torusa*)

Poznati slutaj homogenih mreza plohe P (0), koje su izo-
morfne Arhimedovim polupravilnim poliedrima, ovdje ne ¢emc
viSe razmatrati, nego ¢emo obratiti paznju samo slutajevima
p = 1. Razmotrimo dakle najprije slutaj p=1, t. j. slucaj
torusa.

Univerzalna ploha pokrivanja (»Covering suface«, »Uber-
lagerungsfliche«) plohe P (1) homeomorfna je paraboli¢noj rav-
nini. Odatle izlazi neposredno, da ée svakoj mreZi R [C] plohe
P (1) odgovarati jedna mreZa R [C] parabolitne ravnine, no
prebrz bi bio zakljucak, da vrijedi i obrnuto, t. j. da svakoj
mrezi R [C] paraboli¢ne ravnine odgovara jedna mreza R [C]
plohe P (1). Iz gornjeg naime jo§ ne bi moralo izlaziti, da je
egzistencija mreze R [C] parabolitne ravnine dovoljna za egzi-
stenciju mreze R [C] plohe P (1).

Fundamentalna grupa plohe P (1) je slobodna Abelova
grupa s dvije izvodnice (Erzeugende). Ona je izomorfna dvo-
parametarskoj diskontinuiranoj grupi translacija ravnine odre-
denoj vektorima

r=ma+nb, . (6)

gdje su m i n cijeli brojevi, a a i b dva linearno nezavisna
vektora, Za fundamentalno podruéje te grupe moZemo uzeti
na pr. paralelogram, kojemu su stranice wektori a i b. Identi-
fikacijom suprotnih stranica toga paralelograma nastaje ploha
P (1). Prema tome je jasno, ako postoji mreza R [C] paraboiliéne
ravnine, bit ¢e za isti ciklus C moguéa homogena mreZa plohe

5 U é&élanku: H, Heesch [6] nasao sam rezultate, koji su djelomice
sliéni nekim rezultatima ovog ¢lanka. Ipak sam ovdje zadrzao te rezul-
tate iz dva razloga. Najprije radi potpunosti i zaokruZenosti cjeline, a
zatim, jer su izvedeni na drugi naéin.

* BiljeSka dodana kod korekture, U ¢lanku H. S. M. Coxeter [5]
promatrane su pravilne mreZe torusa.
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P (1) samo onda, ako grupa simetrijd jedne metricke mreZe
R [C] parabolitne ravnine sadrzava kao subgrupu jednu diskon-
tinuiranu grupu tramslacija odredenu relacijom (6). No iz slikd
pravilnih homogenih mreza parabolitne ravnine® neposrednc
se razabira, da svaka od tih mreZa sadrzi doista grupu (€) kao
subgrupu grupe svojih simetrija, Odatle izlazi, da ¢e biti mo-
gute homogene mreze plohe P (1) sa svakim onim ciklusom; s
kojim su moguée i homogene mreze parabolitne ravnine. No
protivno nego u slutaju homogenih mreZa plohe P (0) broj
pojedinih elemenata mreze R [C] plche P (1) ne ¢ée ciklusom C
biti odreden. To moZemo lako ovako razabrati:

Neka je (6) grupa translacijd sadrzanz w grupi simetrija
neke odredene pravilne mreZe R [C] parabolitne ravnine, ali
tako, da su a i b dva najmanja moguca linearno nezavisna vek-
tora onith translacija, kod kojih mreza prelazi sama u sebe.
Uotimo sada bilo koju subgrupu grupe (6) odredenu vektorima

r,, = mka + nib, (7)

gdje su m i n cjelobrojni parametri, a k i 1 bilo koja dva évrsto
odabrana prirodna broja. Za fundamentalno podrucje grupe
(7) moZemo uzeti paralelogram, kojemu su stranice vektori k a
i 1b, a identifikacijom suprotnih stranica bit ¢e i opet odredend
jedna ploha P (1). Za dva razli¢ita para brojeva k,, I, 1 ky, 1,
bit ¢e fundamentalna podru¢ja grupe (7), t. j. spomenuti para-
lelogrami na mrezi R [C] parabolitne ravnine razli¢ite povrsine
osim u slucaju, kad je

kily =kolo, ®)

pa ¢e zato i dvije pripadne mreZe R [C] plohe P (1) sadrzavati
razli¢iti broj pojedinith elemenata mreZze. Samo ako vrijedi
jednadzba (8), imat ¢e obje mreZe R [C] plohe P (1) isti broj
elemenata, ali ni sada one ne moraju biti izomorfne, jer pri-
padni paralelogrami parabolitne ravnine, iako su iste povrsine,
ne moraju obuhvatati kongruentne dijelove mreZe ravnine.

Budu¢i da ima neizmjerno mnogo klasa topoloskih presli-
kavanja torusa na torus, koja ne mogu prije¢i obi¢nom defor-
macijom jedna u druge, jasno je, da dvije izomorfne mreze
torusa gpcéenito ne moraju biti homotopne, MoZemo te slutajeve
razmotriti na pr. ovako:

Neka je (6) bilo koja subgrupa grupe translacija sadrzane
u grupi simetriji neke pravilne mreze R [C] parabolitne rav-
nine (dakle a i b sada ne moraju biti najmanji moguéi vektori

§ 1], str. 105—107.



translacije). Poznata je ¢injenica, ako je x,,y, par relativho
prostih brojeva, onda diofantska jednadzba

X1Yo — X Y1 =1 9)

ima uvijek rjeSenje u x,,y,. Neka dakle vrijedi relacija (9) i
neka je

a=x,a+yb,

) 1 Y1 (10)

b'= Xod + ygb 5
onda i paralelogram //,, kojemu su stranice vektori a’ i b’,
¢ini jedno fundamentalno podrucje grupe (6). Samo u sluca-
jevima, kada je

1=y =1, Ta=y;=0,
ili kada je (11)
=9 =0, xa=y;=1 '

paralelogram II, kongruentan je paralelogramu /I, kojemu su
stranice vektori a'i b, Neka dakle relacije (11) ne vrijede, pa
neka je P, (1) ploha odredena identifikacijom suprotnih stra-
nica paralelograma /. Smatramo li za korespondentne takve
dvije totke ploha P (1) i P, (1), koje su slike bilo jedne iste
totke paraboli¢ne ravnine, bilo dviju tocaka ekvivalentnih s
obzircm na grupu (6), onda ¢e tom korespondencijom ploha P (1)
hiti topoleski preslikana na plohw P, (1), ali kod toga presli-
kavanja bilo koja zatvcrena crta plohe P (1) ne mora prijeé¢i u
homotopnu crtu plohe P, (1). Tako ¢e i pripadne mreze R [C]
obiju ploha biti izomorfne, ali ne homotopne, t. j. jedna mreza
ne moze prije¢i u drugu jednom obiénom deformacijom plohe
P (1).

Primjeri dviju takvih izomorfnih, ali ne homotopnih, mreza
dani su u sl. 1. i sl. 2., koje predotuju mreZe R [3, 4, 6, 4] ploha
P (1) i P, (1), gdje su korespondentns ¢vorista oznatena istim
brojem, U tom su primjeru u relacijama (10) uzete vrijednosti
=y =y, =1 x,=0.

Buduéi da relacija (9) ima nelzmjerno mnogo rjeSenja, bit
¢e za isti ciklus neizmjerno mnogo izomorfnih mreZa plohe
P (1), koje misu homotopne.

Zakljutak ovih razmatranja mozemo dakle ukratko ovako
izreti: :
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Stavak 1. Ako je za neki ciklus C moguéa homogena
mreZa paraboliéne ravnine (a tekvih je ciklusa u svemu jeda-
naest), onda za taj ciklus C postoji neizmjerno mnogo medu
sobom anizomorfnih mreZa torusa, a medu onima od tih mreZa,
koje su medu sobom izomorfne, postoji opet neizmjerno mnogo
njih, koje nisu homotopne. Za preostale cikluse homogene mreZe
torusa nisu mogudée.

3. Homogene mreZe zatvorenih ploha roda veéeg od jedinice**)

Hiperboli¢na je ravnina homeomorfna univerzalnoj plohi
pokrivanja plohe P (p) u slucajevima p = 2. (U iduéem razma-
tranju neka je radi kratkote sa P’ (p) cznalena opcenita ploha
P (p), gdje je p = 2). Prema tome, ako postoji mreza R [C] bilo
koje plohe P’ (p), sigurno postoji za isti ciklus C i homogena
mreZa hiperboli¢ne ravnine. Dakle je za neki odredeni ciklus
C egzistencija mreze R [C] hiperbolitne ravnine nuzni uvjet
egzistencije mreze R [C] neke plohe P’ (p).

Sli¢éno kao i u su€aju torusa zakljutujemo, da Ge za neki
ciklus C postojati hemogena mreza odredene plohe P’ (p). ako
za isti ciklus C pestoji takva homogena mreza R [C] hiperbo-
litne ravnine, gdje njezina grupa simetriid sadrzava kao sub-
grupu fundamentalnu grupu te plohe, t. j. ako postoji grupa
pomaka hiperbolitne ravnine bez fiksnth totaks, kod kojih
neka homogena mreza R [C] sama sebe pokriva, kod kojih je
fundamentani poligon te plohe fundamentaino podrucje te
grupe.

No ta nam spoznaja ipak ne daje mecgucnost, dz dodemo
kao kod tcrusa brzo do zakljutka o moguénosti egzistencije
mreze R [C] na nekoj plohi P’ (p), jer je — osite v najjedno-
stavnijim, trivijalnim, slu¢ajevima — tefko, gotcvo i nemoguce,
razabrati, da li grupa s'metrija neke mreze R {C] hiperbolitne
ravnine doista sadrzi fundamenta inu grupu neke plohe P’ (p)
kao subgrupu, -

Zato u ovom sludaju moramo potraziti drugi nacin, koji
bi nam dao moguténost da odgovorimo na pitanje egzistencije
homogene mreze odredene plohe P (p) za neki odredeni ciklus

=na kod korekture. U ras
nelze homogene mres
grupa,

-avama H. S. M. Coxeter
atvorenih ploha narocito

u vezi sa 1eo ijor
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C. Radi toga ¢emo najprije nac¢i neke relacije, koje odreduju
broj elemenata homogene mreZe. Iz tih ¢emo relacija onda moéi
izvesti neke opcenite zakljutke s obzirom na postavljene pro-
bleme. . - S ,

&

.

4. Broj pojedinih elemenata homogenih mreZa zatvorenih
orijentabilnih pleha
Dok je kod kugle broj pojedinih elemenata homogene
mreze njezinim ciklusom C posve odreden, pokazali smo na-
protiv, da kod homogenih mreZa torusa to me vrijedi. Pitajmo
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se sada, da li kod ploha P’ (p) cikius homogene mreZe broj
njezinih elemenata odreduje?

Da na to pitanje odgovorimo, pretpostavimo, da postoji
homogena mreza R [C] neke odredene plohe P’ (p), pa meka

u ciklusu C={[n,, n, n,, ..., "i,] te mreze dolazi k; kutova
n;-terokuta (i=1,2,..., 7). Pita se najprije, koje sve relacije
moZemo postaviti izmedu 3r + 4 brojeva p, k;, n,, a, ay, g2,
q, (=123,...,7, t j izmedu roda plohe, brojeva, koji
odreduju ofklus homogene mreZe i broja pojedinih njezinih
elemenata.
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Ponajprije je o¢ito, da mora biti

T
Y g, =, 12)
i=1

a buduéi da za svaku stranicu postoje po dvije incidencije s
poligonima mreZe, vrijedi relacija

T
<%
Y, q,=2a;. (13)
i=1 .
Ako pak za neku odredenu vrijednost indeksa i izbrojimo
na dva moguéa mnatina broj incidencija svih n;-torokuta sa
svim ¢voriStima mreze, nalazimo, da taj broj iznosi
aoki=niqn'_, i=1,2,...,7). (14)
Zbrojimo 1i ovdje ovih i relacija, dobivamo
r

<
p 9,

i
i=1

Konadno ¢emo se joi obazreti na relaciju za Eulerovu
karakteristiku ¢ mreze:
o — oy + us =,
koju zbog relacije
c=2(1—p)
moZemo pisati u obliku
ap—oy + 0 =2(1—p). (16)
No relacije (12), (13), (14) i (16) (dakle u svemu r -3
relacija) medu sobom su nezavisne, a kako medu tim veli¢i-
nama nema vise medu sobom nezavisnih relacija, mo¢i ¢emo
(2r ++ 1)-nu zgodno odabranu od tih veli¢ina uzeti po volji, a
r + 3 preostale veli¢ine bit ¢e time odredene. Ako je ploha
P’ (p) dana i ciklus C njezine homogene mreZe poznat, bit ¢e
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time poznate i veli¢ine p, n; i k; pa ée doista brojevi a,, a,
a, i q, biti odredeni kao njihove funkcije. Imamo dakle ovaj
zakljucak:

Stavak 2. Broj pojedinih elemenata mreZe R [C] bilo
koje plohe P’ (p) ciklusom mreze C posve je odreden.

U stvari, mi ¢emo spomenute brojeve odrediti ma ovaj
nadin:

Ponajprije je prema (14)

k;
=y —> am

n

pa ako to uvrstimo u (12) i u (13), izlazi

e
U = g 2, o (18)

U = = g z k. (19)

Ako te vrijednosti za a; i «, uvrstimo u (16), dobivamo

2 (p—1
o= b=h . 20)

Shlp—y)

z (20) i (19), odnosno (20) i (18), izlazi

w= - =1 ; @1
L1 1
K, (3 — ?) —1
i=1 4

2 (p—1) )

. (1 1Y\
Xk (‘z“?i)*l

i=1

L
)
I

s 22)
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dok je prema (17) i (20)

9= = (23)

Iz tih relacija moZemo odmah izvesti neke zakljucke:

Buduéi da su prema relacijama (1);,,,, i (5) brojevi «,,
«, 1 a, za svaku mrezu sigurmo pozitivni, razabiramo iz relacija
(20), (21) i (22) da u slucaju p =10 mora biti

é K, (;~—%) <1, 24)

dok u slutajevima p = 2 mora vrijediti relacija

< 1 1 .
Zi K, (5~Ti) >1. 25)

No to su upravo metricki nuZzni uvjeti za egzistenciju homogenih
mreza ravnina sferne i eliptitne geometrije, odnosno hiper-
bolitne geometrije’. Da ti muZni uvjeti moraju biti i ovdje
ispunjeni, iz razmatranja u proslim paragrafima unaprijed je
evidentno.

Gornji izvod relacije (20) iz (16), (18) i (19) ispravan je
samo onda, ako jednadzba

g K, (é — %—) =1 26)

ne vrijedi. Budu¢i da relacija (26) &ni nuZni uvjet za egzisten-
ciju homogenih mreza parabolitne ravnine, mora ona biti ispu-
njena i za homogene mreZe torusa. Relacije (20), (21), (22) i (23)
daju u tom slu¢aju neodredene izraze za brojeve a,, o, o, i
Qn; » @ to je u skladu s gore uodenom ¢injenicom, da broj poje-
dinih elemenata mreZe nije u slutaju torusa ciklusom mreZe
aodreden.

7 [1] relacije (142) i (14¢).
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3. Egzistencija homogenih mreZa zatvorenih on_]entabllmh ploha
roda veceg od jedinice

Vratimo se sada pitanju egzistencije homogemh mreZa
ploha P’ (p). Problem ¢emo ovako postaviti: Neka je dana neka
odredena ploha P’ (p) 1 neki odredeni ciklus C. Postoji 1i mreza
R [C] plohe P’ (p)?

Jasno je iz razmatranja u § 3, da je za egzistenciju te
mreze nuzni uvijet, da za taj isti ciklus C postoji mreza R [C]
hiperboli¢ne ravnine. Prema tome mora se zadovoljiti relacija
(25), a moraju za taj ciklus postojati i ¢voriSta po voiji visckog
reda.?

Da to dvoje nije za egzistenciju homogene mreZe neke
plohe P’ (p) uvijek dovoljno, moZzemo se lako uvjeriti na poseb-
nim slu¢ajevima. Na pr. za c¢klus druge vrste C — [3, 4, 3, 6, 3, 8]
homogena mreza hiperboli¢ne ravnine sigurno postoji, jer je
zadevoljena relacija (25) i jer za taj ciklus postoje dva ¢vorista
drugog reda, od kojih svako za se &ni potpuni sistem &vorista.
Kad bi sada za taj ciklus postojale mreze R [C], na pr. plohe
P (2), bili bi brojevi pojedinih njezinih elemenata odredeni
relacijama (20)—(23). No te relacije daju u ovom slutaju raz-
lomke kao brojeve pojedinih elemenata mreze. Tako na pr.
a‘,:%—i‘- it d, pa kako a, «;, @, i g, moraju biti prirodni
brojevi, otevidno je, da ta pretpostavka mije moguca.

Na isti naéin uvidamo, .da za taj isti ciklus homogena
mreZa nije moguca u slu¢ajevima p=3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10, 11
13, 14,..., jer za sve te vrijednosti od p relacije (20)-—(23)
daju razlomke za brojeve pojedinth elemenata mreze. No u
slutajevima p=12, 23, 34, ... velitine «,, a,, a, i q,, popri-

maju vrijednosti prirodnih brojeva, pa u tim sluéajevima mo-
gucnost egzistencije mreze R [C] nije iskljucena.

Od ciklusa, koji pripadsju moguéim homogenim mreZama
hiperbolitne ravnine, moZemo na taj nadin iskljugiti — kao
nemoguc¢e za homogenu mreZzu neke plohe P’ (p) — sve one
cikluse, za koje relacije (20)—(23) ne daju cjelobrojne vrijed-
nosti za brojeve elemenata mreZe. Ciklusi moguéih homogenih
mreza bit ¢e tada sadrzani medu onim cik;lusima, za koje te
relacije daju cjelobrojne vrijednosti. StaviSe, ¢ni se, da bi
moguénost egzistencije neke homogene mreZe plohe P’ (p) mogla
biti odredena ovim uvjetorn:

8 [1] 88 8, 9.
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Stavak 3. Ako za neki ciklus C postoji homogena mrefa
hiperboli¢ne ravnine, a csim toga za iaj ciklus C i neki dani
prirodni broj p = 2 relacije (20)—(23) daju veli¢inama o,, ¢,
og 1 q,, cjelobrojne vrijednosti, onda za taj ciklus C postoji i
homogena mreZa plohe P’ (p).

Ovaj je stavak hipoteticke prirode, jer dosad jo§ nisam
nagac dokazs za tu tvidnju, ali mi se ona ¢éini vrio vjerojatna,
jer v velitkom bioju kenkrelnih shutajeva zo cikluse, koji zado-
voljavaju gornji uviet, nije bilo te$ke konstruiraii mrezu R [C]
plohe P’ (p). Tako je na pr. u najjednostavnijem slugaju, t. j.
u stuCaju p==2, r==1 moguée nacrtati mreza R [C] plohe
P (2), za svaki poiedini cd dvadeset 1 pat siucejeva (vidi § 6.)
ciklusa, koji ispuniava‘v uviete stavka 3., & u s'oZenijim slu-
tajevima, gdje se ne moZe tske lako uoditl struktura mreZe,
¢ini mj se, da se ne moze ni uvidjeti njezina nemoguénost:

Prema tome vazno je razabrati, u kojim ¢e slucajevima
relacije (20)—(23) dati za brojeve a,, ay, @, i q,, cjelobrojne

vrijednosti. Mozemo odmah primijetiti, da je ovdje dovoljno
ispitati samo relacije (20) i (23), jer ako su svi q, cijeli brojevi,
onda zbog (12) to isto vrijedi i za «,, a ako su a, i «, cijeli
brojevi, onda je zbog (16) i «, cio broj.

Ako je sada dan neki ciklus C, bit ¢e time brojevi r, n; i
k, odredeni. Neka je onda
. 11 a
Shz—a)—tmh

i=1

gdje su a i b dva prirodna relativno prosta broja, onda ¢e prema

(20) i (23) biti o, 1 q, (a time i a, a,) cijeli brojevi samo onda,
ako za broj p > 1 vrijedi (r + 1)-na kongruencija.

2 (p—1)=0, (mod a),

2bk; (p—1)=0, (modan). (i=1,2,..., 7).

Odatle neposredno razabiramo, da ¢e se u svakom slutaju

moi¢i odrediti broj p > 1 tako, da te kongruencije budu zado-

voljene, t. j. ako pretpostavimo, da stavak 3. doista vrijedi,
tada mozemo reéi:

@m

Stavak 4. Za svaki ciklus, koji pripada nekoj moguéoj
homogenoj mrezi hiperboliéne ravnine, moZe se odrediti rod p
plohe P’ (p) za koju mreza R [C] postoji.
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Pokazat ¢emo nadalje, da wrijedi owvaj stavak:

Stavak 5. Ako je p, najmanji od brojeva veéih od jedi-
nice, koji zadovoljavaju kongruencije (27), onda je

p,=vpr—v+1 (28)
v=1,23..)
opée rjeSenje sistema (27). »
Da je (28) doista rjeSenje sistema (27), odmah se razabira.
Da ne mozZe biti rjeSenja, koje mije u (28) sadrzano, mozemo
se ovako uvjeriti: Ponajprije je sigurno, ako su p’ i p” dva
rjeSenja sistema (27), gdje je 1 <<p <p”, onda je uvijek i

p=p"—p+1 (29)
jedno rjefenje toga sistema. Uzmimo zatim, da postoji jedno
rjeSenje p, koje nije u (28) sadrZano, tada ono mora leZati
izmedu dva susjedna rjeSenja iz (28), t. j. mora biti za neki
odredeni broj ¥,

" vopr—vo+1<p < (vo+1) p1—vo
1<§—‘V0p1+\/0<p1. (30)

Budu¢i da su po pretpostavei brojevi »,p; —v,+11 p
dva (ryesema sistema (27), to je prema (29) i bI‘OJ P— ¥y P1 v
rjeSenje tog sistema, a prema (30) bi on bio manji od najmanjeg
rjeSenja p;, a to je da\k‘atko nemoguce, pa je time tvrdnja stavka
dokazana.

No sada mozemo jo§ viSe pokazati, jer vrijedi iduci stavak:

Stavak 6. Ako je p=7p, najmanji broj, za koji postoji
uz neki odredeni ciklus C mreZa R [C] plohe P’ (p), tada postoje
za isti taj ciklus homogene mreZe svih onih plohd P’ (p,), gdje
je p, =vp,—v+1 (»=1,2,3,...), dok za taj ciklus C ne
postoje homogene mrefe preostalih ploha P’ (p).

Da za taj ciklus ne mogu postojati homogene mreze pre-
ostalih ploha P’ (p), izlazi iz stavka 5., a da te mreze ploha
P’ (p,) doista postoje, dokazat ¢emo ovako:

Uzmimo da postoji mreza R [C] plohe P’ (p,), pa neka je
P’ (p,) jedna »-struka nerazgranata ploha pokrivanja plohe
P’ (p,). Buduéi da je svaka totka plohe P’ (p,) »-struko Presli-
kana na plohu P’ (p,), tim ée preslikavanjem biti prenesena
na plohu P’ (p,) i mreza R [C].
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Ako su sada a,, o, i a,,” odnosno @,, e, a,’ brojevi poje-
dinih elemenata mreza R [C] plohe P (p]), odnosno plohe P’(p)),
onda zbog (16) mora biti

2 (1—p)=ay—a+ = vog—va+va,=v -2 (1—p),
t. j. '
p=v (p—1+1=p,

pa je tako stavak dekazan.

Iz tog stavka moZemo odmah zakljuciti: Ako je za neki
ciklus C na pr. p, jednako 2, t. j. ako je mreZa R [C] moguca
na plohi P (2), onda je uvijek moguéa i na svim ostalim plo-
hama P’ (p), a ako je za neki ciklus C na pr. p; jednako 12,
mreze R [C], bit ¢e moguée samo na plohama P’ (p), gdje je
p==12,23,34,...,i t. d.

Kako se u slucaju » > 1 moze ploha P (p,) realizirati kao
v-struka ploha pokrivanja plohe P (p,) na viSe razli¢itih nacina
i to tako, da dvije homeomorfne plohe P (p,), kao plohe pokri-
vanja, budu razli¢ite, t. j. da se ne daju jedna na drugu topo-
logki tako preslikati, da bilo koje dvije pridruzene tocke »po-
krivaju« jednu istu totku osnovne plohe P (p,), mogu po dvije
mreze R [C] jedne iste plohe P’ (p) biti anizomorfne. Prema
tome postoji i opéenito moguénost, da dvije mreze R [C] neke
plohe P’ (p) ne budu izomorfne makar wz isti ciklus C moraju
imati isti broj pojedinih elemenata.

Sli¢no kao i kod torusa postoji i kod ploha P’ (p) neizmjer-
no mnogo klasa tskvih topologkih preslikavanja plohe P’ (p)
na samu sebe, koja ne mogu prije¢i dodavanjem neke obitne
deformacije plohe P’ (p) jedna u druge. Zato ¢e i kod homo-
genih mreZa pléha P’ (p) postojati svakoj takvoj mreZi neizmjer-
no mnogo njih, koje su s njom izomorfne, ali nisu homotopne.

" 6. Neki slucajevi homogenih mreZa ploha P’ (p)

Promotrit ¢emo sada neke slucajeve homogenih mreza
ploha P’ (p). Poéi ¢emo pritom” od najjednostavnijeg slucaja,
kad je r=1, t. j. kad su svi poligoni homogene mreZe isto-
vrsni. Izostavimo li u tom slugaju brojevima k, i n; indekse,
tada mjesto jednadzbi (20), (21) i (22) dobivamo ove jednostav-
nije relacije.
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4n (p—1)

0= fn—2k—on 6D
= _2kn(p—1) -

M "ok —an’ (32)

g = 4k (p:pm (33)

kn—2k—2n
koje u slucaju b:O prelaze u poznate relacije za pravilne
poliedre?.

Kako medu Sest veli¢ina o, a,, ay, k, n, p postoje tri ne-
zavisne relacije, moze se svaka od tih veli¢ina izraziti s bilo
koje tri odabrane od preostalih. Od svih tako moguéih relacija
uzmimo ove dvije:

- 2 kao
k—2)ap—4 (p—1)

— 2’71(12
(n—2) ap—4 (p—1)

n (34)

k

(33)

koje izlaze iz (31), odnosno (33). Uz pomoé tih relacija moZzemo
‘naime odrediti ograde za moguée vrijednosti brojeva k i m, i
to ovako:

Ponajprije iz (34) zbog relacija (3) i (1), izlazi
k<6 (2p—1). ' (36)
A zatim, buduéi da je sada s=k, na slican naéin iz (35) zbog
relacija (2) i (1), izlazi
n<6 (2p—1). (37
Uzmimo sada najprije sluéaj p=2. Tada je prema (2) i
(36) odnosno prema (3) i (37)
3<k<L18,
3<n<18.

Treba dakle potraziti sve one cijele brojeve k i n iz inter-
vala (38), koji daju prema relacijama (31), (32) i (33) prirodne
vrijednosti za brojeve pojedinih elemenats mreze. Na taj naéin
dobivamo u svemu 25 diofantskih rjeSenja tih relacija, sadrza-
nih u tablici (39).

(38)

9 Vidi na pr.: H. S. M. Coxeter [4], str. 13. i 14. i
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n k oy k o a,
L
I 7 12 42 28 |3
% 8 6 24 16
11 s 9 4 ] 18 12 |sL4
v 10 3 \ 15 10
v 12 2 12 8
VI 18 1 9 6 |
VIt 5 s | 20 0w |
VIII 6 4 12 6
IX : 8 8 8 4
X 12 1 6 3
X1 ) 10 20 g |6
XII 5 5 s | 10 | 4
XIII 10 1 5 2
X1V 4 6 12 4
XV ¢ 6 2 6 2 sl
XVI 7 3 28 42 12 L5
XVII 3 16 24 6
XVII 8 4 4 8 2 |
XIX 8 1 4 + |
XX 9 3 | 12 18 4
XXI 3 10 15 3 |
10 —
XXII 5 2 5 1
XXIiI 3 “8 12 2 |
12 -
KXIV 4 3 6 1
XXV 18 3 6 | o | 1 |as
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Pripadni ciklusi mreZe za sva ta rjeSenja jesu prve vrste
1 1o simetritni tipa M. Prema tome za te cikluse postoje homo-
gene mreze hiperbolitne ravnine, No za svako pojedino od tih
rjefenja nije tesko pokazati da se moze konstruirati i pripadna

mreza R [C] plohe P (2). Prema tome postoji 25 homogenih
mreza plohe P (2) s istovrsnim poligonima.

Iz tablice (39) odmah razabiramo, da je medu tim mreZama
jedanaest parova medu sobom recipro¢nih, tako na’ pr.-mreZe
IiXVLIIi XVITit d,dok su mreze XII, XV i XIX same
sebi reciprocne. ! S LR
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U sl. 3.—8. dani su crtezi nekoliko karakteristiénih sluca-
jeva tih mreza, i to: sl. 3. predo¢uje mrezu R [3, 3, 3, 3, 3, 3, 3],
a sl. 5. mrezu R[7, 7, 7], obje razrezane sa &etiri zatvorena
prereza duZ stranica mreze u jedno jednostavno-suvislo po-

D
L 6 5
D"' 7 ‘{! \\D
;o8 300

e
a~

\ 42
; "" 1 ' 4’0 ,I
D el 3 3 3 i D
2 N/ TR
D
- SL 4

drué¢je; sl. 4. predotuje mrezu R [3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3l u
skanonskom razrezu« plohe P (2), gdje sve crte prereza
prolaze jednim &voriStem mrede, ali ne idu duz stranica mreze;
napokon slike 6., 7. 1 8. prikazuju redom mreZe R [5, 5, 5, 5],
RI6, 6, 6, 6, 6, 6] i R [18, 18, 18].
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Kako smo ovdje ispitali moguénost homogenih mreZa pl’osh*e
P (2) uz =1, tako bismo mogli postupati posve analogno za
bilo koji drugi slu¢aj plohe P’ (p), gdje je p > 2. No mi éemo

- ~
ovdje promotriti samo nekoliko primjera takvih mreza. Ponaj-
prije je jasno iz prosSlog razmatranja, da su za svih dvadeset i
pet slucajeva ciklusa prema rjeSenjima iz tablice (39), za koje
su moguce homogene mreze plohe P (2), takve mreZe moguce
i u svakom sluc¢aju gdje je p > 2. Uzmimo kao primjer sluéaj
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VIIL tablice (39), t. j. ciklus C = [4, 4, 4, 4, 4, 4]. Tada je prema
31) 1 33) a,=4 (p—1); a, =16 (p — 1), dakle postoji moguc-
nost te’ mreze za svako p = 2. U slici 9. predotena je mreza
R [4,4,4,4,4,4] plohe P (7).

No ne mora i obrnuto svaka mreZa bilo koje plohe P’ (p)
biti moguéa i na plohi P (2). Evo tri takva primjera: uzmimo
najprije ciklus C = [5,5,5, 5, 5,5]. Za taj je ciklus prema (31)

.. 5
i (33) ag= (p—1), ;=3 (p—1), pa je prema tome P (3)

Sl. 8.

ploha najnizeg roda, za koju postoji moguénost homogene mreze
s tim ciklusom. Ta je mreza predotena na sl 10. Kao drugi
primjer uzmimo ciklus C = [6, 6, 6, 6, 6]. Sada je ¢, =3 (p— 1),
az:g(p—l), pa je 1 ta mreZa moguéa na plohi P(3) i u
sl. 11. je ona prikazana. Te su dvije posljednje mreze medu
sobom recipro¢ne. Promotrimo napokon ciklus C = [4, 4, 4, 4,
4,4, 4]. Sada je a, :—g (p—1), ay== }g(p— 1), pa prema tome
za taj ciklus postoji moguénost homogene mreze istom na plohi
P (4). Ta je mreza predotena u sk 12,

Prijedimo sada na slutajeve r >>1. Promotrit éemo ovdje
Cetiri jednostavna primjera takvih mreza. Uzmimo najprije
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SL 9.

ciidus C =[4,4,4,5]. Pokazalo se, da za taj ciklus druge vrste
postoji barem jedna homogena mreZa hiperbolitne ravninet®.
Budu¢i da je u tom sluéaju prema (20) i (23)
Uy = 40 (p —_ 1),
Q4=30(P“—1), Q5=8(P—1):

1 [11, str. 99.
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Sl 10.

postoji za taj ciklus moguénost homogene mreZe ploha P’ (p)
za svako p. Na slici 13, nalazi se ertez mreze R [4, 4, 4, 5] plohe

P (2).
4 Za ciklus druge vrste tipa C = [3, 3, n, 3, n] postoji za svako

n 25 jedna homogena mreza hiperbolitne ravnine. U tom

sluéaju relacije (20) i (23) daju
_4n(p—1)
S Tn—a
= 88—
n—4

_4npp—1
155
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SL 11.

Odatle razabiremo, da na pr. za n = 6 postoji moguc¢nost homo-
gene mreze bilo koje plohe P’ (p). Crtez na sl. 14. prikazuje
mrezu R [3, 3, 6, 3, 6] plohe P (2).

Za ciklus prve vrste C = [5, 6,5, 6] ima jedna homogena
mreza hiperboliéne ravnine, Budué¢i da. je sada

15 5
w="73(pP—1 ¢=3@—1) a=HF-D
postoji za taj ciklus moguénost homogenih mreZa na plohama
roda p=3,5,7,... . Takva je mreza za slucaj p =3 prikazana

na sl. 15,
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Sl 12,

Kao posljednji primjer uzmimo ciklus prve vrste C =
= [4, 5,4, 6]. Za njega postoji jedna homogena mreZa hiperbo-
licne ravnine. Sada je

15 '
a =15 (p —1), q4=—2"(10——1), %=3p—1),

5
Qs = 5 (p—1).

I za taj ciklus postoji dakle moguénost homogenih mrea za
plohe roda p=23,5,7,... . Primjer takve mreZe za p=3 na-
lazi se na sl. 16. V

157



Sl 14.

158



7. Broj moguéih homogenih mreza ploha P’ (p)

Za homogene mreZe kugline plohe (p=0) u slucaju r=1
daju relacije (31), (32) i (33) samo 5 diofantskih-rjeSenja, pa
zato { ima samo 5 regularnih, Platonovih tjelesa. No u slucaju
p==0, r > 1 nalaze se medu cjelobrojnim rjesenjima jednadzbi
(20), (21) i (22) i ova:

ky ny ks 1y o a, oy
I 2 4 1 n 2n 3n n+2
I 3 3 1 n 2n 4n 2n+2

koja odgovaraju mreZama n-terostrane prizme i antiprizme,
dakle i ta dva tijela pripadaju u Arhimedova polupravilna
tjelesa. Za n moZemo ovdje uzeti bilo koji prirodni broj veéi
od 2. Prema tome ima neizmjernc mnogo homogenih mreZa
kugline plohe.

Vidjeli smo, da postoji dodu$e samo konaéan broj ciklusa,
za koje su homogene mreZe torusa moguce. No za jedan isti
ciklus ima neizmjerno mnogo homogenih mreza, koje nisu medu
sobom izomorfne, a i po broju elemenata se razlikuju.

Kako broj ciklusa, za koje su moguée homogene mreZe
hiperboli¢ne ravnine, nije ograni¢en, moglo bi se mo2da pomi-
sliti, da ¢e biti neizmjerno mnogo i homogenih mreZa neke
plohe P’ (p). Ali nije tako, Pokazat éemo naime, da vrijedi:

Stavak 7. Za neku odredenu plohu P’ (p) ne moZe posto-
jati vise nego konaéni broj (koji uostalom ovisi o p) homogenih
mreZa, koje nisu medu sobom izomorfne.

Za dokaz ovog stavka trebat ¢e nam ovaj gotovo evidentni
pomocéni stavak.

Stavak 8. Bilo koje rjesenje p, 7, k;, n;, ag, o1, g, q,
(i=1,2,..., 1) relacija {20) — (23) odgovara najvise konaénom
broju moguéih homogenih mreza plohe P (p), koje nisu medu
sobom izomorjfne.

Dokaz te tvrdnje izlazi odmah iz ¢injenice, da u konaénom
skupu od «, + a; -+ a, elemenata moZe postojati najvie kona-
¢an broj medusobno razli¢itih mogucénosti relacija incidencije
medu elementima razli¢itih vrsta.

Preostaje samo jo§ da se dokaze:

Stavak 9. Ako je dan bilo koji broj p = 2, tada uz uyjet,
-da vrijede nejednadzbe (1) — (5), postoji najvise konafan broj
diofantskih rjelenja relacija (20), (21), (22) i (23).
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Stavak 7. je tada mneposredna posljedica stavaka 8. i 9.
Dokazaf ¢éemo sada dakle stavak 9.

Ako je r=1, onda su uz dano p brojevi k i » prema rela-
cijama (36) i (37) ogradeni, dakle moZe postojati samo konaéni
broj parova k,n, koji dolaze.u obzir, a kako susa k, nip

Sl 15. -

brojevi a,, a, i a, ve¢ odredeni, ispravnost tvrdnje stavka je
u tom sluéaju ocita. No pokazat ¢emo, da isto vrijedi i bez
obzira na to, koliko razli¢itih brojeva n, ciklus mreze sadrzava,
dakle za svaku vrijednost broja 7.

Pokazat ¢emo najprije, da je za neku danu vrijednost od
p broj s, t. j. broj svih ¢lanova ciklusa ograden:
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Bududi da je zbog relacije (25) u desnoj strani jednadZbe
(20) nazivnik pozitivan, mozemo iz nje mna osnovi relacija (1),
i (3) zakljuéiti, da je uvijek

v

2 k<6@p—1),

i=1

Sl 16.

pa je orda zbog (2)
3<e<6(2p—1). (40)

Prema tome i u opéem slucaju ciklus homogene mreZe,
na pr, ploche P (2) ne moZe sadrZzavati vie od 18 &lanova.
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Zbog (40) su i brojevi k; ogradeni, dakle prema (4) mora

biti
1<k<BEp—1 (41)
' (i=1,2 ..., 7.

No uvjerit ¢emo se, da za svako p i skup moguéih brojeva
n, mora biti ograden.

Zato éemo majprije pokazati, da u ciklusu C = [ni], LONE
e nig] ne mogu biti dya broja n (r=1,2,...,s) (ili ¢ak i
viSe njih) relativno vrlo velika; tako nije moguée da za njih
vrijedi na pr.

n, > 12(12p*—18p+ 7). (42)
Pretpostavka, da u ciklusu C postoje barem dva broja n,, zZa
koje vrijedi relacija (42), dovodi naime do kontradikcije:
Iz (15) mora zbog (42), (5) i (40) izlaziti
2(02p2—18p+7)
Op > 9 p— 1 >
dok bi maprotiv iz (20) zbog (2), (42) i (3) sigurno izlazilo
’ 2 (p—1
w0 < (p—1) ,
2. 1 _ 1 +1 - 11y 1
(2 12(12p2—18p+7)) (2 3)

2 (12p>—18p+1)
2 p—1 ’
Prema tome je ufinjena pretpostavka nemoguca.

Preostajala bi jo§ eventualna moguénost, da za jedan jedini
od brojeva m, (»=1,2,..., 5) nema gornje ograde, t. j. da
uz svaki, po volji veliki, zadani broj n, postoji uz dani broj p
rjeSenje sistema (20) — (23), kod kojega je jedan od brojeva
n, veti od n,.

o <<

Oznagimo sada brojeve n, tako, da je onaj jedini od njih
— za koji jo§ ne znamo, da li je ograden ili nije — oznaden sa
n, (pa je prema tome k_=1), dok ée preostali — ogradeni

— brojevi biti oznaceni sa n,, n,, ..., n,_,-
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Prema (20) je tada

2 (p—1
g = l(p ) =
~ 1
2 ki(’z‘_-n_.)_l
i=1 i
2 (p—1 2 (—1
== b =2e=D
}:k 1 1 1 1 A— =
‘ (2 n, 2 n "
i=1 ¢ "
gdje je krace oznaceno
—1
Cre (2 L) Lo (44)
-21 ki<2 "i) S =4

Uz uvjete (2) i (3) uvijek je A>0 s jedinim izuzetkom od 6
diofantskih rjeSenja relacije A < 0. No vrijednosti od A4, koje
nisu pozitivne, ne dolaze u obzir za rjeSenja relacije (43), jer
bi tada bilo a, << 0.

Buduéi da brojevi k; moraju biti iz intervala (41) i mora
pri tom vrijediti i relacija (40), dok nizovi brojeva ny, n,,..,,
n,_, (1 <7 <s) mogu biti samo neke od kombinacija (bez
ponavljanja) (r—1)-vog razreda od brojeva 3, 4, 5, .. ., 12-(12p*>—
— 18 p -+ 7), jasno je, da izraz A prema (44) moZe poprimiti
samo konatni broj vrijednosti A,, A,, A,,..., 4,. Neka je sa
A,, oznalena najmanja pozitivna od tih vrijednosti.

Pretpostavka, da broj n_ za bilo koju vrijednost od p nije
ograniten, dovodila bi sada do kontradikeije.

Uzmimo naime, da broj n, nije ograniten, nego da postoji
za bilo koju vrijednost od p beskonatni niz rjeSenja relacije
(20, t. j. beskona¢ni niz skupova brojeva

apy Kb K, e, Kl g, K, nd, nd, L, nhy, 0l
gdje je =1, 2, 3,... gornji indeks, pa neka je
llm 1'7,7’:;, =00,
/> oo

dok je k=1, (45)

tada bi bilo moguée odabrati broj 4, tako, da je vrijednost od
n:go po volji velika, na pr. da je

2p—1
% fladlt .
s > A

m

(46)
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No to je nemoguce, jer bi prema (14) zbog (5) i (40) bilo

o _>: n:ﬁov Fd
pa onda radi (46) izlazi
2p—1
oo > __pA >
dok bi opet prema (43) i (46) bilo
2 (p—1 2 (p—1) -
= 2P 1) < (p A)~
A7 Aty
o p
dakle )
2p—1
o < - >
0 Am

a time je nemoguénost utinjene pretpostavke oéita.

Prema tome je doista skup svih mogué¢ih brojeva n; za
svaku vrijednost od p ograden.

Buduéi da je dakle zbog 1 <r<s i zbog (40) broj r
ograden, a pokazalo se, da su i moguée vrijednosti brojeva
ky, ko, .oy k, my, g, ..., n_ ogradene, moZe postojati samo
konaéni broj kombinacija tih brojeva, pa je zato ujedno i broj
moguéih rjeSenja sistema jednadzbi (20) do (23) sigurno kona-
¢an. Tako je i stavak 9. dokazan.
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E. HERMAN i J. STIPETIC

O PROCESU 1ZLUCIVANJA ALUMINIJSKOG HIDRATA
NA OSNOVI BAYEROVA POSTUPKA

1. PROBLEMATIKA

Alkalitni kruzni proces, koji je potkraj devedesetih godina
proslog stolje¢a uveo Bayer?), jos i danas je najvaznija tehnitka
metoda dobivanja glinice ras¢injavanjem bolksita. Ipak je dosad
objavljeno razmjerno malo radnji, koje bi objasnjavale osnovnu
bit toga procesa.

Tehni¢ki najvazniji progres i teoretski najzanimljiviji dio
Bayerovg patenta bez sumnje je pojav, da aluminatne otopine
naginju raspadanju s dodatkom veé izlu¢enoga aluminijskog
oksihidrata. Na taj je na¢in bilo mogucée da se napusti prijasnji
priliéno komplicirani postupak, prema kojemu se aluminijski
hidrat dobivao uvodenjem CO, u aluminatnu otopinu. Ne
zadovoljava potpuno nijedno dosadasnje tumacenje cijepljenja
aluminijskim hidratom kod procesa razlaganja, kako se u
tehnici najée$ée naziva potetna faza raspadanja aluminatnih
otopina.

Ta se ¢injenica uglavnom osniva na tome, $to su istrazi-
vanja konstitucije aluminatnih otopina u toku posljednjih ne-
koliko godina dovela do razli¢itih, ¢esto opretnih+ rezultata.
Zbog toga je i oteZano tumadenje procesa raspadanja alumi-
natne otopine, koje redovito poéinje od konstitucije aluminata
u tekucéoj fazi. Osim toga nije posvetena dovoljna paZnja
kinetici procesa, a ni »aktivitetu« hidratnog cjepiva, kojim se
provodi razlaganje sluminatne otopine.

S obzirom ma zahtjeve tehnitke prakse kod ovih se istra-
Zivanja ispitivala Kkinetika procesa razlaganja, a kod toga i
uvjeti za skra¢ivanje vremena razlaganja, koje obitno traje
pet do Sest dana, a katkada i vise. Sporo raspadanje aluminatne
otopine zahtijeva kod tehnitke provedbe velike rezervoare,
provodne cijevi velikih dimenzija, a sve je to spojeno sa znatnim
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troSkovima. Zbog toga se ve¢ mnogo radilo na tome, da se
trajanje procesa razlaganja skrati.

I ovdje izloZeni pokusi vrili su se s istom namjerom, pri
demu se narotito ispitivao utjecaj veli¢ine zrna hidratnog
cjepiva na brzinu procesa izluc¢ivanja. Treba naglasiti, da je za
tehni¢ku primjenu vazno, da se skraé¢ivanjem vremena izluci-
vanja dobije krupnozrnati aluminijski oksihidrat, koji se osim
toga i dobro filtrira. S teoretskog je glediSta vaZno-osnovno
poznavanje procesa izlut¢ivanja, mehanizma reakeija, utjecaja
razli¢itth ravnoteZa, kao na pr. hidrolitickih, ravnoteZe toplji-
vosti izlu¢enoga alummljckog hidroksida u alumlnatnoJ luzini,
pojave prezasicenosti i utjecaja, koji strane primjese u alu-
minatnoj otopini imaju na njeno raspadanje.

Za rjeSavanje toga zadatka pripremljena su hidratna cje-
piva po razli¢itim metodama i ispitivalo se njihovo djelovanje
na proces izlut¢ivanja. Radi utvrdivanja »aktiviteta« hidratnog
cjepiva odredivala se njegova topljivost u matrijskoj luzini, a
velitina zrna mijerila se mikroskopom. Nadalje je veli¢ina pri-
mairnih ¢estica odredena iz rentgenograma po Debye-Scherreru.”

" Za pokuse su upotrebljene aluminatne otopine bez stranih
primjesa, kao i takve otopine, koje potjetu iz jedne tvornice
glinice. Na taj se na¢in utvrdio utjecaj stranih primjesa, koje
se nalaze u tehnitkim aluminatnim otopinama. Radi odredivanja
ravnoteZe ispitivala se topljivost aluminijskog oksihidrata i
fino dispergiranog hidrata, upotrebljenog kao cjepivo. Na
osnovu dobivenih rezultata opazilo se, da hidratno cjepivo dje-
luje na proces izlutivanja u izvjesnom smislu kataliticki.
Postignuti rezultati tumade se ovdje prema mnovijim teorijama
o stvaranju klica i kristalizaciji?) 1%). Isto su tako iskori$éeni
rezultati, koji su se dobili odredivanjem gustoée piknometri¢kom
metodom,

2, IZVODENJE POKUSA I EKSPERIMENTALNE PRIPREME

a) Opcenito

Pokusi su se izvodili tono u okvu'u Bayerova postupka, i
prema tome su upotrebljavane samo aluminatne otopine sa sa-
drzajem od 100 g rastvorenog Al,O, po litri. Molarni odnos
Al,O, : Na,O kretao se u granicama 1:1,8—1,9. Za izludivanje
su sluZile Zeljezne cilindriéne posude sadrzine 17 litara. Svaka
je takva posuda bila smijeStena u drugu posudu, dvostrukog
volumena, koja je bila mapunjena vodom, da bi se bolje odr-

* Rentgenska snimanja vrsio je prof. dr. A. Peterlin, Fizikalni
institut Univerziteta, Ljubljanas :
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Zavala stalna temperatura. Svaka se posuda zagrijavala
elektricnim grijalom, ugradenim u dno posude. Buduéi da nije
bilo relejnog regulatora temperature, to se temperatura odr-
zavala u granicama to¢nosti od 1 do 1,5°C povremenim
ukop¢avanjem ili iskoptavanjem kruga struje, a to je za
predvidene pokuse bilo dovoljno. Temperatura se mjerila Zi-
vinim termometrima, koji su bili u¢vrséeni na rubu posude za
izluéivanje i uronjeni u aluminatnu otopinu. Posude za izludi-
vanje imale su mijeSala sa tri para medusobno okomitih krila.
Sva su se mijeSala pokretala pomoéu transmisije elektri¢nim
motorom tako, da je brzina mijeSanja u svim-posudama bila
podjednaka (oko 50 okretaja u minuti). Pri izvodenju pokusa
posude su napunjene sa 16 litara aluminatne otopine, sve je
zagrijano na odredenu pcéetnu temperaturu, a zatim je dodano
cjepivo. Temperatura se provjeravala danju i noéu. Posto je
dodano cjepivo, mjerio se razmak izmedu povrSine tekuéine i
ruba posude, a svaka dva sata dodavalo se toliko destilirane
vode, koliko se za to vrijeme isparilo. Kod wveéine pokusa
prilagodena je temperatura pogonskim wuvjetima Bayerova
postupka, t. j. ona se postepeno snizavala. Kineti¢ki pak pokusi
(vidi poglavlje 13.) izvedeni su kod konstantne temperature.
Vremenski tok izludivanja aluminijskog oksihidrata pracen je .
analizama aluminatne otopine, koje su se vrsile na niZe opisani
nadin.

Pipetom je izvadeno oko 25 ml aluminatne otopine, kO]a
je filtrirana kroz suhi filtar, a u filtratu su odredeni Al,O, i
Na,0. U prvih 48 sati anahmra‘lo se svakih 12 sati, a kasnije
svaka 24 sata. Sadrzaj Al,O, i Na,O odredivao se volumetrijski
tropeolinom 00 i fenolftaleinom kao indikatorima. Iako je ova
metoda narotito uobitajena u industriji glinice®), ipak u amna-
liti¢koj literaturi*) nema podataka o njezinoj toénosti, a ni tocno
izradene radne upute. Metoda se osniva na promjeni pH, koja
nastaje pri elektrometrijskoj titraciji kisele otopine aluminijske
soli natrijevom luzinom?). VaZno je, da se titrira s »kisele
strane« tropeolinom 00, jer s »alkalitne strame« reakcija tete
suviSe sporo. Prakti¢ki se titracija aluminatne otopine izvodi
na taj naéin, da se otopini doda kiselina u suvigku, a zatim se
zavr$na titracije izvodi luZinom, koja se retitrira kiselinom.
Podrudje takozvane »vezane kiseline«, to jest ona koli¢ina, koja
je potrebna za stvaranje aluminijske soli, indicira se u potetku
tropeolinom 00 (prelaznio podru¢je pH je 1,3—3,2), a na kraju
fenolftaleinom (prelazno podrudje pH je 8,2—10,0). Buduéi da
se nisu nasli nikakvi podaci o totnosti ove metode, njezina se
tofnost morala provjeriti. U tu je svrhu u Erlenmayerovoj
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tikvici od jenskoga stakla, sadrzine 1 litre, otopljeno 12,9935 g
aluminijskog lima w 170 ml natrijske luzine. Za vrijeme reakcije
tikvica se hladila, a njezin je otvor pokriven stakalcem. Titar
luZine, koja je upotrebljena za otapanje, iznosiol je 175,12 g Na,O
na litru. Analizom aluminijskog lima naslo se 99,75% Al, 0,15%
Fe i 0,10% Si. Nakon rastvaranja dobivena je otopina ohladena
na 20° C, sadrzaj je pretoten u odmjernu tikvicu od 250 ml.,
ispran i dopunjen do marke. Zatim je aluminatna otopina
filtrirana kroz suhi filtar, spremljena u jensku bocu i upotre-
bljavana za pojedina odrwedlvan]a

b) Izvodenje titracije

10 ml ovako pripremljene aluminatne otopine otpipetirano
je u odmjernu tikvicu od 100 ml i dopunjeno destiliranom
vodom do marke. Za titraciju tropeolinom 00 i fenoltaleinom
uzimalo se po 10 ml te otopine. Kod titracije tropeolinom 00
dodano je (a da nije razrijedeno vodom) 4—5 kapi 0,1% otopine
tropeolina 00, slabo je zagrijano (40—50° C), a zatim je dodano
n-HCl dor jasno karminastocrvene boje (aluminijski hidrat, koji
je nastao za vml;]»eme filtracije, mora se owt@pm u suvisku solnwe
klsehne, zwbo»g Cega je potrwe»bno« da se otopina jo§ jednom zagrije).
SuviSak kiseline titriran je sa n-NaOH do jasnoZute boje i
dodavano je toliko kapi n-HC], dok nije nastala crvenkasta boja.

Za titraciju fenolftaleinom kao indikatorom razrijedena je
odmijerena koli¢ina otopine s nekih 50 ml vode, dodane su 2—3
kapi otopine fenolftaleina (1% alkoholne otopine), n-HCl u
suvisku, zatim je zagrijano na oko 60°C i titrirano s n-NaCH
do pojave slabocrvene boje. Titracija je izvedena dobro, ako
crvena boja nestane, kad se doda jedna kap HCI, koja se ne
urac¢unava u potrosak. S

Radi provjeravanja totnosti metode svako se odredivanje
vrsilo Getiri puta. Iz detiri odredivanja proracunata je srednja
vrijednost i srednja grijeSka srednje vrijednosti po radunu
grijeSaka.

Na isti su se nacin vrsila ¢etiri odredivanja titracijom sa
n/2-HCl i n/2-NaOH. Razlika potro$ka n-HCl odnosno n/2-HCI
kod titracije tropeolinom 00 i titracije fenolftaleinom daje
sadrzaj Al,O, u aluminatnoj otopini, pri ¢emu 1 ml n-HCl
adgovara 0,017 g Al,O,. PotroSak normalne kiseline kod titra-
cije fenolftaleinom daje sadrZaj Na,O u aluminatnoj otopini,
pricemu 1 ml n-HCI odgovara 0,031 g Na,O. U istoj axluymmatnog,
otopini (10 ml dopunjeno vodom na 100 ml) odreden ye sadrzaj
aluminijskog oksida Getiri puta: dva odredivanja izvrSena su
talozenjem amomijakom po Biltzu®), a dva talozenjem sa CO,
po Frickeu i Meyringu?).
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Rezultati kontrolnog odredivanja, izraZeni u gramflit
AlL,O;, prikazani su u tabeli 1.
TABELA 1.
Redo- Nacin Koli¢ina
shijed Supstanca odredivanja g/l
1 Al;Og teoretski 97,99
2 Al,Og sa n/2-HC1 99,11 +0,68
3 Al O3 sa n~-HCl 98,70 £ 0,80
4 Al,Og srednja vri- 98,27
jednost
grav. odred. .
5 NayO teoretski  “ 119,10
6 Na,0O sa n/2-HCl 119,10+ 0,60
7 NaO sa n-HCl 120,8 +1,00

s

Za navedenu koncentraciju aluminatne .otopine bila je
totnost volumetrijskog odredivanja dovoljna. Medutim, ispiti-#
vane su aluminatne otopine i veée koncentracije, ali su za
Na,O dobivene vrijednosti, koje su se znatno razlikovale.
Izvori grijeSaka ove metode u prvom su redu teoretske prirode.
Tok pH vrijednosti, koji je dobiven elektrometrijskom titra-
cijom?), pokazuje, da postoji postepeni prijelaz od vezane na
slobodnu kiselinu, pa se zbog toga »tocka neutralizacije« otopine
aluminijske soli teSko razaznaje indikatorima. Osim toga, treba
uzeti w abzir, da otopine aluminijskih soli lako hidroliziraju, i
da je toCka prijelaza ovisna o koncentraciji soli. Na osnovu toga
objasnjava se, zaSto su titracijske vrijednosti ovisne o koncen-
traciji aluminatne otopine.

c) Priprema hidratnih cjepiva

Aluminijski hidrat, koji se dobiva tehnitkim putem u
procesu razlaganja, u veéini je sluajeva tako krupnozrnat i
neaktivan, da ga u kruZni proces treba dodavati u vrio velikim
kolitinama, ako se primjenjuje kao cjepivo za izluéivanje
hidrata iz jo§ nerazloZene luzine. Radi li se tehnicki bez primjene
hidratnog cjepiva, onda je za cijepljenje potrebno 100—200
postotaka vet izlutenog hidrata, da bi se tako postigla breina
procesa razlaganja u onim granicama, koje jo§ omogucuju
ekonomiéno izvodenje procesa. Mora se maglasiti, da je brzina
kruZnog procesa odredena trajanjem najsporije faze. Zbog toga
se kao cjepivo moraju upotrebljavati velike koli¢ine hidrata
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‘iz produkcije, jer inade proces razlaganja tete suvise sporo. To
je bio povod, da se u mnogim slucajevima pre§lo na posebnu
pripremu cjepiva, koje je aktivnije, i koje treba dodavati u
manjim koli¢inama, Na¢in pripremanja takvih »aktivnih hi-
dratnih cjepiva« smatrao se.ve¢inom za tajnu, pa u literaturi o
tom ima vrlo malo podataka.

Medutim, posljednjih je nekoliko godina kemija aktivnog
stanja®) toliko uznapredovala, da je i tu, na osnovi mnogobrojnih
iskustava u pripremanju katalizatora, principijelno bilo mogute,
da se odredi pravac, koji vodi do aktivnih hidratnih cjepiva.
S obzirom na mnogobrojnost takvihi postupaka me mogu se
spomenuti sve metode. Svakako, za tehni¢ku praksu dolaze u
obzir samo jednostavne i ekonomitne metode. Opcéenito uzevsi,
aktivne ¢vrste supstance, sastavljene od <Cestica koloidalnih
dimenzija, posjeduju narocita svojstva, na pr. ve¢i sadrzaj
slobodne energije 1 veéu reakcionu sposobnost, nego kad su u
inaktivnom ili stabilnom stanju. Pri razmatranju kemizma
-Bayerova procesa vet se prije do$lo do spoznaje, da se moze
skratiti vrijeme razlaganja i smanjiti koli¢ina hidrata potrebna
za cijepljenje, ako se smanji veli¢ina cestica.

Tehnicki se takvi aktivni hidrati najées¢e pripremaju na
taj nacin, da se aluminatne otopine cijepe hidratom iz pro-
dukecije kod nizih temperatura (25——35°C) i kod te temperature
razlazu nekoliko dana. Tako pripremljeno hidratno cjepivo
primjenjuje se kao »luZnato cjepivok, t. j. kao razmuljeni
finozrnati hidrat u razloZenoj aluminatnoj luzini. LuZnato
cjepivo ima tu tehni¢kw prednost, da otpada filtriranje fino-
zrnatog hidrata. Medutim, vrlo je nepovoljna primjena suSenog
hidratnog cjepiva (vidi poglavlje 12.).

Na ovaj na¢in pripremljeno hidratno cjepivo ima, medutim,
odredenu donju granicu veli¢ine zrna. Nije naime moguée, da
se upoteebom krupnijeg hidrata kao cjepiva postigne hidratno
cjepivo, kojega bi veli¢ina zrna bila manja od 5—10.10—* cm.
Prema tome su fizikalno-kemijska svojstva hidratnog cjepiva
ovisna o prethodnom stamju hidrata, koji se upotrebljava za
pripremu cjepiva.

Ako se Zeli posti¢i hidratno cjepivo, kojega bi Cestice bile
manjeg radijusa, onda se moraju primijeniti sasvim /druge
metode. Za ovakve pokuse pripremljena su hidratna cjepiva na
niZe opisani nagin.

Hidratno cjepivo 1. 100 g aluminijskog zrna, od priblizno
1—2 mm veligine, travijeno je sa 5% NaOH i, nakon ispiranja
vodom, amalgamirano otopinom HgCl*). Iz vlazne se mase u
nekoliko minuta razvija, uz vrlo Zivu reakciju, pahuljasti, vo-
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luminozni hidroksid, Nastali 'hidrat odvojen je od neotopljenog
dijela aluminija i stavljen u'3 1 aluminatne otopine, koja sadrzava
100 g/l Al,O,, a priredena je otapanjem aluminijskog lima u
natrijskoj luzini. Molarni odnos Al,O,:Na,O iznosio je u
aluminatnoj otopini 1 : 1,8. Dodani aluminijski oksihidrat otapao
se u aluminatnoj otopini u koloidalnoj formi. Nakon tcyga se
aluminatna otopina mijesala Cetiri dana kod 18°C, pri ¢emu
se izluCivao fino dispergirani aluminijski oksihidrat, koji je
lagano sedimentirao na dno posude. Dobiveni je hidrat rent-
genski sniman Debye-Scherrerovom metodom i utvrden je kao
hidrargilit. Iz rentgenske interferencije odredena je veli¢ina
primarnih ¢estica hidrata, koja je iznosila 1—2.107* c¢m. Na-
dalje je odredena rastvorijivost hidrata u 4n-NaOH.

Hidratno cjepivo II. U 3 1 destilirane vode otopljeno je
570 g NaOH i postepeno dodavano 296 g aluminijskog  lima.
Nakon otapanja aluminija otopina je, radi odvajanja netopljivih
sastojaka (Fe i Si), a jo§ vruéa, brzo filtrirana kroz Biichnerov
lijevak. U toku otapanja isparila se oko 1 1 vode. Otopina je
zatim ohladena ma 15° C i analizirana. Analizom je ustanovljen
sadrzaj od 218 g/l Al O, i 185 g/l Na,O, t. j. molarni odnos
Al,0, :Na,0O==1:1,395. )

Poslije toga dodanc je toliko solne kiseline, da je molarni
odnos bio 1:1. Dodatkom solne kiseline neutraliziran je visak
Na,O. Za neutralizaciju upotrebljena solna kiselina (35 %) razri-
jedena je u omjeru 1:1, hladena i dolijevana aluminatnoj
otopini uz intenzivno mijeSanje. Solna kiseling dodavala se
tako da temperatura otopine, usprkos oslobodenoj toplini neu-
tralizacije, nije porasla iznad 28° C. Dodavanjem solne kiseline
nastala je intermedijarno aluminatna otopina molarnog odnosa
1:1, koja je nestabilna i odmah se raspada izlu¢ujuéi aluminijski
oksihidrat. Trenutnim raspadanjem aluminatne otopine nastao
je sluzavi hidrat koloidnih dimenzija. Ve¢ jedan sat nakon
dodatka solne kiseline bila je koncentracija otopine samo jo§
82,5 g/l AL,O, i 122 g/l Na,O, a nakon &etiri dana otopina je
sadrzavala u svemu 35 g/l Al,0,. Zatim je talog nekoliko puta
dekantiran vodom, dok nije ispran najve¢i dio NaCl. Nakon
toga nadopunjeno je na isti volumen sa NaOH ko&n»centraclye
122 g/l Na,O. Rentgenskim snimanjem ustanovilo se, da je
nastao ba]emt 1z rentgenskih interferencija odredena je veli-
&ina primarnih ¢estica bajerita, koja je iznosila 0,4.10~% cm.
Nadalje je odredena topljivost preparata u 4n-NaOH.

Hidratno cjepivo III. Kao cjepivo upotrebljen je bajerit,
pripremljen po Frickeu i Wullhorstu'®). Hladna zasitena otopina
NaOH zagrijana je, a zatim je dodavan veoma Cisti Al(OH), do
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zasi¢enja, nakon ¢ega je dobivena otopina razrijedena vodom
do gustote 1,15 i filtrirana. U filtrat se polagano uvodio CO,,
pa se nakon tri dana dobio talog hidrata, koji se dekantirao
vodom, filtriraoc 1 suSio na zraku. Tako dobiveni preparat
rentgenski je identificiran kao bajerit.

Ovo se cjepivo upotrebilo za cijepljenje aluminatne otopine
koncentracije 100 g/l Al,O, i molarnog odnosa 1 :1,8. Alumi-
natna otopina priredens je otapanjem aluminijskih zrnaca u
NaOH. Deset litara ove aluminatne otopine cijepljeno je sa
100 g bajerita. Izlucivanje je trajalo pet dana, a kod tempe-
rature od 25° C. Izludeni je hidrat spremljen u bocu zajedno s
otopinom.

Hidratno cjepivo IV. Kao cjepivo upotrebljen je hidrargilit
po Achenbachu'!), a prireden po propisu Schultena'®). U na-
trijskoj je luzini (1050 g NaOH u 5,6 1 vode) otopljeno 350 g
aluminijskih strugotina. Nakon otapanja otopina je ponovo
nadopunjena destiliranom vodom na 5,6 1 i od mneotopljenog
odvojena filtracijom. Filtrirana otfopina zagrijana je na
temperaturu od 95°C i preko povr§ine strujao je CO, (nije
uvoden u otopinu). Nakon tri dana reakcija je prekinuta, a
dobiveni mati¢ni lug sadrZavao je jo§ 50 g/l Al,O,. Talog je
otfiltriran, ispran vrycom vodom i suSen na zraku. Talog,
dobiven na ovaj nacin, fizikalno je vrlo nejednolik i djelomice
se sastojao od vrlo finog hidrata. Ovaj je preparat upotrebljen
za cijepljenje aluminatne otopine na isti na€in, kao §to je to
opisano pri dobivanju hidratnog cjepiva III. Dobiveno hidratno
cjepivo spremljeno je zajedno § razlozenom otopinom u bocu.

Hidratno cjepivo V. Hidrat iz produkcije, koji se tehnicki
dobiva Bayerovim postupkom, upotrebljen je za cijepljenje
tehnidke aluminatne otopine (vidi pod d). U 2 1 aluminatne
otopine dodano je 100 g tog hidrata. Proces razlaganja trajao je
Sest dana, kod 35° C. Hidratno je cjepivo zajedno s razlozenom
aluminatnom otopinom spremiljeno u bocu.

Sva naviedena hidratna cjepiva upotrebljena su kao »lu-
nata cjepiva«, to jest kao razmuljeni izludeni hidrat u
razloZenoj aluminatnoj otopini. Podaci o dodanim koli¢inama
cjepiva izraZeni su, jednostavnosti radi, u volumnim procentima
luZnatog cjepiva prema ukupnom volumenu cijepliene alumi-
natne otopine.

Izvedeno je mnekoliko pokusa sa suSenim hidratnim
cjepivom. Hidratno cjepive I filtriralo se, dobro ispralo i na
zraku suSilo. Zatim se jedan dio hidrata suSio jo§ Cetiri sedmice
u eksikatoru sa CaCl,, a drugi se dio nakon hidriranja susio
u susioniku kod 105° C do konstantne teZine.
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d) Opis aluminatnih otopina, koje su upotrebljene kod
pokusa

Pokusi razlaganja vrsili su se sa Cetiri razlicite aluminatne
otopine, koje su se medusobno razlikovale po stepenu Cistoce.

Aluminatna otopina A je aluminatna luzina, dobivena
otapanjem aluminijskih zrnaca u NaOH. Stvoreni talog Fe i Si
odvojen je filtriranjem. Pritom su se aluminijska zrnca, NaOH
i voda uzimali u takvim uteznim omjerima, da je dobivena
aluminatna otopina sadrZzavala 100 g/ Al,O; i da je imala
molarni odnos Al,O, : Na,0O==1:1,8. Aluminatna otopina do-
bivena na ovaj nacin, nije sadrzavala stranih primjesa, $to
narocito vrijedi za SiO,, jer su se za otapanje aluminija u NaOH
upotrebljavale Zeljezne posude.

Aluminatna otopina B tehnitka je aluminatna otopina,
dobivena iz pogona jedne tvornice glinice. Ona je sadrzavala
100 g/1 Al,O, i molarni odnos Al,O; :Na,0=1:1,9. Otopina
je sadrzavala u litri ove netistoce: 25,4 g Na,CO; 11,95 g
Na,S0O,, 0,8 g NaCl, manje od 0,1 g CrO,, manje od 0,2 g V,O,,
manje od 0,1 g P,O;, 0,5 g SiO,, 0,01 g Cestica ¢rvenog mulja u
obliku sedimenta. Za oksidaciju organske supstance, koja je
bila sadrZana u 1 litri, potroSeno je 695 ml n/10 KMnO,.

Za odredivanje organske supstance uzeto je 50 ml alumi-
natne otopine, koja je zakiseljena s H,SO,. Nastali CO, uklonjen
je kuhanjem, a zatim je otopina jo§ vruca, titrirana sa KMnO,
do pojave ruzitaste boje. Jo§ su toénije vrijednosti dobivene,
ako se otopini, koja je zakiseljena sa H,SO,, a iz koje je
uklonjen CO,, dodao kromat, i ako se tako dobivena otopina
ugrijala. Pritom organske tvari (huminska kiselina), sadrzane
u aluminatnoj otopini, oksidiraju u CO,. Ugljikov dioksid je
apsorbiran u apsorpcionim cijevima, koje su sadrzavale na-
tronsko vapno. Odvagnuta koli¢ina CO,, pomnoZena faktorom
0,471, daje sadrzaj huminske kiseline. Aluminatna otopina B
sadrzavala je 4,23 g/1 huminske kiseline.

Aluminatna otopina C tehnicka je aluminatna otopina
iste koncentracije kao i aluminatna otopina B, koje se priprema
vrsila CeSéenjem aluminatne otopine B aktivnim ugljenom.
Uzelo se 50 1 aluminatne otopine B i dodalo se 75 g aktivnog
ugljena, koji je prethodno razmuljen u malo destilirane vode.
Dodatkom aktivnog ugljena postizava se znatno razbistravanje
smede obojene aluminatne otopine, a potrofak KMnO, smanjuje
se i iznosi 430 ml n/10-KMnO,, $to odgovara sadr¥aju huminske
kiseline od 2,62 g/l.

Aluminatna otopina D. Tehni¢ke aluminatne otopine sadr-
zavaju uvijek male koli¢ine fino dispergiranih gestica crvenog
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mulja, koje preostaju nakon dekantacije i filtracije aluminatne
luzine. Takve aluminatne otopine sadrzavaju prosjeéno 0,015 g/l
¢vrste supstance, koja se sastoji uglavnom od Zeljeznog oksihi~
drata, Kod boksita, koji slabo dekantiraju, moze njihov sadrzaj
biti jos i vedi.

’ Poznato je, da na kristalizacione pojave znatno utje¢u vrio
male koli¢ine stranih primjesa. Zbog toga se ispitivao utjecaj
zeljeznog oksihidrata na proces razlaganja. Alumginatnoj otopini
A dodano je toliko fino rasprienoga Zeljeznog oksihidrata, da
‘je jedna otopina sadrzavala 0,015 g/l Fe,O,, a drugi 0,08 g/l
Priprema fino dispergiranoga zeljeznog oksihidrata izvrSena je
na ovaj nacin: u 400 ml otopljeno je 6,28 g Mohrove soli, to je
zakiseljeno s malo sumporne kiseline, oksidirano sa H,O, i
zeljezo je taloZeno u hladnom s amonijakom. Talog je razmuljen
u 600 ml vode i peptiziran s malo razrijedene HCl. Na ovaj
nacin dobiveni fino rasprSeni Zeljezni oksihidrat dodan je, pet
minuta prije cijepljenja, u 16 1 aluminatne otopine A.

3. ODREDIVANJE TOPLJIVOSTI ALUMINIJSKOG OKSIHIDRATA 1
HIDRATNOG CJEPIVA U 4nNaOH KAO MJERILO »AKTIVITETA«
I ODREDIVANJE BRZINE OTAPANJA

Termodinamicki stabilna ravnoteZza procesa razlaganja, kod
_odredene temperature, data je ravnoteZom topljivosti alumi-
nijskog oksihidrata u NaOH. Usposta-
vljanje ravnoteze pri procesu razla-
ganja tete zbog prezasi¢enja vrlo sporo,
| pa je za odredivamje ravnoteze primi-
jenjen. drugi put, to jest otapanje
aluminijskog oksihidrata u NaOH.

Otopini 4nNaOH odgovara sadrzaj
od 124 g/l Na,O, a to je pribliZzno ista
koncentracija Na,O kao i kod alumi-
natne otopine, koja se razlaZe po Baye-
rovu postupku.

Odredivanje topljivosti vrsilo se u
aparaturi, koja je prikazana na siici 1.

Na okruglu jensku tikvicu sa bru-
Senim grlom nataknuto je Liebigovo
hladilo, koje je ma oba kraja imalo
ugradene lezaje. Kroz hladilo je prola-
zila ©Gelitna &ipka, ucvrSéena u oba
leZaja. Na donjem kraju sipke bila su
SL 1. smjeStena dva krila, koja su sluzila
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kao mijesalo, a na gornjem kraju remenica, gonjena elek-
tromotorom. Aparatura je do ruba tikvice stavljena u
termostat, a kroz hladilo je propustana voda za hladenje. Za
odredivanje topljivosti odvagnuto je 25 g aluminijskog oksihi-
drata, dodano je 450 ml 4nNaOH, i aparatura je stavljena u
pogon. Da bi se postigla ravnoteZa, otapanje se vrsilo sedam
do osam dana kod nizih temperatura (18°—40°C), a kod visih
temperatura (40°—60° C) tri do Getiri dana. Sadrzaj Al,O, u
luzini odredivao se gravimetrijski kao Al(OH), taloZenjem sa
CO, po Frickeu i Meyringu!®. Na gornji natin odredivala se
topljivost aluminijskog oksihidrata, kao i topljivost pojedinih
hidratnih cjepiva. Radi ispitivanja velitine zrna i fizikalne
jednoli¢nosti hidrata povetavale su se takoder, kod odredivanja
topljivosti, odvage pri istoj koli¢ini NaOH. Nadalje je odredi-
vana i brzina otapanja i to kod 25°C.

4. PROMJENA VELICINE ZRNA ALUMINIJSKOG OKSIHIDRATA U
OVISNOSTI O VREMENU RAZLAGANJA ALUMINATNE LUZINE

Kinetitke pokuse procesa razlaganja pratila su 1 mjerenja
veli¢ine zrna izlu¢ivanog hidrata. U toku izludivanja alumi-
nijskog oksihidrata pokazalo se, da je prvi dan izluCeni hidrat
najkrupniji, a da drugog i tre¢eg dana izlutene pojedine frakcije’
sadrzavaju uvijek viSe manjih Cestica. Prema teorijama o
stvaranju kristala iz otopinal®) ne bi se mogli ocekivati takvi
rezultati, jer, opcenito uzevsi, iz jako zasi¢enih otopina ispadaju
fino kristalini¢ni talozi, a iz slabo zasi¢enih maprotiv krupno-
zrnati. S obzirom na sporo stvaranje aluminijskog oksihidrata
moglo bi se pretpostaviti, da su moguénosti rasta Cestica, koje
se izluéuju drugoga i treteg dana, znatno smanjene veé izlu-
Senim hidratom, buduéi da nove izlutene Cestice hidrata ne
mogu vise u toj otopini tako dobro rasti. Da bi se ova pojava
ispitala, vrsili su se pokusi tako, da je nakon prvog dana
izludeni hidrat izdvojen iz izlugivada, i aluminatna je luZina
jo§ jedamput cijepljena.

Mjerenje veli¢ine zrna, t. j. u mikroskopu vidljivih sekun-
darnih Cestica, vr$ilo se kod krupnozrnatih preparata mikro-
skopski, a kod fino disperznih preparata veli¢ina je Cestica
dobivena iz rentgenskih interferencija. Buduéi da se na temelju
rentgenskih interferencija mogu identificirati veli¢ine kristala
tek ispod 10~ cm, to su se mikroskopska mjerenja veliina
10— do 10—° cm vrSila manje totno, tako da se mogao ocijeniti
samo red veli¢ine.
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5. PIKNOMETRICKO ODREDIVANJE GUSTOCE ALUMINIJSKOG
OKSIHIDRATA

Da bi se fizikalno karakterizirali hidrati, koji su dobiveni
pri procesu -razlaganja, odredivala se gustota pojedinih prepa-
rata. Za odredivanje gustote upotrebljeni su piknometri,
opremljeni termometrom, podijeljeni u desetinke stupnjeva.
Mjerenja su se vrsila na osnovi Harmsovih uputa't), navedenih
u monografiji »Gustoéa tekuéih i ¢vrstih tvari«. Kod mjerenja
je vaganje reducirano na zrakoprazan prostor. Kao piknome-
tricka tekuéina sluzio je ksilol, iz kojega je prije upotrebe
uklonjena voda bezvodnim CaCl,. Mjerenja su se vr$ila kod
25° C s toenod¢u od £ 0,1°C.

6. PRIKAZ REZULTATA PROCESA RAZLAGANJA

‘Kod ispitivanja je glavna paZnja posvetena sp‘rou'éavanju
ovih pitanja:

a) utjecaj velitine zrna hidratnog cjepiva na kinetiku pro-
cesa razlaganja; .

b) djelovanje hidratnog cjepiva, razmuljenog u razloZenoj
aluminatnoj otopini, i djelovanje suhoga hidratnog cjepiva;

¢) utjecaj stranih primjesa, sadrzanih u aluminatnoj oto-
pini, na brzinu procesa razlaganja i osobine izlu¢enog hidrata;

d) djelovanje bajerita i hidrargilita kao cjepiva;
e) Uloga hidratnog cjepiva u procesu razlaganja.

Rezultati ispitivanja prikazani se na dijagramima 2 do 7.
Na apscisu je naneseno vrijeme 7 u satima, a na ordinatu
koli¢ina izludenog hidrata, izraZzena u % ALO,. Buduéi da je
aluminatna otopina, koja se razlagala, redovno sadrzavala 100 g
Al,0,, to se dobivala koli¢ina AlLO,, koja je odgovarala
izlutenom hidratu, tako da se od 100 oduzela kolitina Al,O,
u otopini. i

Iz dijagrama na slici 2. razabira se utjecaj veli¢ine zrna
hidratnog cjepiva. Za razlaganje je upotrebljena aluminatna
otopina C (vidi poglavlje 2., d). Cijepljeno je »luznatim cjepi-
vom«, Krivulja 1 prikazuje rezultat cijepljenja sa 1,54 vol %
hidratnog cjepiva I; krivulja 2 sa 0,15 vol % hidratnog cjepiva
II; krivulja 3 sa 17,0 vol % hidratnog cjepiva V. Temperatura
je prilagodena praktitnim uvjetima rada po Bayerovu postupku.
Podetna temperatura iznosila je 55° C, konatna temperatura
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nakon &etiri dana 40° C. Svakih dvanaest sati sniZavana je
temperatura tako, da je odgovarala linearnoj krivulji hladenja
od 55°—40° C.

é07,

4,0,
-
N

—f M 4 3 96

Sl. 2. Utjecaj veli¢ine zrna hidratnog
cjepiva na brzinu izluivanja

Dijagram na sl. 3. prikazuje rezultate ispitivanja, koja su
se vriila hidratnim cjepivom I, pripremljenim na razliCite
natine. Krivulja 1 odgovara »luznatom cjepivu« (1,54 vol %);
krivulja 2 hidratnom cjepivu, suSenom kod sobne temperature
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Sl 3. Brzina izlu¢ivanja hidrata sa
razliéito pripremljenim .cjepivima

sa CaCl,; krivulja 3 hidratnom cjepivu, suSenom kod 100°C.
U sva tri slu¢aja upotirebljene su iste koli¢ine hidratnog cjepiva,
i to 1,67 g A1(OH), na litru aluminatne luZine. Mora se narocito
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44,

ista¢i, da se kod upotrebe suSenog hidratnog -cj,ep\iva opazilo
pogorsanje kvalitete izludenog hidrata s obzirom mna wveli¢inu
zrna. Dobiveni je hidrat bio disperzan mmnogo jace negoli kod
upotrebe luZnatog cjepiva (vidi i pogl. 13.). U ovim pokusima
razla'gana je aluminatna otopina A kod pocetne temperature
od 60°C i kona¢ne od 40°C.

Dijagram na slici 4. prikazuje ramnolhk tok izludivanja kod
upotrebe ¢iste aluminatne otopine A — krivulja 1, i tehnitke
aluminatne otopine B — krivulja 2. Tehnidka aluminatna oto-
pina B sadrZzavala je mnavedene nefistote (vidi pogl. 2., d).
Cijepljenje se vriilo sa 0,62 vol % luZnatog cjepiva I. Podetna
temperatura iznosila je 50° C, a konat¢na 35° C. Mora se naro¢ito
ista¢i, da se ovako raznolik tok izlu¢ivanja pojavljuje samo
onda, kad se cijepi s-malo cjepiva. Doda 1i se viSe cjepiva, te
razlike nestaju, i u oba se slu¢aja dobiva tok, kakav je prikazan
krivuljom 1, sl. 3.
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Sl 4. Tok izlufivanja hidrata u alu- Sl 5. Utjecaj organskih sup-
minatnim otopinama A.i B stancija na tok razlaganja

Dijagram na sl. 5. prikazuje utjecaj organskih supstancija
na brzinu procesa razlaganja. Kao $to se vidi, organske sup-
stancije usporavaju proces razlaganja. Krivulja 1 odgovara
razlaganju aluminatne Ovtupdnve B, a krivulja 2 aluminatne
otopine C. Kao $to je ve¢ spomenuto, otopma C dobivena je
obradom otopine B s aktivnim u«gl]«enonm pri ¢emu je uklonjen
dio huminske kiseline.

Cijepljeno je sa 1,25 vol % hi:chratno«g cjepiva I. Pocetna
temperatura bila je 55°C, a konatna 40°C.
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Dijagram na sl. 6. prikazuje utjecaj fino dispergiranoga
¥eljeznog oksihidrata u aluminatnoj otopini na tok razlaganja.
Krivulja 1 prikazuje razlaganje aluminatne otopine A, krivulja
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Sl. 6. Utjecaj fino dispergiranoga
seljeznog oksihidrata u aluminatnoj
otopini na tok razlaganja

2 razlaganje aluminatne otopine D sa 0,015 g/l Fe,0,, a kri-
vulja 3 razlaganje iste otopine 0,08 g/l Fe,O,. Cijepljeno je sa
1,54 vol % hidratnog cjepiva 1. Potetna je temperatura bila
680° C, a konatna 40°C.
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Sl 7. Djelovanje hidratnog cjepiva -
I i Iv

Krivulja 1 na sl. 7. prikazuje djelovanje hidratnog cjepiva
IV, a krivulja 2 hidratnog cjepiva III. Razlaganje aluminatne
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otopine A vrsilo se cijepljenjem sa 1,54 vol % hidratnog cjepiva
111 odnosno IV. Potetna temperatura bila jé 60° C, a kona¢na
400 C.

.

7. REZULTATI ODREDIVANJA TOPLJIVOSTI HIDRATA I
HIDRATNOG CJEPIVA U 4nNaOH

Na dijagramu sl. 8. nanesena je na apscisi temperatura u
°C, a na ordinati topljivost aluminijskog oksihidrata izrazena
u g/l Al,O,. Krivulja 1 odnosi se na topljivost hidratndg ciepiva

e'zazsnn:aiia“‘”
2c

Sl. 8. Topljivost izluenoga hidrata i hidratnog
cjepiva I u 4nNaOH pri raznim temperaturama

I, krivulja 2 odgovara topljivosti hidrata nakon prvog dana
razlaganja (odvojena frakcija). Za hidratno cjepivo II (bajerit)
topljivost kod 25°C iznosi 20,2 g/l Al,0,, a kod 28,59 C 23,5 g/l
AlLO,. .
Krivulja 1 na sl. 9. prikazuje brzinu otapanja aluminijskog
oksihidrata (iz aluminatne ofopine A prvog je dana odvojena
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Sl. 9. Brzina otapanja izlufenoga hidrata i hi-
dratnog cjepiva I kod 25°C

frakcija), a krivulja 2 brzinu otapanja hidratnog cjepiva I. Na
apscisi je naneseno vrijeme ¢ u satima, a na ordinati koli¢ina
otopljenoga hidrata, izrazena u g/l Al,O,.

8. ISPITIVANJE STRUKTURE ALUMINIJSKOG OKSIHIDRATA,
DOBIVENOG UVOBDENJEM CO, U ALUMINATNU OTOPINU

Fricke'), Fricke i Jucaitis'?), pa i Fricke i Wullhorst!8)
izradili su metodu za pripremanje &istog hidrargilita i bajerita.
Uvijeti, koje navode navedeni autori, moraju se strogo odriavati,
jer se inate dobiva smjesa obiju modifikacija trihidrata.

Postavlja se pitanje, da li uvodenjem CO, u aluminatnu
otopinu (kod 25° C), koju sadrzava 100 g/1 Al,0O,, a ¢&iji je mo-
larni odnos AlO,:NaO=1:18, nastaje &isti hidrargilit,
bajerit ili smjesa obiju modifikacija. Za pogonsku praksu ovo
pitanje nema direktnog znatenja, ako se radi po Bayerovu
postupku, jer danas ne dolazi viSe u obzir pripremanje cjepiva.
uvodenjem CO, u aluminatnu otopinu, Uvodenje CO, u alu--
minatnu otopinu potrebno je u rijetkim slucajevima, kad se
tvornica stavlja u pogon, a nema raspoloZivog cjepiva. Neki

181



tehniZki strutnjaci drze, da na taj nacin pripravljeno hidratno
cjepivo nije narotito zgodno za cijepljenje, medutim, o tom
pitanju postoje razli¢ita misljenja.

Talog, koji nastane uvodenjem CO, u aluminatnu otopinu,
kod navedene koncentratije, rentgenski je identificiran kao
smjesa od 80% bajerita i 20% hidrargilita. Tom. je preparatu
gustoca odredena piknometricki (vidi pogl. 9.). Ako se gornji
preparat upotrebi kao cjepivo kod temperature razlaganja od
55—600 C, ve¢ u drugoj »generaciji« nastaje ¢&isti hidrargilit
(vidi pogl. 14.).

9. REZULTATI ISPITIVANJA VELICINE ZRNA HIDRATA, REZUL-~
TATI RENTGENSKIH SNIMANJA I ODREDIVANJA GUSTOCE

U tabeli 2. dani su rezultati mjerenja veli¢ine zrna poje-
dinih preparata.

TABELA 2.
Redo- Veli¢ina Veli¢ina -
slijed Oznaka zrna Gestica
a’ b [ d
Al Oz .3H,0, frakcija nakon pr-
1 vog dana razlaganja; aluminatna 8—12.10—3 —
otopina A
" AlO3.3H,0, frakcija nakon pr-
2 vog dana razlaganja; aluminatna 5—8.10—3 —

otopina B

Al O3 . 3H,0, frakcija nakon dru-
3 gog i treceg dana razlaganja;alu- 1~—5.10-3 —
minatna otopina A, B

4 Hidratno cjepivo I oko 2,5.10—5 1,0.10—5
5 Hidratno cjepivo II — 40.10—6
6 Hidratno cjepivo V 5—10.10—4 _

Preparati 1, 2 1 3 dobiveni su cijepljenjem hidratnim cje-
pivom I. Rezultati u koloni ¢ dobiveni su mikroskopskim
mjerenjem, a kolona d sadr?ava vrijednosti za velifine gestica,
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dobivene rentgenografski, Mora se napomenuti, da se mikro-
skopskim mjerenjem dobivaju veli¢ine sekundarnih ¢&estica, a
rentgenskim snimanjem veli¢ine pojedinih kristalita ili pri-
marnih Cestica.

Talozne frakcije, koje su odvojene prvoga, drugog i treteg
dana razlaganja, sastojale su se isklju¢ivo od hidrargilita, kako
je to utvrdeno rentgenskim ispitivanjem. Takav je rezultat
dobiven bez obzira na to, je li se radilo o Cistoj aluminatnoj
otopini A ili tehnitkoj aluminatnoj otopini B. Piknometri¢kim
odredivanjem gustote dobio se isti rezultat (vidi tabelu 3.).

TABELA 3.
Redo- Gubitak za-
slijed o (2 renjem u %
a b c d
Frakcija poslije prvog dana,
1 aluminatna otopina A/ 2/4202 10,0011 34,88
2 Frakcija poslije prvog dana, | 5 41954 0015 34,93
aluminatna otopina B
Al(OH)3 dobiven uvodenjem
3 CO, u aluminatnu otopinu | 2,4081 £0,0012 35,05
(vidi pogl. 8.)

Fricke i Severin'®) na8li su, da hidrargilit ima gustotu
2,424 kod 20° C, a bajerit 2,529. Kako se u tabeli 3. pod 3 radi
o preparatu (vidi pogl. 8.) s gustotom 2,4081, koji je smjesa od
priblizno 20% hidrargilita i.80% bajerita, to bi se iz toga za
¢isti bajerit-preparat mogla proratunati vrijednost za gustoéu
2,405. Ovaj je proratun samo pribliZan, jer se rentgenskim
snimanjem nikada ne moze utvrditi tocan procentualni sastav,
i jer vrijednosti za gustoéu nisu reducirane na potpuno bezvodnu
supstanciju (teoretski gubitak Zarenjem 34,65%). U svakom je
slutaju potrebno, da se gustota ¢istih bajerit-preparata jos
jedamput provjeri. Na osnovi teoretskih razmatranja proizlazi,
da bi bajerit morao imati manju gustoéu od hidrargilita, jer
je bajerit u odnosu prema hidrargilitu nestabilan, i jer gotovo
uvijek spojevi s ve¢om toplinom stvaranja imaju i veéu gustocu.
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U dijagramu sl. 10. prikazani su rezultati odredivanja
topljivosti aluminijskog oksihidrata u 4n Na OH s poveéavanom
odvagom, -

35
N3
Q\y 5 242>
&
n 1dan
2, 75 30
A Odvaga

SL 10. Ispitivanje fizikalne jedinstvenosti alu-
minijskog oksihidrata odredivanjem topljivosti
u ovisnosti o koli¢ini taloZne supstance, kod 45°C
Kao mjerilo za fizikalnw jedinstvenost aluminijskog oksi-
hidrata Fricke?®) je prvi istakao ovisnost njegove topljivosti u
luzinama o povecanoj odvazi talozne supstancije. Topljivost
fizikalno pofpuno jedinstvenih preparata meovisna je o rela-
tivnoj kolic¢ini taloZne supstance, a kod smjesa razli¢ite velit¢ine
zrma i prema tome razli¢ito topljivih Cestica s povecanom
koli¢inom taloZne supstancije topljivost raste. Ova se pojava
objasnjava tako, $to kod manje kolitine talozne supstancije
Gestice vete topljivosti nisu jo§ postigle stepen zasiéenja, jer
se u taloZznoj supstanciji jo§ ne nalaze u dovoljnom broju. Di-
jagram sl. 10. pokazuje, da kod procesa razlaganja ne postoje
uvjeti za izlucivanje fizikalno jedinstvenih preparata. TaloZna
frakcija nakon prvog dana razlaganja mmnogo je homogenija
negoli taloZzna frakeija nakon drugog dana razlaganja. Narocito
je jako disperzan hidrat, koji se izlucCio tretega i ¢etvrtog dana,
iako je brzina izludivanja bila znatno manja. Pa i u onom
slu¢aju, kad se hidrat, izlu¢en nakon prvoga dana, iz izlutivata
ukloni, i otopina ponovo cijepi, dobiva se jaka ovisnost toplji-
vosti o povetanoj kolitini talozne supstancije. Kod daljeg pove-
¢anja odvage dobiva se pravac, koji ide paralelno s apscisom,
kako se to vidi u dijagramu sl. 10.

10. DOSADASNJE SPOZNAJE O TEORETSKIM OSNOVAMA
PROCESA RAZLAGANJA

Teoretsko razmatranje procesa razlaganja mora uvijek
poceti sa sastavom razrijedenih aluminatnih otopina. Pitanje
konstitucije amfoternih elektrolita u alkalinim ofopinama
nije jo% do danas potpuno objainjeno, iako se u literaturi mnogo
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obraduje. Ima autora, koji uopée negiraju amfoterni karakter
Al(OH), i aluminate smatraju za koloidalne otopine, to jest za
peptizirane soli aluminijskog hidrata®!). Ovo glediste dokazuje
¢injenica, da se elektritna vodljivost luzine dodatkom Al(OH),
narofito ne mijenja, i da se tim dodatkom povecava njezin
viskozitet, Protiv toga gledidta govori i samo opaZanje autora,
a to ‘je, da se aluminatne otopine ne mogu koagulirati. Posto~
janje koloidalnih ¢estica ne mozZe se dokazati ultramikroskopom.
Iako to nije bezuvijetni dokaz, da koloidne Cestice ne postoje,
ipak se mora uzeti u obzir, da bi se one kod mnogobrojnih i
razli¢itih metoda dobivanja aluminatnih otopina ipak jednom
morale pojaviti, jer veli¢ina Cestica jako ovisi o nacinu njihova
pripremanja. Ne smije se zaboraviti, da se kod zamisljene
koloidne prirode aluminatnih otopina ne bi nikad mogla stvoriti
prava ravnoteZa topljivosti, a ispitivanja topljivosti hidrangilita
u natrijskoj luZini, u nekoliko uporednih pokusa, dala su
stvarno konstantne vrijednosti zasi¢enja.

Prema ispitivanjima Ostwaldae?®) i Ostwalda i Buzdgha'!)
izmedu jako -disperznih i koloidnih otopina postoje ove vrlo
karakteristi¢ne razlike. Za jako disperznu (molekularno disper-
znu) topljivost vrijedi, kod fizikalno potpuno jedinstvene
supstancije (ista veli¢ina zrna), Gay-Lussacovo pravilo, prema
kojemu je topljivost neovisna o koli¢ini taloZne supstance.
Ovakav idealizirani sluc¢a; rijetko se pojavljuje kod realnih
kristala oksihidrata, a pogotovu se ne pojavljuje pod uvjetima,
koji se traze po Bayerovu postupku. Tu se uvijek izdvaja
smjesa zrna razli¢itih veli¢ina i prema tome razli¢ito topljivih
Cestica. Iz dijagrama sl. 10. vidi se, da taloZna frakcija nakon
prvog dana razlaganja pokazuje mnogo manju ovisnost toplji-
vosti o povetanoj odvazi nego ona nakon drugog dana, Ovisnost
topljivosti s povecanom koli¢inom taloZne supstance svodi se u
ovom slutaju na postojanje energetski nehomogene supstance,
a to znati, da sadrzava Cestice razlitite topljivosti. Kod jednoga
potpuno homogenog preparata bez sumnje bi vrijedilo Gay-
Lussacovo pravilo. Uostalom, Fricke i Jucaitis*?) su izradili
metodu za pripremanje hidrargilita, kod kojega je bilo zado-
voljeno Guy-Lussacovo pravilo, to jest topljivost je bila neovisna
o koli¢in: talozne supstance,

Peptiziran. solov: vladaju se sasvim drugacije. U wveéini
slutajeva nailezi se na ovisnost topljivosti o koli¢ini taloZzne
supstance, koja ko¢ totno odredene kolitine taloga pokazuje
maksimum, a kod daljeg povecanja topljivost se smanjuje.
Takav se odnos moZe izvesti na osnovu ¢Cisto energetskih opa-
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Zanja na solu*!). Kod svih molekularno disperznih otopina
krivulja topljivosti nikad nema maksimuma.

Protiv tumagenja o koloidnoj disperziji aluminijskog hidrata
govore i rezultati mnogih autora, koji su potenciometrijski
titrirali otopinu aluminijskog klorida sa NaOH. Pri tom se
moglo, kod takozvanoga »aluminatnog skoka« besprijekorno
dokazati »stvaranje soli«®). Protiv stvaranja prave soli ima,
medutim, takoder nekoliko prigovora. Dosad nije poslo za
rukom, da se iz razrijedenih aluminatnih otopina, kakvi se
upotrebljavaju za razlaganje po Bayerovu postupku, izdvoji
totno definirani, évirsti natrijski aluminat®'). Kao donju granicu
koncentracije, kod koje se iz vodenih otopina natrijskog alu-
minata dobiva &vrsti aluminat, Fricke i Jucaitis®) navode 22%
Na,O kod 30° C. Dobiveni aluminat ima sastav 2 Na,0.2A1,0.,.
5H,0. Ispod 22% Na,O, a kod 30" C, dolazi uvijek kao taloZna
supstancija aluminijski hidrat. Osim toga, i vodene su alumi-
natne otopine nestabilne i samo onda ograni¢eno postojane, kad je
molarni odnos Na,O : Al,O, veé¢i od 1. Koncentriranije otopine
redovito su stabilnije nego razrijedenije. Zamisljena aluminatna
otopina molarnog odnosa Al,O,:Na,O=1:1 raspada se tre-
nutno izluéujuci A(OH),. Ovu éinjenicu uzimaju u obzir ¢ak i
autori, koji su se izjasnili za stvaranje pravih soli pri nastajanju
aluminata.” Slade i Polak?) su objavili, da se mjerenjem vodlji-
vosti razrijedenih aluminatnih otopina mogla utvrditi prisutnost
aluminata, koji su se brzo raspali.

U literaturi se za natrijski aluminat u vodenim ctopinama
navodi formula NaAlO,??), §to odgovara natrijskoj soli jedno-
bazitne aluminijske kiseline HAlO,. Ova formula zadovoljava
za aluminatne otopine, kojih je koncentracija Na,O veca od
22%. Kod razrijedenih otopina, koje se raspadaju djelomice
spontano, a djelomice s dodatkom hidratnog cjepiva, izludujuéi
Al(OH),, gornja se formula moZe takoder upotrebiti, ako proces
raspadanja promatramo kao hidrolizu, i to prema reakcionoj
jednadzbi :

AlO,~ + 2 H,0 Z Al(OH), + OH~.
Izlu¢ivanje aluminijskog oksihidrata po Bayerovu postupku u
literaturi se stvarno prikazuje kao hidroliza®®). Fricke®) je prvi
posumnjao, da se ovdje ne radi- o ¢istoj hidrolizi, i s pravom

je ukazao na ¢injenicu, da efektivni stupanj hidrolize, koji se
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postigao pri razlaganju, ne stoji ni u kakvu razmjeru s jako$éu
kiseline (vidi pogl. 11.). On medutim nije dao nikakvih podataka
o hidrolititkoj ravnoteZi, ali je drzao, da pored ' hidroliticke
ravnoteZe postoji jo§ ravnoteZa aluminata s koloidno otopljenim
hidratom, ali ni za to nije pruzio nikakvih dokaza. Do takva
tumadenja dolazi Fricke na osnovu eksperimenata, koji su
pokazali, da svjeZe pripremljene aluminatne otopine pokazuju
manju vodljivost, a { manje sniZzenje totke ledista, od onih, koji
su dulje vremena stajali. Nadalje, da izluéivanje aluminijskog
hidrata i poviSenje vodljivosti kod procesa razlaganja ne teku
paralelno. Medutim, takva pojava ne mora bezuvjetno biti
vezana sa prisutnodéu koloidnoga aluminijskog hidrata (vidi
pogl. 12). Iako Fricke dopusta moguénost prijelaza u jednu
polikiselinu, ipak se odlutuje za koloidnu »ravnotezu«. Djelo-
vanje hidratnog cjepiva promatra on kao ubrzano koagulaciono
djelovanje koagulacionih centara, koje mnastaje uvodenjem
cjepiva u fino razdijeljeni i dobro peptiziranu sol aluminijskog
oksihidrata. Za ovakvo tumadenje nedostaju dokazi o postojanju
koloidnih soli aluminijskog oksihidrata, a osim toga i ostali bi
koagulatori morali imati isto djelovanje. Iz ovih se izlaganja
vidi, da se hipoteza o koloidalnom obliku razrijedenih alumi-
natnih otopina, kao i hipoteza o stvaranju prave soli, ne mogu
odrZati. Tako Beljajev™) na osnovu radova Strokova®?) drzi, da
su aluminatne otopine, zbog specifitnih pojava, kompliciraniji
sistemi nego obiéne solne otopine. Ovo shvacanje Beljajeva
upuéuje ve¢ na moguénost, da postoje kompleksni ioni, iako to
sam autor nije narodito naglasio, Ako se prihvati formula
NaHAIO,, moze se izlu¢ivanje Al(OH), objasniti samo hidro-
lizom. Korak dalje ide Werner®?), koji aluminatima u vodenoj
otopini pripisuje kompleksni anion [(Al(OH),]—. U tom se
slu¢aju proces razlaganja moZe tumaciti kao raspadanje kom-
pleksne soli, koje nastaje djelovanjem hidratnog cjepiva zbog
prekoracenja ravnoteZe topljivosti, pri Semu hidroliza ima
samo sporedan znataj. Medutim, tako predloZenoj Wernerovoj
formuli posveéena je u literaturi vrlo malena paZnja. Wernerovo
glediste zastupa i Heyrovsky®"), koji stabilnost kompleksnog
iona [Al(OH),]— osniva na prisutnosti 4 hidroksilne grupe u
prvoj Wernerovoj koordinacionoj sferi. Isto stajaliste zastupaju
Harasymenko®), Meerwein®?) i Remy®®). U radovima Bauer-
meistera®) govori se o odnosima ravnoteze hidrata u luZinama,
a podatke o odnosima ravnoteZe pri procesu razlaganja daju u
svojem radu®®) Bauermeister i Fulda.
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11. HIDROLITICKA RAVNOTEZA U TEHNICKIM ALUMINATNIM
OTOPINAMA

Da bismo odredili wlogu hidrolititkih procesa pri razlaganju
aluminatnih otopina, potrebna su slijede¢a razmatranja. Ako
se, po Werneru, pretpostavi, da razrijedene aluminatne otopine
sadrzavaju anione [Al(OH),]—, onda formula natrijskog alumi-
nata glasi Na[Al(OH),]..Kod prave hidrolize natrijske alumi-
natne otopine dolaze u obzir ove pojedinaéne reakcije:

Na[Al(OH),] < Na' + [AI(OH),]— (1)
-[Al{OH),]- + HOH < H[Al(OH),] + OH— 2
H[A(OH),] Z Ht + [Al(OH),]— (3)
HOH < Ht + OH— 4)

Kao stupanj hidrolize oznatava se dio natrijskog aluminata,
koji s vodom, ili bolje reGeno s HY -ionima vode, stvara AI(OH),.
f— [AL(OH),]

Ic]
gdje [A1(OH], zna¢i molarnu koncentraciju hidrolizom nastaloga
aluminijskog hidroksida, a [c¢] molarnu koncentraciju otoplje-
noga aluminata.

JednadZba - (2) prikazuje hidroliticku ravnoteZu. Ona je
dang konstantom hidrolize

[HAL(OH),] - [OH™]

Kiar = [AI(OM),]— - [HOH]

(6)

Konstanta disocijacije jednobazitne aluminijske kiseline dana
je sa
+7. —
Ky — [H1- [AIOH),]

x = " [HAI(OH),] ©)

Izmedu konstante disocijacije i konstante hidrolize postoje,
kako se lako moZe pokazati, ovi odnosi, Iz jedaadZbe (6) do-
biva se

AlOHk —_ En
[AlL(OH),] == - [HA(OH),].
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1z jednadzbe (5) izlazi

OH-] . [HAI(OH),
[AlOH), - — PHT Igi;w—( |

Iz toga slijedi za konstantu disocijacije

_ [H7-[OH7)

Kn
x Khidr

(O]
gdje je [H¥].[OH"]=Pu,n i znati ionski produkt vode. Za
Khiar dobiva se prema tome

[H*] - [OH"]

K ®)

Kiiar =

X

Wood?%) je konstantu disocijacije odredio iz konstanata hidrolize
razrijedenih alkaliénih aluminatnih otopina. Ravnoteza, po-
stignuta mnakon ¢etiri sedmice kod 25°C, smatrala se kao
konstantna. Stupanj hidrolize iznosio je 35%, pa je konstanta
disocijacije bila Kp, =6,3.10"% (25°C). Blum®’) je dobio.
znatno veéi rezultat, i to potenciometrijskom titracijom otopine
aluminijskog klorida s natrijskom luZzinom, pri éemu je kod
»aluminatnog skoka« koncentracija HT -iona iznosila 10105,
Ova je vrijednost bila uvrStena u jednadzbu (6). Molarna kon-
centracija [HAL(OH),] bila je tada jednaka vrijednosti, koja se
nagla pri »aluminatnom skoku« za OH— == 10—2%. Za [A1(OH),]~
stavljena je koncentracija Na[Al(OH),]- 0,8 s pretpostavkom,
da je 80% natrijskog aluminata iomizirano. Za konstantu diso-
cijacije Ku, dobivena je onda vrijednost 5,0.10—8,

Kod Woodove vrijednosti treba primijetiti ove. Cim se
kod aluminatnih otopina zbog hidrolize izlu¢i aluminijski hi-
droksid, on dalje djeluje na raspadanje aluminatne otopine, pa
se prema tome viSe ne radi o pravoj hidrolitickoj ravnotezi.
Izluéivanje Al(OH), zapodinje dodu$e hidrolizom, ali dalje
raspadanje aluminatne otopine ne slijedi viSe samo na osnovu
hidrolititkog procesa. . Stoga je razumljivo, da je vrijednost
konstante disocijacije po Woodu znatno manja (jer je pretpo-
stavljen i manji stupanj hidrolize) nego ona vrijednost, koja je
odredena po Blumu, drugom metodom. .

Sva odredivanja konstante disocijacije jednobazi¢ne alu-
minijske kiseline, koja su navedena u literaturi, daju vece
vrijednosti, ako se to odredivanje nije vrsilo mjerenjem stupnja
hidrolize. Fricke nalazi sli¢nu vrijednost kao Blum, a Treadwell
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i Ziircher®) nalaze vrijednost za konstantu disocijacije 10710,
Pri tomu treba uzeti u obzir, da se vrijednosti za konstantu
disocijacije, zbog razli¢itog stepena starosti hidrata, prili¢no
kolebaju.

Maffei®®), koji je na osnovu mjerenja vodljivosti alkaliénih
aluminatnih otopina proratunao vrijednost za Ky sa6.107%2,
morao je isto tako dobiti manju vrijednost, jer se zbog ota-
panja aluminata oslobadaju OH™ -ioni, zbog ¢ega nastaje jaca
hidroliza. To se odrazava i u vetoj vodljivesti (vidi pogl. 12.:
Polimerizacija aluminatnih iona). Ipak, i u onom slucaju, kad
se vrijednost konstante disocijacije, koju je naSao Wood, uvrsti
u jednadzbu (8), wezultati izratunanog stupnja hidrolize ne
zadovoljavaju prema efektivno postignutom izluc¢ivanju alumi-
nijskog oksihidrata u procesu razlaganja

Puo __ 1,27.10—
Ky, ~  6.3.107%

X
Ako se zatim izratuna stupanj hidrolize neutralne aluminatne
otopine (s pretpostavkom da je stabilan) po jednadzbi

|/ Kniar (v Khiar Khxdr) :
d “‘V c \Y'*t7c ac ®

tada se za normalnu aluminatnu otopinu dobiva stupanj hidro-
liza 13,12% (25° C), a, za n/lO-alummamu otopinu stupanj
hbdrohze 29,5% (25°C).

Kod tehnitkog dobivanja alumini ](sko;g hidrata : po Bayemvu
postupku razlazu se jate alkalitne otopine, jer bi inate raspa-
danje otopine moglo zapocteti prije nego se provede proces
razlaganja. Ako postoji na pr. aluminatna otopina sa 102 g/l
Al,O, i 120 g/l Na,O, onda’to odgovara hidroksilnoj koncen-
traciji (ratunato na slobodni Na,0) od 120 — 61,99 = 58,01 g/1,

58,01
odnosno 61.99 == 0,937 mol/l.

Zbog prisutnosti hidroksilnih iona bit ¢e, naravno, hidro-
liza jako potisnuta (vidi jednadZbu 5.). Jo§ ¢e nizi biti stupnjevi
hidrolize, ako se za proratun upotrebe konstante disocijacije
dobivene drugim metodama.

Zakljuéno se moZe kazati, da pri razlaganju alkali¢nih
aluminatnih otopina, kakve se primjenjuju kod Bayerova po-
stupka s molarnim odnosom Al,O,: Na,O==1:1,8—2,0, hidro-
liza ima podredenu ulogu, i to zato, jer iskoriStenje, koje se
postiglo pri razlaganju, ne stoji ni u kakvom razmjeru s jakosctu
aluminijske kiseline,

Khiar = = 2,01.10-2
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12. IZLUCIVANJE ALUMINIJSKOG HIDRATA PREMA TEORIJAMA
O STVARANJU KLICA I BRZINI KRISTALIZACIJE

a) Stanje prekoradenja

Radovi, koje su objavili Fricke i Jucaitis®™), o ravnoteZi,
koja nastaje otapanjem hidrargilita u NaOH, sadrZavaju za-
nimljiv podatak. Iz aluminatnih otopina, ako je koncentracija
Na,O veca od 22%, nastaje kao taloZna supstanca natrijski
aluminat, a ispod te granice uvijek se talozi AI(OH),. Ovaj
eksperimentalni nalaz ukazuje, da samo kod koncentriranih
aluminatnih otopina (viSe od 22% Na,O) postoje otopljene
molekule NaAlO,, a s postepenim razredenjem otopine potinje
stvaranje »solvatnih kompleksa«. Pod solvatnim kompleksom
razumijeva se labavi kemijski spoj, koji je vjerojatno nastao
djelovanjem sila elektrostati¢ke prirode. Iz odnosa stabiliteta
moglo bi se zakljuditi, da su ovi solvati sastavljeni od labavih
kompleksa molekula. )

Sasvim formalno mogZe se ovakav prijelaz iz &istog alumi-
nata u soivatni kompleks prikazati formulom

NaAlO, +nH,0 Z Na[AlO,.nH,0]
ako je n =2, dobiva se
NaAlO, + 2H,0 Z Na Al(OH),

Proces razlaganja moze se tada smatrati kao jednostavno
raspadanje kompleksa pod utjecajem hidratnog cjepiva.

Na[Al(OH),] — Al(OH), + NaOH.

Kao $to je veé spomenuto (vidi pogl. 10.), ustanovljeno je,
da svjeze priredene aluminatne otopine, obratno od onih, koje
su dulje vremena stajale (pretpostavlja se, da se za to vrijeme
ne izdvaja hidrat), pokazuju manju vodljivost i manje sniZenje
ledidta. Pri razlaganju izlut¢eni hidrat i porast vodljivosti ne
teku paralelno. Ta se pojava veéinom svodi na peptizaciju alu-
minjjskog hidrata u aluminatnoj otopini. S druge strane ekspe-
rimentalno uobi¢ajenim sredstvima nije poslo za rukom da se
potvrdi postojanje takvog sola. Mnogo je prihvatljivije tuma-
Senje, da aluminati naginju polimerizaciji, $to je Heyrovsky*)
eksperimentalno lako dokazao kod litijskog aluminata.’ Alumi-
nijska je kiselina u uskom srodstvu s bornom kiselinom, §to se
odrazuje u slitnosti konstante disocijacije.
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Aluminatni ion [Al(OH),]~ ima tendenciju, da u razrije-
denim otopinama ipolimerizira prema jednadzbi

2 [Al(OH),]- Z Al,(OH),~ + OH—

$to se odraZava u povecanjo vodljivosti i sniZenju totke ledista.
Ovo dovoljno objasnjava, za§to porast vodljivosti i izlu¢ivanje
aluminijskog hidrata me teku paralelno,

Raspadanje solvatnih kompleksa, s obzirom na stabilitetne
odnose, jasno je sa stajaliSta termodinamike. Na osnovu toplji-
vosti hidrargilita u natrijskoj luZini moZe se, naime, pokazati,
da je aluminatna otopina, koja se razlaze po Bayerovu postupku,
prema hidrargilitu ili bajeritu kao taloZnoj supstanciji, nesta-
bilna ili prezasiéena. Pri tomu se moZe, jednostavnosti radi,
posve formalno aluminatna otopina smatrati za otopinom alu-
minijskog oksihidrata u 4nNaOH.

U dijagramu na sl. 8. to¢ke topljivosti Al(OH),, u podruéju
temperature izmedu 20° i 60° C, leZe na praveu, koji predstavlja
liniju koegzistencije stabilne aluminatne otopine (I) i nestabilne
aluminatne otopine (II). Nestabilna aluminatna otopina pada u
podrutje prekoracenja. Uzme li se u dijagramu na sl. 8. jedna
totka u podrutju prekoradenja (II) 1 doda li se otopini nekoliko
aktivnih klica cjepiva, principijelno ¢e se iziuc¢ivati aluminijski
oksihidrat tako dugo, dok se ne dostigne linija koegzistencije.
Kod tehnitke provedbe Bayerova procesa dolazi se u podrutje
II na taj nacin, da se boksit ras¢injava pri visim temperaturama
s luZinom, koja sadrzava 290—300 g/l Na,O. Pri tom se otapaju
hidrati aluminijskog oksida. Nakon raS¢injavanja otopina se
razreduje tako, da sadrzi 100 g/l Al,Q,, ¢ime se topljivost hi-
drata u aluminatnoj otopini jako smanjuje. Kod 100° C postoji
jo8, po Bauermeisteru?), stabilno stanje. Razlaganje se vrsi kod
nizih temperatura, pa se zbog toga aluminatna otopina hladi.

- Prekoratenje linije koegzistencije postizava se podhladivanjem.
Stepen prezasi¢enosti moZe se proratunati po Volmeru's), a
prema Gibbsu, iz razlike termodinamidkih potencijala kod
konstantne temperature.

Za termodinamitki potencijal zasiéene otopine vrijedi

;= tty 4 RTIn c,

gdje ¢, zna¢i koncentraciju zasiéenja.
* . Tva . ve s s . . .
Za termodinamicki potencijal prezasi¢ene otopine vrijedi

Wy = Uy + RTlnec.

gdje ¢ znadi koncentraciju prezasiéene otopine.
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Stepen prezasiéenosti moZe se izraziti razlikom obaju
termodinamigkih potencijala

) c
@y — # == RT In . (10)

Razlika p;, — p; ima znatenje reverzibilne radnje, koju sistem
vrsi pri prijelazu iz stanja II u stanje I. Strogo uzevsi, za
proradunavanje termodinamitkog potencijala treba staviti
aktivitete umjesto koncentracija. Ove su vrijednosti proratunate
za koncentraciju ¢ ==100 za razli¢ite temperature i unesene su
u dijagram sl. 11. =

.

200

1o

o S

600

— ety (eal)

.

B w w5 s 6
—2°0)
Sl 1t Termodinamicki potencijali
prekoracenja pri razli¢itim tempe-
raturama

b) Stvaranje klica

Za pravi je kristalizacioni proces karakteristitno, da se pri
izludivanju pojavljuje znatan toplinski efekt. Veoma je va¥na
¢injenica, da izluceni kristali hidrata predstavljaju ve¢ prisutne
granitne povriine. Svatko, tko ima prakti¢nog iskustva s pro-
vodenjem Bayerova postupka, moze potvrditi, da se kod
pripremanija hidratnog cjepiva, koje se izlutuje pri niskim
temperaturama, opaZa znatno poviSenje temperature. Oba se
pojava mogu objasniti, prema novijim teorijama o stvaranju
faza, na ovaj nad¢in.

Po Volmeru'®) i Gibbsu moZe se kazati, da je prekoracenje '
stabiliteta neke faze moguée zbog toga, $to se kod stvaranja
nove faze uvijek mora vrsiti radnja. )
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Gibbs je, a kasnije na drugi nadin i Volmer, teoretskim
putem izveo vrijednost za radnju pri stvaranju klica. Ta vri-
jednost iznosi za kristale

Ax = 1/3 Jo; Oix (11

gdje o; znadi slobodnu povr§insku energiju (napetost povrsine),

O; povrsinu klice, Izraz 26; Oix znadi algebarsku sumu umnoska

svih povrsinskih energija prema otopini s povrsinom svih klica.

Vrijednost 6; nije kod svih povrSina klica jednaka, nego svaka
povrsina Cesticeé ima drugu vrijednost o.

Odnos izmedu pojedinih vrijednesti za ¢ daje Wulfova®s)

jednadzba

9, _ 0 _ O3

hi T he T a2

Sto znadi, ako se od sredita kristala, uspoloZaju ravnoteZe, na
sve grani¢ne povrsine spuste okomice, onda su pojedine uda-
ljenosti od sredi$ta do povr§ine proporcionalne odgovarajucim
povrsinskim energijama. To znadi, da povrsine s najveéom
povrsinskom energijom imaju najmanje oplosje.

Medutim, jednadzba (12) ima malu praktiénu vrijednost,
jer se eksperimentalnc moZe mijeriti samo srednja povrsinska
energija o. Veli¢ina ¢ moZe se naime proratunati iz odnosa
topljivosti malih i velikih kristala. Za razliku termodinamitkih
petencijala kapljice radijusa r i tekuéine s ravnom povrsinom
vrijedi, po,Volmeru, jednadzba

\ }
(o — ) = —Ifi v (13)

gdje o zna¢i napetost po‘vréinye,\ a v molarni volumen.
Ako se jednadZba (13) primijeni na kristale, s pretpo-
stavkom, da vrijedi zakon o idealnim plinovima, ona glasi

= _2& v o= _262
hy hy

Ako se mjesto napetosti para stavi tOpl:]lVOSt dobije se jedna-

dzba analogna Thomsonovoj*t) .

fmnli=—?iv. )
L r

RTIn —f)h—‘ (13a)

gdje L’ znadi toplpvowt fino disperznog hidrata radijusa r, a L
topljivost grubog hidrata.
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Kod primjene jednadzbe (14) mora se imati na umu, da
je ona samo priblizna, jer pretpostavlja valjanost osmotskih
zakona, koji vrijede samo za razrijedene otopine. Nadalje se
pretpostavlja, da su ¢ i v konstantni, $to nije vjerojatno, ako
se radi o malim i velikim kristalima. Ipak se moze gornja
jednadzba upotrebiti za_ pribliZzno odredivanje o, da bi se s
dobivenom vrijedno&éu mogao dobiti red wveli¢ine za radnju,
koju treba upotrebiti pri stvaranju klica. Vrijednost o bila bi

158-2,5- 1075

G = W =~ 1250 erga/cm”

Radnja pri stvaranJu klica moze se usporediti s energijom
aktivacije, a njena vrijednost moZe biti mjerilo za kineti¢ku
stabilnost sistema u stanju prekoratenja, u odnosu prema
stvaranju nove Kristaliniéne faze. U ovom se slutaju mora
naroc¢ito uzeti u obzir, da se visoki stepan prekoradenja ne moze
objasniti velikom radnjom, koja je potrebna za stvaranje
klica. Svakako se moraju uzeti u obzir i one sile aktivacije,
koje su potrebne da se izazove reakcija raspadanja

Na[Al(OH),] —~ Al(OH), + NaOH

Nadalje se mora uzeti u obzir niski koeficijent difuzije alumi-
natnih otopina prema drugim prezasi¢enim vodenim otopinama.
Svaka pojava, koja smanjuje radnju pri stvaranju kiica, mora
izazvati ubrzanu kristalizaciju. Stoga osobito znatenje imaju
rubovi izlu¢ivaca, mijeSala, pa termometri, koji su uronjeni u
otopinu. Isto djelovanje imaju <Cestice prasSine, ¢Cestice fino
dispergiranoga crvenog mulja, koje su zbog nepotpune filtracije
ostale u otopini. Narot¢ito povoljan granitni sluéaj nastaje, kad
za smanjenje radnjé pri stvaranju klica sluze sami kristali
hidrata. Tada ¢e povrSinska energija na mjestu rasta biti
jednaka nuli, a klica moZe sa znatnim smanjenjem radnje:
izrasti u gotov kristal.

c) Pojedinaéne pojave faza pri procesu razlaganja

Znatenje hidratnog cjepiva za kinetiku procesa razlaganja
proizlazi iz izlozenih [u prijasnjoj to¢ki b)] zakona o stvaranju
klica, kao i iz povoljnog utjecaja, koji na njihovo stvaranje
imaju mali kristali, sposobni za rast. Medutim samo time ne
mogu se objasniti sva opaZzanja, koja se mogu uatiti u pojedinim
vremenskim intervalima procesa razlaganja.

Prije svega se mora istaknuti praktiéno iskustvo, da
hidratno cjepivo ne smije biti ni prekrupno, ni presitno.
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Upotrebom pregrubog hidrata tefe proces ra\zlaganja suvise
sporo, pa je zbog toga potrebna velika koli¢ina cjepiva; prejako
disperznim hidratom postizava se doduSe brzina, koja zado-
voljava, ali je izludeni hidrat odviSe sitan, pa tehni¢ki ne
odgovara, jer se pojavijuju teskoce pri filtraciji, a kod kalci-
nacije nastaju zbog praSenja materijala veliki gubici.

Moglo bi se odekivati, da ¢e se moé¢i utjecati na veli¢inu
zrna izlu¢enoga hidrata upotrebom vrlo finog cjepiva na taj
na¢in, da se cijepi vrlo malim koli¢inama takvog cjepiva, kako
bi ono u otopini imalo moguénost za normalan rast. Ta pretpo-
stavka, medutim, ne odgovara stvarnosti” U dijagramu sl. 2.
prikazana krivulja 2 odgovara cijepljenju sa svega 0,15 vol. %
vrlo fino dispergiranog hidrata. U praksi se cijepi sa mnogo
vetom koli¢inom cjepiva, pa je ipak izluteni hidrat vrlo fin.
Prema tome, osim rasta kristala hidratnog cjepiva, koje se
dodaje aluminatnoj otopini, znatajna je jo3 jedna vazna pojava.

Kod odredivanja uvjeta, koji su potrebni da nastane hi-
drargilit, utvrdeno je, da se pri reakcionim odnosima, kakvi
vladaju u procesu razlaganja,po Bayeru, hidrargilit izlucuje i
onda, kad se cijepljenje vrsi bajeritom. U tom slucaju nastaje
zapravo smjesa hidrata, koja se sastoji od hidrargilita i ba-
jerita. Fricke je zatim opazio, ako postoje uvjeti za stvaranje
bajerita (brzo izlu¢ivanje), da on nastaje ¢ak i onda, kad se
cijepljenje vrsi hidrargilitom. Obje se pajave mogu protumaditi
samo tako, da kristalini¢no cjepivo, uneseno u aluminatnu
otopinu, raste dalje zadrzavajuci svoju kristalini¢énu strukturu,
ali da ono u isto vrijeme u otopini stvara hidratni sol, koji se
vet¢ prema uvjetima stvaranja-razvija u hidrargilit ili bajerit.
Ne moze se prihvatiti, da ¢e veé izgradeno kristalini¢no cjepivo
u otopini prije¢i u svoju polimorfnu formu, jer pretvorba
bajerita u hidrargilit tete vrlo sporo. Medutim, vrlo je vjero-
jatno, da ¢ée se Cestica sola, koja je odvojena od kristala i jo§
nepotpuno izgradena, pretvoriti u takvu modifikaciju, kojoj
odgovaraju reakcioni uvjeti otopine.

Ako se prihvati takvo tumatgenje, onda je razu:rnl]lvo zasto
se sa mnogo manjim koli¢inama fino disperznog cjepiva po-
stizava isto djelovanje kao i s velikim koli¢inama grubo
disperznoga. Kod grubo disperznog hidrata proces je kristali-
zacije veé gotovo dovrien, te postoji mala moguénost odvajanja
sola, i zato su potrebne velike kolit¢ine cjepiva, a fino disperzno
hidratno cjepivo moZe se, naprotiv, cijepati na manje Cestice
sola. Ako je hidrat suviSe disperzan, tako da se nalazi gotovo
u amorfnom stanju, on Salje u otopinu previSe Cestica sola, pa
Zbog toga nastaje jako dispergirani hidrat.
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Za potvrdu ovog gledista treba mnavesti joS jedan dalji
rezultat pokusa. Dijagram sl. 3. prikazuje rezultate onih
pokusa, koji su se vrsili s hidratnim cjepivom I, pripremljenim
na razlitite naéine. Krivulje 2 i 3 odgovaraju izludivanju
hidrata kod upotrebe suSenoga hidratnog cjepiva. Ovaj ekspe-
rimentalni nalaz potvrduje gore navedenu pretpostavku. Suseno
hidratno _cjepivo manje je podesno za stvaranje sola nego ono,
koje je nakon pripreme sacuvano nefiltrirano u razmuljenom
_stanju. Zbog toga kod upotrebe suSencga hidratnog cjepiva
nastaje sporo izlu¢ivanje.

Prema tome se djelovanje hidratnog cjepiva moze obja-
sniti tako, da njegova prisutnost smanjuje radnju, koja je
potrebna za stvaranje klica. Uneseni kristali hidrata u otopini
se razvijaju u krupnije kristale, a u isto se vrijeme odvajaju
u otopinu ¢estice sola, Koje djeluju kao klice, i ve¢ prema svojem
broju izrastaju u Kristalinidne hidrate razli¢itog disperziteta.
Prema Weygandovoj*’) definiciji to odgovara prisilnom stva-
ranju klica.

d) Proces rasta kristala

Ako nastaje nova faza kod tipa reakcije AB (tekuce) — A
(¢vrsto) 4 B (tekuée), moraju se razlikovati dva dijela procesa,
kaoji su kinetidki razli¢iti, i to brzina stvaranja klica i brzina
kristalizacije. Odnos obiju brzina odreduje disperznost nove
faze, jer oba faktora djeluju suprotno. Brzina stvaranja klica
jako je ovisna o koli¢ini i prirodi cjepiva, $to nuzno proizlazi
iz prije navedenih razmatranja. Pod brzinom Kkristalizacije
razumijeva se brzina linearnog rasta kristala ockomito na
odredenu kristalnu povrginu. Ona se moze, za razliku od brzine
stvaranja klica, izraziti u apsolutnim mjerama. Razumljivo je,
da kod supstancije s velikom brzinom kristalizacije broj klica,
t. j. broj kristalizacionih centara ma jedinicu volumena, nema
za strukturu nove faze tako veliko znacenje kao u onom slutaju,
kad je brzina stvaranja klica veoma velika. Budué¢i da su pri
procesu razlaganja i brzina stvaranja klica i brzina kristalizacije
veoma spore, to obje velitine moraju medusobno stajati u
pravilnu odnosu. Prakti¢ki je najpovaljniji odnos onda, kad je
hidratno cjepivo fino disperzno, 1. j. kad donja granica velidine
zrna iznosi 2,5.107° cm. Kod te veli¢ine zrna dovoljna je za
cijepljenje koli¢ina od 1,5—3,0 vol. % luznatog cjepiva. Ispod
te granice izludeni je hidrat suviSe sitan. Uputno je, da se
»aktivitet« cjepiva ispita odredivamjem njegove topljivosti u
4nNaOH (vidi dijagram sl. 8.).
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Moze se uzeti, da su elementarni procesi rasta kristala
principijelno povoljno rijeSeni. Oni su obja$njeni u radnjama
Kossela*?), Stranskoga®®) i Volmeral's).

Medutim; unato¢ relativno velikom prekoracenju, mala
brzina kristalizacije pri izlu¢ivanju hidrata: ne moze se tumaditi
tako jednostavno. Ona se ne moze potpuno objasniti ni rela-
tivno malim difuzionim koeficijentom otopine, ni wvelikim
difuzionim slojem na granici kristala. Najvjerojatnija je
pretpostavka, da je stvaranje hidrata vezano s velikim steri¢kim
smetnjama. Isto tako i obratni pojav, t. j. otapanje hidrata:
u luZini, te¢e veoma sporo (vidi dijagram sl. 9.). Kod mjerenja
ravnoteze hidrargilita i vodene pare Fricke i Severin su opazili
neobitno sporo izjednatenje tlaka para, $to su doveli u vezu s
velikom toplinom aktivacije i sterickim smetnjama. Pitanje
naravi otopine bit ¢e obradeno u poglaviju 15.

Krupno disperzni kristali hidrata dobivaju se obitno kod
viSe temperature (50°—60° C). Ova  se temperatura moze
primijeniti u podetku procesa razlaganja, jer je prekoracenje
dosta veliko, a brzina izlu¢ivanja hidrata ovisna je o stepenu
prezasi¢enja (vidi pogl. 13.). Kasnije se temperatura svakakc
mora sniziti, jer bi proces razlaganja zbog nedovoljnog preza-
siéenja tekao suviSe sporo, U praksi se temperatura regulira
laganim ohladivanjem. Aluminatna otopina uvodi se u izluéivate
s naznatenom temperaturom i hladi se do svrsetka procesa, ve¢
prema volumenu posude, tako da se temperatura snizi za
10—15°C. :

Skrativsi 1 jako pojednostaviv§i racunske operacije, Vol-
mer'®) je za djelomice teSko rastopljive taloge dao formulu za
srednji volumen &estica, koje su se izluéile:

Ky \%
_ (ln E'—)
V=K e ® (15)

gdje su V srednji volumen gestica, K, i K, konstante karakte-
risticne za svaku pojedinu supstanciju, ¢y koncentracija na
potetku reakeije, ¢, koncentracija zasiéenja, e baza prirodnih
logaritama. - -

Iz formule se vidi, da je veli¢ina Zestica, koje nastaju pri

. . . c . . .
taloZenju, ovisna samo o odnosu C—I, t. j. da kod iste pocetne
8

koncentracije otopine (c;) Sestice bivaju to manje, 3to je manja
njihova topljivost u odnosnom otapalu.
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Povisenje temperature djeluje povoljno na izlucivanje
vecih Cestica, jer se poviSenjem temperature povecava topljivost
hidrata u luzini, kao $to se to vidi iz jednadzbe (17). Ipak su
talozne frakcije drugoga i treteg dana razlaganja finije (vidi

pogl. 9.), unato¢ smamenw odnosu . , pa i onda, kad se talozna

frakcija nakon prvog dana razlaganja ukloni iz 1z1uc1vaca. Tu
treba uzeti u obzir, da se koncentracija OH~ iona u otopini za
vrijeme procesa i dalje mijenja, tako da poviSenje temperature
moze vijerojatno djelovati ne samo na povecanje topljivosti,
vet i na promjenu velitina K, i K,. Ovaj primjer jasno pokazuje,
da veliina ¢estica nije ovisna samo o odnosu koncentracija %‘

ve¢ da kod toga djeluju i drugi vazni faktori. Prema postavkama
Habera™), s kojima se Volmer'®) ne slaZe, moglo bi se to
kvalitativno tumaciti smanjenjem brzine redanja zbog promjene
temperature i koncentracije OH— iona. Haberova se postavka
ne moze medutim kvantitativno formulirati, jer nedostaje to¢na
fizikalna definicija brzine redanja. U praksi je vrlo vaZno, da
se dobije $to grublji i jednolitniji hidrat. Stoga se u mnogim
tvornicama glinice omoguéuje dalji rast hidratnih &estica, koje
su se izlutile u drugom dijelu procesa razlaganja. To se moZe
izvr§iti na jednostavan nadin tako, da se s pomoéu narocitih
separatora fine &estice hidrata vraéaju mnatrag u pogon i mi-
jeSaju sa svjeZom szluminatnom otopinom, koja je namijenjena
razlaganju. Na kraju, cijeli proces razlaganja moze biti modifi-
ciran tako, da se cijepljenje vr§i samo hidratom.

Naravno, kod takvog su »cijepljenja« potrebne mnogo vete
koli¢ine hidrata mego kod upotrebe specijalno pripremljenih
cjepiva. Razlozi za to veé su prije navedeni. Zbog toga se u
mnogim zemljama ponovo potelo raditi po Bayerovu patentu,
prema kojemu se kao supstancija za cijepljenje upotrebljava
ve¢ izlufeni hidrat, tako da nastaje kontinuirani kruZni proces.

13. PROCES RAZLAGANJA KAO KATALITICKI POJAV

Veé pri sasvim formalnom kinetitkom promatranju procesa
razlaganja vidi se, da je djelovanje hidratnog cjepiva katalititko,
jer razlitita cjepiva utjeéu na skra¢ivanje vremena razlaganja
razli¢ito. U literaturi je ve¢ nekoliko puta ukazano na pove-
zanost izmedu katalize .i procesa rasta kristala®l).

Prema tome su »aktivna mjesta« katalizatora®®) identi¢na
s onim mjestima, nz kojima se narocito pojavljuju procesi rasta
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kristala ili procesi otapanja. Po Stranskom®®) se i sami katali-
tidki procesi mogu promatrati kao pojave rasta kristala, pri
demu kristali djeluju kao katalizatori na taj nacin, $to na njima
nastaje prolazno nagomilavanje reakcionih komponenata.

Iz dijagrama sl. 3. moze se najbolje razabrati, da proces
razlaganja mnogo ovisi o sposobnosti rasta Kkristalini¢nog
cjepiva. Hidratno cjepivo, dobiveno suSenjem, usporuje izlu-
¢ivanje ne samo time, $to ne moze lako slati u otopinu cestice
sola, ve¢ i zato, Sto nema sposcbnosti rasta, a to se vidi po
tome, Sto nastaje fino disperzan hidrat. Naravno, i grube
disperzno hidratno cjepivo, kad se upotrebi kao cjepivo, gubi
svoju sposobnost rasta, i tada djelovanjem cijepljenja nastaje
druga navedena elementarna pojava. Zato je kod pripreme
aktivnih hidratnih cjepiva vrlo vazno, da se odrZi sposobnost
rasta hidratnog cjepiva, kako ne bi prevagnuo drugi elemen-
tarni pojav, t. j. stvaranje Cestica sola.

Brzina izlutivanja aluminijskog hidrata moZe se prikazati
jednadzbom, koja je odredena empiri¢ki, i to u slucaju, ako se
razlaganje provodi pri konstantnoj temperaturi i ako se cijepi
s dosta hidratnog cjepiva (srednji aktivitet — hidratno cjepivo
1), ito

S —k@—c). ‘ (16)

. Kod toga je é6=c, — L prekoratenje otopine, gdje c, #naci
‘potetnu koncentraciju, a L topljivost hidrate kod odredene
temperature razlaganja. c¢_ je koli¢ina izlutenog hidrata nakon
vremena 7 (u satima). Ispravnost jednadzbe (16) prikazuje
tabela 4.

TABELA 4.
[
z c k= X
* t(d—c,)

1 2 3

2 32 2,77.10—2

48 47 2,96.10—2

72 54 2,88.10—2

96 57,5 2,66.10—2

Kolona 1 sadrzi vrijeme 7 u satima, kolona 2 koli¢inu izluéenog
hidrata c, preratunatu u Al,O, g/, kolona 3 vrijednosti za k
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izratunate prema jednadzbi (16). Razlaganje se wvrfilo kod
temperature od 35° C, a cijepilo se sa 6 vol % hidratnog cjepiva
1. 4 je bio 80.

[¢ . e
Izraz — ne smije se zamijeniti diferencijalnim razlomkom
T )
cx
dz

akcijom I. reda. Ako se integrira diferencijalna jednadzba
reakcije prvog reda

, jer bi se inate proces razlaganja mogao smatrati re-

de, _ é 17)
dz =k(0—c,) (

dobiva se
1 d

k = ’;hl —5—-—cx

(18)

Izratuna li se k prema jednadzbi (18), dobivaju se razlic¢ite
vrijednosti. Proces razlaganja ne moze se smatrati za reakciju
nekoga odredenog reda, jer za to nedostaje fizikalna podloga.
Konstanta brzine k, dobivena iz jednadzbe (16), ne prikazuje
pravu konstantu raspadanja k. jednoga spontanog procesa,
ve¢ konstantu brzine katalitickog procesa, izazvanog hidratnim
cjepivom. Konstanta k ovisi o aktivitetu i koli¢ini- hidrata,
upotrebljenog za cijepljenje. Odnos izmedu k. i k nije jedno-
stavan, niti ga je teoretski lako obuhvatiti.

Upotrebom vrlo aktivnoga hidratnog cjepiva (vidi dijagram
sl. 2., krivulja 2) dobiva se takav tok brzine, da bi se reakcija
mogla smatrati za reakciju prvoga reda. Krivulja 1 dijagrama
sl. 2. ne bi vide zadovoljavala jednadzpu (18), iako se u oba
sluaja moze racunati s istim kemizmom reakcije. Bilo bi,
dakle, potpuno pogreSno iz toka brzine katalizirane reakcije
stvarati zakljutke o mehanizmu procesa raspadanja. Prema
tome, jednadzba (16) ima samo formalno znatenje. Dimenzija
konstante k u jednadzbi (16) jest v—!. Konstanta k zapravo je
konstanta brzine procesa razlaganja. Poznavanje faktora, koji
uvjetiiju vrlo lagan tok kristalizacije aluminijskog oksihidrata
u usporedbi s ostalih kristalizacionim pojavama, ima veliko
teoretsko i prakticko znafenje. Radi toga je veoma vaZno
poznavati ovisnost konstante k o temperaturi, jer se onda moze
izratunati toplina aktivacije procesa. Pokusi, izvedeni kod
razli¢itih temperatura, daju ovisnost konstante k o temperaturi.
U prvih 12 do 24 sata opaZa se, da izmedu temperatura od 25°
i 45% C brzina izlutivanja raste s temperaturom. Nakon 24 sata
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izlu¢ivanja nastaje obrnuta pojava, jer je kod visih temperatura
manja prezasi¢enost. Kod temperatura od 35° 40° i 45°C do-
bivene su nakon 12-satnog razlaganja (cijepljeno sa 2,14 vol %
hidratnog cjepiva I) niZe navedene koli¢ine izluCenog hidrata,
preratunate na Al,O, gfl (vidi tabelu 5.).

TABELA 5.
Al,O3 €
0 e P
¢ gl : .k
1 2 3 H 4
16
35 16 ETu 1,33 ) 0,0208
18 _
40 18 o~ = 1,50 0,0258
~20
45 20 5 T 166 00314

Vrijewdnowst konstante-k, koja je dana u tabeli 5., izratunata je
iz jednadZbe (16).

Ovisnost konstante k o temperaturi dana je u vetini slu-
Cajeva dosta totno Arrheniusovom jednadzbom

AW
k=C.e & °
adnosno k
. A, )
logk = — 1573 T + log C (19)

gdje je A toplina aktivacije kataliziranog procesa, a C kon-
stanta, koje ¢e fizikalno znacenje biti jo§ spomenuto. Ako
uzmemo, da su obje veliine, Ay i C, u intervalu temperature
35—40° C konstantne, onda vrijedi za -

18 3 = 45731, T,
(ydnosno
ky
log ~2 . 4573.T, T,
=k 20)
w, Tc_; . Tl
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Ako se odgovarajuce vrijednosti stave u jednadzbu (20), dobiva
se u naSem slucaju za energiju aktivacije vrijednost
' 0,09356 - 4,573.313.308
5

= 8,24 kcal .

Kako je vrij\e«dndst konstante
k=—C.10—38575

dobivamo za

, a log C=4,1756

Konstanta C, koja je kod homogenih reakcija zapravo faktor
udestalosti izvrSenih sudara u jedinici vremena®), kod hetero-
genih reakcija oznauje mjerni broj kataliticki aktivnih
centara. Slitno kao kod heterogenih reakcija, moze se i kod
ove vrste katalizirane reakcije, kao 3to je proces raspadanja,
konstanta C smatrati za mjerni broj ¢estica, koje su sposobne
za rast. Mora se svakako jo$ uzeti u obzir, da veli¢ina C moze
sadrzavati jos jedan faktor manji od jedan, koji obuhvaca
stericke smetnje. Za poznavanje prirode cjepiva vazne su
veli¢ine C i Ay . Kod prakti¢ne provedbe procesa razlaganja
vazno je napomenuti, da se poviSenje izraza Ay moZe kompen-
zirati poviSenjem vrijednosti izraza C.

14. DA LI SE PRI RAZLAGANJU IZLUCUJE HIDRARGILIT
’ ILI BAJERIT?

Fricke®) je ve¢ prije proutavao to pitanje i dodao do
rezultata, da se kod propisnog provodenja Bayerova postupka
kao talozna supstanca uvijek izlu¢uje hidrargilit, i da bajerit
dolazi u hidratu samo u novim tvornicama. Ova su opaZanja
potpuno potvrdena, jer se hidrargilit stvara ¢ak i u onom
slu¢aju, kad se cijepljenje vrsi bajeritom. Po Ostwaldovu pra-
vilu postepenosti’ moralo bi se kod razlaganja, osobito kod brza
izludivanja, uvijek ratunati s pojavom energetski bogatijega
izomernog oblika, t. j. s bajeritom. Stranski i Totomanov®®)
pokazali su, da Ostwaldovo pravilo postepenosti ne cbuhvaca
neki naroditi prirodni zakon, nego da je jedino veli¢ina brzine
stvaranja klica mjerodavna za strukturu nove faze. Za brzinu
stvaranja klica vrijedi jednadzba, koja je slitna Arrheniusovoj

Ak

I=K.e *T @1
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gdje je I brzina stvaranja klica, a Ag radnja potrebna za na-
stajanje klica. Jednadzba (21) moZe se primijeniti i za jedan
mol tako, da se umjesto k stavi plinska konstanta R, pa tada
izraz Ag oznaluje radnju pri stvaranju klica za jedan mol.
Jednadzba (19) i (21) nisu samo formalno slitne, ali ipak postoji
razlika izmedu AK::i Ay . Ay je reverzibilna radnja, a Aw je
toplina aktivacije. h

Kao Sto je ve¢ spomenuto u pogl. 8., hidratno cjepivo,
dobiveno uvodenjem CO, u aluminatnu luZinu, nije pogodno
za tehni¢ku upotrebu. Iako se danas u fabrikaciji glinice po
Bayerovu postupku takav hidrat u redovnom pogonu ne upo-
trebljava kao cjepivo, pitanje upotrebe takvog hidrata teoretski
je zanimljivo, pa ¢e se ovdje ukratko razmotriti.

Krivulja 2 dijagrama na sl. 7. daje tok izluc¢ivanja hidrata
u slucaju, ako se cijepi luznatim cjepivom, koje je pripravljeno
cijepljenjem €istim bajeritom. Brzina je izlu¢ivanja dosta velika,
ali je izluceni hidrat suviSe sitan. To je vjerojatno razlog, $to
takvoi cjepivo ne odgova;ra jer je u praksi potreban hidrat, koji
se dobro filtrira,

Bajerit je energetsk1 bogatiji od hidrargilita, $to se vidi
vet iz njegove vetée topljivosti (vidi pogl. 7.). Ako se oznati
topljivost bajerita sa Ly, a topljivost hidrargilita sa Ly, tada
je termodinamicki potencijal prijelaza bajerita u hidrargilit
dan jednadzbom

L
G=RT In > +pAV . (22)
LH

gdje je. p AV rad izvrSen zbog promjene volumena. Dalje,
prema drugom zakonu termodinamike, vrijedi

G=U+pAV—TS 23)

nge je U promjena unutarnje energije, a S promjena entro-
pije. Ako uvrstimo namjesto U + p /A V=W, toplinski efekt
kod konstantnog pritiska, onda se za Wp dobiva

oG

W, =G—TS=G+ T 5 (24)

: el :
dje je — = — 25)
gaJe Je S (25)
Iz topljivosti i temperaturnih koeficijenata topljivosti, s pret-
postavkom, da vrijedi zakon za idealno razrijedene otopine,

mogu se izratunati G i W,. Za pretvorbu bajerit-hidrargilit
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(oboje fino dispergirani preparati) dobivaju se po jednadzbama

(22) i (24) za G 1 W ove vrijednosti: '

20,2
17

G =2,31,985.298 log +pAV=0685+

-+ 5,54.10—° ~ 96,86 cal

6
Gt = 96,86 20

S e 1
sT = 4,33 cal. stupanj

¢
Gog 5 =28171T 6% = -—298.4,33 =— 1290

W, == 96,86 — (—1290) = 1386 cal odnosno 1,38 kcal

Direktnim odredivanjem topline otapljanja bajerita i hi-
drargilita u fluorovodi¢noj kiselini Fricke i Wullhorst!®) nasli
su, da W), iznosi 1,2 kcal. To ujedno potvrduje, da se razrije-
dene aluminatne otopine kod navedenih koncentracija mogu
termodinamitki tretirati kao otopine aluminijskog oksihidrata
u natrijskoj suZini. Nadalje, da se kod niskih koncentracija
AL O, (topljivost hidrata kod 25° C) za proratunavanje termo-
dinamickih potencijala mogu upotrebiti koncentracije umjesto
aktiviteta. Strogo uzevsi, ako se radi s veé¢im koncentracijama,
moraju se pri izrac¢unavanju uvrstiti aktiviteti umjesto kon-
centracije.

Jednadzbe (22, 23, 24, 25) vrijede ne samo za polimorfne
pretvorbe, nego se s pomoc¢u njih moZe proratunati razlika
slobodne energije (F) kao i ukupne energije (U) fino dispergi-
ranoga i krupnije kristaliziranog hidratnog cjepiva®). Jednadzba
(22) tada glasi )

,

F=RT 1In L

(22a)

gdje je I’ topljivost aktivnoga hidratnog cjepiva, a L topljivost
stabilnoga krupno disperznog hidrata. Tako se za slobodnu
energiju kod 25°C dobiva

F==23-1,985.298 1o % =158 cal

a za promjenu ukupne energije U )
U = 1,171 odnosno 1,17 keal.
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Ako se iz vrijednosti topljivosti, koje su dobivene kod visih
temperatura, izratunaju slobodna energija (F) i ukupna energija
(U), dobivaju se netotne vrijednosti, jer se zbog povetanja
koncentracije ne moZe viSe primijeniti zakon idealno razrijedene
otopine, pa prema tome ni jednadZbe (22 i 22a). Kao $to se vidi
iz vrijednosti za U, poviSenje ukupne energije je znatno, i to
zbog velike povrSine fino dispergiranoga hidratnog cjepiva.

15. UTJECAJ STRANIH PRIMJESA, PRISUTNIH U TEHNICKIM
ALUMINATNIM LUZINAMA, NA BRZINU IZLUCIVANJA I NA
VELICINU ZRNA

U tehni¢kim aluminatnim luZinama nakupe se s vremenom
strane primjese, koje na proces razlaganja djeluju razli¢ito. Te
se primjese mnalaze ili otopljene molekularno disperzno ili su
pak koloidno suspendirane. Kemijski utjecaj razli¢itih primjesa
dosad uglavnom nije objaSnjen. Koloidno disperzne primjese,
a to su u prvom redu cestice crvenog mulja, kremi¢na Kkiselina
i organske supstancije, zbog-svojih granié¢nih povrsina (vidi
izlaganje u pogl. 12 b.) djeluju na stvaranje klica. U dijagramu
sl. 4. jasno se vidi, da ¢iste aluminatne otopine trebaju kao
poticaj za reakciju raspadanja veée koli¢ine hidratnog cjepiva
nego tehnitke otopine. Kod tehni¢kih otopina, kod stvaranja
klica, djeluju dakle jo§ i nespecifitni izazivadi kristalizacije.
Kasnije se slika dodu$e sasvim mijenja, jer primjese jako po-
remecuju kristalizaciju, a iz ¢istih se aluminatnih otopina dobiva
mnogo grublje zrno hidrata. Sasvim je sigurno, da rastu kristala
primarno prethodi adsorpcija sastojina, koje grade kristal.
Adsorpcija ¢ini predstepenicu za kona¢no ugradivanje u krista-
lini¢nu mrezicu. U gradivanje stranith sastojina izaziva pore-
mecaje, jer se remeti idealno pravilna grada prostorne mrezice.
Iz dijagrama sl. 5. i 6. jasno se vidi vrlo jak utjecaj koloidalno
dispergiranih primjesa. Stoga je potrebno, da se aluminatne
otopine prije razlaganja odiste filtracijom po mogucnosti s
dodatkom aktivnog ugljena ili aktivne glinice’). Prema poda-
cima Beljejeva®) na proces razlaganja narotito negativno
djeluje kremiéna kiselina, pa on kao krajnju granicu omjera
Al O, : Si0, preporu¢uje 250-—300 : 1. Medutim, i organske
supstancije jako usporavaju izludivanje, kao Sto se to navodi u
jednom ameritkom patentu®. Prema tom patentu aluminatne
se otopine mogu stabilizirati, t. j. satuvati od raspadanja, do-
datkom S$ecera, dekstrina ili §kroba. »Prave« primjese takoder
utje¢u na Kkristalizaciju, ali je jo§ malo poznato djelovanje
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poje'dinih komponenata. Prema tome, za praksu je vazno, da
aluminatne otopine budu §to ¢iS¢i, i radi toga je potrebno da
se povremeno proc¢iscuju.

16. ZAKLJUCNO RAZMATRANJE

U ovoj se radnji nastojalo, da se prema postignutim
rezultatimz, objasni reakcioni mehanizam djelovanja cjepiva
(Gestica alummqskog hidrata), koje ima razli¢it stepen disper-
ziteta, na proces razlaganja aluminatnih otopina. Pritom smo
se sluzili teorijama o stvaranju klica i rastu kristala, koje su
se razvile posljednjih dvadeset godina., Naro¢ito dragocjene
zakljutke dali su kinetitki pokusi procesa raspadanja natrijskog
aluminata. Ksko priroda aluminatnih otopina nije jo§ jedno-
znatno rijeSena, tako da bi se sve pojave kod procesa razlaganja
mogle objasniti (vidi o tome pregled Beljajeva®®), to smo neke
od tih pojava mogli obraditi samo formsalno termodinamitki.
Moze se smatrati, da je otapanje aluminata prava kristalizaciona
pojava, 1 da protiv koloidalne naravi otopine ima toliko prigo-
vora, da se ova hlpoteza mora kona¢no napustiti.

Naroéito je vaZan rezultat, da hidroliticke pojave pri
razlaganju aluminatnog kompleksa imaju samo podredeno
znatenje. Uloga hidrolize pri procesu razlaganja, u literaturi
se naro¢ito naglaSava, iako dosad ni jedan od autora nije taj
problem obradio racunski. Proratunate konstant& hidrolize i
stupnjevi hidrolize ne stoje ni u kakvu razmjeru s efektivno
postignutim iskori§¢éenjem AIl(OH), pri samom  razlaganju.
Proces razlaganja aluminatne luzine nije se dosad uvrStavao
u kataliticke procese (63). Ako se pojam katalize ne shvati
suvige usko, a osim toga, ako se uzme u obzir $to znali proces
rasta kristala za »aktivne centre«, kao i jaka ovisnost brzine
procesa razlaganja o mastanku cjepiva, onda se proces razla-
ganja aluminatne luzine moZe smatrati za autokataliticki proces.
Primjenom iskustava o pripremanju katalizatora dolazi se
takoder do »aktivnih« hidratnih cjepiva, kojih upotreba skra-
¢uje vrijeme razlaganja. S druge strape, na takav se natin s
pomoc¢u klica reakcija ne usmjeruje prema odredenoj modifi-
kaciji hidrata%). Uvijek se stvara ona modifikacija hidrata, za
koju u otopini postoje uvjeti stvaranja, bez obzira na to, cijepi
1i se hidrargilitom ili bajeritom. Dakle, nastaje ona modifikacija,
koja kod danih uvjeta ima majmanju brzinu stvaranja klica
(jednadzba 21.). '

Jo3 uvijek ostaje neobjaSnjeno pitanje, zasto raspadanje
aluminatnih otopina tete tako sporo, dok se to kod drugih
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zasi¢enih otopina ne dogada. Ako se postavi kao cilj dalje
skrac¢enje procesa razlaganja, onda je taj problem od narocitoga
teoretskog i praktitkog znatenja. Definitivna se objaSnjenja
mogu o¢ekivati tek onda, kad se temeljito upozna priroda
aluminatnih otopina.

17. ZAKLJUCAK -

a) Ispitana je kinetika razlaganja aluminijskog hidrata
upotrebom razli¢itih aluminatnih cjepiva i utvrden je utjecaj
velitine kristala cjepiva na brzinu izlu¢ivanja,

b) Dobiveni rezultati izvrSenih pokusa tumadeni su prema
novijim teorijama o stvaranju klica, kod ¢ega se moze zaklju-
¢iti, da je samo aluminijski hidrat podesan da izazove kristali-
zaciju. U tu su svrhu iskoriSteni i rezultati rentgenskih
snimanja, kao i rezultati dobiveni odredivanjem gustoce.

c) Odredivanjem teopljivosti hidrargilita u 4n-NaOH kod
razli¢itih temperatura utvrdeni su stabilitetni odnosi aluminatne
luzine, koja se razlaZe po Bayerovu postupku.

d) Kristalinitno cjepivo djeluje na smanjivanje radnje
kod stvaranja klica, kao i na odvajanje ¢estica hidratnog sola,
koje u otopini samostalno rastu u veée kristale. Na taj se nadin
moze objasniti, za$to aluminijski hidrat suvise velikog disper-
ziteta nije podesan za cijepljenje.

e) Na$i rezultati usporedeni su s rezultatima drugih autora,
i njihovo je glediste podvrgnuto kritici.

f) Hidrolititke pojave imaju kod procesa razlaganja sasvim
sporedno znacenje.
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Dr. V. S. VRKLJAN

DE BROGLIEJEVA TEORIJA CESTICA SA SPINOM 1
I EHRENFESTOV TEOREM

_ Poznato je, da u Schrédingerovoj klasitnoj valnoj mehanici
vrijedi t. zv. Ehrenfestov teorem, po kojem za gibanje tezista
oblaka vjerojatnosti vrijede zakoni Newtonove klasitne me-
hanike, a napose prvi i drugi aksiom!. Kasnije se opet pokazalo’
u Diracovoj teoriji elektrona i pozitrona, da u njoj ne vrijedi
Ehrenfestov teorem, ve¢ da i za gibanje teZiSta oblaka vjero-
jatnosti elektrona i pozitrona izvan elektromagnetskoga polja
ne vrijedi zakon ustrajnosti, kako bismo to ofekivali po
Ehrenfestovu teoremu®. Zadaca je ove rasprave da se pokaze,
da Ehrenfestov teorem ne vrijedi ni za Cestice sa spinom 1
(foton, mezon), a pokazat ¢e se to na osnovi novije de Brogliejeve
teorije koju je on postavio za takve Cestice?.

Poznato je nadalje, da je de Broglie do svoje teorije ¢estica
sa spinom 1 doSao na osnovi svoje hipoteze o fuziji cestica,
t. j. dvije ¢estice sa spinom —;f imaju dati fuzijom cesticu sa
spinom 1; one bi doduSe mogle dati i Cesticu sa spinom 0, ali
taj nas slucaj bar zasad ne interesira, jer Schrédingeroa valna
mehanika, u kojoj vrijedi Ehrenfestov teorem, zapravo tretira
Cesticu bez spina. Svoju teoriju fuzije Cestica, koja je karakte-
rizovana fuzijom matrica, obradio je de Broglie na dva formalno
razli¢ita nacina: predaSnja teorija kargkterizovana je s dvije
parcijalne Lagrangeove funkcije i (u ratunu opéeg formalizma)

*P. Ehrenfest, ZS. f Phys 45, 455—457, 1927. — Vid: i A. E
Ruark, Phys. Rev, 31, 536538, 1928, i L. de Broglie, 'Einf in
die Wellenmechanik, 1929, 98—101,

* L. de Broglie, L'Electron magnétique, 1934, 294,

*1. de Broglie, Mécanique ondulatoire du Photon et Théorie
quantique des champs, 1949, 27—54.
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barem donekle s dvije parcijalne Hamiltonove funkcijet, dok
je njegova novija teorija karakterizovana (u opreci prema
predadnjoj teoriji) s jednom Lagrangeovom i jednom Hamil-
tonovom funkcijom problemad, ‘

Kako se ovdje primjenjuje novija de Brogliejeva teorija
(dakle teorija s jednom Lagrangeovom i jednom Hamiltonovom
funkecijom problema), potrebno je za tu svrhu zgodno definirati
i srednju vrijednost O operatora O kao i matricu O., opera-
tora O. Kao prvu definirat ¢emo

4 4
0= SS YY 7, ﬂdzlﬁt 0w, dr, )

le==1 1==1

gdje su @ de Brogliejeve (slowiene) valne funkcije, dok su
a. i b, Sesnaestredne kvadratske hermitske matrice, dobivene
iz. Diracovih postupkom fuzije matrica, t. j. definicijama (uz
k,1,p,g=1, 2, 3, 4)

(ar)kl, pq = (ar)lrp 6lq ’ (br)kl,pq = (ar)lq 6!.'p (’)‘ = 1’ 2’ 3’ 4)’

dok su a, i b, (po de Broglieju) Sesnaestredne kvadratske her-
mitske mstrice s elementima razli¢itim od nule samo u glavnoj
dijagonali matrice; ovdje su a, Diracove matrice, a 4, =1 (za
k =1), odnosno 0 (za k == 1) poznati Kroneckerov simbol. Jedna-
dZba (1) odmah nas vodi na koordinate srednje pozicije Cestice
(t. zv. centra teZzine vjerojatnosti), ako samo stavimo O =wx, y, 2z
(xz, y, z shvateni kao operatori); dobivamo kao koordinate
srednje pozicije Cestice isto, $to i primjenom jednadzbi

EZHSxQd'z, g?:j‘ﬁ.y()d't, ;':55520017, (2)

ako samo primijenimo de Brogliejev izraz za gustoéu ¢ vjero-
jatnosti nalaza Cestice (¢ nazivamo jo§ i statistickom gustoéom
Cestice). Prema tome je edr vjerojatnost nalaza Cestice u
‘volumenu dv s koordinatama x, y, z.

41, de Broglie, Une nouvelle Théorie de la Lumiére I, 1940,
164; L. de Broglie, Théorie générale des particules a spin, 1943,
120—126. ) :

5L de Broglie, Mécanique ondulatoire du Photon, 1949, 28.
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Na taj nacin mas kako jednadzba 1) tako i jednadzba (2)
vode do izraza

PR AL 0

k=11=1

— — *
a posve su analogni i izrazi za y i z. @u znadi konjugirano-
kompleksnw vrijednost od @ .
Uvrstimo 1i sada u skladu s de Brogliejem

=2 c, (T ) (4)

n

prelazi nam jednadzba (2) u
. 44 a +b
2= XY aa(({ XXy =5 e @)dr, ©
m n l=1 =1
odnosno, ako definiramo

SSS 2 2( ’")“ arh@ (8 )y dr =2, (6)

ke={ Izt

— oo ¢
T = 2’ Cm cn Lo (7)
m n

Definicija (6) odgovara definiciji operator-matrice

'S

4

- SSS z“ " (ﬁm)kl L ;'b{ O(W“)Hd';r 8)

ako samo u njoj stavimo O = x. Iz ove jednadZbe lako izvedemo
a0
(uz pretpostavku N T 0)

¢ Zasto na desnoj strani jednadzbe (9) pod znakom integrala piSemo:
parcijalne derivacije, objasnjeno je u udZbeniku C. Schaefera
(Theor. Phys.), u knjizi I1I-2, 1837, na str. 457—476.
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_d__o‘ﬂ’= SSSEZ [6(g m )il m-;—b4 o), +

k=11=1

A L L ©

i dalje, pretpostavivii zamjenljivost operatora O s matricom
a, + b, * te primijeniv§i de Brogliejevu jednadzbu’

gy - +_PA 8( wn)kl

2 dt =T H( n)kl’ A (10)

gdje je H Hamiltonov operator po de Brogliejevoj novijoj teoriji
Cestica sa spinom 1,

ﬂ;’:—i = ,;;, SSS é é [H*(i:n)lclo(grn)kl -

k==l l==1

~—(i’m)kl OH(wn)kl] de (11)

Supstitucija, koja se w jednadzbi (9) izvrSuje prema jedna-
dzbi (10), odnosi se na sve elemente matrice 5‘-_;})— koji se
nalaze u glavnog dijagonali, bez obzira na iznos tog elementa,
t. j. bez obzira na to, da li je njegov iznos * 1ili 0

Medutim moZe se lako pokazati, da vrijedi relacija

SSS i i H(T );,0(wn)k,d, -

k=] l=1
4

- SSS?:Z ( W HO(Z), dv ' (12)

=1

* Lako se moZemo uvjeriti, da operator impulsmomenta kao i
de Brogliejevi operatori spina zadowvoljavaju,tu pretpostavku.

7 Desna strana jednadzbe (10) uzeta je ovdje s protivnim pred-
znakom negoli kod de Brogliea; posljedica je toga meédu ostalim .
i to, $to 1 na desnoj strani jednadzbe (18) dolazi plrotlvm predznak negoli
kod de Brogliea.
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-Uzmemo li naime u obzir, da je

5 s
# bl ) i
oo (2 i | ),

gdje su (u skladu s de Brogliejem) a, i b, uzete kao
* p
matrice s realnim elementima, onda je [zbog (a,),, m(@'m),d =

H}zl x (a)klm( )Pq] za onaj dio Hamiltonove funkcije,

odnosno operatora, u kojem dolaze derivacije % (r=1,2,3),

* *
a b, +b ay

£
vy & ca (7, :
- 222 : 2 o Ju O =

4 4

3 *
h NN Y a b; + b ai a(wm),
thT 2 Z 2 [2 2( )kl WJEMI}] O(wn)kly
» P4

h=11=1r=1 | p=1q¢=1 r

a to je zbog hermiti¢nosti de Brogliejevih matrica [(a)y ,, =
= (q,),q u )} dalje jednako

zzz”“mzz

1>=1 g=1r=1 k=1 I=1

(ab4+b ag

)pq. Kl o (wn)kl

Parcijalna integracija ovog izraza vodi na

4 4 3
NRSIN ) a b, +b,a
S | Ppopat Mzz_”@__ o ar
r=lg=1r=1 k=11==1 pa, Kl
t 4 3 4 4
h N ~ N a b4 4+ b ay )
=er| 2 2 2, 2 0(®), |+
‘ leqzlr:1( Joa k=1171( 2 pa, kl CAM
4 4 3 4 4
i SSS - g (a,b4 + zw)
+c— Qm ’ i
pélqglz'l( )pqzlzl 2 e, k,ax 0(Z.)u
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Uz pretpostavku, da valne funkeije (@'m)pq i (7)), na gra-
nicama prostora integracije i§¢ezavaju, otpada prvi ¢lan i ostaje
samo drugi ¢lan (integral), pa tako dobivamo

4 3 4 4
97, \ < [0, bs+ b,ay
— 2 yyyiZ )m) y (_T__) o), di=
k=11=1r=1 p=1¢=1 re
) 4 4 3
h " 5 ~ a b +ba 3
=l 23 @), 3 = o), o
p=1g¢=1 r=1 T

Time je dokaz izveden samo za onaj dio Hamiltonove
funkeije (operatora), u kojem dolazi gradijent; za onaj pak dio,
u kojem dolazi a,byu.c, dokaz je tako lagan, da se moze ovdje
izostaviti [jer za matrice a, 1 b, uzimamo u skladu s de Bro-
gliejem, da se sastoje od samih (realnil) jedinica u glavnoj
dijagonali matrice {dok su svi ostali elementi=0), pak prema
tome vrijedi to i za produkt a,b,]. Na taj natin moZemo ko-
nacno uzeti, da je jednadZba (12) dokazana i njenom plrlmj,enom
prelazi (11) kona¢no u

do,,.

dt - SSS } 2( wa (HO—OH)(Z),dv.  (13)

k=] l=2]

Iz jednadzbe (7) izlazi medutim

2 z cm n ’ (14)

a na desnoj strani ove jednadzbe moZemo primijeniti jednadzbu
(13), ako tamo stavimo O_x Omn = Tmn -

U analogiji s onim, $to je izvedeno u Diracovoj teoriji
elektrona®, mozemo zaklju¢iti ovdje, da je

_h_ a; by +ba,
i 2

Hx—xH—=c- (15)

$L. de Broglie, L'Electron magnétique, 1934, 292.
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i prema tome

ix"“ SSSZZ( R (AT

k=11=1

a to primjenjeno u jednadzbi (14) daje
’

4 4
w e }- 2- € e, SSS RDNUANLS: “’1 “@), dr, (172)
h==11==1

odnosno

dt CS 5 j 2 Z [ 2e, (Q?m)kl] e b“’;—@lﬂ[g c,,(af"),d] dr. (17b)

m

Uzevsi u obzir relaciju (4) moZemo jednadzbu (17b) jos
pisati

- 4 4

dx % aib,+bia

‘a‘t“*cj‘jvj 2‘2wkl ! 42 4wk1 de (170)
. p=1 11

""" “52 2 R A1 (ivd)

k=11l==1

Kako, je po de Broglieju gustota struje vjerojatnosti za
Cestice sa spinom 1 dana izrazom

4 4
— C 2 —~ Glb4 + b1a4 w (18)
k=11=1 .
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to je konatna jednadZba za pojedine komponente brzine srednje
pozicije ¢estice (t. j., t. zv. brzina centra teZine vjerojatnosti)

dz - dy _ - -
'&TZSSSQ”xdt:ur’ th:u'ﬂ qr = u, . (19)
Dakle i za Cestice sa spinom 1 dobili smo rezultat, poznat

: .. ‘o . 1
ve¢ iz Diracove teorije elektrona (Ida[kle Cestice sa spinom ~2~—),

da je naime brzina srednje pozicije Cestice jednaka srednjoj
brzini struje vjerojatnosti.

U nekoj analogiji s onim, $to je ve¢ poznato u Diracovoj
teoriji elektrona®, moZemo u jednadZbama (17c, d) interpretirati

a;by +byay ayb, +boa, . azby+aszb,

) e e
tore, koji u neku ruku korespondiraju trim komponentama
brzine Cestice sa spinom 1.

b
operatore ¢ — * kao opera-

Ako sada jednadzbu (14) ponovo diferenciramo po vre-
menu, dobivamo

d?x

=¥ Y. 7{;"1. (20)

\Q‘Q-
lm

Ponovna primjena jednadzbe (13), gdje sada u smislu
onoga, §to' je upravo refeno i u analogiji s onim, Sto je poznato
a1by + bray

iz teorije elektrona, stavimo Opp = Xmn, O = ¢ D)

i tako dobiveni rezultat

di'"m - i 41 : & a1b4+b1a4
dt —Cg 22’( m)kl H P -

k=1 l=1
(11b4 + b1a4
H) (L), dt @1)
® L. de Broglie, L'Electron magnétique, 1934, 293.
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primijenimo nafde«snoj. strani jednadZbe (20), dovodi nas to do
kona¢ne jednadZbe \

- C
%ch' =cy XY e, SSS XY (B (H ﬂier*J_l%_
mon k=11=1

aiby+ biay
— @bt by H) (@), de. (22)

Ali Hamiltonov operator ne komutira s (jer

01b4 + b1a4
— s
u njem dolaze a,,; i b,,;) i stoga izraz na desnoj strani ne iS¢e-
zava Cak ni onda, ako se nabita &estica sa spinom ] (mezon)
giblje bez utjecaja izvanjskoga elektromagnetskoga polja, put
te Cestice nije mi tada jednoliko i pravocrtno gibanje, kako
bismo to inace (t. j. da nema spina) ofekivali po Ehrenfestovu
teoremu.

(Primljeno na sjednici Odjela za matematicke, fizicke
i tehniche nauke dne 25. XI. 1949.)
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Dr. V. S. VRKLJAN

0 MAGNETSKOM MOMENTU MEZONA
‘ SA SPINOM 1 ,

Poznato je, da su za objasnjenje nekih svojstava mezona
(spin, magnetski moment) postavljene izvjesne teorije u okviru
valne mehanike. Tako na pr. L. de Broglie! nastoji poznatom
metodom fuzije matrica® dobiti iz Diracove teorije elektrona i
pozitrona (dakle Cestica sa spinom 1/2) svoju teoriju za Cestice
sa spinom 1 (foton, neki mezoni?), pa ¢ak i za ¢estice s povoljnim
spinom?*. Problem magnetskoga momenta mezona sa spinom 1
u okviru spomenute de Brogliejeve teorije, a primjenom
Darwinove metode valnog paketa® nastojao je nedavno rijeSiti
pisac ovih redaka® pripisujuéi kod toga Diracove valne funkcije
pojedinim ¢&esticama, koje fuzijom tvore mezon i upotrebivsi
kod toga kvadratske hermitske matrice 16 reda sa 16 eleme-
nata, razli¢itih od nule, Zadatak je ovoga rada da se odredi
magnetski momenat mezona primjenom opcenitijih matrica
(kod dosadanjeg ra¢una spomenutih 16 od nule razli¢itih ele-
menata u svakoj matrici bili su — realne ili imaginarne —
jedinice) i pripisujuci kod toga ¢itavomu mezonu kao cjelini
valne funkcije po uzoru de Brogliea” umjesto da se pripiSe,

L. de Broglie, Particules a spin, 1943 i La théorie du noyau,
II, 1945, str. 66—70.

2Born-Jordan, Element. Quantenmechanik, 1930, str. 75.

2 L. de Broglie, Particules a spin, 1943, str. 93—137. Budu¢i da
bi prema najnovijim izvje$tajima imao izvijesnim mezonima (t. zv.
u-mezonima) pripadati spin 12 (isp.: R. E. Marsh ak, Phys. Rev, 1949,
75, str. 700—701 { J, A. Wheeler and J. Thiomno, Phys. Rev, 1949,
75, str. 1306), jasno je, da se gornji izvodi odnose samo na one mezone,
kojima bi se mogao pripisati spin 1.

‘L. de Broglie, Particules & spin, 1943, str. 138—157.

5 L. de Broglie, L’Electron magnétique, 1934, str. 167—173.

8 U Proceedings of the Indian Academy of Sciences, XXX, 1949,
str. 205—210.

7L, de Broglie, Particules & spin, 1943, str. 112.
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kako je to naprijed spomenuto, Diracove valne funkcije poje-
dinim ¢esticama, koje bi po de Broglieju imale fuzijom tvoriti
mezon. }

Da se ne mora pisati eksplicite osam matrica 16 reda, $to
bi zapremilo velik prostor, napisat éemo pomajprije Diracove
matrice u obliku

00g 0 00 0—ig

000 g 0 0—ig 0
@y = N g =

2000 0ig 0 0

*
0 g 00 | ig 0 0 0 |
(1)

00 0 g ~1 00 0

00 —g 0 0-10 0
Q3 = oy =

0 g0 0 0010

20 0 0 000 1

i iz njih poznatom metodom L. de Brogliea, t. j. definicijama
(ar)kl, mn = (ar)km 6ln ’ (br)kl, mn = (a})ln 6km (T’ k’ l’ m,n = 1’ 2’ 3’ 4) (2)
oznatuje poznati Kroneckerov simbol
5 = {1 (k = m)
km
0 (k¥ m),
odrediti ukupno osam matrica 16 reda, koje onda odreduju

oblik diferencijalnih jednadzbi mezona. Kako je u tim matri-
cama g povoljan kompleksni broj i vezan samo na uvjet

km

gdje nam &

*
g'9=1> (3)

gdije 5 znadi konjugiranmkom;plekénu vrijednost od g, to nam
‘matrice (1), odnosno matrice (2) zamjenjuju zapravo besko-
natno mnogo posebnih matrica. Kao primjer takve veli¢ine g,

koja zadovoljava relaciju (3), moZe se navesti g —= -""——-"2-
gdje su p, i q, realni.brojevi po volji, dok je i imaginarna
jedinica.
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Onda de Brogliejeve jednadzbe za mezon izvan elektro-
magnetskoga polja glase

b/ 9 b0 _
{7(%5;—{—%- + a3 az)+a4udc+ e at}lp'kl-—(l
(kal - 1y2: 37 4) (33)

h i) 0 0 F 0
o, _— B — e QT =0
{i(blax+b9§y+b36z>+b4ﬂoc+zc 6t} i

(k,1=1,2,3,4) 3b,

Ovdje zna¢i h Planckovu konstamtu, dividiranu s 27, ¢ brzinu
svjetlosti u vakuumu, dok je u, masa mezona u stanju miro-
vanja (odn. prakticki kod malenih brzina). ¥,, su de Broglie-
jeve valne funkcije mezona. Nadalje de Brogliejev izraz za
gustotu struje vjerojatnosti (odnosno statistidku gustoéu struje
testice po Sommerfeldu)

4 kd

\ b + ba

2 : 4Ti 4)

Hl\/»
(ST

gdje nam ¥, oznatuje konjugirano-kompleksnu vrijednost
od ¥, , vodi s obzirom na matrice (1) i (2) na pr. na ovaj izraz
za x-komponentu statistitke gustoe elekiri¢ne struje nabita
mezona (naboj mezona ¢= = e)

. e
1= ’2’{ [(w31+ wl’i) T+ wn T+ wu 7, + mﬁ T, + wuwa‘)"‘

+ 1’44 (T + 0] + g [wzx‘) 34+ (arw'f‘ @'74) D+ wzs D+ (5)
+ wa3 (Tys + Tsy) + 1743 T, + wzu wu]}

Amalogne izraze dobili bismo i za y- i z-komponentu sta-
tistitke gustoce elektritne struje nabita mezona. U izrazu za
j pod (4) izostavljeni su svi oni produkti ?,, ¥, , gdje su
dva ili viSe od dva indeksa (izmedu k, 1, m, n) manji od 3, a
razlog je tomu ovaj: Ako sve valne funkcije ¥, , koje imajru
k, =3, 4, izrazimo pomoéu Darwinovih valnih paketa

(x«vxt)‘-'-#(y—vyt)2+(zszt)2 i .
- oy 5 Pextpyytpyz—Un

T,=4,¢€ 2ot e , (6)
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gdje su v., vy i v; komponente grupne brzine valnog paketa,
p,» P, i p, komponente pripadnih impulza®, a U energija
Cestice, onda mozemo iz devete, desete, trinaeste i Cetrnaeste
jednadzbe (3a), pa nadalje iz treée, Cetvrte, sedme i osme
jednadzbe (b) odrediti one valne funkcije ¥,,, kod kojih je
jedan indeks izmedu k i 1 veéi od 2, a drugi manji od 3. Tako
dobivamo primjenom ve¢ iz Diracove teorije elektrona i pozi-
trona poznatog postupka® u Newtonovoj pribliznosti i za
momenat t =0

i i,lf“c (A;mp_\,— iApp, + Aup. + hlA“x + A“y +idg Z) P
0 A
g A —
Oy~ ?vfz(A“p\ zAg;p‘—A‘3p.+hz 4;1+A);y lA;Z)P
a
i A
wll"~2:zc(A“p —iAyp, + Aup, +hl 4x+A44y+2AHz)P
0
129 2‘3‘ (A“p lAupv—Aup + hlAiﬁf_éﬁfﬂi,@') P
dt]
A
@y 7‘3' (Anp zAup‘ + Ayp. + hl 93 X +A;4y +1A“p) p
0
iAgxr + Ayy +i4
(ULr*z-—[i:(A“p zA“p + Ay p, 4 8 44y 142 ) P
Ty, :23 C(AHP —idyp,— A;;3P:+hl }4-7(3+A33y-—1, isz) p
o
v, ‘3 (Aup —iAyp,—Aup, + h’tA“:C + Any—lAﬁ z) P,
0C b

§ Dakako da se time ne misli re¢i, da komponente impulza Cestice
imaju neke posve odredene vrijednosti; uistinu postoje samo izvjesne
vjerojatnosti za njihovu veli¢inu (isp.: L. de Broglie, Einf. in die
Wellenmechanik, 1929, str. 145). Valja jo§ istaknuti, da veli¢ina o9 u
jednadZbama (6) znadi praktidno pro§irenje valnog paketa,

Primijetiti valja jo§, da broj povoljnih veli¢ina A iznosi ukupno
4 (L. de Broglie, Particules & spin, 1943, str. 164).

® Vidi citat pod ® i osim toga: C. Schaefer, Phys, III-2, str.
469—470, 1937.
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gdje nam P oznacuje izraz

R i

e er

(pyx+pyy+py2)

Iz izraza pod (7) razabiramo, da su tim izrazima odredene valne
funkcije malene prema onima, koje su odredene jednadzbama
(6), i to zbog toga, §to imaju u nazivniku 24,c?, a toga one valne
funkecije u (6) nemaju. Stoga prema obi¢aju, poznatom iz
Diracove teorije, nazivamo funkcije, navedene pod (6) velikima,
a one navedene pod (7) malenim valnim funkcijama, Raza-
biramo jednim pogledom na (7), da sve ovdje navedene valne
funkcije imaju jedan indeks manji od 3, a drugi veéi od 2. Iz
jednadzbi pak (3a) i (3b) lako bismo se uvijerili, da su one
valne funkcije, koje imaju obadva indeksa manja od 3, jo§
manje [zapravo neznatne prema onima pod (7)], pak ih moZemo
u ratunu zanemariti.

Primjena izraza pod (6) i (7) u jednadzbi (5) vodi nas do
ove jednadzbe za x-komponentu statistitke gustote elektritne
struje nabita mezona

5. = {(Ass Ags + Az Agz - Azg Azy + Ay Agy) Evx +

eh . . . »
o (A + Au) (us + Ai) 4 (Ao + Ar) (o + 40| Z5 —
21 Gy
; h [(A Ass) (Agy + Au) +
i Bt - 3 -3 3
2 Ho 44 38 4 43
. . 2 _x +>:\‘°+ =
+ (Asy+ Ays) (Ags—Au)} o 2} e o, (8a)
0

odnosno, ako primijenimo matematicke identitete

~

Y e,ﬁg}tﬁ : 1 0 ( ,_:‘7'“*_
602 2 Jdy ' ’
z @k 1 9 Xy
oot vT T 9 Os (6’ )

poznate veé iz Diracove teorije elektrona i pozitrona,
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.= {(A33A33 - Asz Ass + Ags Ass + Ags Asgdeve +

ek [ s . . P
+ ’4 Ko {(A33 + A44) (A34 + A43) (A34 + A43) (A33 + A44)} ay

—1i { (433_544) (Asy -+ Ays) +

\ R

+ ([i34 + A43) (A44—‘A33)} aAaz] | e . (8b)

Analognim postupkom dobili bismo i y- i z-komponentu
statistiCke gustote elektriéne struje nabita mezona. Iz triju
komponenata statistiCke gustoce elektriéne struje mozemo u
analogiji s onim, $to nam je poznato iz Diracove teorije
elektrona i pozitrona!®, napisati statistitke srednje vrijednosti
za pojedine komponente magnetskog momenta mezona; one
su nakon normalizacije, provedene prema de Brogliejevoj
jednadbi za statistitku gustoéu testice ’

m. — eh 2(Ayq Agq — Aszz Ass)
x 4[40C * * * *
Azz Azz+ Ay3 Az + Azy Azs + Agg Ay
m, = eh ; (Az3— Ays) (Azs + Ayz) + (Azy + Ayz) (Ags— Ass)
Y 4 c x * * *
o Agz Azs 4 Agz Ayz + Asg Azg + Agg Ay
M = eh (Ass + Asy) (Ags - Ays) + (Ass + Ass) (Ass + Aga)

dp.c B * « 5
Ho Az3 Asg + Asz Asz + Aza Ay + Ay Aygg

gdje nam fik, oznatuje konjugirano-kompleksnu Vrij:édnost od
A, . Sam pak magnetski moment valnog paketa (koji nam daje
neku slku mezona), dobivamo odavde kvadriranjem i zbra-
janjem komponenata (i vadenjem drugoga korijena iz dobivena
kvadrata). Kod toga valja uvaZiti, da je

i (Agy + Auy)? (&;3"“2444)2 + (Asy + As)? (A*ss. + 1344)2 =
= 4 As3 Asa(Azy + Ags)’

L. de Broglie, L'Electron magnétique, 1937, str. 173—177. —
C. Schaefer, Theor. Phys. II-2, 1937, str. 471—473.
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2 (Agy + Ags)? (Agg — Age)® + (Asy + Asg)? (Ass + Ag)? =
= 4 Ag3 Ags (Ags + Ag)? (10)
2 (Asa -+ Ass) (Ass + Aso)  (Ags — Ass) (Ass— Ago) +
+ 2 (Ags + Aus) (Ass + Agg) (Ags + Agy) (A5 + As) =

= 4 (A3 Ass -+ Aug Ass) (Asq + Ass) (A + Ays)

Osim toga je prema de Brogliejevoj definiciji sloZenih
valnih funkcija za cestice sa spinom 1 svakako

‘ A33A44 —_ A34A43 (11)
{to vrijedi i za konjugirano-kompleksne vrijednosti), pak zbog
toga lako zakljucujemo

4 (Aﬂ Ay —‘Asss Asz)® + 4 Ags A44 (Azy + Ag)? =

= 45 AL AL AL+ AR AL+ AL AL, a2
Uvedemo li pomoénu hipotezu
A= Ay (13)

(to vrijedi i za konjugirsnc-kompleksne vrijednosti), koja bi
mogla imati svoje opravdanje u tome, $to po de Broglieju
obadvjema Cesticama, koje bi fuzijom imale {voriti mezon,
‘pripada jednaka masa u stanju mirovanja (7%07) onda nam
izrazi na desnoj strani posljednjih dviju jednadzbi (10) daju
upravo one dvostruke produkte, koji izraz na desnoj strani
jednadzbe (12) nadopunjuju na potpuni kvadrat. Tako konatno
izlazi iz jednadzbi (9) opisanim postupkom
‘ eh ’
m 2 agc’ (19)

Sto je apsolutni iznos magnetskog momenta mezona.

(Primljenc na sjednici Odjela za matematicke, fizicke
i tehnicke nauke dne 24. Il. 1950.)
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Dr. DBURO KUREPA

PROBLEM MJERE I MONOTONA PRESLIKAVANJA
DJELIMICNO UREDENIH SKUPOVA!

1. Problem mjere prefna Borelu sastoji se u tome da odre-
dimo porodicu skupova P(B) koja ¢e obuhvatati sve intervale
brojevnog pravca, a k tome imati ova dva svojstva:

1. (0-svojstvo). Ake €lanovi niza S, leze u poredici P(B),
onda i njihova unija (suma) lezi u P(B), t. j. iz S, €P(B) slijedi
\JS € P(B), (nEN)?;

2. (d-svojstvo). Ako ¢lanovi S, niza leZe u P(B), onda u
P(B) lezi i zajedni®ki dio N S tih skupova, t. j.

iz 8§, <P(B) slijedi NS €P(B), (n<N).

Postoji postupak (isperedi na pr. Kuratovski [8], p
159) kako se postepeno moze izgraditi porodica P(B)?; skupovi
koji saCinjavaju mnozinu P(B) zovu se izmjerivi skupovi u
Borelovu smislu.

Naravno, slitno se postavlja problem za skupove u ravnini,
prostoru i t. d.

2. Problem mjere prema Lebesgue-u (v. [11] p. 110; [12}
p. 74) sastoji se, za linearne skupove, u tome da svakom line-
arnom skupu E pridijelimo realan broj >0 tako zvanu mjeru,
mE, skupa E i da pritom budu ispunjena ova tri uslova:

t Clanak je na francuskom bio napisan koncem 1937. godine, no
do danas nije bio objelodanjen.

: Znak € Gitaj »jest element od« i sl; N je skup svih prirodnih
brojeva; znak (n €< N) &itaj »za svaki n< N« odnosno »kad n prolazi
skupom N «,

3 Isp. D. Kurepa, Matematitki kontinuum, Glasnik mat. fiz, I,
112—125, 1946., ¢l 4—6.
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L, Kongruentni skupovi imaju istu mjeru;

L, Mjera je potpuno (kompletno) aditivna funkcija: udruzenju
(sumi) od najviSe prebrojivo mnogo skupova, koji dva po
dva nemaju zajedni¢kih tocaka, pripada mjera, koja je
jednaka sumi mjera tih skupova.

L, Mjera jediniénog odreska [0, 1] svih brojeve 0 <Lx <1
jest 14,

U vezi s uslovom L, moZemo promatrati i uslov’

L,* Mj jera unije dvaju skupova bez zajednicke tocke jest suma
mjera tih dvaju skupova.

Vitali je 1905. dokazao, da ima i neizmjerivih skupova
u Lebesgue-ovu smislu. Specijalno, nazovemo li razredom
realnih brojeva svaki najveéi linearni skup sa svojstvom, da
je razlika ma kojih njegovih dvaju ¢lanova racionalan broj,
tada se ditavi kontinuum raspada u porodicu disjunktnih
razreda; ako linearan skup V? sadrZi iz svakog razreda jedan
jedini €¢lan, onda on nije izmjeriv u Lebesgue-ovu smislu?®

No problem, da 1i postoji mjera s uslovima L, L,* (a ne
L.) i L, ostac je i dalje otvoren.

4 Naravno, ako se radi o skupovima u ravnini odn. prostoru, ulogu
skupa [0, 1] preuzet ¢e jedini¢ni kvadrat odn. jedinitna kocka.

5 Ako za racicnalni broj r oznalimo sa V4 r skup svih brojeva
x4, (x E V), onda se vidi, da su za razli¢ite r i skupovi dva po dva
bez zajednitkih tolaka i da je &tavi kontinuumC=\J (¥ + r), (rE<R).

r
Tu je R skup svih racionalnih brojeva. Kad bi skup ¥V imao odredenu
mjeru, recimo mV, bilo bi po uslovu Ly:

=m(V+r),

jer skup V + r nastaje iz V translacijom; kako je nadalje skup R raci-
cnalnih brojeva prebrojiv bilo bi po uslovu Le:

m(\}(V—{‘ r))_vm(V—l- r,

dakle
*) mC= 2 m V+r).

Odmah ¢emo doéi na ko.ntradmkcuu Naime, bilo bi ili m V—. 0 ili
m¥V > 0; uprvom sludaju bilo bi m(V+4r) = 0 za svakir < R, pa
dakle, prema (*) i mC= 0, protivno uslovu Ly, da je m[0,1] = 1. Ako je
pak m V>0, onda gornja relacija (*) dajem C = oo, $to znadi, da sam
kontinuum C ne bj bio izmjeriv, jer njegova mjera ne bi bio odreden
broj.

Dakle mV ne postoji.
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Hausdorff (v. [7] pp. 469—472) je dokazao, da za
skupove na kugli ili skupove u prostoru sa 3 i viSe dimenzija,
taj ublazeni problem mjere ne dopusta pozitivan odgovor.
Njemu je naime poflo za rukom da kuglinu plohu rastvori na
4 disjunktna dLJela od kojih je jedan prebrojivé, dok preostala
tri A, B, C imaju osebujno svojstvo, da su medusobno kon-
gruentni, pa bi dakle morali imati za mjeru trecinu mjere mK
titave kugline plohe; medutim skup A je kongruentan ne
samo sa B i C nego i s njihovim spojem B \JC tako da bi
dakle bilo .

mA = mB -}- mC,

t. j. treéina’ kugle bila bi jednaka dvije tre¢ine kugle, a to je
nemoguce, ako je mjera same kugle = 0.

Banach [1} je naprotiv pokazao, da postoji realna funk-
cija za linearne (ravninske) skupowve, koja udovoljava Ly, Ly, L.
Time je dakle dokazana egzistencija mjere (uz uslove Ly, L, L)
u linearnom kontinuumu C; i u ravnini C,.

Na taj nadin otkrivena je velika razlika u strukturi Karte-
zijevih prostora C,; (pravac), C, (ravnina) s jedne strane i
prostora C, sa n > 2 dimenzija s druge strane. Ta je razlika
bila upadljiva naro¢ito kad su Banach i Tarski (v. [3])
dokazali, da ma koja dva skupa koja leze u Kartezijevu prostoru
s n dimenzija (n > 2) i koji obuhvataju po jednu kuglu, moZemo
rastaviti na kona¢no mnogo dijelova, tako da svaki dio jednog
skupa bude podudaran s odgovarajutim dijelom drugoga skupa®;
naprotiv, takvo rastavljanje nije mogute u slucaju n=1 i
n=—22%

¢ A time 1 mjere 0; vidi se naime, da svaki skup, koji je najvise

prelbropv, ima mjeru 0,

7Sierpinski je dokazao ovo: svaka kugla moZe se rastaviti
u 8 disjunktnih dijelova, tako da nakon zgodnih kretanja pet od njih
odn. tri od njih ispune po jednu kuglu, koja ima radius isti kao i zadana
kugla [v. Fundamenta mathematicae, 33 (1945) p. 229].

S Neumann (v. [12]) je tu pojavu ispitivao s gledista teorije
grupa i naSao da razlog toga naglog skoka sa sluaja n = 1, 2 na pre-
ostale slutajeve n =3, 4,... lezi u gradi grupe kretanja prostora C,;
naime prostori C, sa »n> 2 dopustaju slobodnu grupu kretanja (rotacija
oko jedne te iste toCke) s dvije izvodnice, dok za prostore C; i C; takve
grupe ne postoje.

Citava pojava zavisi od grupa transformacija, Jer, da se u prostoru
C,(n> 2) uzela samo grupa translacija, ne bi bilo paradoksalnog razli-
kovanja; s druge strane, promatra li se mjesto grupe kretanja grupa
svih afinih transformacija u ravnini, ima ta grupa dvije slobodne
izvodnice, pa zato u ravnini ne postoji mjera koja bi mjesto uslova Ly
zadovoljavala zahtjevu da bude invarijantna s obzirom mna afine
transformacije. .

. 231



3. Banachov problem mjere sastoji se u ovome: Ako je @
. zadan skup, moZe 1i se svakom skupu S < @ pridruziti realan
broj
mS >0,

tako da budu ispunjena ova tri uslova:

"B, Ako je x£Q, onda je m(:c)— 0 t. j. svaki jednoé&lani skup
u @ ima mjeru 0 (’caJ uslov ¢ini ublaZenje Lebesgue-ova
uslova L,);

B, Funkcija m je potpuno aditivna (isp. uslov L.,);
B, Funkcija m nije identic¢ki jednaka 0 (isp. uslov Ls).

Tako postavijen problem mjere je problem koji se ti¢e ne
individualno skupa @, nego svih skupova koji imaju isti kardi-
nalni broj kao i skup Q. Jer, ako je f ma kakvo obostrano
jednozna¢no preslikavanje skupa @, pa ako oznaéimo sa f@
skup,svih f(x), (r&Q), tada postojanje mjerne funkcije m u @
dopusta obrazovanje mjerne funkcije m, u f@Q, na pr. tako da
za svaki skup S< fQ stavimo

mS=m (f71S).

No za skupove @, koji su konatni ili prebrojivi, B a-
nachov problem mjere je lako rjesiv, jer prema uslovima
B, i B, takva mjera identitki bi iS¢ezavala, $to se protivi sa B,.

St. Banach i C. Kuratowski [2] dokazali su, da
je Banachovsz mjera nemoguéa i za slucaj kad skup @ ima
N1 za svoj kardinalan broj.

4. Ulamov uslov. St. Ulam je dokazao [14], da je B a-
nachova mjera nemoguca, ako osnovni skup @ zadovoljava
ovom Ulamovom uslovu:

Neka je @ ma kakova porodica iz @ sa svojstvom, da je
svaki sistem skupova iz @, koji su dva po dva bez zajednitkih
tocaka, najvise prebrojiv; tada postoji porodica ¥ sa svojstvom?:

4.1) ‘Pg P@\0,
(4.3) \U S) <o, S€T).

9 P (Q) oznaduje skup svih dijelova skupa Q.

Za dva skupa 4 i B, oznaka ANB predstavlja skup svih ele-
menata iz A koji nisu u B. kX oznaduje kardinalni broj (potenciju)
skupa X'; prema tome, kX < No znadi, da je X najviSe prebrojiv.
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Ulamov uvjet je vanredno opéenit. Zasad se ne zna ni za
jedan skup, koji ga me bi ispunjavao; tako se ma pr. zna, da
svaki skup kojemu je kardinalan broj manji od prvog nedosti-
zivog kardinalnog broja, zadovoljava Ulamov uvjet (v.
Sierpinski, [13], p. 107),

5. Caratheodory-ev problem mjere. Cesto se spominjé
Carathéodor y-ev problem mjere metrickog prostora E, a
sastoji se (v. [6] p. 238) u tome, da svakom skupu SCE prmch—
jelimo t. zv. »vanjsku« mjerw u* S, tako da budu zadovoljena
ova 4 uslova:

Cy 0<Zu*S oo ; za prazni skup v mjera je 0; ima bar jedan

S C E sa svojstvom u*S>0;

C, Ako je XC SCE, onda je pu*X < p*S;
C, Mijera spoja od konatno ili prebrojivoe mnogo skupova jest

3

manja ili jednaka sumi mjera tih skupova: ako je n < w,
ili n=w,, tada je

WS, < ZursS,, (v=1,2,3,...,n);
v v

C, Ako su A, B dva skupa sa razmakom = 0, onda je
uw*(A\JB) = p*A + u*B.

Lako se dokaZe, da u Kartezijevom prostoru C, ima
Carathéodory-evih vanjskih mjera (v. [6], p. 239.).

6. Problem mjere kao poseban slu¢aj monotonih preslika-
vanja djelimi¢no uredenih skupova. Oznatimo 1i sa

(6.1) (P@);<)

mnozinw svih skupova sadrzanih u @ i djelimiéno uredenih s
obzirom na odnos <, ond= bi postojanje Banachove i Ca-
rathéodory-eve mjere za osnovni skup @ znatilo uzlazno
preslikavanje djelimi¢no uredena skupa (6.1) na skup C realnih
brojeva (odnosno na skup C\J{co}).

1 N, Je nedostiziv (inakcesibilan), ako redni broj ¢ nema nepo-
srednog prethodnika, a broj 8, nije suma od manje od §&, brojeva
koji su <N, .

1 ch\zmak dvaju skupova 4 i.B jest infimum razmaka todaka a, b
gdje je a€'4, b < B. Prema tome, razmak skupova 4 i Bjest == 0 onda
i samo onda, ako postoji broj &> 0, tako da bude razmak |a—b]| >e
za sveki a € 4, b < B.
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Opéenito, nekal je
(6.2) : . )2
ma kakvog jednoznatno preslikavanje djelimi¢no uredena skupa
(6.1) na izvjestan djelimi¢no ureden skup
(6.3) (S; <)
ovaj se sastoji od skupa S, koji je djelimi¢no ureden s obzirom

na relaciju < 2. Transformacija u je uzlazna u (6.1) (isp. K u-
repa [10]) ako relacije

(6.4) X,YEPQ,XCY
povlace o
(6.5) uX <uy.

Konvencija o praznom skupu i praznom elementu. Prazni
(vakantni ili pusti) sku(p v ]\es’[, onag) skup, kop nema nijednog
elementa; to isto moZzemo izreéi rije¢ima, da je v sastavljen od
pustog elementa; smatrat ¢emo da je v dio svakog skupa; ta-
koder ¢emo pusti element smatrati elementom svakog skupa
i to naravno nepravim elementom svakog skupa. Kad se govori
o preslikavanju f skupa S, pa ako se izri¢ito ne kaze drukéije,
onda se podrazumijeva, da pritom opusti element skupa S
prelazi opet u pust element, t. j. da je

fo=n.

Skupovi mjere nula. Definicija mjere. Za svaki x <@
re¢i ¢emo, da je mjere nula s obzirom na uzlazno preslikavanje
u; isto tako, za svaki skup M < @ za koji postoji totka x €Q
sa svojstvom

wM = u(x),
reti ¢emo da je mjere nula; prema tome relacija
(6.6) wMe< \Jﬂ(x), (r€@

je nuzdan i dovoljan uslov, da dio M C Q bude mjere nula.

Ako skwp M nije mjere nula, reé¢i éemo, da je on mjere +0
t. j. mjere razli¢ite od nula.

12 To znati, da je
Lx<Cxza svaki x € S :
2. iz x,y,zéstex<y<z slijedi 2Lz
3. ako su x, y takvi elementi u S, da je i x <y i y <{ x, onda je x = y.
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Po definiciji, mjera u osnovnom skupu & bit ée svako
jednoznaéno uzlazno preslikavanje u djelimiéno uredena skupa
(P (@), < ), ako su ispunjena ova tri uslova:

K, svaki dio skupa mjere nula jest mjere nula;

K, unija od <{ N, skupova mjere nula jest mjere nula;

K, ako su F,, F, dvije porodice disjunkinih skupova mjere
=0 sa svojstvom, da je

(6.7) F,C F,ida
(6.8) F,N\_F; ima > N, ¢lanova, tada je
(6.9). ,u»\‘JFxl<u \ix{_) 13

Lema. U svakom skupu postoji bar jedna mjera.

Stvarno, neka je g ma kakav predmet, koji ne lezi u Q;
promatrajmo skup
(6.10) {¢t VP@),
koiji ¢emo djelimi¢no urediti tako, da ¢ stavimo izmedu prazna
skupa i preostalog dijela djelimi¢no uredena skupa (P (Q); <);
za svaki element x skupa. (6.10) stavimo:

u(x)=gq ili x ]

ve¢ prema tome, da 1i je kax <IN, ili kx> N,; tada se vidi
da je u odredena mjera u skupu Q.

Za djelimi¢no ureden skup (S, <) stavlja se:
(6.11) k. (S; <) =sup X, (sup==supremum =gornja ograda),

Xxcs

pri ¢emu X prolazi svima dobro uredenim dijelovima skupa
(S; < ); primijetimo, da je kX oznaka za kardinalni broj od X.

Teorem. Neka je @ proizvoljan skup s Ulamovim svojstvom;
neka je nadalje 1 ma koja mjera u skupu @ t. j. ma koje uzlazno

preslikavanje parcijalno uredena skupa (P (Q); <) uz uslove
K,, K,iK,. Tada se slijede¢a dva uslova medusobno iskljuduju:

0O) U Q ima bar jedan skup mjere %+ 01

13 Unija (spoj) \J a Jje skup sastavljen od elemenata, koji se
xeF,

javljaju kao element u bar jednom skupu iz X, =3 F; porodice F;.
Primijetimo, da « <y znati, da je x <y, ali da nije v << x. Znak <
u (6.9) je bitan.

1 Na pr. totka # (Q) razlikuje se od svih totaka g (x), (x €| Q),
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A) (Arhimedov postulat):
(6.12) ke (1 (P (Q); <)) << No; pritom je
(« (P (Q)); <) parcijalno ruredeni skup svih u(x), (XE P (Q)).

Primjedba. Dobro je sadrzaj gornjeg teorema dovesti u
vezu s ovom Borelovom izrekom (v. [4] p. 108 u noti):
»...Etant donnée une suite indéfiniment croissante de nombres
entiers, il n’existe pas de mnombre réel supérieur & tous les
nombres de cette suite. Cet »axiome d’Archiméde« est au fond
la base méme de la mesure des grandeurs . . .«.

Dokaz teorema (isp. Sierpinski [13] p. 108).

Neka @ i x imaju isto znadenje kao i u teoremu; pretpo-
stavimo da teorem nije istinit, dakle da postoji bar jedan
(6.13) ME PQ
mjere razlic¢ite od nule, ma da Arhimedov uslov A vrijedi.

Promatrajmo porodict

(6.14) o
svih X €/ P (Q) za koje presjek
{6.15) - XN\M
ima mjere & 0. Kako je
XNnNmM<Xx,

to ¢e zbog uslova K, svi elementi od @ biti mjere 0.

Dokazimo, da je svaki dio od @ koji je sastavljen od
disjunktnih skupova najviSe prebrojiv.

Stvarno, kad bi u @ bilo neprebrojivo mnogo elemenata

(6.16) Xo, X1, Xy e, (@< )
svojstva :

(6.17) Xo N Xpg = v (prazno), (e < f<<wy), .
tada stavljajuci za svaki o << w,:

(6.18) _ Fa= \SJX ¢Et<oa),

skup Fo bio bi mjere == 0.

Nadalje, ako je «<<p<w,, skup Fg sadrzavao bi kao-
svoje dijelove sve

X, (0w a < E<op) koji inate ne leZe u-F,.
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To znagi, da bi bilo F,  Fg, i da bi u Fg \_F. bilo neizmjerno
mnogo skupova disjunktnih i mjere == 0, pa bi bilo ne samo
pF. < uFg, nego po uslovu K, takoder

(6.19) wF < puFp.
Na taj bi nac¢in imali nebrojiv dobro ureden dio
(6.20) . HFa, (@<<wy)

djelimitno uredena skupa u (P (Q)), protivho pretpostavei da
vrijedi Arhimedov uslov
Tim je teorem potpuno dokazan.
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Dr. DURO KUREPA

DOKAZ PRINCIPA TOTALNE INDUKCIJE*

Definirajué¢i prirodne brojeve kao konaéne nepuste sku-
pove, odnosno kao kardinalne brojeve kona¢nih nepraznih
skupova, dokazat ¢emo, da za prirodne brojeve vrijedi osnovni
princip, t. zv. princip totalne indukcije.

1. Pojmovi i oznake. Ako je S skup, tada se sa

(1.1 r<Sili S>x
oznatuje, da je x element (broj, atom, totka) skupa S; relacija
x €S se ¢ita: x je element od S.

Ako su A i B dva skupa, pa ako iz x € A slijedi x € B,
onda se veli, da je A dio skupa B i piSe
(1.2 A<Bodn. B> A.

Ako je AC B i B<C A, onda su skupovi A i B identiéni,
pa se piSe

(1.3) A=Bili A=B.
Ako je A< B, ali nije B A, onda se to oznatuje sa
(1.4) ACBodn. BDA

i kaze, da je A pravi dio skupa B.

Ako su A i B dva skupa, tada se pod unijom (udruZenjem)
skupova A i B razumijeva skup
(1.5) A\UB )

*Primjedba Clanak je izvadak iz jednog drugog, $to sam ga
bio napisao petog mjeseca 1949. i iz kojeg su nekoji dijelovi u$li u moju
knjigu »Teorija skupovax,

Potpunosti radi, navodim bez dokaza nekoliko teorema s uputom,
s kojim je teoremom u knjizi dotiéni teorem povezan, da se u njoj lakse
nade sam dokaz tog teorema.
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sastavljen od onih elemenata, koji leZe u bar jednom od zadanih
skupova A i B. Pod diferencijom skupova A i B razumijevamo
skup

(1.6) A\B

sastavijen od svih elemenata skupa A koji nisu elementi skupa
B. Ako je
(1.7 P

izvjesna porodica skupova, onda se pod presjekom skupova
iz P razumijeva skup

(1.8) NS iliNS, (S€P)
SeP s

sastavljen od svih onih elemenata koji leze u svima Elanovima
porodice P.

Skup je A ekvivalentan skupu B, simbolitki
(1.9) kA = kB,

ako postoji postupak f, kojim svakom x € A moZemo pridruziti
jedan jedini element, f(x), skupa B i to tako, da razli¢itim
elementima jz A odgovaraju razli¢iti elementi u B i da svaki
element iz B bude pritom pridruZen jednom jedinom elementu
iz A. Ako je X € A, onda ¢e nam f(X) oznatavati skup svih
elemenata f(x), kad x prolazi skupom X.

Ako je skup A ekvivalentan dijelu skupa B, naznacivat
¢emo to sa

(1.10) kA < kB odn. kB > KA.

Ako je i kA< kB i kB < kA, onda se pise
(1.11) kA = kB;

Ako je kA< kB, ali nije kA >> kB, onda se to naznacuje sa
(1.12) kA <<kB odn. kB > KkA.

Pod kardinalnim (glavnim) brojem razumijevamo svaki
skup (isp. [1]); da naznadimo, da neki skup S shvatamo kardi-
nalnim brojem, naznadujemo to sa
(1.13) kS;
pri tome naravno ekvivalentne skupove identificiramo, pa
kA = kB izrazava ¢injenicu da je skup A ekvivalentan sa
skupom B; nadalje, ako su A i B dva skupa bez zajednickih
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to¢aka, onda se skup A \J B, shvaéen kao kardinalan broj, zove
sumal kardinalnih brojeva A i B, §to se naznatuje sa )

k(A \J B)=kA -+ kB.

Opcenito, pod sumom ma kojih dvaju kardinalnih brojeva A i
B! razumijevamo: bilo koji skup, $to ga dobijemo obrazovanjem
unije A; \J B, dvaju skupova A,, B, bez zajednitkih tocaka,
a od kojih je A, ekvivalentan sa A, dok je B, ekvivalentan sa
B. Suma kardinalnih brojeva A i B oznatuje se sa

(1.14) . kA4 kB

Odmah se vidi, da unija 4, \J B,, shvaéena kao kardinalan
broj, ne zavisi od posebnog izbora skupova A, i B,, jer ako je
kA, = kA, kB, = kB, a A,, B, bez zajedni¢kih tocaka, bit ¢e

k(A; \UB,) = k(A; \J By),
*jer je A, ekvivalentno (preko A) sa A,, a B, (preko B) sa B,.

Prazni (vakantni) skup v, t. j. skup bez ijednog elementa
shvaten kao broj zove se nula i oznatuje sa 0 t. j.

(1.15) kv=0.

. Specijalno, svaki predmet p obrazuje odreden jednoclan
skup, koji se oznatuje sa

(1.16) {p} ili (p),

a shvacéen kao kardinalan broj, oznatuje se sa 1 i piSe

(1.17) ‘ kip} = 1.
Ako iz x € S slijedi, da je S \ {p} jednotlan, stavlja se
(1.18) ks =2,

pa sé zove dvoClanim skupom.
Analogno, ako iz x € S slijedi

k(S \{x})=2,
-veli se, da je'skup S troclan, a shvacéen kao broj, zove se »tri«
i pise
(1.19) kS=31it d

1 Prema tome 4 i B su skupovi.
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2. Konaéni i beskonaéni skupovi. Postavlja.se pitanje: ako
je S zadan skup, da 1i on mote biti ekvivalentan sa bar jednim
svojim pravim dijelom t. j. da li sistem
(2.1) ‘ XCS, kX =kS
ima ili nema rjeSenja u X ?

Ako taj sistem ima bar jedno rjeSenje X, veli se, da je
skup S beskonadan (transfinitan); u obmutom slu¢aju, S je
konacan ( finitan). Specijalno, prazan skup smatramo konaénim.

Drugim rije¢ima, vrijedi ova:

Dedekindova osnovna definicija. Ako za svako obostpamo
jednozna¢no preslikavanje f skupa S na sama sebe vrijedi
fS =3, skup S je konatan; ako pak postoji bar jedno obostrano
]ewdnoznacno preslikavanje f skupa S tako da bude

S C S,

vell se, da je skup S beskonadan ili transfinitan.
Kona¢ni skupovi ¥ v shvaceni kao kardinalni brojevi zovu
se prirodnim brojevima.

Teorem 2.1. a) Ako je skup S konalan, konacan je i
svaki podskup S, C S.

b) Ako je skup S beskonadan, beskonadan je i svaki
nadskup S; > S. (cf. Kurepa, Teorija skupova, teoremi 5.1.1
i 5.1.2)

Teorem 2.2 a) Ako je skup S konacan, konacan je i skup

S\ {x}
gdje je {x}ma koji jedno¢lan skup; ako S ne sadrZi{x},onda je
kS<<k(S\{x}).

b) Ako je skup S beskonalan, beskonatan je i skup

SN {zx} i uvijek je

kS =k(S\{x});
'pri‘tom je {x} ma koji jedno¢lan skup (cf. teorem 5.1.3 i teorem
5.1.4 u Kurepa, Teorija skupova).

Teorem 2.3. Ako je kardinalni broj m > 0, onda postoji
jedan jedini kardinalni broj, a oznacuje se sa m — 1, tako da
bude kardinalni broj

m=(m—1)+1 (cf. teorem 5.2.1.1 u Kurepa, Teorija
skupova).
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Teorem 2.4. Za ma koje kardinalne brojeve m, n, ako
je m<<m, tad je m 4+ 1 <n"* (cf. bemrem\ 5.2.3.2 u Kurepa,
Teorija skupova).

3. Prirodni brojevi jesu kardinalni brojevi kona¢nih ne-
pustlh skupova. Skup svih prirodnih brojeva oznaéujemo slovom

3.1) N. i

Drugim rije¢ima, N je skup svih kona¢nih nepraznih skupova,
pri ¢emu poistovijetujemo ekvivalentne skupove i medu njima
ne pravimo nikakve raziike; tako na pr. 1 &€N,2€ N,5€ N;
naprotiv, nije {5} < N\ {1}, ma da {5} € N, jer ]wednonclam
skup {5} predotuje broj 1; uopée iz x € N i y éN\ T pro-
izlazi x =+ y.

Teorem 3.1. Ako je m prirodan broj, onda

a) postoji i broj n+1;

b) n -1 je prirodan broj i

c) uvijek je n<n-+1 (cf. Kurepa, Teorija skupova,
teorem 5.3.1).

4. Princip totalne indukcije. Princip totalne indukcije
daje pregled o skupu N svih prirodnih brojeva, a sastoji se u
ispravnosti ovog zakljucka:

Pretpostavka. Neka je S ma kakav skup prirodnih
brojeva koji udovoljava ovim dvjema uslovima:

Uslov 1. Prirodni broj 1 lezi u S:

(4.1) 1€ S;

Uslov II. Ako neki prirodni broj n lezi u S, tada u S
lezi i prirodni broj n -+ 1 t. j.

(4.2) ako je n € S,onda jen+1&€S;
Zakljuctak: Svaki prirodni broj leZi w skupu S t. j.
(4.3) S=N,

gdje je N skup svih prirodnih brojeva.

Naravno, princip totalne indukcije moZemo i ovako formu-
lirati: ako precrtamo broj 1 i ako, nadalje, precrtavsi neki
prirodni broj n, precrtamo i broj n -4 1, onda éemo precrtati
svaki prirodni brogj.

Da se vidi, da ova formulacija izlazi iz prethodne, dovoljno
je promatrati skwp S svih precrtanih prirodnih brojeva; da,
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obrnuto, iz posljednje formulacije proizlazi prethodna, dovoljno
je »precritati« svaki ¢lan skupa S o kojemu se govori u principu.

Dokaz principa totalne indukcije mehcno je dug.
§ 4.1. Oznacimo sa
“.1.1) )

porodicu svih skupova S ¢ N za koje vrijede gornji uslovi I 1
II; oznad¢imo sa

(4.1.2) N,
presjek svih tih skupova, dakle
(4.1.3) N, = fs\, S<€).

Dokazat ¢emo nekoliko svojstava skupa N, iz kojih ¢e
proiza¢i jednakost

(4.1.4) Ny=N )
pa dakle i
(4.1.5) N=3S

za svaki S € @, $to i tvrdi princip totalne indukcije.
Dokazimo, da i skup N, ispunjava I 1 II, da je dakle
(4.1.6) N @.

Najprije, iz S € @ slijedi 1 € S, $to znati da broj 1 leZi u
svima ¢lanovima porodice @ , a to ba$ znaci da je

(4.1.7) 1€ Ny

t. j. da N, zadovoljava uslov 1.
Dokazimo, da N, zadovoljava i uslov II t. j. da iz

n € Ny slijedi n+1& Ng.
No, n € N, zna¢i da je
n< X za svaki X€ Q.
A to pak, po definiciji porodice @, zna&i da je i

n+leX
za svaki X € @, §to sé drukCije izrazava i ovako:
n+1 é No .
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§ 4.2. Za skup N, < N vrijedi ovaj »princip totalne in-
dukcije«: Ako je

(4.2.1) S; < Ny, pa ako je
(4.2.2) 1€ S;; ako nadalje
4.2.3) iz n€ S, slijedi n + 1S,
onda je
(4.2.4) ’ Sy =N,.
Stvarno, skup S, zadovoljava uslove I, II, pa je dakle .
5 €0,

3to po definiciji (4.1.3) znagi, da je N.< S;, a to s gornjom
pretpostavkom (4.2.1) daje traZenu jednakost S,=N,.

§ 4.3. Skup N, je beskonacan t. j. skup N, moZe se pre-
slikati na svoj vlastiti pravi dio.
Stvarno, stavimo

f)=n-+1, (n< No,

tada je ta funkcija obostrano jednoznatna, jer se nay;‘)‘o«kon radi
o prirodnim brojevima, i naravno da je f(n)=31; no prema
(4.1.7):

v

1< No,

tako dakle da je F(N,) € No\ {1} C N,, o znadi da je N,
beskonadan.

§ 4.4. Za svaki n € N, sadrZi skup N, toéno n brojeva
koji su < n.

Oznacimo sa
(4.4.1) S,

skup svih brojeva iz N, za koje je ta tvrdnja ispravna. Naravno,
1< Sy, jer je broj 1 jedini prirodni broj <(.1; takoder je 2 €.8;,
jer su 11 2 odito jedini prirodni brojevi < 2. Uzmimo, da je
tvrdnja dokazana za neki n € N,; dokaZimo da je onda ona
ispravna i za n 4 1. No, brojevi iz Ny koji su < n -1 jesu
(v. teorem 2.4): broj n+ 1 i svi brojevi iz N, koji su < n;
ovih, po pretpostavei ima n, pa oni sa brojem n -+ 1 koji je
od njih sviju razli¢it, satinjavaju svega n -+ 1 brojeva u N,
koji su < n+1.
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Ukratko, imamo ovo: 1€ S;;izn <8, slijedi n +1&€ S,
§to, prema (4.2) i relaciji (4.2.4), znadi, da skup S, sadr?i &tav
N;, 8to smo i htjeli dokazati. -

§ 4.5. DokaZimo napokon da je N,=N.

U obrnutom slu¢aju, postojao bi bar jedan prirodan broj
(4.5.1) m,
koji ne lezi u N

Odmah ¢emo vidjeti, da to nije moguce, jer bismo inace
moghi preslikati ¢itavi beskonacéni skup N, na skup M, kojemu
je m kardinalan broj, dakle na konaéni skup

M.

a) Najprije, m > 1, jer po uslovu (I) vrijedi: 1 € N,, dok
po pretpostavei (4.5.1) broj m ne lezi u N,, jer kad bi m —1
bio u N,, bio bi u N, po uslovu II, i broj (m—1)+1=m.
Stavimo

my=m;
pretpostavimo, da je
n& Ny, n>1

i da smo za sve prirodne brojevi » iz N, koji su <(n definirali
brojeve

(4.5.2) ™My, Ma,..., Mn $3 svojstvom

m; =m
(4.5.3) my = my—1— 1 za svaki &€ N,, 1 <<» < n,

i da brojevi (4.5.2) ne leze u N, pa je zato
(4.5.4) m, > 1 za svaki » <(n, a napose za ¥ =n.

Skup se (4.5.2) tada moZe proSiriti nadopisujuéi jo§ i prirodni
brej mu+1 = m, — 1; naime, kako je prema (4.5.4), m, > 1,
broj m. — 1 postoji, a radi uslova II ne lezl niti on u N,.
Na taj natin, relacije (4.5.3), (4.5.4) vrijede za indeks
n =1, vrijede za indeks n 4 1 &¢im vrijede za n € N, pa one
prema § 4.2 vrijede za svaki n € N,.
Bilo bi dakle:

lm1=m:

(4.5.5) | Mat1 = ma—1>>0 za svaki n < N,.
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b) Sada ¢emo odmah doé¢i na najavljenu k(m*hradikciju‘
obrazovanjem preslikavanja

(4.5.6) f(n}, (n € No)
beskona¢nog skupa N, na konatni skup M, za koji j,e
(4.5.7) kM—=m=m,. '

Da podnemo, neka je f(1) ma koji element u M. Stavimao:
My =M, Me= M\ A{f(1)}.
Kako je f(1) € M, bit ¢e kM,=kM;, —1=m, — 1 =m,.

Uzmimo, da je n ma koji broj iz N, i pretpostavimo, da
smo definirali todke

f@),...,f(m) iz M, i skupove
My, My, My ,..., M, i da je
(458)  f() € My, Mosy = My \{f )}, kM1 =t

za svih n brojeva <(mn iz N,.
Prodirimo relaciju (6.5.8) i za sluéaj v=mn -+ 1.
Napose za »=n daje (4.5.8)

kKMp+15=Ma+1,
Sto prema (4.5.5) zna¢i da mnozina -Mn,+y nije prazna, nego
sadrzi bar jedan element; oznatimo joj jedan element sa
f(n 4+ 1) i stavimo
' Mn 42 = Ma+2\Af (Tn+1)}.
Bit ¢e
kKMp+2=kM, +1—k{if(@n+ 0} = Mn+1—1 = Ma+2,
a time (4.5.8) vrijedi 1 za v =n + 1, Prema svojstvu skupa N,
iz § 4.2 dokazane su time relacije (4.5.8) za svaki prirodni
broj iz N,.
Drugim rije¢ima, dobili smo jednoznadno preslikavanje f:
f), (n € No).

c) Da se wvidi, da je to apsurd, treba jo§ uotiti da je
transformacija (4.5.8) i reciproéno jednoznafna t. j. da medu
totkama f(n), (n €| N,) nema jednakih. No, prema (4.5.8) imamo:

MiDMDM:D..... SM, D Mps1D...,(n € Ny).
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. Dakle su mnozine
(459) Ml\Mg,...,Mn\Mn+1,Mn+1\Mn+2,~.--
bez zajednickih tocaka. Ali, prema (4.5.8) imamo

Mn\Mn+1 - {f(n)}y

pa nejednakost jednoélanih skupova (4.5.9) znaéi, da niti medu
totkama f(a) (n € N,) nema jednakih.

Ukratko, kad bi postojao prirodan broj m koji nije sa-
drzan u skupu N, svih prirodnih brojeva za koje vrijedi princip
totalne indukeije, konatni skup M kardinainog broja m sadrzao
bi beskonaéni dio

M, f@),..., f), fn+1),...}, (n € No),

kao obostrano jednoznatnu sliku beskonatnog skupa N, Kako
je to, prema teoremu (2.1a) nemogude, princip totalne indukcije
je potpuno dokazan.

§ 4.6. Niz prirodnih brojeva. Standardni oblik skupa svih
prirodnih brojeva glasi

(4.6.1) 1,2,3 ....,n, n+1,
To je t. zv. niz prirodnih brojeva.
Potetni ¢lan je 1; opéi ¢lan je m, a ¢lan poslije njega jest
ba§ broj n -+ 1 koji se javlja u uslovu II kod totalne indukcije.
Dokazana jednakost N=N, i svojstvo iz § 4.4. daju

Korolar 46.1. Ako je n koji god prirodni broj, onda
ima toéno n prirodnih brojeva koji su < n dakle

(4.6.2) k{1,2,...,n—1,n} =n,(nEN).

§ 5. Op¢a primjedba U prethodnim izlaganjima
nismo se eksplicite vezali za kakav odreden sustav aksioma.
Clanak je pisan tako, da se moze uklopiti na pr. u Fraen-
kel-Zermelov -sustav BAPUVEF [4] ili u Dedekin-
dova izlaganja u klasitnom spisu [2].

U spomenutom Fraenkel-Zermelovom sustavu
nems glasovitog (Zermelova) aksioma o izboru. Inace, kad
bi se taj aksiom prihvatio, dokaz principa potpune indukcije je
vanredno jednostavan: pomoéu aksioma izbara lako se dokazuje
(Hartogs), da je skup N dobro ureden. Ako je tada
S ma kakav podskup skupa N sa svojstvima I i II iz § 4, mora
biti S = N; u protivnom naime slutaju, skup N \ S imao bi
bar jednu totku, a kao dio dobro uredena skupa N, imao bi
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NN S i potetni element, recimo p; naravno p > 1,
pa bi broj p—1, kao manji od p, leZao ne u N\ S nego u S;
no, zbog uslova 11, iz p— 1 &€ S slijedi takoder (p— 1) -+ 1 €8
t. j. p< S, §to je u proturjedju sa p< N\ S.

Inace, primijetimo da smo se u § 4.5b sluzili moguénodcu
da u pojedino‘m nepraznom skupu koji se konkretno pojavljuje
uoimo po jednu njegovu todkis.
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Dr. F. 1. HAVLICEK

O GRAFICKOM RJESAVANJU AKUSTICKIH
PROJEKATA

Kod projektiranja velikih dvorana obi¢no se sluZimo se-
kundarnim zvukom za jatanje intenziteta na udaljenim
mjestima. Pored pazvuka bacaju refleksije na plohama
valove zvuka po moguénosti prema zadnjim redovima sjedista
dvorane. Ali iskustvo je pokazalo, da za glazbene priredbe ne
smije razlika u duljini puteva direkinog i indirektnog vala
biti veéa od 12—15 m, odnosno od 1/20 sek, ako Zelimo, da se
ispravno ¢uju i brze kompozicije.

Projektiramo 1i veliku dvoranu, 1. j. dvoranu za maksi-
malno dopustene razlike u duljini puta zvutnih valova, moramo
stalno kontrolirati, da li smo ostali s plohama refleksije u
granicama dopustenih razlika.

Nasa graficka metoda pojednostavnjuje znatno ove kontrole
i omoguéuje direktno funkcionalna rjesenja.

Na sl. 1. predstavlja pravac II plohu refleksije, a na pravcu
I oznatena su mjesta izvora zvuka u raznim udaljenostima na
desnoj strani; na lijevoj strani nalaze se zrcalna mjesta izvora
zvuka.

Trazimo li na primjer, da razlika izmedu putova direkinog
i indirektnog (t. j. reflektiranog) vala bude 14 m, dobivamo
geometrijsko mjesto svih totaka ravnine owvog svojstva s
pomocu pramena hiperbola. Na ovakvoj hiperboli oznateno je
odgovarajuée mjesto izvora. Uzme li se, recimo, izvor zvuka
udaljen 10 m od plohe refleksije, razlika u putu zvuénih valova
za totku P na hiperboli s oznakom 10 m izlazi ba$ 14 m. Za
totku P’ je razlika manja, a za tocku P” veéa nego 14 m. Po-
drudje lijevo od pojedinih hiperbola je dakle dopusteno s
obzirom na iskori$¢avanje refleksija, a podru¢je desno je za-
branjeno podrudje.

Na sl. 2. zamiSljenoj na prozirnom papiru, naznatena je
simetrala S koncertne dvorane, i mjesto na kojem se nalazi
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solist. Oko solistova mjesta nacrtana je kruznica K sa polu-
mjerom 30 m, koja oznatuje udaljenost zadnjih redova (30 m
predstavlja veé blizinw dopustene granice bez elektrickog
pojacavanja).

Polozimo 1 sliku 2. na dijagram slike 1., tako da solistovo
mjesto dode ma razna mjesta izvora zvuka fa praveu I, i
okreéemo li papir oko solistova mjesta, pokazivat ¢e dio ravnine
izmedu pravca II i odgovarajuée hiperbole dopusteno podrutje.
Pravac 1l predstavlja stijeriu refleksije. Vidimo, da za uda-

S

Zreaina ploha

.~
7
-
e
~
-
7
Ve
- /
T T 1T 7177 0 rrirrrrr
#un9s7 ~— O —— 7890114 m !
udaljenosti stik@ izvore udalfenosti izvora zrcalnk plohe

Sl 1.

ljenost od 11 m mote shuZiti prilitno duga ravnina za refleksiju
sve do totke A. Ako bismo produZili ravninu dalje prema
podifu, padale bi refleksije veé desno od granitne hiperbole IIL
Priklju¢it éemo stoga jo§ jednu ravninu udaljenu 8 m od izvora
zvuka; nju moZemo produZiti do todke B, koja predstavlja u
okviru projekta prirodnu granicu podija prema mjestu, koje
je predvideno za kor. Straznja granica je ravnina udaljena
7 m od solistova mijesta. Za ovu ravninu mnema zabranjenih
podrugja. Na slici su jo§ naznatene zrcalne totke lzvora za
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ravnine refleksije 11, 8 i 7, Da ne bi bilo previge linija na slici,
izostavljeni su primjeri reflektiranih zraka. Sl. 2. pokazuje
kako ta grafitka metoda vodi k funkcionalnom rjeSenju, koje
daje arhitektu dobre moguénosti za njegove dispozicije.

zrecalna plohg ====
prigusna ploha ===

SL 2.

Na sl. 3. vidimo kako nam sluzi dijagram sl. 1. za odre-
divanje oblika stropa koncertne dvorane s ispravnom re-
fleksijom. Postupak je isti kao kod tlocrta. Solistovo mjesto
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stavimo ma udaljenosti 7, 9 i 12 m i gledamo, da li sjediste
lezi u dopustenom podrucju.

Katkada nas zanima, gdje se uopce moze smjestiti ploha
refleksije, koja ne ¢e davati vete razlike v putu od dopustene.
To pitanje pojavljuje se obitno kod adaptacija veé sagradenih
dvorana. Na sl. 3. zanima nas na primjer ovo podrudje za mjesto
A na balkonu s obzirom na solistovo mjesto. Ako je p udaljenost
mjesta od solista u metrima, trazimo da je p’+p’=p -+ 14
i taj nam uvjet daje elipsu E sa ZariStima u A i na mijestu

solistovu. Sama elipsa E ne dolazi u obzir kao ploha refleksije,
kako je poznato, jer bi se svi valovi na njoj reflektirali u A
i tamo uzrokovali nesnosljivi intenzitet, a ostala mJe@ta ne bi
dobila sekundarnog zvuka od stropai

U slutaju, da se radi o cijelom orkestru, ¢ini se na prvi
mah, da bi trebalo raspraviti o svim mjestima na mnaprijed
navedeni natin. Ali normalna dispozicija orkestra smjeStava
pojedine izvore zvuka, t. j. instrumente, medu glazbenike, i
valovi pojedinih instrumenata se viSe ne §ire tako pravilno
kao na primjer u slutaju prve violine, ve¢ zbog ogiba stvaraju
kompliciran sustav, gdje orkestar djeluje kao cjelina. Owvaj
pozeljni efekt Cesto jatamo time, da iznad samog orkestra
smjestimo jednu plohu refleksije. Glazbenike u prvom redu
orkestra moZemo smjestiti ne$to malo u krugu, tako da ne
dobijemo refleksije u zabranjenom podrucju.
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Svojstva nasih elektritkih pojatala ne dopustaju bespri-
jekornu reprodukciju. Zelimo i dakle projektirati velike
dvorane za umjetni¢ke priredbe, moramo iskoristiti moguénosti
sekundarnog zvuka. Kako pazvuk smijemo povecavati samo
vrlo oprezno, preostaju nam samo refleksije, koje treba
iskoristiti do krajnje mjere. Nomografske metode za rjeSavanje
akustickih problema poput gornje nisu autoru poznate iz
literature.

(Primljeno na sjednici Odjela za matematicke, fizicke
i tehnicke nauke dne 20. XII. 1949.)
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