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Rixo Rosmaw

ZIDOVI OSLABLJENI NIZOVIMA OTVORA
IZLOZENI UTJECAJIMA POTRESA I VJETRA

L. UVOD. PRETPOSTAVKE

Kod visokih objekata zidovi pored zadaée da preuzmu vertikalni teret
od stropova imaju i zadaéu da ukrute objekt protiv potresa i vijetra.
Cesto po nekoliko zidova kombiniramo u torzijsko krute jezare. Zidovi
su u pravilu oslabljeni vertikalnim nizovima otvora (sl. 1, 2, 31, 38, 39).
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SL. 1. Zidovi slobodni na gornjem kraju oslabljeni jednim {(a) 1 sa dva (b)
niza otvora.

Sl. 2. Zidovi s krutom prefkom na gornjem kraju oslabljeni jednim (a) i sa
dva (b) niza otvora.
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Ranije objavljeni postupci, [1] do [10], autora o ispitivanju zidova
za jednostavnije tipove opteredenja i leZiSnih konstrukcija specijalni su
slutajevi opéeg postupka koji je opisan u ovom radu.

Pretpostavlja se da su visine katova, modul elastitnosti i povrSine
popreénih presjeka stupaca zida i pre¢ki koje medusobno povezuju
stupce zida konstantne duZ visine zida. U veéini slufajeva zid je na
svom gornjem kraju slobodan. Gornja pretka mora onda biti manjeg
presjeka od ostalih, tako da njen reducirani moment inercije iznosi
polovinu odgovarajuée vrijednosti ostalih, tj. unutarnjih precki. Po-
stupci koji se budu pokazali vrijede medutim ~ uz dovoljnu tacnost —
i u slutajevima kada se debljina zida i modul elasti‘nosti viSe manje
kontinuirano smanjuju odozdo navife, kao i u sluaju kada zid na svom
gornjem kraju nije slobodan, tj. kada je vrijednost reduciranog mo-
menta inercije gornje pretke veéa od polovine reduciranog momenta
inercije unutarnjih pre¢ki. To ée se pokazati na ekstremnom slulaju
zida koji na svom gornjem kraju ima beskonaéno krutu precku.

Na donjem kraju zidovi su oslonjeni na leZiSne konstrukcije.

Sl. 3. Primjeri leidnih konstrukeija prvog tipa.

Razlikujemo ove tipove lefidnih konstrukcija:

1) tip 1 (sl 3): leZisne konstrukcije koje zbog svoje znatne krutosti
prakti¢no ne dopuitaju relativne vertikalne i kutne pomake donjih
rubova stupaca zida;

2) tip 2 (sl 4): hiperstatitke le¥i§ne konstrukecije u kojima zbog nji-
hove deformacije dolazi do relativnih vertikalnih i kutnih po-
maka donjih rubova stupaca zida;



3) tip 3 (sl. 5): isostatitke le¥i¥ne konstrukcije u keojima zbog njihove
deformacije dolazi do relativnih vertikalnih i kutnih pomaka do-
njih rubova stupaca zida.

Sl. 4. Primjeri lefi¥nih konstrukcija drugog tipa.

SL. 8, 41 5 pokazuju po nekoliko primjera svakog tipa leZisnih kon-
strukcija.

Na sl. 3a leZi$na konstrukcija je masivan temelj, na sl. 3b krut po-
drumski zid, na sl. 8¢, d, e, f okvir sa vrlo krutom pretkom. Bitni ele-
ment leZi¥nih konstrukcija prvog tipa jest pretka koju, u usporedbi sa
stupcima zida, moZemo smatrati apsolutno krutom.

Le#i§na konstrukcija prema sl. 4a moZe se pribliZno tretirati kao ma-
sivan dvozglobnmi okvir koji moZe preuzeti i horizontalnu silu. Kon-
strukcija prema sl. 4b mora biti ~ jer su stupovi relativno vitki - bo¢no
pridrZana, npr. prostornim djelovanjem stropa nad prizemljem i zidova
u drugim ravninama. Pretke lezi$ne konstrukcije ne mofemo, u uspo-
redbi sa stupcima zida, smatrati apsolutno krutima, pa njihovu krutost
na savijanje i smicanje treba uvesti u radun. LeZi$na je konstrukcija na
sl. 4c podloga temelja. Zbog njenc deformacije dolazi do pomicanja
stopa temelja i time donjih rubova stupaca zida.

LeZisne konstrukcije treéeg tipa sastoje se samo od stupaca. Stupci
leZi$nih konstrukcija prema sl. 3a, b, ¢ stanjuju se naprama dolje pa
ih mo¥emo tretirati kao zglobno oslonjene na temelje. Stupce lefiine
konstrukcije prema sl. 5d moZemo pribliZno uzeti kao upete u temelje
i zglobno vezane sa stupcima zida, a stupce leZi¥ne konstrukeije na sl
5¢ kao zglobno vezane s temeljima i sa stupcima zidova. Zid sa le-
#i§nom konstrukcijom prema sl. 5f oslanja se na podlogu pomodu jed-
nog ra$¢lanjenog V-stupa. Sistem je sam po sebi labilan, ali postaje
stabilan, jer je stropnom plofom nad prizemljem vezan sa susjednim
leZi$nim konstrukcijama u kojima se stupci Sire prama vani. Stupci svih
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lezi¥nih konstrukcija zajedno &ine krute trokutne vezove; mofemo ih
smatrati zglobno vezanima s temeljima i sa stupcima zidova. Reakcije
le?i$nih konstrukcija treéeg tipa te unutarnje sile na gornjem rubu
lezi¥nih konstrukcija mogu se odrediti iz uvjeta ravnoteie i, u siste-
mima sa dva niza otvora, uvjeta simetrije konstrukcije i antimetrije
optereéenja, ne ulazeéi u promatranje deformacija.

Prctpostavlja se da za materijal konstrukcije vazi Hookeov zakon
i da napon nigdje ne prelazi granicu proporcionalnosti. Navierova hi-
poteza ravnih presjeka vrijedi za popreéne presjeke stupaca zida i pre¢ki,
ali ne za poprelni presjek zida u cijelosti. Kako je krutost precki vrlo
mala u usporedbi sa kruto$éu stupaca zida, moZe se — uz dovoljnu
taénost — uzeti da talke infleksije pre¢ki nastaju na simetrali precki. U
njithovu uzduZnom smjeru pretke moZemo smatrati apsolutno krutima.

-

i '

SL. 5. Primjeri lefi$nih konstrukcija treeg tipa.
S 6. Horizontalno opteretenje zida: proizvoljno (a), trapezno (b) i kombina-
cija jednoliko podijeljenog optereéenja i koncentrirane sile pri vrhu (c).

Ispituje se utjecaj horizontalnog optereéenja. Ono se moZe duZ visine
zida mijenjati po bilo kakvom analiti¢ki ili numeritki zadanom zakonu
(sl. 6a). U opéem slutaju rjefenje se zadaée svodi na jedan sistem tro-
¢lanih linearnih algebarskih jednadibi. Za sluaj trapeznog opterede-
nja (sl. 6b) i za slu¢aj kombinacije jednoliko podijcljenog optereéenja
duz &tave visine zida i koncentrirane sile pri vrhu (sl. 6¢) izvest ée se
zatvoreno rjeSenje i dati gotove formule za unutarnje sile sistema.
Time su ujedno date formule i za tri specijalna slutaja trokutnog i jed-
noliko podijeljenog optereéenja te koncentrirane sile pri vrhu.
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Pri numeritkom proradunavanju konkretnih zadataka optereéenje se
uzima prema propisima na osnovu mjerenja, ili se iznalazi dinami¢kim
proratunom. U svrhu pojednostavljenja proraluna ono se obitno, ako
je duZ visine zida nepravilno podijeljeno, zamjenjuje najprikladnijim
od navedenih optereéenja za koja postoje gotova rjelenja.

Opteretenje vjetrom moZe se u opéem slutaju dobro aproksimirati
trapeznim, a u srazmjerno niskim objektima jednoliko podijeljenim
optercéenjem. Inercijske sile pri potresu ofituju se uglavnom kao kon-
centrirane sile u visini stropnih konstrukcija; du? visine zida one su
esto podijeljene po trokutu ili jednoliko. Moguée nadogradnje iznad
krova, masa strojeva liftova i sl., daju pri potresu koncentriranu silu
pri vrhu zida.

Zamjenjujuéa opteretenja odredena su dvama parametrima. Za pa-
rametre biramo: '

- u slucaju trapeznog opterefenja (sl. 6b) intenzitet w optereéenja
pri vrhu zida i koeficijent & koji odreduje udaljenost fiktivne nul-
tatke intenziteta optereéenja od gornjeg ruba zida (¢ > 1);

— u slutaju kombinacije jednoliko podijeljenog opteretenja i kon-
centriranc sile pri vrhu (sl. 6¢) intenzitet w jednoliko podijelje-
nog optereéenja 1 velitinu P koncentrirane sile.

Radi iznalaZenja obaju parametara postave se dva uvjeta:

1) da je velitina proratunskog optereéenja jednaka velitini zadanog

optereéenja t 2) da je moment s obzirom na donji rub zida proraun-
skog optereéenja jednak momentu s obzirom na donji rub zida zadanog

optere¢enja. Ako veli¢inu zadanog optereéenja oznadimo sa U, a mo-
ment tog opteretenja s obzirom na donji rub zida sa Mg, dobiva se

za sluaj trapeznog optereéenja:

Wi H
o= S (@) W n
w \w ) , M
w

za slutaj kombinacije jednoliko podijeljenog opteredenja i koncen-
trirane sile pri vrhu zida:

W == 2 <ZU
H

My My
ZH)y D p=2 T, )
H> H @
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Inercijske sile od potresa prenose se na zid podijeljeno duZ njegove
Sirine. Vjetar djeluje na zid pritiskujuée sa luv-strane® i sisajuée sa
lee-stranc®. Raspodjela optereéenja po 3irini zida medutim nije od
znacenja; ona kod visokih objekata utjefe prakti¢ki samo na velitinu
horizontalnih uzdunih sila, a te su neznatne pa se o njima ne vodi
ratuna. Prema tome se opterefenje moZe tretirati tako kao da na zid
djeluje bilo jednostrane, bilo antimetriéno s obje strane zida.

Deformacija podloge temelja prouzrokuje samo zaokretanje sistema
koji se sastoji od zida i leZiSnc konstrukcije kao cjeline, a nema ni-
kakva utjecaja na stanje unutarnjih sila u konstrukeiji, izuzevdi sistem
s leZi¥nom konstrukcijom prema sl. 4c, pri kojem su stupci zida te-
meljeni odvojeno. U tom sludaju potrebne su relacije, koje izraZavaju
pomake stopa temelja kao funkcije sila koje djeluju na podloge teme-
lja. Te relacije imaju najjednostavniji oblik ako se primijeni Winkle-
rov postupak koeficijenta podloge. Vertikalni pomak stope temelja
onda iznost

vertikalna sila

)

kocficijent podloge X povriina stope temelja

a kut zaokreta
moment

2% koeflz;c;t podloge X vlastiti moment i;léfcije Stope ténr;elja

Pri tome je za koeficijent podloge za savijanje uzeta dvostruka vri-
jednost koeficijenta podloge za centri¢ni pritisak. »Talnije« uzimanje
u obzir deformacije podloga temelja pomodu kompliciranih matemat-
skih modela ne bi imalo smisla jer se karakteristike tla u praksi i tako
ne mogu ni pribliZno ta¢no odrediti a i zbog toga $to je statitka shema
objekta sama po sebi vrlo sloZena.

Umjesto Winklerovim koeficijentom, elastiéna svojstva podloge
temelja mogu se opisati modulom elastiénosti i Poissonovim koefici-
jentom.

* Po engleskom:
luv-strana ... strana objekta izloZena vjetru,
lee-strana . .. strana objekta zaklonjena od vijetra.



2. ZIDOVI U KOJIMA SU SVI STUPCI KRUTI
NA SAVIJANJE

2.1. Zidovi s jednim i sa dva niza otvora
Zidovi s jednim nizom otvora (sl. la i 2a) ne moraju, a zidovi sa
dva niza otvora (sl. 1b i 2b) moraju biti simetri¢ni.

~2.1.1, Formuliranje problema
2.1.1.1. Formuliranje problema primjenom metode sila

Pri iznalaZenju komponenata deformacije sistema uzet ée se u obzir
ne samo utjecaj momenata savijanja nego i doprinosi uzduZnih sila u
stupcima i poprednih sila u pretkama. Zanemarivanje doprinosa uzduz-
nih sila u stupcima dovelo bi do bitno pogre$nih rezultata. Doprinos
popreénih sila u pretkama pravokutnog poprefnog presjeka moZe se

. MR . L2l Ki Sh?
uvesti u ralun time da se umjesto s momentom inercije pretki 6,312
rafuna s njihovim reduciranim momentom inercije

o2

- ) 3
14 2,8 (/b ®)

[
Pri tome je uzeto da je modul smicanja jednak 3/7 modula elasti¢nosti,
a koeficijent raspodjele tangencijalnih napona za pravokutni popreéni
presjek 6/5.
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St. 7. Zamjenjujuéi sistemi zida slobodnog na gornjem kraju oslablje-
nog jednim (a) i dvama (b} nizovima otvora.

S1. 8. Zamjenjujuéi sistemi zida sa beskonatno krutom pretkom na gor-
njem kraju oslabljenog jednim (a) i dvama (b) nizovima otvora.
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U svrhu pojednostavljivanja proratuna promatra se zamjenjujuéi
kontinualni sistem, koji se iz stvarnog diskretnog sistema dobiva tako
da sc pretke zamijence kontinualnom vezom (sl. 7 1 8). Tu kontinualnu
vezu moZemo zamisliti u obliku beskona¢no tankih lamela debljine
dx, ukljeStenih u oba stupca i nanizanih jedna do druge duZ Citave
visine H zida; reducirani moment inercije svake od tih lamela iznosi
Iy dx/H. Reducirani moment inercije zamjenjujuée kontinualne veze
na visinu kata # jednak je reduciranom momentu inercije jedne precke.
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5. 9. Osnovni sistemi zida slobodnog na gornjem kraju oslabljenog jednim
(a) 1 dvama (b) nizovima otvora i hiperstatitke velitine.

SI. 10. Unutarnje sile nekog proizvoljnog poprefnog presjeka x zida oslablje-
nog jednim (a) i dvama (b) nizovima otvora.

Sistemn je jedanput hiperstatitan. Osnovni sistem (sl. 9) dobiva se iz
zamjenjujuéeg sistema time da u simctrali svih lamela, duz ditave vi-
sine zida, uvedemo nulpolja poprecne sile. Detalj tog nulpolja prikazan
je na sl 11. -

U zamjenjujuéem sistemu u simetrali svake lamele djeluje popre¢na
sila 7’dx: Veli¢ina data integralom ovih popreénih sila

b4
T= | Tdx 4)

0
od vrha x = 0 zida do promatrane apscise x jest, promatrajuéi sada
sistem kao cjelinu umjesto jedne lamele, sila smicanja; ona je funkcija
apscise x. Usvajamo je za hiperstaticku veli¢inu (sl. 9). Derivaciju 7’
sile smicanja T po apscisi nazovimo reducirana sila smicanja; ona se od-
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nosi na jedinicu dufine simetrale zamjenjujuée kontinualne veze i ima
dimenziju sila/duZina. U sistemima sa dva niza otvora obje su sile
smicanja jednake zbog simetrije konstrukeije i pretpostavljene antime-
trij¢ opteretenja.
Na sl. 10. naznafene su unutarnje sile bilo kojeg poprelnog presjeka
0 < x < H zida. Sumarni moment savijanja u tom presjeku iznosi
M= 1T (5 a)
M=mM—2TI (5b)
Prva od tih jednadibi vrijedi za zid s jednim nizom, a druga za zid
sa dva niza otvora. Sa 9 oznalen jc doprinos vanjskog opteretenja, a
71 odnosno 2 71 doprinosi su sila smicanja. Kako ugibne linije svih stu-
paca zida moraju biti jednake, sumarni moment savijanja dijeli sc na
pojedine stupce srazmjerno njihovim momentima inercije. Momenti
savijanja stupaca 11 2 jesu:
M, = S M, M,= L

=7 = )
sa X' oznatena je suma momenata inercije svih stupaca promatranoga
zida. Momente savijanja smatramo pozitivnima, ako izazivaju vlatno na-
prezanje lijevih rubova stupaca.

Uzduzne sile u vanjskim stupcima jednake su —7 na lee-strani 1
+7 na luv-strani. Kod zida sa dva niza otvora uzduZna je sila u sred-
njem stupcu zbog simetrije sistema i pretpostavljene antimetrije opte-
reenja identitno jednaka nuli. UzduZna sila uzeta je pozitivna ako je
viatna.

Pera na sl 11 simboli¢ki predoluju leZisnu konstrukeiju.

MNa sl. 12 prikazan je debclom linijom poloZaj popreinog presjeka x
osnovnog sistema nakon deformacije zbog djelovanja sile smicanja

3

A

Hohos
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S1. 11. Detalj nulpolja sile smicanja.

SL 12. Vertikalni pomaci popretnog presjeka x osnovnog sistema zida ostabljenog
jednim (a) i dvama (b) nizovima otvora zbog djelovanja sile smicanja odnosno
vanjskog optercéenja.
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odnosno vanjskog optereéenja. Generalizirani pomak koji odgovara ge-
neraliziranoj sili 7 = T(x) jeste relativno smicanje presjetenih kra-
jeva lamele na mjestu x u smjeru i smislu sile 7. Sa 4r odnosno 4w
oznadena su relativna smicanja presjelenih krajeva lamele na mjestu
x zbog djelovanja sila smicanja odnosno vanjskog opterelenja.

Primjenom elementarnih obrazaca nauke o otpornosti materijala do-
bivaju se uz oznake

I 121,
2o [P 2 7
a (zz“" +5) (72)
za zid s jednim nizom otvora i
212 1)\ 1217
2 [2f 4 2 P 7b
“ (21 +F1> hb? (7b)
za zid sa dva niza otvora te
{121,
e L 1* 1D 8
VT3 ®
za oba zida, za traZene pomake izrazi
hb®
Ar = o (T’ 2| Td 4 9
T 12E1,,( +aj x) + dur 9
hb?
A, =— md At . 10
12 2, .f x + 4du (10)

U izrazu za dr prvi ¢lan daje doprinos deformacije lamele na
mjestu x, drugi doprinos izduZenja i iskrivljenja stupaca zida na pod-
rutju izmedu poprelnog presjeka x i donjeg ruba x = H i treéi do-
prinos deformacije leZi$ne konstrukcije. U izrazu za 4w prvi tlan daje
doprinos iskrivljenja stupaca zida u navedenom podrudju, a drugi do-
prinos leZi¥ne konstrukcije. Zidovima tipa 1 (sl. 3) doprinosi su Asr
i Arw leZine konstrukcije jednaki nuli.

U zadanom sistemu (sl. 1'i 2) pretke su u svojoj simetrali monolitne
i krute. Ni u zamjenjujuéem sistemu nema relativnih smicanja krajeva
lamela. Uvjet kompatibilnosti je

A+ 4, = 0. (11)

Uvrste hi se u uvjet kompatibilnosti (11) izrazi (9) i (10} za pomake,
on dobiva oblik integralno-diferencijalne jednadzbe

T 4 j‘de~zp ) Mdx — (dur + du.) —— (12)
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Nakon deriviranja i primjene poznatih relacija analize

H H
(JTdxy=—T, {fMdx)=—M (13)

i uredenja, jednadba (12) dobiva kona¢ni oblik
T e a2 T =y M. (14)

To je linearna diferencijalna jednadZba Il reda s konstantnim koefi-
cijentima. Koeficijenti «? na lijevoj strani jednadfbe i y ovise samo
o geometrijskim karakteristikama samoga zida. Na desnoj strani jed-
nadZbe figurira ¢lan M = M (x) ovisan o optereéenju. Nijedan od na-
vedenih koeficijenata ne ovisi o rubnim uvjetima zida.

U sludaju kad su debljina zida, modul elastinosti, ili oboje, duZ
visine zida promjenljivi, difcrencijalna jednadiba sile smicanja

—T"4+ T+ T =yMWM (14 a)

ima jo§ jedan ¢lan koji sadrfava prvu derivaciju sile smicanja, dakle
reduciranu silu smicanja 7”. Pri tome je ¢ = I,/ I, + E'/E. Zal, i E
te njihove derivacije treba pri tome uvrstiti odgovarajuée funkcije od
x. Pokazat ée se medutim da je u praksi — uz dovoljnu tafnost — mo-
guée u diferencijalnoj jednadibi (14a) zanemariti &an ¢, tj. i zidove
promjenljive debljine i promjenljivog modula elastiénosti proraluna-
vati primjenom jednostavnije difcrencijalne jednadibe (14), ako sko-
kovi nisu preveliki.

U vetini sluajeva zid je na svom gornjem rubu x = 0 slobodan
(sl. 1). Na gornjem rubu zida dakle nema prepreka relativnom smicanju
presjetenih krajeva lamele i sila smicanja mora biti jednaka nuli:

Ty =0. (15)

Ako zid na svom gornjem kraju nije slobodan, nego ima pretku, koja
je toliko kruta da se u usporedbi s krutostima stupaca zida moZe sma-
trati apsolutno krutom, gornja lamela x = 0 ne moZe se deformirati,
pa je prema tome popreéna sila 7" dx te lamele jednaka nuli. Gornji
rubni uvjet prema tome ima oblik

Ty =0. (16)

Donji rubni uvjet ovisi o tipu lefiSne konstrukcije.

LeZiSne konstrukcije tip 1 (sl. 8)
Odito je
Th=0. (17)
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LeZisne konstrukcije tip 2 (sl. 4)
Uvjet kompatibilnosti

dyr + A =0 (18)
najdonjc lamele x = I, svodi se, kao §to ¢ée se dalje pokazati, na oblik
T;i + aL2 TH == YL 91117. (19)

LeZi$ne konstrukcije prema sl. 4a, b.
Na sl. 13 prikazanc su statitke sheme IcZi¥nih konstrukcija, reakcije
i unutarnje sile na sastavu stupaca zida 1 leZi¥ne konstrukcije.

AN W
W “w
W W
Ly \ow
F—ing A R

SL. 18. Statitke sheme leZidnih konstrukeija prema - sl. 4a i 4b, reakcije
i unutarnje sile na sastavu stupaca zida i leZi$ne konstrukcije.

SI. 14. Jedini¢na gencralizirana sila za iznalaZenje doprinosa deformacije
le¥i¥nc konstrukcije prema sl. 4a relativiom smicanju presjcéenih
krajeva lamele x = II.

Zbog deformacije okvira dolazi do podizanja na luv-strani, odn.
spuStanja na lee-strani donjih rubova stupaca zida. Doprinos deforma-
cije okvira relativnom smicanju presjefenih krajeva lamele x = H moZe
se proratunati npr. primjenom Mohrova stavka, usvojivii za jedini¢nu
silu generaliziranu silu prema sl. 14. Deformacija stupaca okvira ne
utjede na trafene pomake; ona prouzrokuje samho pomak zida kao cje-
line, tj. kao krutog tijela. Superponirajuéi doprinosu deformacije okvira
jo§ doprinos deformacije same lamele, dobivamo, uz oznake
I 5L
hlx’ hLIg
za relativno smicanje presjefenih krajeva lamele, u osnovnom sistemu,
zbog djelovanja sila smicanja, odnosno vanjskog optereéenja, izraze

ay? = - (20)

W

b , .
Ayt == b 7‘ (Th + a* Th),
12 EI, e
Mo e hbs o I
Hu 25T, L Wi .
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Uvrste 1i se ovi izrazi za pomake u uvjet kompatibilnosti (18), on
dobiva konaéni oblik (19).

Ako je pretka okvira tako kruta da se mote staviti Ir = oo, koefi-
cijenti or? i wr postaju jednaki nuli i rubni uvjet (19) degenerira u
(17). U tom sludaju leZi¥ne konstrukcije odgovaraju prvom tipu (sl. 3c).

LeZisne konstrukcije prema sl. 4c

Gornje plohe temelja se zbog deformacije podloge temelja podizu
na luv-strani, odnosno spustaju na lee-strani i zaokretu. Ti pomaci (e
se proralunati primjenom postupka koeficijenta podloge.

z 1 1 I, E
[0 Ly Ly e

Uz oznake

2‘[14TL Fig Fas) hb* €
I 127 E

T SR

2 .‘JIB hb3 c

(22)

izrazi za relativno smicanjc presjefenth krajeva lamele x = H, u
osnovnom sistemu zbog djelovanja sile smicanja, odnosno vanjskog
opterctenja (sl. 16), opet dobivaju oblik (21), a uvjet kompatibilnosti
konatni oblik (19).

U Y LEJ

/’/\m_f\ Iy+Iz /( zI vI / ‘\'7 ‘L
I e Ik

1/‘4‘-*
g

wt Wt
Ty Ny M ”’*’Z\A !}:”Wt—ﬁf !
W_IIT/‘. _\W Iz e
| 7 zI,nL -
21 vl
! ! \Eﬂlﬁ/ e
A / X Wz I W/;\ SL 15.
my I 4 7 T / z Statitke sheme lezi¥nih kon-
L WZI,*YZ ﬁL& \f/ \‘ strukcija treleg tipa, reakcije

5\ receg
Wzly‘lz\f l I, ,”\/K i unutarnje sile na sastavu
A Y W.??,#Jz —dm SN stupaca zida i leZine kon-

_Z V\A strukcije.
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Ako je tlo tako kruto da se mofe staviti ¢ = co, koeficijenti ar? 3
wr postaju jednaki nuli i rubni uvjet (19) degenerira u (17). U tom
sludaju leZi$na konstrukcija odgovara prvom tipu (sl 3a).

Le#isne konstrukcije tip 3 (sl. 5)

Na sl. 15 prikazane su statitke sheme leZi$nih konstrukcija, reakcije
i unutarnje sile na gornjem rubu x = H leZi$nih konstrukcija. One su
prorafunate primjenom uvjeta ravnotefe 1 — u sistemima sa dva niza
otvora — uvjeta simetri¢nosti konstrukcije i antimetriénosti opterecenja.

% »
07 +— @
T
, | 2 mt
z-ﬂ—}%’fgw' ;
[ {6l
A ) 5 | @

| I
FH:FF‘:EAFIH v -EXJ , (3
W ot + &
£ tw
)+

(LB S J {6)5
) _ﬂX (7)1

L (8)

SL 16. Vertikalni pomaci donjih rubova stupaca zida i lamele
x=H osnovnog sistema u stuaju lefilne konstrukcije prema
sl. 4c zbog djelovanja sile smicanja odnosno vanjskog
opterecenja.

81 17. Raspodjela &vorova diferencijskih jednadZbi duf visine
zida: jednolika (a) i nejednolika (b).

(741

Rubne vrijednosti 77 sile smicanja 7 mogu se odrediti primjenom
uvjeta ravnoteXe vertikalnih sila na osnovnim sistemima. Dobiva se:
Ty =Mg/L. (23)
U slutaju leZi$ne konstrukcije tipa 8 stupci zida nisu uz donji rub
jade povezani nego na bilo kojoj drugoj visini. PomnoZimo 1i rubni
uvjet (19) za zidove sa leZi§nim konstrukcijama tipa 2 sa hlr/I, on
za Iz — 0 degenerira u oblik (23) za zidove sa leZi$nim konstrukcijama
tipa 3.
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2.1.1.2. Formuliranje problema energetskom metodom
Promotrit éemo — jednostavnosti radi - zid simetri¢no oslabljen jed-
nim nizom otvora i leZi$nom konstrukcijom prema sl. 4a.

Komplementarna energija sistema sastoji se od doprinosa zida, le-
Zi¥ne konstrukcije, temelja i podloge temelja.

Komplementarna energija zida je

T2 (M — l £ g2
UW*~f[uI + 5= 4 2 2 12) gy (24)

prvi ¢lan daje doprmos zamjenjujuée kontinualne veze, a drugi i treéi
doprinos stupaca zida.

Pretka lezidne konstrukcije savija sc praktitki samo u podruéju
izmedu obaju stupaca zida, tj. unutar svog svijetlog raspona b. Kom-
plementarna energija lefi¥ne konstrukcije je dakle

b? Mp\2
Uy = Ty — =2 Us, 25
t zum(” L)+ s (29)

gdje Us oznaluje doprinos stupova leifne konstrukcije.

Totalna komplemcntarna energija sistema prema tome iznosi

U— 1 g‘[hb :2+L__T£L+%72}dx+

ZE 121 1
. (26)
Ty — == Us Us,
NE&(H )+ 4 Us

gdje je sa Up oznalen doprinos temelja i podloge temelja. Doprinosi
Us 1 Us stupova leZi¥ne konstrukcije te temelja i podloge temelja otito
ne ovise o hiperstatickoj velidini.

Diferencijalna jednadzba hiperstatitke veli¢ine i prirodni rubni uvjet
problema odredit ée se prema teoremu o minimumu totalne komple-
mentarne energije sistema iz uvjeta da funkcional (26) bude staciona-
ran u odnosu na male dopultene varijacije te velitine. Prema pravi-
lima rafuna varijacija dobiva s¢ uvjetna jednadZba

H
1 12 2 mi hb?

sU= (L [(L 2 g B _ 25 ls1a
1165 } *

21 121,
1 [ ke be om 21)
1 K
I B Th— == 68Ty=0
T E [121, "t < " L)l !
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Kako varijacija 67 i rubna vrijednost te varijacije 674 mogu popri-
miti proizvoljne vrijednosti, jedn. (27) moZe biti identiéno zadovoljena
samo ako su koeficijenti uz 67 i 67y, tj. oba izraza u uglatim zagra-
dama, jednaki nuli.

Izjednatujuéi s nulom izraz uz 67T dobiva se uz oznake (7a) i (8)
diferencijalna jednadiba (14) hiperstaticke velidine, a izjednatujuéi
s nulom izraz uz 6 Ty uz oznake (20) donji ili prirodni rubni uvjet (19).

2.1.2. RjeSenje problema

Treba rijefiti problem zadan diferencijalnom jednadfbom (14), odgo-
varajuéim gornjim rubnim uvjetom (15) ili (16) i odgovarajuéim do-
njim rubnim uvjetom (17), (19) ili (23).

2.1.2.1. RjeSenje za slulaj opleg opteretenja (sl. 6a)

U slutaju opleg optereéenja ne traZimo analitilki izraz funkcije 7,
nego samo numeritke vrijednosti te funkcije u nizu tataka. Podrudje
definiranosti (0 £ x < H) funkcije T podijelimo na m dijelova jedna-
kih ili nejednakih duZina dx (sl. 17a,b). Diferencijalnu jednadibu i
rubne uvjete zamijenimo sistemom diferencijskih jednadibi u tackama
j=0...m.

Primjenom aproksimativnih izraza

t

Ty = L1 -1,
o= (T 1)
g1 .
T} == e (T — 2T, + T ), (i=0..m) (28)
Ax
T L (o — Tr)
m 2 Ax m+1 m—I1

za prvu i drugu derivaciju funkcije T u tatkama j dobivaju se za izna-
laZenje vrijednosti funkcije u tatkama j=0...m, ako sa M; ozna-
¢imo moment savijanja vanjskog, tj. horizontalnog opterelenja u pre-
sjeku x = x;, nife navedeni sistemi tro¢lanih linearnih algcharskih
jednadbi. Vrijednosti 7—1 i Tm+1 funkcije 7 u tatkama —1im+ 1
izvan podrugja (0...n) zida eliminirane su iz sistema jednadZbi pri-
mjenom rubnih uvjeta.
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2.1.2.1.1. Zidovi slobodni na gornjem kraiu

Zidovi s lefiSnim konstrukcijama prvog tipa (sl. 3)

To=0, (0)
2+ @ dx?) Ty — T2 = pda? 901, DR R
— T+ 2+ a?Ax) T, — T =pAx2 Wy, (j=2...m—1)
=2 Tt (2 + @ Ax?) Ty == pdx® My, (m)

Zidovi s leisnim konstrukcijama drygog tipa (sl. 4)
Ty==0, (0)
(2 4 o Ax?) Ty — T2 = ywedx® My, 1
—Tia+ 2+ A Tj—T i = pdx® Wy, (j=2...m—1) (29b)
—2 Ty + (24 @ Ax? 4 2 a)? _/]x) T =
= ypdx? My + 2w Ax My, (m)

Zidovi s lefisnim konstrukcijama treceg fipa (sl. 5)
To=0, (0)
(24 @t 1x%) Ty — Tz = yodad Oy, (1)
T4 (24 A T, —T ) = padx® Wy, (j==2...m—2) (29 ¢)
Tzt (24 @A) T et = pAx® Wy + Mp/L, (m—1)
m=Mi/L. {m)

2.1.2.1.2. Zidovi sa apsolutno krutom pretkom na gornjem kraju

Zidovi s lefisnim konstrukcijama proog tipa (sl. 3)

(2 + «? /1x2) TU 2 71 = O, (O)
Ti b (2 ) Ty Ty = A My, (= Lom—1) | (30a)
—2 T s + (2 4 2 o) Ty = p Ax* My . {m)

Zidoovt s leifnim konstrukcijama drugog tipa (sl. 4)
(24 a*dx?) Ty— 2T, =0, )
—T i+ 24 2Ax®) TjT 1 = pdx® WYy, (j==1...m—1)
2T+ 2+ @A 2wt ) Ty == ;
= ydx? W + 2 w1 dx M3, {m)

(30 b)
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Zidovi s le¥isnim konstrukcijama treceg tipa (sl. 5)

2+ a?dx?) Tg— 2T, =0, (0}
-—'TI_.1+ (2-{-—112Ax2) Tj-——-T].',x::lpdngRj, (]=1n——-2)
—T e+ (2 + @*Ax*) Ty = wdx® My + Ma/L, (m—1)
Tm=Mg/L. (m)

(30 ¢)

Clanovi M; zavisni od opterelenja, dakle momenti savijanja od kon-
centriranih sila P; u visini stropnih konstrukcija (npr. inercijske sile
kod potresa) proratunaju se najjednostavnije primjenom rekursivnih
formula

Qi+t = Q1,5+ P;
MWy = Myt + Q1 - A1,

za moment savijanja statike Stapova.

za poprelnu silu 1

Sistemi jednadibi sadrZavaju ~ veé prema rubnim uvjetima — m—1,
m ili m + 1 jednad¥bi i isto toliko nepoznanica. Moglo se je, doduSe,
odustati od postavljanja jednadibi za tacke O i m, tako da bi vrijed-
nosti funkcije u tim tatkama, primjenom prednjih i straZnjih diferen-
cijskih kvocijenata funkcije u tim tatkama, izrazili pomoéu vrijednosti
funkcije u susjednim tatkama 1 i m — 1. Time bi se broj jednadibi
smanjio za dva. Primjenom navedenih sistema jednadZbi medutim po-
stizu se talniji rezultati.

Potrebni broj m + 1 talaka i prema tome velidina dufina 4 x ovise
o Zeljenoj taénosti ratuna. Ukoliko raspodjela optereéenja dui visine
zida nije suvife nejednolika, obi¢no zadovoljava m =5 do 8. Kako su
za dimenzioniranje zida u pravilu mjerodavne vrijednosti unutarnjih
sila u donjem podru¢ju zida, &sto dufine 4x smanjujemo odozgo
nanize.

Rjefenje sistema jednadfbi moZe se provesti na bilo koji natin. U
slutaju konstantnih dufina 4x najbrie vodi do cilja primjena Fiki-
nove sheme. U slufaju promjenljivih duiina A x preporutuje se itera-
cija, napose ako se polazi od prethodno procijenjenih vrijednosti
funkcije. Grube aproksimativne vrijednosti funkcije mogu se poluditi
npr. primjenom obrasca (52) glave 2.1.2.3.

Rjelenje odgovarajué}eg' diskretnog sistema daje — uz 4x = h — opet
sistem jednad#bi (29) odnosno (30).

18



2.1.2.2. Rjefenja za specijaine slucajeve opterecenja

Opée rjedenje diferencijalne jednadibe (14) sastoji se od opéeg rje-
$enja odgovarajuée homogene jednad¥be i od jednog partikularnog in-
tegrala kompletne jednadibe:

T = Thom + Tparl . (31)
Opée rjefenje homogene jednadibe je
T hom == C sh ax -+ D ch ax. (82)

Vrijednosti integracijskih konstanata C i D odredit ée se kasnije iz
rubnih uvjeta.

U slutaju srazmjerno malih otvora i vrlo visokih zidova moZe biti
a H>>10. Onda se moZe, napose za zidove sa leZiinim konstrukcijama
prvog tipa, dogoditi da integracijska konstanta D bude gotovo jednaka
—C. Kako su za ax>> 6 i vrijednosti hiperbolnih funkcija sheax i chax
praktitki medusobno jednake, vrijednosti se Thom za ax>>6 dobivaju
kao razlika dvaju vrlo velikih gotovo jednakih brojeva. Zato u tom
slutaju prelazimo od hiperbolnih na eksponencijalne funkcije. Uz
oznaku

C,=(C+D)chall (33)
transformacijom se dobiva .
Thom — C] g el —ax) + D e~

odnosno ako zanemarimo vrlo male veli¢ine,

za ax = 6 Thom == D e—, } (34)

za ax > 6 T hom == Gy e~ (@ —ax),

Prva jednadzba (34) daje doprinos homogene jednadZbe za gornji
dio zida; numericke vrijednosti tog doprinosa naglo opadaju od gor-
njeg ruba zida nanife te se obi¢no veé nedaleko od gornjeg ruba zida
mogu — u usporedbi sa doprinosom partikularnog integrala — zanemariti.

Druga jednadzba (34) daje doprinos homogene jednadzbe za donji
dio zida; numeritke vrijednosti tog doprinosa naglo opadaju od donjeg
ruba zida naprama gore te sc obi¢no veé nedaleko od donjeg ruba zida
mogu — u usporedbi sa doprinosom partikularnog integrala — zanemariti.

U slutaju D== — C preporutuje se dakle primjena jednadzbi (34)
umjesto jednadibe (32).

Partikularni integral Tpar traZi se u obliku polinoma istoga stupnja
kao $to je moment savijanja M zbog vanjskog optereéenja. Vrijednosti
koeficijenata polinoma odreduju se metodom neodredenih koeficije-

19



nata. Partikularni integral daje numeri¢ki glavni doprinos opéem rje-
$enju diferencijalne jednadibe sile smicanja, dakle vrijednostima sile
smicanja; on medutim ne zadovoljava rubne uvjete.

2.1.2.2.1. Trapezno opterecenje (sl. 6b)
Moment savijanja zbog vanjskog optereéenja je

w w

W= xF— o xP, (85)
. 2 6 tH
Uz oznake
== e
- (36)
w112l

§ = B/

6sH " 6cH I Wb
moZe se partikularni integral napisati u obliku

6y

Dxot

27

(14

(37)

Yoow P
T part = = 5 x* oy X%
part e -+ a2

i)

U sluaju jednoliko podijeljenog opteretenja je £ — oo 1 prema tome
» = 0. Partikularni integral i nife navedeni izrazi za konstante C od-
nosno (1 se pojednostavnjuju. U sludaju trokutnog opterefenja je & = 1.

Nadalje se navode rjeSenja za zidove slobodne na gornjem kraju.
Uvrsti i sc opée rjefenje (32) + (37) diferencijalne jednadibe (14)
u gornji rubni uvjet (15), dobiva sc za integracijsku konstantu D izraz

(38)
Vrijednosti integracijske konstante C i konstante Ci iznalaze se pri-
mjenom odgovarajuéeg donjeg rubnog uvjeta.
Lezisne konstrukcije tip 1 (sl. 3)

C=—r (27’3 shafl +3 yH? — 2 gH + %2> - (39)

Ako se moZe staviti shaH = chaH, dobiva se kombiniranjem izraza
(88) 1 (39) te primjenom relacije (33) obrazac za konstantu Ci

€= (3 yH? — 2 6H + %;’) - (40)
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Le#isne konslrukcije tip 2 (sl. 4)

1 2p
C— — iy Mg+ = shal
weh aH 4 a? o all lw i+ sha t
TN R S jhH+ o — @
Foa B B b [ cha
8 1 6y 25
—atu “’&?)J‘

Leziine konstrukcije tip 3 (sl. 5)
1 (QRH 3

2/
hand chall + 2 HY—
mm,L+ *

..,5_)1.12_*_67 H_gé

2.1.2.2.2. Kombinacija jednoliko podijeljenog optereéenja i koncen-
trirane sile pri vrhu (sl. 6¢)

Moment savijanja zbog vanjskog optereéenja u. proizvoljnom po-
pretnom presjeku x zida iznosi

W:jﬁ+h. (43)
Uz oznake

! I ! (#4)

y=Pyp="P. - '12,;, [
S hb?

moZe se partikularni integral napisati u obliku
. i 23
T =Lw?+ L x4 20 45)

U slutaju jednoliko podijeljenog optereéenja je P = 0 i prema tome
y =0, a u slu¢aju da je zid optereéen samo koncéntriranom silom pri
vrhu je @ = 0 i prema tome = 0; partikularni integral i niZe nave-
deni izrazi za integracijske konstante se pojednostavnjuju.

2.1.2.2.2.1. Zidovi slobodni na gornjem kraju

Uvrstenjem opéeg rjefenja (82) + (45) diferencijalne jednadibe (14)
u gornji rubni uvjet (15) pokazuje se da je integracijska konstanta D
opet data izrazom (38).
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Vrijednosti integracijske konstante C i konstante €1 iznalaze se pri-
mjenom odgovarajuéeg donjeg rubnog uvjeta.

Le#isne konstrukcije tip 1 (sl. 3)
1 2/3

C= shaH —28H —; 46

o ch aHl ( “ A /) (46)

Ako se mofe staviti shall == chall, dobiva se kombiniranjem izraza
(38) 1 (46) kao 1 primjenom relacije (33) obrazac za konstantu Ci:

Com— & (28H 4 ). (47)

Lezisne konstrukcije tip 2 (sl. 4)

C=acha11+1afshaﬂ {W\mH_ o shatl — s)
ST G (Ef chall — b He 7 — Jf)}
Lezisne konstrukcije tip 3 (sl. 5)
_ ’sﬁ‘la'H [?li’? + zaﬂ chaH — b, b 1, 1 — 5’3} . (49)

2.1.2.2.2.2. Zidovi s apsolutno krutom preckom na gornjem kraju

Ispitivanje e se provesti na primjeru zidova sa leZi$nim konstruk-
cijama prvog tipa.

Uvritavanjem opleg rjeSenja (32) + (45) u odgovarajuée rubne
uvjete (16) 1 (17) dobivamo za integracijske konstante izraze

S
=l

1
" ashaH

(50)
[y (ch aH — 1) — 2 BH].

Ako se moZe staviti shaff = chafl, dobiva se kombiniranjem izraza
(60) i primjenom relacije (83) opet obrazac (47) za konstantu C;. Iz
toga slijedi da nadin zavriavanja zida na gornjem kraju nema prak-
ticki nikakvog utjecaja na stanje unutarnjih sila u donjem dijelu zida.
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2.1.2.3. Iznalazenje grubih aproksimativnih vrijednosti sila smicanja

U prethodnoj procjeni sila smicanja npr. radi izbora dimenzija pri-
likom projektiranja, moZemo se — u slufaju srazmjerno uskih otvera —
posluZiti obrascem (52).

Diferencijalna jednadfba (14) sile smicanja nakon dijeljenja s of
dobiva oblik )
T” 1{«'

— +‘T=—a—2‘)ll. (51)

Kad $irina otvora b te% prema nuli, koeficijent a® [jedn. (7a) odnosno

(7b)] tezi u beskonalnost. Diferencijalna jednadZba sile smicanja onda
degenerira u algebarsku jednadibu

7T—=2 . (52)

2]
Vrijednost koeficijenta v/«? data je za zid s jednim nizom otvora
jednad¥bom

Y

1 /B 1 1
FER 7Y <51 T T ) ' (83 )

a za zid sa dva niza otvora jednadzbom

¥ /) (212 1
F=n/ (5 E) B

Pojednostavnjena jednadfba (52) sile smicanja u opéem slucaju ne

zadovoljava rubne uvjete.

2.1.3. Unutarnje sile

Poprelne sile Q; (7 = 0...n) pojedinih nadvoja mogu se oéitati iz
T-dijagrama, kao §to je prikazano na sl 18. Sa 7 i & oznaleni su broj
1 visina etaZa, a indeks j ukazuje na kotu x = x; promatranog nad-
voja; u konkretnom primjeru je # = 17. Vrijednosti Q; moegu se dobiti
naravno i ralunski kao razlika sila smicanja T za x; +h/2 i 65— h/2,
ili, priblizno, za xj+1 1 x;.°

Vrijednosti hiperbolnih, odnosno eksponencijalnih funkeija, otita-
vaju se iz matematskih tablica [16] .

Momenti uklje$tenja nadvoja su (sl. 19)
M;=1/2Q;b. (54)
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SI, 18. Dijagram sile smicanja sa grafitkim iznala-
Zenjem poprefnih sila madveja te dijagram
sumarnih momenata savijanja,

Sl 19. Unutarnje sile nadveja na koti x = x; i do-
datni momenti savijanja stupaca zida s jed-
nim (a) i sa dva (b) niza otvora.



Uzdugne sile u stupcima zida su za zid s jednim nizom otvora jed-
nake +7, a za zid sa dva niza otvora u vanjskim stupcima jednake
+7 i u srednjem stupcu identi¢no jednake nuli.

Sumarni momenti savijanja M popreénih presjeka zida proratuna-
vaju se prema jedn. (5a), odnosno (5b), i raspodjeljuju na stupce zida
prema jedn. (6). )

Vrijednostima kontinuiranih momentnih linija M, i M, [jedn. (6)]
treba, prema autorovim fotoelastisimetrijskim ispitivanjima [5], jos
superponirati reducirane dodatne momente savijanja

re h—nh
12 AM == 1/2Qya’ "’hl' (55)

jer veza stupaca zida u stvari nije kontinuirana, ncgo diskretna.

Unutarnje sile u presjecima leZi§ne konstrukcije mogu se lako odre-
diti na osnovu sl. 13 1 16.

2.1.4. IznalaZenje ugiba

Za zakrivljenost zida vrijedi poznata relacija y% == — M/EZXI na-
uke o otpornosti materijala; za M treba pri tome uvrstiti odgovarajuéi
izraz jednadzbi (5).

Jednadiba yw = yw(x) ugibne linije zida moZe se, ako je to potrebno,
dobiti dvokratnom integracijom gorc, navedenc relacije za zakrivljenost
uzevii u obzir odgovarajuée rubne uvjete. Na primjer za zidove uklje-
Stene na donjem rubu u krut podrumski zid ili temelj zajedni¢ki za sve
stupce ti su rubni uvjeti ywn ==0 i yyu == 0.

Jo§ jednostavnije ugibi se¢ mogu proratunati primjenom redukeij-
skog stava.

Doprinosu yw decformacije zida treba jo§ supeiponirati doprinos
ya = O (H — x) deformacije podloge temelja. Deformacija podloge
temelja se naime manifestira u obliku zaokretanja stope temelja za
iznos © = My/2clp. Sa Ip oznaten je vlastiti moment inercije stope
zajedni¢kog temclja stupaca promatranoga zida.

2.1.5. Numeri¢ki primjeri

Praktina primjena opisane metode pokazat ¢e se na pet numeri¢kih
primjera uzetih iz prakse.
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S1. 20. Poprefni presjek tornja te poprelni presjek i isjeak pogleda na
jezgru uz numeri¢ki primjer 1.

Sl. 21. Dijagram intenziteta vjetra prema propisima i zamjenjujuée
trapezno optereéenje uz numeritki primjer 1.

2.1.5.1. Primjer za trapezno optereéenje

Proralun na vjetar jezgre najviSe zgrade u Svicarskoj, 24-katnog
uredskog tornja firme Sulzer, Winterthur. Sl. 20 pokazuje poprelni pre-
sjek tornja, popretni presjek i isjeéak pogleda na jezgru u njenom ma-
nje otpornom smjeru, a sl. 21 dijagram intenziteta vjetra prema $vicar-
skim propisima i zamjenjujude trapezno optereéenje: Na gornjem kraju
jezgra je slobodna, a na donjem ukljeftena u rodtilj krutih podrumskih
zidova. .

Proratun se provodi prema postupku opisanom u glavi 2.1.2.2.1. Sve
veli¢ine navode se u sistemu metar-megapond.

W =483, Mp=24291, H =910, h= 333,
w =698, &= 2,090,

F,=TF,=876, I,=1,=2320, I,=0163,
1=11,85 b=2095,

o = 4,80.1072, f§=1,324.10"2, » = 2,389.10—,
aH = 19,038

D=—11493 C,= —1739.
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Proratun vrijednosti sile smicanja i sumarnog momenta savijanja
proveden je tabelarno; izvadak iz toga ratuna dat je u tablici 1.

Na sl. 22 prikazani su dijagram sile smicanja s grafitkim iznalaZe-
njem poprednih sila Qy, Om, Qu nadvoja u gornjem, srednjem i do-
njem podrudju zida te dijagram sumarnih momenata savijanja.

~— z-0

I i 1000 Hom

om

0y

ZH

81, 22. Dijagram silc smicanja sa grafitkim iznalafcnjem popreénih
sila nadvoja u gornjem, srednjem i donjem podrudju zida i dija-
gram sumarnih momenata savijanja uz numcritkl primjer 1.

Tablica 1.

Proratun vrijednosti sile smicanja T i sumarnog momenta savijanja M zida prema
numeritkom primjeru 1

x ax t Thom l‘ Tout T m ‘ M

0,0 0,000 —11 1 o 0 0

9,1 1,994 —2 33 31 ‘ 284 —58
18,2 3,988 0 99 99 | 1119 —5
27,3 5,981 0 206 206 2477 139
36,4 7,975 0 351 351 4329 345
45,5 9.969 0 534 534 ' 6649 588
54,6 11,963 0 751 751 9409 885
63,7 13,957 0 1001 1001 12580 1219
72,8 15950 | —3 1281 1278 . 16136 | 1631
81,9 17,944 | —24 1589 1565 1 20050 | 2287
91,0 19,938 | —174 1928 1749 1 24291 4440
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SI. 23. Popreéni [;resjek i isjetak pogleda na zid uz numeri¢ki primjer 2.

SI. 24. Dijagram sile smicanja i sumarnih momenatd savijanja uz numeri¢ki primjer 2

2.1.5.2. Primjer za trokutno optereéenje

Prorafun-na potres jednog zida tipskog 17-katriog montaZiog stam-
benog tornja P -+ 16 u Zagrebu. Sl 23 pokazuje popreéni presjek i
isjetak pogleda na zid. Zid je na gornjem kraju slobodan, a na donjem
upet u temelj.

Proralun se provodi prema postupku opisanom u glavi 3.2.1 tako da
je &= 1. Sve velitine navode se u sistemu metar-megapond.

w=046, k=272, H=46,24,

F,=0,113, F,= 0,450,

1, = 0,00527, 1,=0,3375, I, = 03038101,

1=2,775, b =0,900,

a = 0,09885, f= 38372104, » = 2431.10"%,

aH = 4,571,

C=6,7592, D= —7,0640.

Na sl. 24 prikazani su dijagrami sile smicanja i sumarnog momeénta
savijanja. .

2.1.5.3. Primjer za kombinaciju jednoliko- podijeljenog optereéenja
i koncentrirane sile pri vrhu

Proratun jezgre tipskog objckta »Termohlen Type Building« na po-
tres u poprenom smjeru zgrade. Sl 25 prikazuje popreéni i uzduini
presjek te tlocrt objekta. Stropne konstrukeije izvedene su u obliku
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spregnutih konstrukeija i objefene na jaku pretku koja se nalazi iznad
krovne konstrukcije. Ta pretka ¢ini u uzduinom smjeru zgrade, za-
jedno s obje jezgre, sedlasti okvir. Jezgra ima u gornjem kraju krutu
pretku, koju mo¥emo smatrati apsolutno krutom. Ispod x = 112" nema
otvora, pa oslabljeni zid u tom presjeku moZemo smatrati upetim.

e |
i
K&
Tl
S
R
+
Ly 7
¥

S 25. Popretni presjek, uzduZni presjek 1 tlocrt vietrovnog
veza zgrade uz numeridki primjer 3.

Proratun sc provodi prema postupku opisanom u glavi 2.1.2.2.2.2.
Sve velidine navode se u sistemu stopa-kilofunta.

P=1897, w=804 H=12, h=1l,
Fy=Fy= 80,67, 1,=~1,=2611, 121, = 1049,
1=2975 b=1883

= 33341073, /5 =4,619.10"%, »=1,961.10"2,
aH = 6,409,
C= —101,87, D =099,78,
1= — 101,87 sh 0,05774 x + 99,78 ch 005774 x + () 1385 xt +

- 5,882 x + 83,1,
M= 447 x*+ 189,7x—27.57T.

Na sl. 26 prikazane su punim linijama krivulje sile smicanja i su-
marnog momenta savijanja:

Radi usporedbe rezultata taj primjer proratunat je uz to — zanema-
rujuéi utjecaj krute pretke pri vrhu zida - i prema postupku opisanom
u glavi 2.1.2.2.2.1. Razlika je jedino u integracijskim konstantama:

C=8101, D= —8311.
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Jednadsbe unutarnjih sila prema tome imaju oblik:
T = 81,01 sh 0,05774 x — 83,11 ch 0,05774 x + 0,1385 x2 +
+ 5,882 x + 83,1,
M=4475 1+ 189,7x—2757T.
Odgovarajuce krivulje sile smicanja i sumarnog momenta savijanja
prikazane su na sl. 26 isprekidanim linijama.

=0
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S1. 26. Dijagram sile smicanja i sumarnog momenta sa-
vijanja uz numerilki primjer 3.

sa uzimanjem u obzir krute pretke pri vrhu zida,
--------- bez uzimanja u obzir krute pretke pri vrhu zida.

2.1.54. Primjer za jednoliko podijeljeno optereéenje

Treba proralunati zid simetrino oslabljen jednim nizom otvora,
izloZen jednoliko podijeljenom optereéenju. Na gornjem kraju zid je
slobodan, a na donjem se oslanja na leZi¥nu konstrukciju prema sl. 4c.

Zid ¢e se proratunati primjenom postupka opisanog u glavi 2.1.2.2.1,
uz y = 0; sve veli¢ine navode se u sistemu metar-megapond.

w=10, H=3040, H=25430, k=300,
b=9,00, [=500, 6=025

F,=F,=075 I,=1I,=05683,

ho=0,60, I,= 1000370, Ir= 000585,

L=7,00, t=23090, ,

@ = 0,04601, oH = 6,521, f=0,004107,

ar? = 0,2108, wi=0,08011, My = 580,6,
C=3889, D=—3880,

T = 3,839 sh ax — 8,880 ch ox + 0,08926 x2 + 3,880,
M=05x2—50T.
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Fotoelastisimetrijsko ispitivanje jednog modela ovoga zida provedeno
je u Institutu za mjernu tehniku firme Dr. Ing. Walter Ingenieur-
beratung, Essen-Kéln, i dalo je rezultate koji se vrlo dobro poklapaju
sa gore navedenim rezultatima dobivenima proratunom {15]. Nadalje
se je pokazalo da je stupanj upetosti stupova leZi§ne konstrukcije u za-
jedni¢ki temelj malen i da prakticki nema nikakvog utjecaja na sta-
nje unutarnjih sila u zidu.

2.1.5.5. Primjer za jednoliko podijeljeno opterecenje (zid promjen-
ljtve krutosti)

Zid prikazan na sl. 27 prema projektu tornja zagrebalke vijeénice
treba proratunati za jednoliko podijeljeno optereéenje intenziteta
w = 0,432 Mp/m 1 ispitati utjecaj promjenljivosti debljine zida i mo-
dula elastiénosti na hiperstaticku velidinu. Na donjem rubu zid je
ukljeften u masivan temelj.
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Si. 27. Zid uz numeri¢ki primjer 5.
SI. 28. Dijagram sile smicanja i grafitko iznalaZenje najveéih vrijednosti poprecnih
sila pretaka za sva tri podrutja zida konstanine duljine.
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Hiperstatitka veli¢ina 7 odredena je diferencijalnom jednadZbom
(t4a) i rubnim uvjetima (15) i (17). Za hiperstaticku veli¢inu postavi
se 4-parametarski izraz :

L 2j—1 ,
T =2 asin —a ==1,2,34 a
o S0 {7 ) (a)

u obliku trigonometrijskog reda. Parametri @; odredit ée se primjenom
kolokacijske metode iz uvjeta da izraz (a) zadovolji diferencijalnu jed-
nadzbu (14a) u r = 4 kolokacijskih tataka xz (b = L...7). Uvrste li se
u diferencijalnu jednadZbu (14a) izraz (a) za T i odgovarajuéi izraz za
derivaciju T velitine 7, dobiva se nchomogeni nesimetri¢ni sistem li-
nearnih jednadibi

S 4 Ug=P  (h=1,234) (b)

f=1

Vrijednosti koeficijenata sistema jednadbi date su obrascima

2j—1) ]2 @2j—1)
U= 121”0 ° a2l sin ™
ki H 2H + } Ty Xk + (k=1,2,3,4) @
@2j=ta 2j=1= (j=1,234)
+ o 2 I cos 1| )
a ¢lanovi zavisnt od optereéenja su, za M = 1/2 wa?
Py = 0*5*11*% 1]2*17{ xf==1,231-10"3 x>,  (k-=1,2,3,4) (d)

Indeksi 2 u obrascima (c) i (d} upozoravaju na presjek x == xx. Vri-
jednosti ¢x pozitivine su ako debljina zida i modul elasti¢nosti rastu u
smjeru osi -+x. Clanovi sa ¢x u obrascima za Ui daju doprinos pro-
mjenljivosti debljine zida i modula elasti¢nosti.

Uzme 1i se jednostavnosti radi da se debljina zida i modul ela-
stiénosti mijenjaju lincarno od najmanje vrijednosti na gornjem do
najvele vrijednosti na donjem rubu zida, dobiva se

debljina zida za x = H—debl_]ma 21da za x =0
Pg TR -
visina zida - debljina zida za x = xx

modul elastiénosti za x = H — modul elastitnosti za x = 0

(@)

visina zida- modul elasti¢nosti za x = xx

Rjefenjem sistema jednadibi (b) dobivaju se vrijednosti parametara
a;, a prema jedn. (a), onda vrijednosti sile smicanja.
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Najprije ¢e se ispitati utjecaj promjenljivosti debljine zida. Sa «f =
= 2,282.10% dobiva se
@ = 1,21.10-2, @y = 0,727.10—2,
@y = 0,909.10—2, 7, = 0,606,102,

Sve velitine izraZepe su u sistemu metar-megapond.

Vrijednosti koeficijenata sistema jednadzbi i ¢€lanova ovisnih o
optercéenju prora¢unate su prema obrascima (c¢) i (d) 1 navedene u
tablici 2. Vrijednosti oznalene zvjezdicom dobivene su zanemarujuéi
¢lanove koji sadrie ¢, dakle zanemarujuéi utjecaj promjenljivosti de-
bljine zida na hiperstaticku velidinu. Usporedujuéi tatnije vrijednosti
s pribliznima, moZe se zakljutiti da je hiperstatitka velitina prakti¢ki
ncovisna o promjenljivosti debljine zida. Do analognog zakljucka do-
lazi se ispitivanjem utjecaja promjenljivosti modula elastitnosti.

Tablica 2.
Koeficijenti sistema jednadibi 3 Hanovi ovisni o optereéenju
vz numerilki primjer 5

—=>j 10 Uy [Py
J e ;
16,52 f 0,0738 0,2151 0,3186 0,3185 ‘ 0,336
41,30 0.1651 0,1807 —0.2314 —0,2780 2,100
57,82 0,2210 —0,1575 0,0049 0,2399 4,115
82,60 0,2318 —0,2608 0.3186 —0,4054 8.899
ey f 10 Ug;
| - B
}: 16,52 0,0716 0,2110 0,3186 0.8280
41,30 0,1639 0,1844 —0,2253 —0,2866
57,82 0,2204 —0,1534 — 0,2584
82,60 0,2318 —0.2608 0,3186 —0.,4054

Na osnovu navedenih spoznaja svrsishodno je da se zid ispita po
ranije opisanom postupku za zidove konstantne krutosti. SI. 28 prika-
zuje dijagram sile smicanja i grafitko iznalaZenje najvedih vrijednosti
popreénih sila precki za sva tri podru¢ja zida konstantne debljine.

3 MATEMATICRI RAD 33



Moze se pokazati da su unutarnje sile egzakino neovisne o promjen-
ljivosti krutosti, ako se¢ ova mijenja po cksponencijalnom zakonu. To
slijedi iz uvjeta [;/1, + E'/E = 0. Ukoliko se krutost mijenja diskon-
tinualno, ja¢i konstruktivni dijelovi na mjestu skoka primaju veée
unutarnje sile i to na ratun slabijih koji bivaju rastereéeni. Skok u
unutarnjim silama tim je veéi $to je veéi skok u krutosti; gornji slabiji
dio sistema onda djeluje kao djelimi¢no upet u donji jali. Srednje vri-
jednosti unutarnjih sila su medutim prakti¢no iste kao kod sistema kon-
stantne krutosti.

2.1.6. Diskusija rezultata

Usporedenje T- i M-krivulja zida slobodnog na gornjem kraju i
zida sa beskona¢no krutom pre¢kom na gornjem kraju pokazuje (sl. 26),
da se i zidovi kojima je reducirani moment inercije gornje pretke veéi
od polovine reduciranog momenta inercije unutarnjih pre¢ki mogu se
uz dovoljnu talnost proralunati po obrascima izvedenima uz pretpo-
stavku da je reducirani moment inercije gornje pretke jednak polovini
reduciranog momenta inercije unutarnjih pre¢aka. Razlika u velidini
unutarnjih sila javlja se praktilno samo u gornjem podrudju zida, koji
je 1 tako najmanje napregnut.

Analogno je stanje unutarnjih sila u gornjem dijelu zida prakti¢no
neovisno o vrsti leZidne konstrukcije (sl. 29 i 30).

=0

Ty ©

375 [ 7 !
b F% 5 4w 4h 3

SL. 29. Krivulje sile smicanja i sumarnog momenta savijanja zida slobodnog na gor-
njem kraju i optereéenog jednolike podijeljenim optereéenjem dui Eitave visine
zida za razne leZifne konstrukcije {vrijednosti isprekidane linije proratunate
su primjenom aproksimativnog postupka opisanog u glavi 2.1.2.8.).
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Karakter 7 i M—krivulja za slu¢aj trokutnog optereéenja vidi se iz
sl. 18 1 24. Krivulje na sl. 18 odnose se na zid oslabljen nesimetri¢no
jednim nizom otvora, uz ove podatke: H =4624m, A =2,72m, [ =
=330m, b=150m F,=0675m2 F,=1,125m2, I, = 0,102 m*, [, =
= 0,475 m*, I, = 0,0065 m*, w = 4,8 Mp/m. U ovom primjeru je ol =
= 19,647 >> 10. Krivulje na sl. 24 odnose se na numericki primjer 6.2.
Tu je alf <<10. U slutaju velikih aH-vrijednosti, T-krivulja se prila-
goduje donjem rubnom uvjetu u vrlo malom podrudju iznad donjeg
ruba zida; M-vrijednosti u tom podru¢ju za x - H naglo rastu i dostiZu
maksimalnu vrijednost na donjem rubu zida.

z=0
100 KIFS 1000 Kip-FT
i e
M
]
34){4:1715:1515 d W4a 3

Si. 30. Krivulje sile smicanja i sumarnog momenta
savijanja zida slobodnog na gornjem kraju
i opteretenog koncentriranom silom pri vrhu
za razne lefi¥ne konstrukeije.

Karakter 7— i M-krivulja pri trapeznom optereéenju vidi sc na sl.
22; one odgovaraju numeri¢kom primjeru 2.1.5.1. I ovdje je aH-vri-
jednost velika, pa sumarni momenti savijanja nedaleko od donjeg ruba
zida polinju naglo rasti i dostizu maksimalpu vrijednost na donjem
rubu zida,

Na s). 29 prikazani su 7~ i M~dijagrami za zid oslabljen jednim nizom
otvora, slobodan na gornjem, kraju i optere¢en jednoliko podijeljenim
opteretenjem du? Citave visine, uz ove podatke: H = 60,0 m, 2 = 8,0 m,
1=880m, Fi=F,=216m? I, =1,=933mi I, =00054m} w=
= 1,0 Mp/m. Oznake 3, 4a, 4b, 5a, 5b, 5f odnose se na redni broj slike
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odgovarajuce lezi$ne konstrukcije. U leZidnim konstrukcijama sl. 4a
1 4b je Iz =10,0432m?4 u leZisnoj konstrukciji sl. 4a osim toga je
t = 6,0m.

Najveée vrijednosti sile smicanja, pa prema tome i najveée vrijed-
nosti poprenih sila nadvoja nastaju u zidovima sa le%iSnim konstruk-
cijama treteg tipa. U zidovima s leZi¥nom konstrukcijom sl. 5f one su
ne$to manje nego u zidu s leZi$nim konstrukcijama sl. 5a i 5b. Poprelne
sile nadvoja najmanje su u leZi$nim konstrukcijama prvog tipa (sl. 3),
dakle u zidova koje na donjem kraju moZemo smatrati potpuno upe-
tima. Vrijednosti prorafunate po grubom aproksimativhom postupku
glave 2.1.2.3 jesu u slutaju lezi$nih konstrukcija treéeg tipa (sl. 5) pre-
male, a u slutaju leZi¥nih konstrukcija prvog (sl. 8) i drugog (sl. 4)
tipa nesto prevelike. Ako bismo zanemarili krutost na savijanje i smi-
canje prelaka, bilo bi 7 = 0.

Vrijednosti momenata savijanja stupaca zida maksimalne su u sha-
¢aju leZisnih konstrukcija prvog tipa, dakle u onom sluaju koji daje
najmanje vrijednosti uzduZnih sila stupaca zida i popre¢nih sila nad-
voja. Najmanji momenti savijanja stupaca zida nastaju u zidu sa le-
Zisnom konstrukcijom sl. 5f. Momenti su savijanja u svim zidovima u
gornjem podruéju zida negativni, tako da je u tom podrudju ugibna
linija zida konkavna gledano s luv-strane zida. Momenti savijanja kod
zidova s lezifnim konstrukcijama sl. 5a i 5b negativni su i u donjem
podrudju zida. U srednjem podrulju zida je ugibna linija zida uvijek
konveksna prema luv-strani. Vrijednosti dobivene grubim aproksima-
tivnim postupkom glave 3.3 u pogledu momenata savijanja u veéini su
slu¢ajeva nedovoljno tatne.

Na sl. 30 prikazani su 7- i M-dijagrami za isti zid optereen pri
vrhu koncentriranom silom P = 60 Mp. U sludaju leZifne konstrukcije
prema sl. 4c jest Fip = Fop = 11,0 m2, I1p = l2p = 50,0 m*, £ == 2,16.10°
Mp/m?, ¢ = 10* Mp/m3.

Sile smicanja 1 prema tome poprelne sile nadvoja najmanje su u
zidovima sa leZi$nim konstrukcijama prvog tipa a najveée u zidovima
sa lezi¥nim konstrukcijama sl. 5a i 5b.

Vrijednosti momenata savijanja stupaca zida maksimalne su u lezis-
nim konstrukcijama prvog tipa, manje u leZi$nim konstrukcijama drugog
tipa i najmanje u lefi$nim konstrukcijama treteg tipa. Momenti savi-
janja stupaca zida pozitivni su du? ¢itave visine zida izuzevsi u le-
#i8nim konstrukcijama prema sl. 5a 1 5b, kada su oni negativni u jednom
malom podrudju uz donji rub zida.
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U tablici 3 navedene su vrijednosti sumarnog momenta savijanja
zida simetrino oslabljenog jednim nizom otvora i izlo¥enog jednoliko
podijeljenom optereenju dui &itave visine zida. Zid je na svom gor-
njem kraju slobodan, a na donjem se kraju oslanja na leZinu konstruk-
ciju prema sl. 4c. Numeri¢ki podaci: H = 60,0 m, 2 = 3,0 m, [ = 8,80 m,
w=10tm, F, =F,= 216 m? [, = I, = 933 m!, [, = 0,0054 mi,
Fig = Fep = 11,0 m?, I1g = D2p = 50,0 m*, E = 2,16 Mp/m2, ¢ = 10* Mp/m?®.

Tablica 3.
Vrijednosti sumarnog momenta savijanja s uzimanjem u obzir i sa zanemarenjem
utjecaja uzduinih sila stupaca zida i deformacije podloge temelja na pomake jednog
60 m visokog zida izloZenog jeduolike podijeljenom opteredenju

.‘ ¢ | :
x m 120 24,0 36,0 42.0 48,0 ! 54.0 57.0 0 60,0

| i i
- o \ ‘ 1 , }
M 12 23 $9 0 1% | 190 | 265 314 374
Ma) | tm —36  —40 —29 © —g . 32 | 126 © 20 - 345
MD) —12 24 o 145 2 347 M6 590
Mo) —36  —40 | —29 | —9 | 33 | 129 217 857

UJ tablici 8 navedene su i vrijednosti sumarnog momenta savijanja
koje su dobivenc zanemarujudi:

a) doprinos uzduinih sila stupaca zida pomacima,

b) doprinos deformacije podloga temelja pomacima (¢ = oo} i

¢) doprinose uzduZnih sila stupaca zida i deformacije podloga te-

melja pomacima.

Usporedivanje rezultata pokazuje da pri proralunavanju visokih
zidova nikako nije uputno zanemariti utjecaj uzduZnih sila stupaca zida
na pomake. Pomaci su koeficijenti u jednadibi kompatibilnosti i oni
prema tome utjefu na hiperstati¢ku veli€inu i uopée na stanje unutar-
njih sila u sistemu. Sumarni momenti savijanja izralunavaju se prema
jedn. (5) kao razlika dvaju brojeva istog reda velitine, pa mala razlika
u velitini sile smicanja T moZe prouzrokovati veliku razliku u velidini
sumarnog momenta savijanja.

Umjesto pomocéu kontinualnih zamjenjujuéih sistema zidovi oslab-
ljeni nizovima otvora nekada se proraunavaju primjenom diskretnib
zamjenjujuéih sistema. Diskretni zamjenjujuéi sistem za zid oslabljen
vertikalnim nizovima otvora je odgovarajuci skeletni okvir. Autor je jo¥
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1959 g. dao — primjenom diferencijskog rauna - jedno opée rjeSenje
za proratunavanje skeletnih okvira sa proizvoljnim brojem polja i ka-
tova [11]; kasnije je on to rjeSenje prosirio za jedan dalji slucaj opte-
reéenja i na sisteme u kojima je visina najniZeg kata razlilita od visine
ostalih katova [12]. Proratunavanje zidova oslabljenih nizovima otvora
primjenom zamjenjujuéih skeletnih okvira medutim nije preporuéljivo,
jer omjer visina popreinih presjeka stupaca zida i visine kata ne zado-
voljava uvjete statike $tapova. Nedavno je Hsien-San Tsang u disku-
siji [18] jednog autorovog ¢lanka [9] primjenom zamjenjujuleg ske-
letnog okvira rijeSio zid oslabljen jednim nizom otvora. Usporedba re-
zultata pokazuje da se primjenom zamjenjujuéeg skeletnog okvira do-
bivaju poneto prevelike vrijednosti sile smicanja.

Rezultate autorove teoretske metode cksperimentalno su ispitali,
medu ostalima, Naumann, Walter, Walch i autor. Naumann 1 Walter
[14] ispitali su fotoelastisimetrijski veliinu i raspodjelu sile smicanja.
a autor [5] veli¢inu i raspodjelu rubnih napona duZ visine zida za zi-
dove slobodne na gornjem i upete na donjem rubu. Walch [15] je
ispitao veli¢inu i raspodjelu sile smicanja duZ visine zida za zid s le-
Zinom konstrukcijom prema sl. 4a. Sva ispitivanja dala su rezultate
koji se dobro slau sa rezultatima dobivenima autorovim teoretskim
postupkom. ’

2,1.7. IznalaZenje unutarnjih sila primjenom tabela

U sluéaju zidova upetih pri dnu (leZisne konstrukcije tip 1) naprijed
navedeni obrasci za silu smicanja i reduciranu silu smicanja mogu se
svesti na oblik

T = ai; My n, T = 7:; Ty y
podesan za tabeliranje. Sa MWy i s oznaleni su moment savijanja i
popretna sila od zadanog optereéenja pri dnu x = H zida, a veli¢ina
w/u? data je odgovarajuéim obrascem (53). Numeritke vrijednosti ko-
eficijenata n =y («H, x/H) i v =¥ (aH, x/H) proralunate su iz
odgovarajuéih obrazaca na elektronskom ralunaru za razne vrijednosti
argumenata «f 1 x/H 1 date tabelarno u aneksu pri kraju rada.

Primjena tabela naravno znatno ubrzava numericki rad. Uzduzne sile
stupaca zida jednake su 17, momenti savijanja iznalaze se prema
obrascima (5) i (6) a popretne sile nadvoja dobivaju se tako da se re-
ducirane sile smicanja 7’ pomnoZe sa visinom kata A.
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Jednadzba

momenta savijanja zbog vanjskog opteretenja moze se

svesti na oblik M == My 1.

Horizontalni ugib gornjeg ruba zida moZe se prorafunati po ele-
mentarnim obrascima za obi¢nu konzolu, ako se za moment inercije te
konzole uvrsti vrijednost

.
o
1— -2y

"
02

u slucaju zida s jednim nizom otvora odnosno

21

I =
1—

u slutaju zida sa dva niza otvora.

Vrijednosti koeficijenata

P=1 1>- e (aH
(H iy ==q" («H)

za kurentne slutajeve opterecenja takoder su date tabelarno u aneksu.

Ekstremna vrijednost T# sile smicanja /" moZe se — za razna opte-
reenja — otitati 1 iz dijagrama.

2.1.8. Rekapitulacija oznaka poglavlja 2.1.

b.. ... .. svijetli raspon precki odnosno nadvoja zida,

... ... razmak od osi do osi stupaca zida,

R teorctska visina kata, tj. razmak od osi do osi precki,

S, hy . ... debljina i visina poprefnog presjeka unutarnjih precki,

H ...... visina zida,

A ...... visina zida ili ukupna visina zida 1 leZi$ne konstrukcije,

t.oo . visina leZi$ne konstrukcije,

n.o... ... broj katova,

L ...... razmak vanjskih stupova leZi¥nih konstrukeija,

F,, F, . povr§ine popreénih presjeka stupaca 1 i 2 zida,

L, 1, . vlastiti momenti inercije popreénih presjeka stupaca 1 i
2 zida,

1D A suma vlastitih momenata inercije popretnih presjeka stu-
paca zida,

L «..... reducirani moment inercije unutarnjih pretki,

Is . ... .. reducirani moment inercije pretke leZine konstrukeije,
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Fig, Fap .
Iig, Izp

dur, dfw . .
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. povriine stopa odvojenth temelja stupaca zida,
. vlastiti momenti inercije stopa odvojenih temelja stupaca

zida,

modul elastinosti materijala zida,

Winklerov koeficijent podloge temelja, tj. tla,

intenzitet horizontalnog podijeljenog optereéenja zida pri
njegovu vrhu x = 0,

velitina koncentrirane sile pri vrhu zida,

velitina (rezultanta) horizontalnog opteredenja zida,
paramctar koji odreduje udaljenost fiktivne nultatke in-
tenziteta trapeznog optereéenja od gornjeg ruba zida.
moment savijanja od vanjskog optercéenja,

popreéna. sila od vanjskog opectereéenja,

vrijednost momenta savijanja M za x = H,

vrijednost momenta savijanja M za x = x;,
sila smicanja,

. vrijednosti sile smicanja 7 za x = 0, odnosno x = H,

vrijednost sile smicanja T za x = x5,
reducirana sila smicanja, tj. sila smicanja na jedinicu
duZine zami$ljene kontinualne veze stupaca zida,

. vrijednost reducirane sile smicanja 7" za x = 0 odnosno

x=H,
sumarni moment savijanja proizvoljnog popreénog pre-
sjcka zida, .

.. momenti savijanja stupaca 1 i 2 zida,
. . reducirani dodatni moment savijanja za x = Xx;

moment savijanja precke na koti x = x;

popre¢na sila nadvoja na koti x = x;

krak popreénih sila u simetrali pretaka obzirom na os
stupaca zida,

medusobna udaljenost susjednih ¢évorova  diferencijskih
jednadibi,

. broj ¢vorova diferencijskih jednadZbi,

koncentrirana sila u ¢voru j,

. relativno smicanje presjelenih krajeva lamele u smjeru

i smislu hiperstati¢ke veli¢ine, u osnovnom sistemu, usli-
jed djelovanja sila smicanja odn. vanjskog opterecenja.

. vrijednosti pomaka A7 odn. 4y za x = H,



Gy koeficijenti zavisni od geometrijskih karakteristika zida,

[ I koeficijenti zavisni od geometrijskih karakteristika zida
i opteredenja,

ar?, wr . . . koeficijenti zavisni od geometrijskih i mehanitkih karak-
teristika zida i leZi$ne konstrukcije,

oL koeficijent zavisan od promjenljivosti debljine zida i mo-
dula elasti¢nosti du¥ visine zida,

YW .o . ugib zida - doprinos deformacije zida,

ywn, Ywn . . ugib i kut zaokreta tangente ugibne linije na donjem rubu
x = H zida - doprinosi deformacije zida,

2 zakrivljenost zida,

VB ... ugib zida ~ doprinos deformacije podloge temelja,

[ 2 kut zaokreta zajednitkog temelja stupaca zida,

Is ... ... vlastiti moment inercije stope zajedni¢kog temelja stu-
paca zida,

L suma vlastitih momenata inercije stopa odvojenih teme-

lja stupaca zida.

Derivacije po apscisi x oznaene su crticama.

2.2. Zidovi s viSe nizova otvora

I zidovi oslabljeni sa vise nizova otvora nalelno se mogu prora-
Cunavati po naprijed izloZenom postupku. U opéem slutaju imamo za
zid oslabljen s r nizova otvora za svaki vertikalni niz 2 = 1.. .7 otvora
jednu hiperstaticku velitinu 7% = T (x). Formulacija problema svodi
se na sistem r simultanih diferencijalnih jednadZzbi sila smicanja. Rje-
$avanje tako formulirancg problema traje medutim za potrebe prakse
suvide dugo, pa se preporuluje primjena neke aproksimativne metode.

Primijenit ¢e se Ritzov postupak; on na jednostavan naéin dovodi do
dobrih aproksimativnih rjeenja.

Kao primjer promotrit éemo zid oslabljen u oplem slutaju nesime-
tri¢no sa tri niza otvora (sl. 31a) izloZen duZ titave visine jednoliko
podijcljenom optereéenju intenziteta w. Neka je zid na gornjem kraju
slobodan, a na donjem upet, tj. ncka se oslanja na neku od leZisnih
konstrukcija prvog tipa.

Zamjenjujudi sistem (sl. 31b), osnovni sistem (sl. 31¢) i hiperstatitke
velitine biramo analogne kao za zidove oslabljene jednim ili dvama
nizovima otvora.
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Sl 31. Zid oslabljen s tri niza otvora (a), zamjenjujuéi sistem (b)
i esnovni sistem sa hiperstatitkim veli¢inama (c).

Moment zbog vanjskog optereéenja u nekom proizvoljnom popred-
nom presjeku x zida iznosi

M =1/2 wx?, (56)
a sumarni moment savijanja

’3\
M=12wxt— 1.}-1 Tole. (57)

Sumarni moment savijanja dijeli se na pojedine stupce zida srazmjerno
njihovim momentima inercije.

@) (3)

Ny

N,
te A 4
B i i iﬂ_ l, Z ’hlj—‘f*—\'

Sl. 82, Unutarnje sile nckog proizvoljnog popreénog presjeka x zida.

.

42



Na sl. 32 naznatene su unutarnje sile nekog proizvoljnog popreinog
presjeka x zida u smislu v kojem one djeluju sa gornjeg odsjetenog
dijela zida na donji. One iznose

Ny =T, M=t M

Noe=T,—7T, M,y = éil M
/ (58)
Nam=To— T, My=— il M
Loy
3]

Ny=—T, M, =

Za komplementarnu energiju sistema moZe se primjenom clementar-

nith obrazaca nauke o otpornosti materijala napisati izraz
H

hb3 hbs® hby?
2EU — Lo 2 e g PP e )
5{121,,‘ T 2+121,,3 < l
Q
T2 | (=T | (Ts—T | (T (59)
+ o T TR Ry
+ 51"1 05 wx* — Ty lh—Tals—Ts 13)2} dx.

Prva tri éana u tom izrazu daju doprinos pretki, odnosno zamjenju-
juée kontinualne veze, Cetiri slijede¢a doprinos uzduznih sila stupaca,
a posljednji doprinos momenata savijanja stupaca zida. Doprinos le-
ziSne konstrukcije energiji sistema moZe se zbog njene znatne krutosti
zanemariti, a doprinos podloge temelja ne treba uvesti u ratun jer de-
formacija podloge temelja nema utjecaja na stanje unutarnjih sila
u zidu.

Promatranjem dijagrama sile smicanja .(sl. 18, 22, 24, 26) moZe se
zakljuditi da se T- krivulje mogu aproksimirati pravcima (sl. 33).
Reducirane sile smicanja 7' onda su duZ visine zida konstantne, jer su
jednake derivaciji sila smicanja po apscisi, pa je naponsko stanje svih
pretaka istoga vertikalnoga niza jednako. Dispozicija armature je u
tom slutaju narolito jednostavna. Sa gledifta teorije plasti¢nosti za-
mjena T-krivulje pravcem nije samo opravdana nego je i teoretski
pravilna, ukoliko su pretke slabe u usporedenju sa stupcima.
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z~H

z=H

Sl 33. Zamjena T-krivulje pravcem.
Sl. 84. Dijagrami sile smicanja T, reducirane sile smicanja T, i su-
marnog momenta savijanja M.

Jednadibe sila smicanja odredene su prema tome jednoparametar-
skim izrazima

T = ;‘I T, (h=1,2,3) (60)
a vrijednosti reduciranih sila smicanja su
Tin
Ty === k=1,273 (61)
x g ( ) (

Sa Ty oznalena je vrijednost sile smicanja T vertikalnog niza otvora
kzax—=H. .
Izrazi (60) za sile smicanja odabrani su tako da. zadovoeljavaju rubne
uvjete
Tro=0, (k=1,2,3) (62)
na gornjem rubu zida x = 0; oni medutim ne zadovoljavaju rubne
uvjete
Tin =0 (k=1,2,3) (63)
na donjem rubu zida x = H. U smislu ratuna varijacija jedn. (62)
mogu se tretirati kao bitni, a jedn. (63) kao dodatni ili prirodni rubmi
uvjeti. NuZni uvjeti za primjenu Ritzova postupka, da izrazi za hiper-
stati¢ke velidine zadovoljavaju bitne rubne uvjete, dakle su zadovoljeni.
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Uvrstimo li izraze (60) za hiperstatike veli¢ine 1 (61) za njene deri-
vacije u izraz (59) za komplementarnu energiju sistema, on nakon pro-
vedbe integracije i uredenja dobiva konalan oblik

b,® 2 b? o 2 b3® 2
kU= (2 g 82 gy B A
<1p1 Wt Ip2 ot Ips 3H> 12H +
Tin* | (Tou—Tuf | Ton—Tanf | (—Ton)?] H
Liw®  Ton =Ty (Ton—Ten)? | (=Tow)*| H |
F, F, F, F, 3
1 [wHS H (64
wi®
L OB A Tl + Tt
+E1{20 F+ Tl + T by 4 Tan ) 3
. H?
— (Tu 11+72f112+7.m13)w ‘

Komplementarna encrgija sistema je time izraZena kao funkcija ne-
poznatih parametara Txm.

Primjenom uvjetnih jednadzbi

L2 o k=123 (68
3 Ten

Ritzovog postupka na izraz (64) dobiva se - za iznalaZenje parametara
Ty — simetri¢ni sistem triju simultanih linearnih algebarskih jednadZbi
naveden u tablici 4. Dvostruko izvufena linija predoluje znak jed-
nakosti jednadzbi.

Podto su rjeSenjem u tablici 4 navedenog sistema jednadibi prora-
¢unate vrijednosti parametara Txag, vrijednosti sila smicanja iznalaze
se prema jedn. (60} i vrijednosti reduciranih sila smicanja prema jedn.
(61). Na sl. 34 prikazani su dijagrami sile smicanja T, reduciranc sile
smicanja T4 i sumarnog momenta savijanja M. Jednadiba (57) su-
marnog momenta savijanja predofuje parabolu Il stupnja. Unutarnje
sile stupaca zida prorafunavaju se primjenom jednad?bi (58). Poprene
sile unutarnjih prelaka iznose

Qv ="Tinh; (k=1,2,3; j=0...n—1) 66)
momenti ukljeStenja precki proratunavaju se prema veé ranije na-
vedenoj jedn. (54).

Ugibi zida, npr. ugib gornjeg ruba zida, mogu se, ako je to potrebno,
proratunati na osnovu sl. 35, dakle na osnovnom sistemu izloZenom
djelovanju vanjskog, tj. horizontalnog optereéenja i hiperstati¢kih veli-

45



9%

Tablica 4.

Sistem jednadibi za iznalaZenje Trs—vrijednosti

[ Tin ' 'IZH 73!1
L1 }_, blh | Ll 1 hi Swh A2
site ety I H| 21 F, 1 81
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tina, tj. sila smicanja. Momentna linija 1/2 wx? od vanjskog opterete-
nja je parabola Il stupnja sa tjemenom pri vrhu zida, a momentna
linija %”Tk I od hiperstatickih veli¢ina pravac sa nultatkom pri vrhu
zida. Doprinos deformacije zida horizontalnom ugibu gornjeg ruba zida
iznalazi se najjednostavnije Greenovim teoremom uz primjenu konju-
girane grede, u promatranom slufaju konzole upete na gornjem i slo-
bodne na donjem kraju. Dobiva se:

H?* (wH* 1 3 )
wo= —— |—— — = Y Turl)- (67)
Y EZI( 5 3 A ")
a
|
Y80, Iwp
2A 8 -7
b o ol in
ezrrs, s 7o) ,‘§~
A —
e i e

Sl. 35. Osnovni sistem sa silama koje na njega djeluju i ugibna linija.
S 36. Dispozicija zidova (a) 1 dimenzije zidova u popretnom presjeku (b) uz
numericki primjer.

Doprinosu ywo deformacije zida treba jo3 superponirati doprinos yso =
= @ (H — x) deformacije podloge temelja. Deformacija podloge te-
melja se naime manifestira u nadinu zaokretanja stope temelja za iznos
& =Mz/2¢lp. Sals je pri tome oznaten vlastiti moment inercije stope
zajednitkog temelja stupaca promatranoga zida. Ugibna linija zida je
parabola IV stupnja (sl. 35).



. e i
Numerickt primjer

Treba ispitati sistem zidova prikazan u tlocrtu na sl. 36a za vjetar
u smjeru osi OS simetrije sistema. Zid 2 A je neoslabljen, a zidovi B
i C medusobno su jednaki i oslabljeni sa po tri vertikalna niza otvora
(sl. 86b). Zidovi su visoki 51,8 m; na gornjem kraju su slobodni, a na
donjem kraju x = H == 51,8 m upeti u masivan ro$tilj podrumskih zi-
dova. Ispod cijelog objekta proteie se temeljna plota. Visina kata je
h = 2,80 m, visina unutarnjih preaka %, = 0,65 m i ukupni intenzitet
vjetra w = 2,39 Mp/m visine objekta.

Raspodjela ukupnog horizontalnog optereéenja objekta na pojedine
zidove hiperstaticka je, pa treba promotriti i deformaciju sistema. Kako
stropove moZemo smatrati kao u njihovim ravninama apsolutno krute
diskove, projekcije ugiba svih zidova na smjer osi OS simetrije moraju
biti medusobno jednake (sl. 37).

U svrhu raspodjele ukupnog optereéenja na pojedine zidove postave
sc: 1) uvjet ravnoteze

wa -+ wa cos v + we oS po = w (68)

raspodijeljenih opteredenja i ukupnog optereéenja po jedinici visine
objekta u smjeru osi OS simetrije 1 2) uvjeti kompatibilnosti

YWwoa == YwoB COS 7B, } (69)

YWO4A = YWOC COS ¢C ;

za x = 0; onl izraZavaju uvjet jednakosti projekcija ugiba gornjih ru-
bova zidova na smjer osi simetrije. Pri tome su sa w., ws i we ozna-
¢eni intenziteti opteretenja zidova A, B i C u smjeru zidova, a sa ywod,
ywos i ywoe ugibi gornjih rubova zidova, takoder u smjeru zidova.

Najprije treba zidove ispitati za jedini¢no optereéenje, tj. na jedno-
liko podijeljeno optereéenje intenziteta 1.

Ugib gornjeg ruba zida A moZe se, jer zid nije oslabljen, proratu-
nati primjenom poznatog ohrasca nauke o otpornosti materijala

H4
Ey = == 81060,
yWoa 81,

pri ¢emu je za vlastiti moment inercije popretnog presjeka zida uvritena
vrijednost I4 = 11,1 m*.
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Geometrijske karakteristike zidova B 1 C jesu:

F, = 0,315m?, I, =10,116 m?,

Fy = 0,187 m?, Iy = 0,0243 m*,

Fy = 0,308 m2, I; = 0,108 n,

F, = 0,450 m?, I, = 0337 mt

by = by, = by = 0,87 m, 2T = 0,585 m*,

I, = 254m, 1, =25l m, L, = 340 m,

41, = 0,00588 m*.

Koeficijenti 1 ¢lanovi ovisni o opteretenju sistema jednadZbi prema
tablici 4 1 rjeSenje sistema jednadibi navedeni su u ovoj shemi:

Tip Toy - Tag |
_— J— e
! ‘
y L 1967 0556 | 1477 | 4369
2 | 1,949 1,188 l 481,7
( 1 o258 | 584,8
\ |
! 1
CoesT 52 1172
‘

Vrijednost sumarnog momenta savijanja za x = H iznosi
Mpy == 378 Mpm,
reducirane sile smicanja su
Tin = 1,91 Mp/m, Tim = 2,42 Mp/m, T3y = 2,26 Mp/m,
a ugibi gornjih rubova zidova
E ywop == E ywoc == 65130.
Primjenom jedn. (69) mogu se sada intenziteti opterelenja zidova
B i C izraziti pomodu intenziteta opteretenja zida A:
1245 1,245

wpg = W4, WC— w
cos @B ' cos ¢

Uvrste li se ove relacije u uvjet ravnoteZe (68), dobivaju se za inten-
zitete opteredenja zidova A, B 1 C vrijednosti

w4 = 0,685 Mp/m, wp= 0,863 Mp/m, wc == 1,006 Mp/m.

Konaéne vrijednosti. unutarnjih sila u zidovima dobivaju se multi-
plikacijom ranije proratunatih vrijednosti za jedini¢na opteretenja
sa gore navedenim intenzitetima w., ws 1 we.
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Projekcije ugiba gornjih rubova zidova na smjer osi simétrije
E ywoa = E ywos cos ¢z = E ywoc cos gc = 55500
medusobno su jednake, Sto sluZi kao kontrola. Doprinos deformacije
podloge temelja ugibima zidova pri tomu, tj. pri raspodjeli optereée-
nja, nije uzet u obzir jer on prouzrokuje samo naginjanje objekta kao
cjeline, ali ne utjede na stanje unutarnjih sila u sistemu.

2.3. Dinamicke karakteristike zidova s nizovima otvora

U svrhu iznalaZenja dinamitkog opteretenja, npr. inercijskih sila
kod potresa, potrebno je poznavanje perioda te ugibne linije pri slo-
bodnim titrajima.

Masu pa prema tome i teZinu ¢ sistema zami§ljamo si jednoliko po-
dijeljenom po visini sistema. o

Tezinu jédne stropne konstrukcije ukljuéivii dio pokretnog tereta
treba dakle podijeliti s visinom kata i tome pribrojiti tefinu vertikalnih
dijelova po jedinict visine.

Titranje elementa dufine dx i mase m. dx odnosno tefine g. dx siste-
ma moze se opisati jednadzbom

¥ =Y cos pt: (70)
pri tome oznacuju y;/° horizontalni pomak promatranoga elementa u

proizvoljnom &asu ¢, Y; ampli. 'du 1 p kruZnu frekvencu titranja. Brzina
elementa prilikom prolaza kroz nulti poloZaj slijeva udesno

b=27)

onda iznosi Y; p. Pomake udesno iz nultog polozaja smatramo pozi-
tivnima.

Tretirani zidovi toliko su kruti da se pri iznalaZenju dinamickog
opteretenja u vedini slu¢ajeva moZemo zadovoljiti ispitivanjem titranja
po osnovnom tonu, dakle iznalaZenjem osnovnog perioda. U tu svrhu
moZemo se posluZiti energetskom metodom.

Pretpostavlja se da su ugibna linija kod titranja te ugibna linija
zbog statitkog djelovanja jednoliko podijeljenog horizontalnog opte-
retenja intenziteta g sliéne. Oznadimo 1i horizontalne ugibe zbog sta-
tickog djelovanja horizontalnog opteretenja ¢ sa y, amplitude titranja
bit ée ¢y, gdje je sa ¢ oznalena ncka konstanta.



Ugibna linija zida bez otvora, tj. konzole nepromjenljive krutosti
konvcksna je naprama strani izlofenoj optereéenju, dok je ugibna linija
skeleta konkavna naprama toj strani. Zid oslabljen nizovima otvora po
svom statickom djelovanju nalazi se izmedu statitkog djclovanja ne-
oslabljenog zida i skeleta; ugibna linija je u gornjem podruéju kon-
kavna naprama opterelenoj strani, a ispod toga konvcksna. Tatka in-

fleksije nalazi se negdje oko x = ;H. Jednostavnosti radi ugibnu

liniju oslabljenog zida pretpostavit éemo u obliku pravca koji stvarnu
. TR 1
ugibnu liniju sijede u x = 3 H.
Kinetitka energija sistema najveéa je u asu prolaza sistema kroz
nulti poloZaj. Ona tada iznosi
p? (P’.‘ H N
Ey, =" q[y%dx. (1)
2g 0
Potencijalna energija sistema maksimalna je u tasu maksimalnog ot-
klona, to jest u &asu kad pomaci dobivaju svoja amplitudna znalenja.
Ona se moZe izraziti kao rad

T
Ep=="-q[ydx (72)
2 i

vanjskih sila ¢g dx na odgovarajuéim pomacima ¢y. Kako se prigu-
$ivanje titranja zamemaruje, kineticka energija i potencijalna energija
prilikom svakog titraja prclaze jedna u drugu. Izjednatujuéi na osnovu
toga izraze za obe ecnergije, za kruznu frekvencu slobodnih titraja po
osnovnom tonu dobiva se obrazac
I/
;T ydx
p= 1/ g fsec (73)
[ ydx
0
Oznatimo 1i ugib vrha x = 0 zida zbog statickog djelovanja horizon-
talnog optercéenja ¢ sa y,, slijedi
" 1 " H " N
Tydx=— yo H, [y%dx= "=y [ydx/[ydx==15/y,
0 2 a 3 0 a

te pr=384Fy,.
Za osnovni period slobodnih titraja dobiva se konalni obrazac
T=27_ 1,64 V. [sec] (74)
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Opéi obrazac za koeficijent forme ugibne linije kod slobodnog ti-
tranja

"
[ydx
p—y (75)
{ y2' dx
tada dobiva oblik ’
X
=15 (1 — ; 76
" ( H) (76)

dat je dakle pravcem s maksimalnom ordinatom #y = 1,5 pri vrhu
x = 0 zida 1 nultotkom nr = 0 pri dnu x = H zida.

U obrascu (74) za period titranja figurira ugib v, vrha zida zbog
statitkog djelovanja jednoliko podijeljenog horizontalnog optercéenja
intenziteta ¢g. Da bismo prorafunali taj ugib, treba prethodno rijefiti
statitki neodredeni sistem. U tu svrhu moZe poslufiti grubi aproksi-
mativni ratun prikazan u poglavlju 2.2, dakle ralun koji se osniva na
pretpostavei da je sila smicanja linearna funkcija. Na primjer kod
nesimetritnog zida sa jednim nizom otvora ordinata te funkcije za
donji rub x = H zida iznosi (tablica 4)

3 glH?
8 X7
Ty = — - 77
B 11 bk )
21 F, Fy, 41, H?
Ugib na proizveljnoj koti x dat je onda jednadibom
y=yw -+ yp ==
H* x x* H? [ x X
— s X g XNy, [h 3 X XN Tl
6 ES1 K Tt H*) 7 ( n H3> K "} +
Ma 5
B 78
2 els ( x) {78)

gdje prvi ¢lan daje utjecaj deformacije zida, a drugi utjecaj deforma-
cije podloge temelja. Proratuna i se primjenom ovog obrasca ugib u
H . . . .
x = 3 za ugib gornjeg ruba zida dobiva se obrazac
H
=1,50 yw, 1. — . g .
Yo yw,us -+ H—HJ3 YB, Hi3
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Primjer. Za jedan dvanaestorokatni toranj treba proralunati osnovni
period slobodnih titraja zida nesimetri¢no oslabljenog jednim nizom
otvora uz slijedeée podatke: I, = 0,102 m4, I, = 0,475 m?, F, = 0,675 m2,
F,=1125m? 6 = 0,50 m, h = 2,72 m, H = 854 m, H = 40,1 m,
=330 m, b=150 m, I, =0,0065 m', ¢ =544 Mp/m, £ —2,1-10°
Mp/m?, 2¢ = 10* Mp/m?, Iz = 3632 m*. 4

Vrijednost sile smicanja na donjem rubu zida: Ty =124,9 54,4 =
6795 Mp.

- H
Ugibi u x = 3 oywas = 0930m, vz 3 =0,017m,

Ugib gornjeg ruba x == 0 zida: y, = 1,42 m.
Osnovni period titranja: 7 = 1,95 sec.
Za usporedenje vrijednost perioda proralunata je i po obrascu

T = 0571 H? 1/ iqi [sec]

za konzolu konstantne krutosti EI i jednoliko. podijeljene mase ¢/g.
Uvritavajuéi za / vrijednost 5,0 m?, dobiva se 7 = 2,09 sec.

3. ZIDOVI KOD KOJIH SE KRUTOSTI NA SAVIJAN]JE
NEKIH STUPACA MOGU ZANEMARITI

3.1. Opis zadatka

Kod nekih konstruktivnih rjeSenja zidova vlastiti su momenti iner-
cije nekih stupaca mali u usporedbi sa vlastitim momientima inercije
ostalih stupaca 1 pretki. Krutost na savijanje takvih stupaca moZe se
zanemariti; u daljem tekstu nazivat ¢emo th pendel-stupcima. Veza pre-
taka i pendel-stupaca moZe se tretirati kao zglobna.

Sl 37 i 38 prikazuje nekoliko moguénosti oblikovanja zidova pen-
del-stupcima. Kod zidova sa pojasevima (sl. 38a,b i 39) moZemo — pri
ispitivanju zida na horizontalno optere¢enje u smjeru hrpta — povriine
popreénih presjeka pojaseva zamisliti koncentriranima u presjeciitu
osi pojasa i hrpta (sl. 38d i 39b). Vertikalni nosivi- elementi kompozit-
nog zida (sl. 38¢) jesu jedan betonski ili armiranobetonski i dva ge-
litna stupca.
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Opteretenja pojedinih zidova i ugibi gornjih rubova zidova
uz numeri¢ki primjer.

Simetri¢an zid s jednim stupcem krutim na savijanje i dva
pendel-stupca: poprefni presjeci dvaju zidova sa pojase-
vima (a.b) i jednog kompozitnog zida (c), statitka shema
zida u popretnom presjeku (d), nacrt zida s odvejeno te-
meljenim stupcima (e} i dio nacrta zida u kojem se svi
stupci oslanjaju na zajednitki podrumski zid (f).

Nesimetrican zid sa dva stupea kruta na savijanje i dva
pendel-stupca: popreini presjek (a), staticka shema zida u
popreénom presjeku (b) i nacrt zida (c).




Stupci zida mogu biti temeljeni odvojeno (sl. 38e 1 39) ili zajednitki
(sl. 38f). Drugi od oba navedena nalina oslanjanja stupaca moZe se
shvatiti kao specijalan slutaj prvoga, naime slulaj u kojem je:koefi-
cijent podloge jednak beskonaéno.

SR 4 LB

e e

SE 40, Zamjenjujuéi (a) 1 osnovni (h)
sistem zida prema sl 38,

Ugib slobodnog kraja konzole zbog djelovanja jediniéne sile na
tom mjestu (sl. 41) iznosi H¥/3El zbog momenata savijanja i kb/GF
zbog popreénih sila. Ako za modul smicanja G uzmemo 3/7 modula
elastinosti £, a za koeficijent raspodjele tangencijalnih napona za
pravokutni popreéni presjek vrijednost 1,2, za reducirani moment iner-
cije predaka keje su na jednom kraju prikljuéene na pendel-stupce

dobiva se izraz 75/7;:3/12

1+ 07 (hylb)?
Vrijednost reduciranog momenta inercije pre¢aka koje su obostrano
upete u stupce krute na savijanje data je obrascem (3) u poglavlju 2.1.

(79)

p =

Zidovi kojima neki stupci nisu kruti na savijanje proratunavaju se
analogno kao §to je ranije opisano za zidove kojima su svi stupci kruti
na savijanje. Kako bi u svrhu ispitivanja slozenijih sistema omoguéili
iznalaZenje aproksimativnib rjeSenja; primijenit ¢emo energetsku me-
todu. Postupak ¢emo demonstrirati na primjerima prikazanima na sl
38. 1 39.



3.2. Simetri¢an zid sa jednim stupcem krutim na savijanje i dva
pendel-stupca (sl. 38)

3.2.1. Izvod obrasca za komplementarnu energiju sistema

Promotrit ¢emo opéi slutaj zida s odvojeno temeljenim stupcima.

Sl 40a 1 b prikazuju odgovarajuéi zamjenjujuéi i osnmovni sistem.
Osnovni sistem dobiva se iz zamjenjujuéeg time da se zglobna veza
lamela i pendel-stupaca ulini pomitnom u vertikalnom smjeru, ili -
drugim rijeéima - time da sc u tu vezu uvedu nullinije sile smicanja

(sI. 42).
L, LEF
ELGF b LJ
}”*5—‘*! Y7
by —d

Sl. 41. Uz iznala¥enje reduciranog mometa inercije pretke koja
je na jednom kraju prikljuéena na stupac krut na savi-
janje. a na drugom na pendel-stupac.

Sl. 42. Detalj nullinije sile smicanja.

DuZ nullinije sile smicanja, odnosno popretne sile, djeluju reduci-
rane sile smicanja 7’. Hiperstatitka veli¢ina — sila smicanja — definira
sc opet jednadzbom (4), dakle kao integral popreénih sila T'dx lamela
od vrha x = 0 zida do promatrane apscise x.

Z
7 I 7 1 L%
hN 4 Tdz
1 a ’
PG ; z
7 77772 (7] o S ——

R -

SI. 43. Unutarnje sile stupaca zida prema sl. 38.
Sl. 44. Opteretenje jedne lamele.

Na sl. 43 oznalene su unutarnje sile stupaca u nekom proizvoljnom
popretnom presjeku zida u smislu u kojem one — kao vanjske sile -
djeluju sa gornjeg odsjelenog dijela zida na donji. Zbog simetrije
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sistema i pretpostavljene antimetrije optereéenja uzduina sila srednjeg

stupca identi¢no je jednaka nuli. Srednji stupac napregnut je dakle

samo na savijanje, vanjski stupac na luv-strani na centri¢ni viak, a

vanjski stupac na lee-strani na centriéni pritisak. Vrijednost sumarnog

momenta savijanja data je obrascem (5b).

Uvode se ove oznake:

M, Mj. . . . moment savijanja zbog vanjskog optereéenja u proizvolj-
nom popreénom presjeku 0 £ x < H zida i u stopi x = H
temelja stupca krutog na savijanje,

F....... povriina popre¢énog presjeka jednog pendel-stupca,

I ... vlastiti moment inercije stupca krutog na savijanje,

Fo oo ... povr§ina stope temelja jednog pendel-stupca,

Is . ... .. vlastiti moment inercije stope temelja stupca krutog na
savijanje,

E....... modul elasti¢nosti stupca krutog na savijanje i precki,

Ee o ... modul elasti¢nosti pendel-stupaca,

C. Winklerov koeficijent podloge temelja za centriéni pri-
tisak.

Znalenje ostalih oznaka vidi se na sl. 38.

Kako je visina 7] srednjeg stupca zida znatno veéa od njegove §irine,
on s¢ moZe smatrati kao $tap i raspodjela normalnih napona po po-
pre¢nim presjecima pretpostaviti linearnom. Na osnovu jednog po-
znatog obrasca nauke o otpornosti materijala za komplementarnu ener-
giju srednjeg stupca vrijedi obrazac

H
Us = — [ (M—2ThH*dx. (80)
2FI @
Komplementarna energija pendel-stupaca iznosi
H
Up= -~ | T dx. (81)
Ep F o

Komplementarna energija koja se prilikom deformacije zida akumu-
lira u jednoj lameli iznosi (sl. 44)

‘2 d 2 év 3 -
T ¢ g P gy (82)
2ElL dxih o 6 L1, )
Komplementarna energija svih lamela tj. obiju zamjenjujuéih konti-
nualnih sila jest prema tome

AUy =

Up =21 duy — 20" {2y
y == ()) y = ﬁ?; : X (83)
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Komplementarna energija podloge temelja jest

Up— -1 |2 Ty L g 2Tyl ] (54)
2¢ | Fg 21
Prvi &an izraza (84) daje doprinvs pudloge temelja vanjskih stupaca,
a drugi doprinos podloge temelja unutarnjeg stupca.
Doprinos samih temelja energiji sistema moZc sc¢ — zbog njihove
znatne krutosti — zanemariti.

Uvede 1i se oznaka B

E
za reduciranu povr§inu popretnog presjeka pendel-stupaca, za komple-
mentarnu energiju sistema zid-podloga temelja dobiva se — superpo-
zicijom doprinosa (80), (81), (83) i (84) — izraz .

FeZ2LF : (85)

H
v L[y o
lE

b A=t - A T2 d
Y 31, ‘ ol

g2 . (86)
1 [2 Tt My — 2Tyl

+,ﬁ,
2¢

FB ' 21p

Na gornjem rubu zida sila smicanja mora biti jednaka nuli. Gornji
rubni uvjet je dakle dat jednadibom (15); u smislu raduna varijacija
ta se jednadzba moze smatrati bitnim rubnim uvvjetom.

3.2.2. Egzaktna formulacija i rjeSenje

Prema teoremu o minimumu komplementarne energije funkcija T
odredit ée se iz uvjeta da funkcional (86) bude stacionaran u odnosu na
male dopuStene varijacije te funkcije, tj. takve varijacije koje zado-
voljavaju bitni rubni uvjet (15). Slijedi

sU=0. : (87)

Komplementarna energija sistema je¢ — na osnovu izraza (86) -

funkcija od x, 7,"7" i Tu. Ona se mo#c napisati u opéem obliku

H
U= [GxT.7T)dx+ ©(Tn). (88)
]

Pri tome je sa G oznafena podintegraina funkcija, a sa @ rubni ¢lan
izraza (86).
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Prvu varijaciju izraza (88) dobiva se¢ deriviranjem, time da se dife-
rencijali-d T, d7T" i dTs zamijene odgovarajuéim varijacijama 87,
8T 1 6Ty . Slijedi:

" T
SU = [ (Gr 3T +Gr 6T dx+ 7, 5Tn. (89)
0

Indeksi T, 17 1 Tw pri tome oznatuju velidine po kojima treba deri-
virati funkcije G 1 @. Uvritenjem vrijednosti odgovarajucih derivacija
u izraz (89) on poprima oblik

u ‘
aU:J-‘- H”— —211 (an-z‘n)} 5T -+ 33”%7 57} dx -+

p

2/ Wil
+ v [(7* + Fﬂ) Ty + *""[;J 0Ty (90)

Varijaciju 67" funkcije 77 primjenom pravila
g H
(T 8T dx =Ty 6Ty — | T" 0T dx (1)
0 0

za parcijalno integriranje prevodimo u varijaciju funkcije 7. Vrijed-
nost varijacije 4 na donjoj granici x = 0 integracije pri tome je
stavljena jednakom nuli, jer 1 ona mora zadovoljiti bitni rubni uvjet (15).

Uvjet (87) za komplementarnu energiju sistema mo¥e se primjenom
izraza (90) i obrasca (91) napisati u konatnom- obliku

H
F' f{?f?—?’:l(m-z‘n) 2 kb7 TJ} 3T dx 4
E || F 1 31, (09
(2 BB RS 91‘,,1
Gy AT 8Ty =0
+{3u "+ (IB +f3) " ” "

kako mcdutim varijacija 0 T i rubna vrijednost 6 Tr te varijacije mogu
primiti proizvoljne vrijednosti, jednadfba (92) moZe biti identino za-
dovoljena samo ako su koeficijenti uz 87 i 6 Ty, tj. oba izraza u za-
vojitim zagradama, jednaki nuli.

Uz oznake
. [2E 1y 30
“ (1 ) |
131, I (93)
YT

Ey
<D



te ' 111‘2:“(12+1>31p£

IB FB /lb“ (5
| 31, E (94)
= T €

dobiva se. — izjednatujuéi s nulom izraz u prvoj zavojitoj zagradi —
diferencijalna jednadzba (14) sile smicanja i - izjednatujuéi s nulom
izraz u drugoj zavojitoj zagradi — donji rubni uvjet (19). Jednadiba
(19) predstavlja — u smislu ratuna varijacija — prirodni ili nebitni rubni
uvjet.

Diferencijalna jednadiba (14) i rubni uvjeti (15) i (19) — uz oznake
(98) i (94) — jednoznafno formuliraju obradivanu zadaéu. Razlika u
usporedbi sa zidom u kojem su svi stupci kruti na savijanje samo je
u vrijednosti koeficijenata a2, v, @? i 1.

U svrhu rjefenja zadate moZe se u slutaju proizvoljnog optereéenja
primijeniti diferencijski postupak opisan u glavi 2.1.2.1.

Za specijalna optereéenja je u glavi 2.1.2.2. navedeno strogo rjeSe-
nje. Za koeficijente koji figuriraju u obrascima za integracijske kon-
stante 1 u jednadzbi sile smicanja dobivaju se kona¢ni obrasci

w w | 31,
== 2 e =
2 2 1 A i 05
e, w 13l | o
"T6sH " 6tH 1 kb
za sludaj trapeznog optereéenja i
g @ w3
YT | "
L 31, [ o
=Pyp=2"P -
YT v

za slutaj kombinacije jednoliko podijeljenog optereéenja i koncentri-
rane sile pri vrhu.

3.2.3. Aproksimativno rjeSenje

Jedno aproksimativno rjefenje zadale izvest ée se primjenom Ritzova
postupka. Izraz za posmitnu silu traZi se u obliku linearne funkcije

(sl. 83)
T = -;‘7 Ty, (97)
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Jednoparametarski izraz (97), dodule, ne zadovoljava prirodni rubni
uvijet (19), ali zadovoljava bitni rubni uvjet (15). Uvjeti su za primjenu
Ritzova postupka dakle ispunjeni.

Jednostavnosti radi opteretenje sistema pretpostavlja se jednoliko
podijeljenim po visini H zida. Intenzitet tog optereéenja oznadimo sa w.

Uvrstimo 1i izraz (97) za biperstati¢ku velidinu i odgovarajuéi izraz
za njenu derivaciju u obrazac (86) za komplementarnu energiju sistema,
on nakon provedbe integracije i uredenja prima konalni oblik

H 2 1 [w*H® wl 4 9
EU=-"_-Ty + ~[—— — —HTy+ -~ PHTy) +
: s g ( 20 2 L ")
hb* E {2 Mg —2Tyul)? (©8)
724 £ |2 gy Ma—2Tn ﬁ
3 IPH . 2¢ {FB i 21y

Komplementarna energija sistema je time izraZena kao funkcija ne-
poznatog parametra 7Ty izraza (97) za silu smicanja.

Uvjetna jednadiba
d (EV)

‘(TT”" =0. (99)
Ritzova postupka daje
wiH' | Wil E
Ty = —- 41 LI : (100)
LH AR 2l TE(F T
3F 31 31, H ¢ \lg Fg

U specijalnom sludaju kad se Winklerov koeficijent ¢ podloge temelja
moZe staviti beskonatno kao i u slu¢aju kad su svi stupci zida oslonjeni
na zajednitki temelj ili podrumski zid (sl. 38f) obrazac (100) se poje-
dnostavnjuje u oblik
wlH?®
Ty = 41 )
2H | 4120 2 hb?

YAy 3L H

aon)

Unutarnje sile proratunavaju se onda na osnovu sl. 43.
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&9

x2

ax

IznalaZenje unutarnjih sila uz

0,620
1,459

2,811

Tablica 5.

numeri¢ki primjer 3.2.4.

C sh ax

£

D chax T hom g x2
—15,48 —15.48 0
—18,22 —11,15 2,65
—27.38 —10,75 10.62
~—46,19 —14,15 25.90
—81,33 —22,53 42,48
—98,65 —26.90 49,86

—119,66 —32.28 57,82

—14522 ;38,88 66,38

18,13

26,10, |

39,35
57,96
65,34
75,30
81,86

7.0
15,4

252

38.4
410

43,0 |

21T } IMn M

0 0 0

105 41 0 —64

230 162 : —68

378 364 ! —14

531 648 i 117

P57 760 ; 183
i



3.2.4. Numeritki primjer i diskusija rezultata
Proralunat ¢e se jedan primjer s ovim podacima:
H=43m H=475m h=30m I=75m, b=60m,
I=0,5625 m*, F=015m? [, =45 - 10~ m*,

Ip= 144 m*, Fg= 7,5 m?

L =21-10 Mp/m2, E, = 2E, ¢ = 10* Mp/m?®

w =10 Mp_/m.
Strogo rjefenje
a=6509-10~  f=1389 10~¢
ar? = 1,76 - 10—2 wr = 1,186 103
C = 11,40
=0
V/ :‘:
il
il
i
SR
! 90 Mom
\
\

=

S1. 45. Dijagrami-sile smicanja i sumarnog momenta savijanja uz
numericki primjer. -

Proradun unutarnjih sila proveden je u tablici 5, i to proratun vri-
jednosti sile smicanja prema jedn. (81) = (32) + (45), a sumarnog
momenta savijanja prema jedn. (5b)..

Aproksimativno rjelenje

Tu = 43,0.

Dijagrami sile smicanja i sumarnog momenta savijanja prikazani su
na sl. 45. Pune linije odnose se na strogo, a isprekidane na aproksima-
tivno rjefenje. Sa »a« oznaene krivulje odnose se na zadani sluéaj zida
s odvejeno temeljenim stupcima (sl. 38e), a sa »b« oznalene na spe-
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cijalni slutaj zida na apsolutno krutej podlozi {¢ = <o) ili na zid sa
zajedni¢ki temeljenim stupcima (sl. 38f). Vrijednosti odredenc talka-
stom linijom poludene su zanemarujuéi sudjelovanje pojaseva, tj. uzi-
majuéi 7 =0.

Usporedenje krivulja na sl. 45 pokazuje da pojasevi osjetljivo raste-
reéuju zid. Sto popustljivije je tlo, to znatnije je rasterefenje i to niZe
se nalazi nultatka M-krivulje. UzduZne sile pojaseva i popretne sile
pretaka veée su u slutaju odvojenih, a manje u slufaju zajednickog
temelja.

3.3. Nesimetri¢an zid sa dva stupca kruta na savijanje i dva pendel-
stupca (sl. 39)

Hiperstatitke velitine su sile smicanja 7,, 7, i T3, koje djeluju dus
zglobnih prikijutaka lamela na vanjske stupce zida, tj. pojaseve.

Osnovni sistem sa hiperstatitkim veli¢inama prikazan je na sl. 46.

=0 N

&-—Z,“i-lz-i-lr* bRl
(el
T

= 1 E— S

TN

L3

=
|

JIIIIT\HHHI

H
i

;%’ 127 ;ﬁﬁiﬁfg 7 .é—qi The

Sl. 46. Zamjenjujuéi (a) i osnovni (b}
sistem zida prema sl. 39.

I

Jednostavnosti radi opeterelenje sistema pretpostavija se jednoliko
podijeljenim du? visine H zida.

Vrijednost sumarnog momenta savijanja u nekom proizvoljnom po-
pretnom presjeku zida data je obrascem (57). On se na oba unutarnja
stupca’ zida dijeli srazmjerno njihovim momentima inercije.
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Sl. 47. Unutarnje sile stupaca zida prema sl. 39.

Na sl. 47 naznalene su unutarnje sile nekog proizvoljpog popreénog
presjcka zida u smislu u kojem one — kao vanjske sile — djeluju sa gor-
njeg odsjedenog dijela zida na donji. One se mogu izraziti kao funkcije
hiperstatickih veliéina: '

N,=T, |

No=To—T1, M= (05wt —T1 s —Tsls—Ts o) —iil

' (102)
No=Ts =Ty, Ma=05wx*—T, 1, =T2ly—T; L) ;";

Ne=—T,. J

Analogno kao u prija§njem primjeru za komplementarnu energiju
sistema zid-podloga temelja dobiva se izraz

H
3 3 3
U = j_lﬁ {hb}, T2 4 @L T2+ ,hbi, T2+

2E 31, 12 Iy 3 Iy
0
T2 TL=T)" | (T =T | (=T |
+ By + 7, + F, + E/ -+

+ %1 05 wx? — Ty by— T, I —Ts 13)2} dx +  (103)

1 | T4 (Tsy — Tim)? Tiun*
N S
2 [ F”g FZ,SB ff;B
4 By —Tinh—Tonh—Tsu b)* } .
21y
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Pri tome F/-i F, oznatuju reducirane povrdine popretnih presjeka
vanjskih stupaca, a 2’/ sumu vlastitih momenata inercije unutarnjih
stupaca.

Na gornjem rubu zida sile smicanja moraju biti jednake nuli. Gornji
rubni uvjeti dati su prema tome jednadfbama (62). U smislu raluna
varijacija te se jednad’be mogu smatrati bitnim rubnim uvjetima.

Kako bi stroga formulacija zadale dovela do sistema triju simultanih
diferencijalnih jednad#bi 1l reda, 'zadovoljit ¢emo se aproksimativnim
rjeSenjem.

Za traZene hiperstaticke velitine postave se opet jednoparametarski
izrazi (60).

Uvjetne jednadZbe

AU o k=123 (104)

Ritzova postupka dovode — sli¢no kao u poglavlju 22 - do jednog
sistema triju linearnih algebarskih jednadibi za iznalaZenje triju pa-
rametara Trn .

Unutarnje sile iznalaze se onda prema jednadibama (102).

3.4. Proraun primjenom tablica

I zidovi s pendel-stupcima mogu se prorafunati primjenom tablica
datih u ancksu, ukoliko u obrascu za koeficijent «H krutosti zida uvr-

stimo vrijednost
31,

hb?
za krutost zamjenjujuée kontinualne veze stupaca po jedinici visine
umjesto vrijednosti

121,

hb?
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4. ANEKS
TABLICE ZA BRZO IZNALAZENJE
UNUTARNJIH SILA T UGIBA



TABLICA 1
Jednoliko podijeljeno optereéenje: My = % wH? Ty=whH

A-vrijednosti

x/H 0,1 0.2 0,3 04 0,5 0.6 0.7 0,8 0.9 1,0

i 0,010 0,046 0,090 0,160 0,250 0,360 0490 0,640 0810 1,000

n-vrijednosti

L aH
N 1 2 3 4 5 6 8 10 15 20 25

x/H N
0,0 0,000 0,000 0,000 90,000 0,000 0,000 0,000 0.000 0,000 0,000 0,000
0,1 0,023 0,044 0,047 0,044 0,039 0,034 0,027 0,023 0,017 0,014 0,013
02 0,046 0,088 0,097 0,092 0,084 0,076 0,065 0.057 0,048 0,045 0,043
0,3 0,068 0,185 0,153 0,149 0,140 0,132 0,i17 0,109 0,099 0,095 0,093
0,4 0,091 0,183 0,214 0216 0210 0,202 0,188 0.179 0,169 0,165 0,163
0,5 0,113 0,233 0,279 0,231 0,290 0,28 0,276 0269 0259 0,255 0253
0,6 0,134 0,281 0,347 0,373 0,382 0,384 0,381 0,876 0,369 0,365 0,363
0,7 0,152 0,326 0,414 0,457 0,478 0,490 0,498 0500 0.497 0,495 0,493
0,8 0,165 0,365 0,474 0,535 0,571 0,595 0,621 0,633 0,642 0,643 0,643
0,9 0,177 0,392 0519 0,595 0,646 0,682 0,729 0,756 0,789 0,801 0,807
1,0 0,181 0,408 0,537 0621 0679 0,722 0,781 0,820 0876 0905 0,923

# -vrijednosti

x/H“H 1 2 8 4 5 & 8 10 15 2 2
0,0 0114 0216 02352 0213 0,187 0,162 0124 0,100 0,067 0,050 0,040
01 0114 0220 0241 0228 0206 0185 0,155 0137 0115 0107 0,103
0,2 0,114 0,228 0,263 0,263 0,253 0241 0,223 0213 0203 0,201 0,200
0,3 0,114 0,288 0,291 0,309 0,313 0,312 0,308 0,304 0301 0300 0,300
0,4 0,112 0245 0,317 0,356 0,376 0,887 0,397 0,399 0,400 0,400 0,400
0.5 0,107 0,246 0,337 0,396 0,434 0,458 0,484 0,494 0,499 0,500 0,500
0,6 0,098 0,237 0,341 0,418 0474 0514 0560 0,582 0,597 0,600 0,600
0,7 0,084 0213 0,322 0,412 0483 0,537 0,610 0,650 0,689 0,698 0,700
08 0,064 0,170 0,269 0,358 0,433 0,500 0,611 0,670 0,750 0,782 0,793
0,9 : 0,036 0,101 0,168 0,233 0295 0352 0,463 0,532 0678 0,765 0,818

0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 6,000 0,000

0,000 0,000 0,000

n"- vrijednosti

7 1 2 3 4 5 6 8 10 15 20 25

7" 0,277 0,597 0,761 0,845 0,891 0,920 0951 0,967 0984 0991 0,994




TABLICA 2

L 5 N
Trapezno optereéenje (£ = 2): My = 2 wH?, Ty =075 wH

A-vrijednosti
x/H 0,1 0,2 0,3 0,4 0.5 0,6 0,7 0,8 0,9 1.0
i 0,012 0,046 0103 0,179 . 0275 0,389 0,519 0666 0,826 1,000
n-vrijednosti
o alH o o o
o 1 2 3 4 5 6 8 10 15 2 25
x/H
0,0 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
01 | 0,024 0046 0,050 0,047 0042 0038 0,030 0,026 0,020 0,017 6,015
0,2 | 0048 0093 0104 0,100 0,092 0084 0,072 0065 0,055 0,052 0,050
0,3 | 0072 0,143 0,163 0161 0,153 0,144 0,180 0,122 0,112 0,108 0,106
04 | 009 0193 0227 0231 0226 0219 0206 0,198 0,188 0,184 0,182
0.5 i 0.119 0245 0295 0310 0310 0,307 0298 0202 0,283 0,279 0,278
0,6 } 0,140 0,295 0,365 0,393 0,403 0,407 0,406 0,406 0,896 0,393 0,391
0,7 0,159 0341 0433 0477 0501 0518 0,523 0,526 0,525 0523 0,522
0,8 0,174 0,380 0,487 0,555 0592 0,616 0,643 0656 0,666 0,668 0,667
0,9 0,184 0,407 0,337 0614 0665 0,701 0.746 0,774 0,806 0817 0,822
Lo . 0,188 0418 0,354 0638 0696 0739 0796 0,833 0886 0913 0,930
# -vrijednosti
‘\a;, ; o T
“HN 1 2 3 4 5 6 3 0 15 20 2
0,0 \ 0,128 0255 0276 0256 0227 0,199 0,156 0,127 0,086 0065 0,052
01 0183 0259 0286 0,274 0,250 0,228 0,193 0,172 0,147 0,137 0,133
0,2 0,134 0268 0311 0314 0305 0293 0274 0265 0255 0233 0253
0,3 0,188 0,278 0341 03865 0372 0373 037! 0370 0,368 0368 0,369
04 | 0,130 0285 0369 0414 0440 0,455 0468 0,476 0,477 0,478 0479
0.5 i 0,123 0283 0,387 0,45¢ 0,498 0,527 0558 0578 0580 0,582 0582
0,6 ; 0,112 0269 0387 0472 0534 0579 0,630 0674 0675 0,678 0679
0,7 ‘ 0,095 0,240 0,360 0,457 0,533 0,592 0,670 0,714 0,756 0,766 0,768
0.8 0,072 0,188 0,296 0,391 0473 0541 0642 0,712 0,801 0,833 0,846
0,9 t 0,040 0,111 0,182 0251 0,315 0374 0473 0,558 0,705 0,793 0,847
1,0 ‘ 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
1"~ vrijednosti
eH | 1 2 3 4 5 6 8 10 15 20 25
{
7" 0,278 0,599 0,763 0847 0,893 0921 0,952 0968 0,985 0,991 0,994



TABLICA 3
. 1 , 1
Trokutno opterelenje: My = 3 wH?, Iy = 5 wH

J-vrijednosti

x/H 0.1 0,2 0,3 0.4 0,5 0,6 0,7 0.8 0,9 1.0
i | 0015 0,056 0122 0208 0,313 0432 0564 0,704 0851 1,000
- I e
n-vrijednosti
ol | . .
«/H 1 2 3 4 5 6 8 10 15 20 25
0,0 i 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000
01 | 0026 0050 0,055 0,053 0,046 0,043 0,036 0,030 0,024 0,020 0,018
02 | 0051 0101 0114 0111 0,104 0,09 0084 0,076 0068 0,062 0,060
0,3 \ 0,077 0,154 0,178 0,178 0,171 0,163 0,149 0,141 0,131 0,127 0,125
0.4 1 0,103 0209 0243 0,254 02506 0,244 0233 0225 0216 0218 0,208
05 0127 0263 0316 0,337 0,340 0338 0,332 0327 0319 0316 0313
06 | 0149 0315 0892 0424 0437 0442 0443 0444 0437 0435 0434
0.7 . 0168 0362 0461 0509 0,534 0,548 0,561 0,566 0,566 0,566 0,565
0,38 ( 0,184 0,402 0,520 0,585 0,624 0,649 0,677 0,690 0,702 0,704 0,705
0,9 0,194 0,429 0,563 0,642 0,693 0,729 0,774 0789 0,830 0,841 0.846
10 0,198 0,439 0,580 0,665 0,722 0,764 0,818 0,853 0,901 0,925 0,940
# -vrijednosti
. aH . A . . . .
x/H\ i i 2 3 4 5 6 3 10 15 20 25
S S U B
00 | 0171 0,331 0364 0,848 0,308 0278 0218 0,180 0,124 0,095 0,077
01 0172 0337 0877 0365 0339 0312 0270 0244 0211 0,199 0,193
0,2 l 0,172 0,348 0,408 0,416 0408 0,396 0,378 0,367 0,358 0357 0,357
0,3, 0,171 0,859 0,443 .0,477 0,490 0,495 0,498 0,500 0,503 0,505 0,507
04 - | 0,165 -0,365 0,473 0,533 0567 0,589 0,611 0,624 0,631 0,635 0,637
0,5 ’ 0,156 . 0,357 0487 6,571 0,627 0,666 0,706 0,73} 0,741 0,745 0,747
06 | 0141 -03385 0457 0583 0,655 0,708 0,771 0,821 0,829 0,835 0,837
0,7 0,118 0293 0,436 0,548 0,636 0703 0,792 0,814 0,890 0,903 0,906
0,8 ‘ 0,088 0,227 0351 0458 0548 0622 0,733 0,807 0,902 0937 0,950
0,9 0,049 0,131 0211 0,28 0,355 0,417 0,524 0,609 0,760 0,850 0,905
L0 ' 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000 0000 0,000 0,000
"'~ vrijednosti
aH 1 2 3 4 5 6 8 16 15 2 25
N ! 0,279 0,601 0,766 0,849 0,895 0,923 0,954 0,969 0985 0992 0,995




TABLICA 4
Koncentrirana sila pri vrhu: WMy = PH, Ty =P

A-vrijednosti

#H o1 02 03 04 05 06 07 08

0.9 1,0

3 | 0,100 0,200 0,800 0,400 0,500 0,600 0,700 0,800 0,900 1,000
I o o e . _ _
y-vrijednosti

1 2 3 4 5 6 s 10 15 20 25

0,000 0,000 0,000 0.000 0,000 0000 0,000 0,000 0,000 0,000 0,000

01 0,035 0,073 0,090 0,096 0099 0,099 0,100 0,100 0,100 0,100 0,100
0,2 i 0,090 0.145 0,179 0,192 0,197 0,199 0,200 0200 0200 0200 0200
0,3 0,103 0.215 0266 0,286 0,294 0,293 0,299 0,300 0,300 0,300 0,300
0.4 0,134 0.282 0350 0,378 0,390 0,395 0399 0400 0400 0,400 0400
0.5 0,162 0,544 0430 0,467 0,484 0492 0498 0499 0,500 0500 0500
06 0187 0899 0503 0550 0573 0585 0595 0398 0600 0600 0,600
0,7 0,208 0447 0567 0,625 0655 0,672 0,688 0,695 0,699 0700 0.700
0,8 0,225 0,484 0,619 0,688 0,727 0.750 0.774 0,786 0,797 0.799 0,800
0,9 ! 0,235 0,509 0655 0,733 0779 0,809 0,841 0,863 0,885 0,803 0,897

LO | 0,23% 0518 0668 0,750 0800 0833 0,875 0,900 0933

1 -vrijednosti

x/;l\ o i 2 3 4 5 6 § w15
0,0 0852 0,73¢ 0901 0,963 0987 0995 0999 1,000 1,000
0,1 0,349 0729 0,896 0960 0985 0994 0999 1000 1000
02 | 0339 0713 0882 0951 0979 0,991 0998 1,000 1,000
05 | 0523 0785 0,858 0934 0968 0.985 0996 0,999 1,000
04 0299 0645 0820 0906 0949 0972 0,992 0,998 1.000
05 | 0269 0590 G766 0,862 0,917 -0.950 0982 0993 0999
06 = 0282 0519 0,691 0,797 0864 0,909 0959 0982 0,998
07 | 0187 0428 0588 0,698 0777 0,835 0,909 0,950 0,989
08 1 0133 0315 0448 0550 0632 0,699 0,798 0,865 0,950
09 . 0071 0,174 0258 0,329 0,393 0451 0351 0632 0777
10 |

0,000 0,000 0,000 6,000

0,000 0,000 0,006 0,000

- vrijednosti

%" 0,285 0,612 0,777 0859 0901 0,931 0959 0973 0,988

0,950 0,960

20 25

1,000 1.000
1.000 1,000
1,000 1,000
1,000 1,000
1,000 1,000
1,000 1,000
1,000 1.000
0,998 0,999
0,982 0,993
0,865 0,918
0,000 0,000

0,993 0,996
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Rixo Rosmanw

ANALYSIS OF SHEAR WALLS SUBJECT
TO WIND AND EARTHQUAKE LOADS*

Walls of multistory structures frequently resist horizontal forces.
They are usually weakened by one or two vertical bands of openings
for doors or windows. Fig. 1, 2, 31, 38 and 39 show the elevations of”
such walls. Their elements are the piers and the connecting beams. The
highest and the lowest connecting beams are referred to as end beams
The piers can be fixed in the same or in separate foundations, or in
rigid basement floors. On the ground floor the walls are often resolved
into two or three columns for easier traffic circulation. These columns
can be vertical or inclined, fully-webbed or fork-shaped; they can be
hinged with the foundations and rigidly fixed to the piers or hinged
with the piers and rigidly fixed to the foundations. Fig. 3 through 5
show some typical examples of such walls.

This paper presents a method of analysis of walls for various
loadings.

ASSUMPTIONS

The values h, b, [, Fi,1,, F,, I, by, I, and E are assumed to be
constant throughout the whole height H. The upper end beam has one-
half the cross section and one-half the moment of inertia of an interior
connecting beam.

* The original title of this paper: Zidovi oslabljeni nizovima otvora izloieni utje-
cajima potresa i vietra,



With the wall as in Fig. 4c the relation fip:/l2p = It [2 should be
valid.

Walls weakened only by one band of openings are not necessarily
symmetric. Walls containing two bands of openings are assumed to be
symmetric.

The points of contraflexure are assumed to be at midspan of the
connecting beams. Since the cross sections of the piers are much greater
than the cross sections of the connecting beams, this assumption seems
admissible unless exceedingly large differences in the rigidities of the
adjacent piers exist.

The usual suppositions of structural theory concerning elasticity are

assumed to be valid. The Navier hypothesis is valid for the cross
sections of the piers, but not for the whole cross section of the wall.

The connecting beams have rectangular cross sections. In their lon-
gitudinal direction they are considered absolutely rigid.

FORMULATION OF THE PROBLEM

The system is statically highly indeterminate. The basic idea in this
approach consists in the replacement of the connecting beams by a con-
tinuous connection (Fig. 7,8). This connection has the same stiffness
from story to story as a connecting beam. The continuous connection
can be imagined as laminas of height dx and stiffness /, dx/h, extend-
ing one after the other along the whole height H.

To obtain the base systems let the continuous connections be cut along
their axes.

Along the intersected lines act shear forces 7’ related to the unit
length. The integral shear force {Eq. (4)] is the statically redundant
function. The intcgration is performed from the upper edge of the.
wall to the cross section considered.

Not only deformations due to bending moments but also contributions
due to normal forces in the piers and shear forces in the connecting
heams are taken into account. The neglect of the effect of the normal
forces in the piers would give an entirely wrong conception of the state
of stresses in the wall, particularly in the case of very high walls. The
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influence of the shear forces in the connecting beams can taken into
account by introducing the reduced moments of inertia of the connecting
heams [Eq. (3)].

The behavior of the function 7 between its boundary values is go-
verned by a differential equation. The coefficients of this differential
equation depend only on the geometrical characteristics of the piers, the
connecting beams, and on the loading of the structure. They do not
depend on the manner the wall is connected on its lower end with
other structural elements. The differential equation of the function T
is therefore the same for all the types of walls considered.

In this paper the differential equation of the integral shear force
is derived with the wall containing one band of openings using the
forces method and alternatively using the minimal principle. Its final
form is given with Eq. (14).

This is a linear differential equation of the second order with con-
stant coefficients. The left-hand side of Eq. (14) descibes the intrinsic
properties of the wall, while the right-hand side represents the loading
to which the system is subjected. In the case of a uniformly distributed
load, the right-hand side member of the differential equation is a qua-
dratic function.

The boundary conditions at the bottom of the walls are derived se-
parately for the following cases:

1. When piers are fixed in the same foundation, in a rigid basement
floor or in a very stiff end beam

Assuming that the supporting structure completely restrains the ends
of the piers against a mutual rotation and translation we obtain Eq. (17).

2, When piers are fixed in separate foundations

The properties of the soil are denoted by the subgrade modulus .

The boundary condition is given by Eq. (19).

In the case where the soil is so stiff that the subgrade modulus can
be set equal to infinity, the coefficients az2 and . vanish and the boun-
dary condition simplifies.



3. When the stiffness of the lower end beam is much different from
the stiffness of the upper end beam

The displacements are to be calculated on the inclined legged frame
with hinged bases (Fig. 10).

They depend only on the rigidity of the lower end beam and do not
depend on the rigidities of the legs.

In the case of a rectangular frame instead of an inclined legged one
the distance L should be replaced by 1.

4. When the lower end beam has approximately the same stiffness as
the upper end beam

Fig. 16 shows the free-body diagrams. The vertical and horizontal
reactions are determined by statics. Foundation displacements produce
only a rotation of the wall as a rigid body, but have no influence on
the state of stresses in the wall.

The boundary values T of the functions T at the bottom of the walls
can be determined by the equilibrium conditions of vertical forces on
the base systems. We obtain Eq. (23).

SOLUTION OF THE PROBLEM

The problem is to determine the function 7 which satisfies dif-
ferential FEquation (14) within the domain 0 < x < H and meccts the
boundary condition of Eq. (15) or (16) on the top and one of the bound-
ary condition of Eq. (17), (19) or (23) on the bottom of the wall.

The general solution of the boundary value problem considered may
be found by known mathematical procedures to be Eq. (28).

" The integration constants C and D have to be determined from the
boundary conditions. The integration constant D is independent of the
bottom boundary condition. It is given by Eq. (34).

The constant C is evaluated by applying the corresponding bound-
ary condition at the bottom of the wall. 1t is given by Eq. (35), (42),
(44) or (46).

After the numerical value of the integration constants have been
cvaluated, the numerical values of the hyperstatic function can easily
be carried out using tables of hyperbolic functions.
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INTERNAL FORCES

The shear forces Q of the connecting beams can be read from the
T—diagram as shown in Fig. 22. It is recommended that the T—curve
should be plotted on a relatively large scale.

The bending moments of the connecting beams can be found by
Eq. (50).

Since all piers must have the same deflection throughout the whole
height H the total bending moment is divided among them propor-
tionally to their moments of inertia. Therefore the bending moments
of the piers can be found by Eq. (6). The M, and M, curves correspond
to the substitute systems. They give average values of the actual bending
moments in the piers. The additional bending moments can be appro-
ximated with good accuracy by Eq. (51).

After the numerical values of Ty, Min and Max have been found,
the internal forces in the columns and fondations can easily be cal-
culated by statics.

SUMMARY OF THE NUMERICAL PROCEDURE

1. Compute:

a) The cross sections and the moments of inertia of the piers and
the reduced moments of inertia of the connecting beam.

b) The coefficients a* and . In the case where the lower end
beam can not be assumed as infinitely rigid calculate az?
and YL .

¢) The integration constant C.

2. Evaluate the equation for the hyperstatic function for about 10
cross sections, ie., for x =0,1 H; 0.2 H;..... 1,0 H and read the
shear forces of the connecting beams from the 7T-diagram.

3. Compute:

a) The bending moments of the connecting beams.

b} The total bending moments.

¢) The bending moments of the piers and the additional bending
moments.
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CONCLUSIONS

The shear forces of the connecting beams are the smallest with the
walls as shown in Fig. 3.

The bending moments of the piers are negative throughout the whole
height of the wall with exception of the wall shown in Fig. 5a, where
they are positive in a small region at the bottom of the wall. The
bending moments of the piers are the largest with the walls shown in
Fig. 3 1. e. with the walls whose piers are completely fixed at their lower
ends. They are smaller with the walls shown in Fig. 4 and are the
smallest with the walls shown in Fig. 5. The bending moment is defined
as positive, if it produces compression vn the left side of the considered
pier. In the upper part of the wall the intcrnal forces are only slightly
influenced by the manner in which the bottom of the wall is connected
to the columns or the foundation.

NOTATION

F,, Fy . . .. cross-sectional arveas of piers 1 and 2, respectively

Fip, Fep . . . plan cross-sectional areas of the footings of piers 1 and
2, respectively

b....... clear span of the connecting beams

E ...... modulus of elasticity of concrete

koo, distance between the center lines of the connecting beams

ko, ke . . . height of a connecting beam and of the lower end beam,
respectively

H . ..... height of the piers

H...... height of the wall including the height of the columns

on the ground floor
I, I, . ... moments of inertia of piers 1 and 2, respectively

Lis, Iss . . . moments of inertia of the footings of piers 1 and 2, res-
pectively

Iy, In . . . . reduced moment of inertia of a connecting beam

Lo ... distance between the centroids of the cross sections of
the piers

L ...... distance between the centroids of the columns on the

ground floor, at the top of the footings
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M, M, .
aM,, AM,
M. .....
...
P ... .
Qi . ...
[ 2
7, T

To, Tn
Xoo ..
AT, Aw

Aar, Agw .

total bending moment at an arbitrary cross section of the
wall

. bending moment of piers 1 and 2 at an arbitrary cross

section, respectively

. additional moment of piers 1 and 2 at an arbitrary cross

section, respectively

bending moment of the connecting beam at location
x; = jh, j being counted from the top of the wall
number of stories

concentrated lateral load, applied at the top of the wall
shear force of the connecting beam at location x; = jh, j
being counted from' the top of the wall

distance between the center line of the lower end beam
and the top of the footing

. shear force and integral shear force in the continuous

connection at an arbitrary cross section of the wall, res-
pectively

. values of the integral shear force at the upper end the

lower edge of the wall, i.e., at x =10 and x=H
abscissa, measured from the top of the wall

. mutual displacements of the cut ends of the continuous

connection in the base system at an arbitrary cross section,
due to 7 and P, respectively

. values of the displacements Ar and 4. at the bottom of

the wall, 1. e, for x =0

Accepted for publication on March 16, 1965, in the Section for mathematical.
physical and technical sciences, Yugoslav Academy in Zagreb. :






Virim Niés

HOMOTHETISCHE POLARE RAUME

EinFUHRUNG: Die durch zwei homothetische Flichen 2. Grades, also
durch solche die den unendlich fernen Kegelschnitt gemeinsam haben,
als Inzidenzflichen bestimmten polaren Riume nennen wir homothe-
tische polare Riume. Die Durchdringungskurve dieser zwei Flachen
zerfillt in den gemeinsamen unendlich fernen Kegelschnitt & und in
cinen endlichen Kegelschnitt k. Nimmt man dicse zerfallene Raum-
kurve 4. Ordnung 1. Art als Grundkurve eines Flichenbiischels 2.
Grades an, dann ist durch dieses Bischel homothetischer Flachen 2.
Grades ein Buschel homothetischer polarer Riume hestimmt, fir die
diese Flidchen Inzidenzflichen sind.

Wie bekannt, sind jedem Polarraumbischel vier Strahlenkomplexe
zugeordnet, die durch dicses Biischel ebenfalls bestimmt sind. Es sind
dies die folgenden: 1) Der tetraedrale quadratische Strahlenkomplex,
den die Achsen der den Raumpunkten im Polarraumbiischel zugeord-
neten Polarebenenbischel bilden [1].2) Der Majcensche kubische Strah-
lenkomplex, der durch dicjenigen Geraden des Raumes gebildet ist, die
die Inzidenzflichen des Polarraumbiischels unendlich fern beriihren,
resp. die das Inzidenzflichenbiischel des Polarraumbiischels in sym-
metrischen involutorischen Punktreihen schneiden [2].3) Der kubische
Komplex der kiirzesten Tangentialwege zwischen den Inzidenzflichen
des Polarraumbiischels [3]. 4) Der Normalenkomplex der Normalen der
Inzidenzflichen des Polarraumbiischels, der vom 8. Grade ist [4].

" Jedem Punkt des Raumes ist je ein Strahl dieser vier Komplexe zu-
geordnet, aber in allen vier dieser Komplexen gilt die Umkehrung nicht.
Dicse vier durch einen homothetischen Polarraumbischel bestimmten
Strahlenkomplexe werden in dieser Arbeit nidher betrachtet.
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Die aus den verschiedenen Raumpunkten auf dic diesen Punkten in
einem Polarraum zugeordneten Polarebenen gefdllten Normalen bilden,
wie bekannt, den durch diesen Polarraum bestimmten quadratischen
Achsenkomplex. Durch cin Polarraumbiischel sind im allgemeinen Fall
oot derartige diesem Bischel zugeordnete Achsenkomplexe bestimmt,
die ein diesem Polarraumbiischel zugeordnetes Achsenkomplexbiischel
bilden. Alle Geraden des Raumes sind in diesem Achsenkomplexbiischel
enthalten. In unserer Arbeit wird auch ein derartiges dem homotheti-
schen Polarraumbiischel zugeordnetes Achsenkomplexbiischel betrachtet.

Es werden ferner einige spezielle homothetische Polarraumbiischel,
so wie auch ein homothetisches Polarraumbiindel behandelt, Es muss
zunichst noch bemerkt werden, dass es drei Arten homothetischer Po-
larrdume gibt. Jede dieser Arten hingt davon ab, ob der gemeinsame
unendlich ferne Kegelschnitt reell oder imagindr ist, bzw. in zwei reelle
oder imagindre Geraden zerfallen ist. In einem homothetischen Polar-
raumbiischel sind also alle Inzidenzflachen entweder Hyperboloide, oder
Ellipsoide (Kugeln), oder elliptische, resp. hyperbolische Paraboloide.

A) DAS HOMOTHETISCHE POLARRAUMBUSCHEL

1. Der quadratische tetraedrale Strahlenkomplex des homothetischen
Polarraumbiischels. Es sei ein homothetisches Polarraumbiischel durch
zwei homothetische Flichen ¢, , ¢, 2. Grades bestimmt, die sich in einem
endlichen reellen Kegelschnitt 2, und in einem unendlich fernen Kegel-
schnitt k* schneiden. Die Mittelpunkte der Flichen ¢, g, seien mit
0,,0, bezeichnet. Der gemeinsame unendlich ferne Kegelschnitt &* der
Flichen ¢,, ¢, kann auch als der gemeinsame Schnitt der unendlich
fernen Ebene und der asymptotischen Berithrungskegel der Flachen ¢,
s betrachtet werden. Diese asymptotischen Kegel 2. Grades sind, wic
bekannt, die Inzidenzkegel der kollokalen korelativen Bindel mit den
Scheiteln O,, O,, die durch die Durchmesser und durch die ihnen in
den Polarriumen der Inzidenzflichen ¢,, ¢,, zugeordneten Mittel-
punktebenen gebildet sind. Jedem Durchmesser einer Flache 2. Grades
ist diejenige Durchmesserebene dieser Fliche konjugiert zugeordnet,
welche dic dem unendlich fernen Punkte dieses Durchmessers als Pol
beziiglich des unendlich fernen Kegelschnittes dieser Fliche zugeordnete
Polare enthilt. Jede einer Durchmessergeraden beztiglich dieser Fliche
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2, Grades konjugiert zugeordnete Gerade befindet sich in der unendlich
fernen Ebene. Also die den auf einer Durchmessergeraden sich befin-
denden Polen zugeordneten Polarebenen bilden ecin Buschel paralleler
Ebenen. : i

Die Verbindungsgerade der Mittelpunkte O, O, sei mit o bezeich-
net. Da diese Verbindungsgerade o die Mittelpunkte der Flachen
@1, @y enthilt, befinden sich die dieser Geraden o beziiglich der Fla-
chen ¢,, @, konjugiert zugeordneten Geraden in der unendlich fernen
Ebene. Da aber die homothetischen Flichen g, ¢, den unendlich fernen
Kegelschnitt k* gemein haben, werden die der Geraden o beziiglich der
Flachen ¢,, ¢, konjugiert zugeordneten Geraden in eine unendlich
ferne Gerade o zusammenfallen. Die jeder Ebene der Geraden o als
Polarebene beziiglich der Flichen ¢, ¢, zugeordneten Pole befinden
sich auf der unendlich fernen Geraden o” Da aber die Flichen ¢,, @,
den gemeinsamen Kegelschnitt k* haben, werden fir jede Ebene der
Geraden o die derselben zugeordneten Pole in einen Punkt der Geraden
o* zusammenfallen. Auf Grund dessen folgt also, dass in den polaren
Réaumen der Inzidenzflichen ¢, ¢, ein gemecinsames involutorisches
Bischel konjugiert zugeordneter Ebenen existiert, dessen Achse die Ver-
bindungsgerade o ist.

Wir bezeichnen unser homothetisches Polarraumbiischel mit (17,),
wahrend mit 7, das Inzidenzflichenbiischel 2. Grades dieses Polar-
raumbiischels (/1,) bezeichnet sei.

Da die Kegelschnitte &, k" sich auf jeder der Inzidenzflichen unseres
homothetischen Biischels Il befindet, schneiden sich diese zwei Kegel-
schnitte in zwei unendlich fernen Punkten A", A,*, die, selbstver-
stindlich, reell oder konjugiert imaginir sein konhen. Durch die Be-
rihrungsgeraden der Kegelschnitte &, %" in den Punkten A,"; 4,7, be-
stimmten reellen oder konjugiert imaginiren Ebenen, sind gemeinsame
Bertibrungsebenen aller homothetischen Inzidenzflichen ¢, des Biischels
11, in den Punkten A4,*, 4,". Dieses Paar reeller, oder konjugiert ima-
gindrer Ebenen schneidet sich in einer reellen Geraden, die der Ver-
bindungsgeraden A,"4," in allen polaren Riumen des homothetischen
Biischels (/1.) konjugiert zugeordnet ist. Da die Verbindungsgerade
A,"A,» unendlich fern ist, muss die dieser Geraden konjugiert zu-
geordnete Gerade die Mittelpunkte aller Flachen ¢x des Biischels I,
enthalten, also auch diejenigen der Flichen ¢, ¢,. Es handelt sich hier
also um die schon erwihnte Gerade o der Mittelpunkte Q,, O,. Die
unendlich ferne Verbindungsgerade A,74," ist daher identisch mit der
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vorher -erwiihnten Geraden o7. Man sicht also auch hier, dass alle
homothetischen Flachen @ des Blischels I, ein gemeinsames involu-
torisches Biischel konjugierter Ebenenpaare der Achse o haben, und
dass die Doppelebenen dieses involutorischen Ebenenbiischels alle
Flichen @. des Bischels /7, in ithren gemeinsamen unendlich fernen
Punkten A4;*, A, berithren. Es ist auch hier offensichtlich, dass die-
Gerade ¢* die Schnittgerade der Ebenen der Grundkegelschnitte 4,
k* ist.

Man betrachte jetzt jenen. dem homothetischen Polarraumbiischel
(I1.) zugeordneten Strahlenkomplex, der dem in einem gewdhnlichen
Polarraumbiischel sich befindenden tetraedralen quadratischen Strahlen-
komplex analog ist. Die Strahlen dieses Komplexes sind, wie bekannt,
die Achsen derjenigen Polarebenenbiischel, deren Ebenen in den Po-
larrdumen des Biischels ([1.) je einem Punkt des Raumes als Polar-
ebenen zugeordnet sind. Das allen Flachen des Biischels 7, gemein-
same Polartetraeder ist, wie bekannt, das Haupttetraeder des erwihn-
ten diesem Polarraumbiischel zugeordneten und durch ihn bestimmten
quadratischen tetraedralen Strahlenkomplexes. In unserem homothe-
tischen Fall des Polarraumbischels (II,) besteht dieses Haupttetraeder
immer aus zwei reellen Gegenkanten o, 0", mit den reellen oder ko-
njugiert imaginiren Scheiteln 4,", A,” auf der Kante 0%, da diec Ge-
raden o, 0" konjugiert zugeordnet sind in allen polaren Riumen des
Biischels (I1,). Die Scheitel auf der Geraden o sind die Doppelpunkte
der involutorischen Punktreihe der Schnittpunktepaare dieser Geraden
und der Flichen g. des Bischels I1.. Der Schnittpunkt der Geraden o
und der Ebene des endlichen Grundkegelschnittes & ist der Zentral-
punkt dieser involutorischen Punktreihe, da diese Ebene der Kurve k
und die unendlich ferne Ebene der Kurve k7 eine zerfallene Flache ¢
des Biischels 17, bilden.

Man wibhle beliebig im Raum einen Punkt P und bezeichne die Ebene
dieses Punktes und der Geraden o mit 7. Der dieser Ebene = als der
gemeinsamen Polarebene in allen polaren Rumen des Buschels (I1,)
zugeordnete Pol P befindet sich, auf Grund umserer bisherigen Be-
trachtungen, auf der unendlich fernen Geraden o" Der Punkt P”
enthilt also die Polarchenen des Pols p in allen homothetischen polaren
Réumen des Bischels (I7:). Die Ebene = schneidet das Biischel /1, der
homothetischen Fliachen ¢ in einem Bischel homothetischer Kegel-
schnitte, mit einem reellen oder konjugiert imagindren Grundpunktepaar
auf dem Kegelschnitt 2 und einem anderen auf dem Kegelschnitt k"
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Dic Polaren des Pols 2 in der Ebene = beziiglich aller homothetischen
Kegelschnitte des erwahnten Schnittbiischels enthalten, wie bekannt,
cinen gemeinsamen Punkt P;. Offenbar enthalten alle Polarebenen
des Pols P heziiglich der Inzidenzflichen ¢. den Punkt P,. Alle dicse
Polarchenen in dem Polarraumbiischel (I1,) bilden also ein Ebenen-
baschel, dessen Achse die Verbindungsgerade p der Punkte P,, P* ist.
Jeder Punkt P, des Raumes liegt in einer Ebene n, der Geraden o,
deren gemeinsamer Pol P in allen polaren Riumen des Biischels (/1,)
auf der unendlich ferngn Geraden o liegt. Man sieht also, dass die allen
Punkten P, des Raumes zugeordneten Geraden p., die die Polarebenen
dieses Punktes in allen polarcn Riumen des homothetischen Biischels
(I1,) enthalten, die unendlich ferne Gerade o” schneidet. Alle derartigen
den Raumpunkten zugeordneten Geraden . bilden also einen speziellen
linearen singuliren Komplex, dessen Leitgerade die unendlich ferne
Gerade o0* ist (einen linearen konoidalen Strahlenkomplex).

Wihlt man den Raumpunkt P, in der Ebene des endlichen Grund-
kegelschnittes %, dann enthilt die Polare p. des Pols P, bezﬁgl‘ich des
Grundkegclschnittes % dic Polarebenen dieses Pols in allen polaren
Raumen des homothetischen Buschels (17,), da die Inzidenzflichen aller
polaren Raume dieses Biischels die Kurve % enthalten. Jede Gerade pu
der Ebene des Kegelschnittes & ist also auf die beschriebene Weise
einem Punkt P, dieser Ebene zugeordnet. Offenbar gilt dasselbe auch
fiir die unendlich ferne Ebene der Konik &% Es gilt demnach folgender
Satz:

Der bekannte. quadratische tetraedrale Strahlenkomplex eines Polar-
raumbiischels, den die Achsen der den Raumpunkten als Polen zu-
geordneten Polarebenenbiischel in diesem Polarraumbiischel bilden, zer-
fallt im Falle eines homothetischen Polarraumbiischels in den singu-
liren linearen Strahlenkomplex der unendlich fernen Geraden o' als
Leitgeraden (linearer konoidaler Strahlenkomplex der Leitgeraden o).
wn dem sich auch die Strahlfelder der Ebenen der Grundkegelschnitte
k und k* befinden. .

Es ist offensichtlich, dass die Grundkegelschnitte £ und %" auch ima-
gindr sein kénnen, und dass dadurch keine Anderung eintreten muss.
Diesen konoidalen linearen Strahlenkomplex bezeichnen wir mit (TH).

Die jedem Raumpunkt P. auf diese Weise zugeordnete Gerade p.
liegt also mit der Ebene des Kegelschnittes £ im Raum parallel. Da die
Ebenen der Grundkegelschnitte k, £ ebenfalls eine zerfallene Inzidenz-
fliche im Inzidenzflichenbiischel /7, sind, schneidet jede Gerade eines
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Raumpunktes P in der Ebene (Pp), die durch diesen Punkt und durch
die dicsem Punkt zugeordnete Gerade p im Komplex (TH) bestimmt
ist, diese Gerade p und die Ebenen der Grundkegelschnitte %, k" in
Punkten P1, Q, Q" die mit dem Punkt P cinen harmonischen Punkt-
quadrupel (P P' Q@ Q") = — 1 bilden. Da sich aber der Punkt Q" immer
unendlich fern befindet, wird auf jeder derartigen Geraden p gelten:
P Q= QP,, resp. der Punkt P und der ihm zugeordnete Strahl p im
Komplex (TH) sind immer von der Ebene des endlichen Grundkegel-
schnittes & gleich entfernt.

Ist das Bischel II, homothetischer Flichen ¢, 2. Grades durch zwei
homothetische Hyperboloide gegeben und bestimmt, so wird der unend-
lich ferne Grundkegelschnitt k" reell. Die asymptotischen Kegel dieser
zwei Fldchen, sowie auch diejenigen aller anderen Fldchen ¢. des Bii-
schels IT,, sind in diesem Fall reelle homothetische Strahlenkegel 2.
Grades. Der endliche Grundkegelschnitt £ kann reell oder imaginir
sein. Ist der Kegelschnitt & reell, dann kbnnen die unendlich fernen
gemeinsamen Punkte A4*, A,* der Kegclschnitte %, % reell oder ima-
gindr sein. Diese zwei unendlich fernen Punkte sind reell dann, wenn
auf die asymptotischen Kegel der zwei gegcbenen Hyperboloide zwei
gemeinsame reelle Berihrungsebenen gelegt werden kénnen. Die pa-
rallelen Paare der Berthrungserzeugenden dieser asymptotischen Kegel,
in diesen Beriihrungscbenen, schnciden sich in den gemeinsamen un-
endlich fernen Punkten A%, A,* der Grundkegelschnitte & und %"
Alle diese Betrachtungen gelten sclbstverstidndlich ohne Riicksicht da-
rauf, ob die Kegelschnitte k, " oder ihre Schnittpunkte A4,*, A,* reell
oder konjugiert imaginir sind.

Ist ein Polarraumbiischel und der durch dieses bestimmte und ithm
zugeordnete quadratische tetraedrale Strahlenkomplex gegeben, dessen
Strahlen den Raumpunkten auf bekannte Weise zugeordnet sind, dann
bilden, wie bekannt, die den Punkten einer Ebene t zugeordneten
Strahlen in diesem Strahlenkomplex eine Kongruenz 1. Ordnung 3.
Klasse.! Die Strahlen dieser Kongruenz sind Bisekanten der durch die
Pole der Ebene 7 in den polaren Riumen dicses Polarraumbiischels ge-
bildeten Raumkurve 3. Ordnung. Im Fall unseres homothetischen Po-
larraumbischels, resp. in unserem konoidalen linearen (7TH) Strahlen-
komplex, liegen derartige Pole einer Ebene ¢ auf einer zerfallenen
Raumkurve 3. Ordnung, die man auf folgende Weise bestimmen kann:

! Siche [1] S. 27
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Der unendlich fernen Geraden a@* einer Ebene « sei beziiglich des un-
endlich fernen Kegelschnittes &* in seiner Ebene der unendlich ferme
Pol A, zugeordnet. Die der Ebene a konjugiert zugeordneten Geraden
in allen homothetischen polaren Riumen des Bischels (I1,) enthalten
diesen unendlich fernen Pol A, und die Mittelpunkte dieser homothe-
tischen polaren Rdume, da der Pol der Ebene des gemeinsamen Kegel-
schnittes k" in jedem polaren Raume des homothetischen Bischels (/1.)
sich im Mittelpunkt der Inzidenzfliche dieses polaren Raumes befindet.
Der Pol der Ebene «, beziiglich jeder Fliche ¢, unseres Inzidenzflichen-
bischels 11, befindet sich, wie bekannt, auf der dieser Ebene konju-
giert zugeordneten Geraden beziiglich der Fliche ¢n des Bischels I,
die den Mittelpunkt auf der Geraden o enthdlt. Da diese der Ebene a
konjugiert zugeordnete Geraden den unendlich fernen Pol A, der Ge-
raden @ enthalten, also parallel sind, und in der Ebene (0A4") liegen,
milssen sich in dieser Ebene (0A4”) auch die Pole der Ebene o in allen
homothetischen Polarrdumen des Bischels (I1,) befinden.

Es schneide die Ebene (04") die Ebene a in der Geraden a, und das
Biischel 71, homothetischer Flichen ¢, in einem Biischel homothetischer
Kegelschnitte. Da die erwidhnten Pole der Ebene a in der Ebene (04")
liegen, miissen diesc Pole mit den Polen der Schnittgeraden a beziiglich
der Kegelschnitte des homothetischen Schnittkegelschnittbiischels in
dieser Ebene identisch sein. Man weiss aber, dass die Pole einer Ge-
raden, beziiglich der Kegelschnitte eines Kegelschnittbiischels, einen Ke-
gelschnitt bilden, der mit s. bezeichnet sei.

Wie schon erwihnt, schneiden alle den Raumpunkten zugeordneten
Strahlen des (7H) Komplexes die unendlich ferne Leitgerade o7, also
schneiden diese Gerade o auch dicjenigen Strahlen, die den Punkten
der Ebene o zugeordnet sind. Es folgt daher, dass die Raumkurve 3.
Ordnung der der Ebene o in den homothetischen polaren Riumen des
Bischels (I1,) zugeordneten Pole in einen Kegelschnitt s, in der Ebene
{0A4") und in die unendlich ferne Gerade o" zerfilit.

Da alle den Punkten P, einer Ebene der Geraden o zugeordneten
Geraden p» in dem konoidalen Strahlenkomplex (7H) einen Punkt der
unendlich fernen Geraden o" enthalten, bilden diejenigen Strahlen p”
dieses konoidalen Komplexes (TH), die den Punkten der Geraden a in
der Ebene (0A47) zugeordnet sind, einen Zylinder, der den Kegelschnitt
se in der Ebene (0A”) enthidlt und jenen Scheitel auf der unendlich
fernen Geraden o" besitzt, der auf dieser Geraden der Ebene (0A4") als
gemeisamer Pol in allen polaren Riumen des Bischels (If:) zugeordnet
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ist. Dieser Scheitel und der Punkt A. bilden auf der Geraden o cin
Paar zugeordneter Punkte in der gemeinsamen involutorischen Punkt-
rethe konjugiert zugeordneter Punktepaare in allen homothetischen
polaren Rdumen des Baschels (II,).

Wie bekannt, sind die Geraden o, 0" in allen polaren Rdumen des
Biischels (I1,) konjugiert zugeordnet. Die Polarebenen jedes Punktes auf
der Geraden o beziiglich der Inzidenzfldchen . unseres Polarraumbii-
schels (I1.) bilden das Biischel paralleler Ebenen, die die unendlich
ferne Gerade 0" enthalten. Dem Schnittpunkt der Geraden «, o wird
deminach in der Ebene (04.) ihr Schnittpunkt mit der Geraden o, zu-
geordnet, der deswegen auf dem Kegelschnitt s, in dieser Ebene liegen
muss. Dieser Schnittpunkt ist also der erste unendlich ferne Punkt des
Kegelschnittes s,. Da aber die den Raumpunkten P" in dem konoida-
len Strahlenkomplex (TH) zugeordneten Geraden p" von der Ebene des
Grundkegelschnittes & die gleiche Entfernung wie die dicsen Geraden
p" zugeordneten Punkte P* haben, und auf der diesem Punkt P ge-
geniiber liegenden Seite mit den betreffenden Geraden g parallel lau-
fen, wird dem unendlich fernen Punkt der Geraden « in der Ebene
(0A+) ein ebenfalls unendlich ferner Punkt in dieser Ebene zugeordnet.
der auch aufl dem Kcgclschnitt s, liegt. Da der Kegelschnitt s. zwei
reellé unendlich ferne Punkte hat, ist er also eine Hyperbel. Einer dieser
zwei Punkte liegt auf der Geraden o*. Es gilt also folgender Satz:

Die den Punkien einer Ebene zugeordneten Polarebenen in den po-
laren Riumen eines homothetischen Polarraumbiischels bilden Ebenen-
biischel, deren Achsen eine konoidale Strahlkongruenz 1. Ordnung 2.
Klasse bilden, und deren Leithurven eine Hyperbel und eine unendlich
ferne Gerade sind, die ecinen  gemeinsamen unendlich fernen Punkt
haben.

Die analoge einer Ebene des Raumes zugeordnete bekannte Kon-
gruenz der Bisekanten einer Raumkurve 3. Ordnung, im gewéhnlichen
Fall eines Polarraumbiischels, zerfillt also in unserem homothetischen
Fall in die beschrichene Kongruenz 1. Ordnung 2. Klasse, und in das
Strahlenbiindel paralleler Geraden, die den unendlich fernen Schnitt-
punkt der Lcithyperbel und der Leitgeraden dieser Kongruenz ent-
halten.

Es sei nebst einem Buschel (II,) homothetischer polarer Riume eine
beliebig angenommene Gerade r gegeben. Da sich jeder Punkt P, der
Geraden r in ciner anderen Ebene der Geraden o befindet, muss jeder
diesen Punkten P: zugeordnete Strahl pr im Komplex (TH) einen ande-
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ren Punkt der unendlich fernen Leitgeraden 0" enthalten. Man wihle
nun in unserem homothetischen Polarraumbiischel (71.) zwei polare
Réaume (I7;) und (/1,), und es scien 7; und 7, die der Geraden r in
diesen polaren Raumen (I1,), (fI,) konjugiert zugeordneten Geraden.
Den Punkten der Punktreihe (v} auf der Geraden r sind in den polaren
Raumen (11,), (11,) Polarebenen zugeordnet, die der Punktreihe (r) pro-
jektiv zugeordnete Polarebenenbiischel [r,], [r,] bilden, und hier gilt,
wie bekannt, (r) A [r], (") A [r,]. Jedem Punkt P, der Geraden r
ist einc Ebene des Biischels [r,] und eine Ebene des Bischels [r,] zu-
geordnet, und die Schnittgerade p, dieser zwei Ebenen ist, wic bekannt,
der diesem Punkt P, im konoidalen Komplex (TH) zugeordnete Strahl.
Die den Punkten der Punktreihe (r) zugeordncten Strahlen sind also
das Erzeugnis zweier projektiv zugeordncten Ebenenbtschel [r,] A [7,],
und bilden daher eine Regelfliche 2. Grades. Auf dieser Regelfliche
befindet sich aber auch die unendlich ferne Gerade o*. Die zweite un-
endlich ferne Erzeugende dieser Regelfldche ist der Strahl p,,, der im
(TH) Komplex dem unendlich fernen Punkt P, der Punktreihe (r)
zugeordnet ist. Die den Punkten jeder Geraden r im Raum, die kein
Strahl des konoidalen Komplexes (TH) ist, zugeordneten Strahlen in
diesem Komplex bilden ein hyperbolisches Paraboloid. Alle diese hy-
perbolischen Paraboloide haben dieselbe Direktionsebene, deren Lage
konjugiert der Geraden o in allen polaren Riumen des homothetischen
Polarraumbiischels (I1,) ist. Bei einem gewohalichen Polarraumbiischel
erhilt man, wie bekannt, auf diese Weise die Erzeugenden eines ge-
wohnlichen Hyperboloides.

Es sei die Gerade r ein Strahl p' (= r) unseres konoidalen Strahlen-
komplexes (TH), dem im Raum der Punkt P’ zugeordnet ist. Die den
Punkten P, der Geraden p' im (TH) Komplex zugeordneten Strahlen
p miissen offensichtiich in allen polaren Riumen des homothetischen
Buschels (17,) den gemeinsamen Punkt PP haben, da diesen Punkt die
Polarebenen aller Punkte P in allen polaren Rdumen des Bischels
(11} enthalten. In cinem nichthomothetischen Polarraumbiischel bilden
derartige Strahlen p/ einen Kegel 2. Grades mit dem Scheitel P Da
in unserem homothetischen Fall diese Strahlen p auch die unendlich
ferne Gerade 0" schneiden miissen, zerféllt dieser Strahlenkegel 2. Gra-
des in die doppeltzihlende Ebene (P’ 0"), und seine Erzeugenden bilden
das in dieser Ebene liegende Strahlenbiischel (P7). Alle diese Betrach-
tungen konnen in folgenden Satz zusammengefasst werden:
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Die den Punkten einer beliebig im Rawm angenommenen Geraden
r zugeordneten Strahlen im konoidalen linearen (TH) Komplex eines
homothetischen Polarraumbiischels (I1,) bilden ein hyperbolisches Pa-
raboloid, dessen eine unendlich ferne Erzeugende mit der unendlich
fernen Geraden der Ebene des Grundkegelschnittes k des Inzidenz-
flichenbiischels I, zusamenfdllt. Ist die gewdihlte Gerade v ein Strah!
des dem Polarraumbiischel (IT,) zugeordneten konoidalen linearen
Strahlenkomplexes (TH), dann zerfillt dieses hyperbolische Paraboloid
in das Strahlenbiischel des dieser Gerader r zugeordneten Punktes als
Scheitel in einer doppeltzihlenden Ebene, die konjugiert ist zur Ge-
raden o der Mittelpunkte der Inzidenzflichen . des Biischels (I1,) in
allen polaren Rdiwmen dieses Biischels.

Auf Grund dieses Satzes kann z. B. leicht der geometrische Ort
(eine Flache) derjenigen Raumpunkte gefunden werden, die denjenigen
Strahlen des (TH) Komplexes zugeordnet sind, die eine beliebige Ge-
rade 7 des Raumes schneiden, also eine hyperbolische lineare konoidale
Strahlenkongruenz des (TH) Komplexes bilden. Jedem Punkte R der
Geraden r ist cin Strahl p* im (TH) Komplex zugeordnet, und die den
Punkten P* der Geraden p' im (TH) Komplex zugeordneten Strahlen
bilden, wie wir sahen, cin Strahlenbiischel (R”) des Scheitels R” in der
Ebene (R"o*). Da die den Punkten R" zugeordneten Strahlen p" ein
hyperbolisches Paraboloid bilden, schen wir, dass die den Strahlen des
(I'H) Komplexes, die die erwilhnte hyperbolische lineare Kongruenz
bilden, zugeordneten Punkte ein hyperbolisches Paraboloid bilden.

Auf analoge Weise konnte man auch manche andere Probleme losen,
wie z. B.: Die denjenigen Strahlen des (TH) Komplexes zugeordneten
Punkte, die einen Punkt enthalten, liegen auf dem diesem Punkt im
(TH) Komplex zugeordneten Strahl. Oder: Die den in einer Ebene «
liegenden Strahlen des (TH) Komplexes zugeordneten Punkte liegen
auf einer Hyperbel, deren Ebene die Gerade o enthilt, und in allen po-
laren Rédumen des homothetischen Biischels (I1.) der Ebene a konju-
giert zugeordnet ist, usw. )

2. Der dem Majcenschen kubischen Komplex eines gewihnlichen
Polarraumbiischels analoge Komplex in cinem homothetischen Polar-
raumbiischel. Finen derartigen dem homothetischen Polarraumbischel
(I1;) zugeordneten und durch ihn bestimmten Strahlenkomplex be-
zeichnen wir mit (MI). Es ist in der Einfithrung schon erwihnt, dass
dem Majcenschen kubischen Strablenkomplex folgende Geraden des
Raumes bilden: @) Diejenigen Geraden des Raumes, die die Inzidenz-
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flachen eines Polarraumbiischels in einer symmetrischen involutorischen
Punktrethe (mit einem unendlich fernem Doppelpunkt) schneiden. Auf
Grund dessen folgt, dass diese Geraden die Inzidenzflichen unendlich
fern bertthren. b) Alle Geraden der einzelnen Raumpunkte, die parallel
sind zu den diesen Punkten in dem quadratischen (TH) Komplex dieses
Polarraumbischels zugeordneten Strahlen, sind Strahlen des diesem
Polarraumbiischel zugeordneten Majcenschen Komplexes.

Es ist leicht zu bemerken, dass es sich hier in beiden Fillen um die-
selben Geraden des Raumes handelt. Der endliche Doppelpunkt der in
a) erwihnten involutorischen Punktreihe, und der in &) dem Strahl zu-
geordnete Punkt sind ein und derselbe Punkt auf dem Strahle des Maj-
censchen Komplexes, welcher Zentralpunkt dieses Strahles heisst. Im
Weiterem werden wir zunichst auf Grund der Definition a) den er-
wihnten (MH) Komplex unseres homothetischen Pollarraumbiischels
(I1,) betrachten.

Die Ebenen der unendlich fernen Geraden o” sind, wie bekannt, in
allen polaren Rdumen des homothetischen Polarraumbiischels (IT,) der
Geraden o konjugiert zugeordnet. Auf dieser Geraden o befinden sich,
wie bekannt, dic Mittelpunkte dieser polaren Riume. Jede dieser Ebe-
nen schneidet die Inzidenzflichen (das Inzidenzflichenbuschel II.) des
Polarraumbiischels in einem Biischel konzentrischer homothetischer Ke-
gelschnitte. Man weiss aber, dass jede Gerade in der Ebene eines der-
artigen konzentrischen homothetischen Kegelschnittbiischels dieses Bii-
schel in einer symmetrischen hyperbolischen involutorischen Punktreihe,
also in einer hyperbolischen involutorischen Punktreihe mit einem un-
endlich fernen Doppelpunkt, schneidet. Alle Geraden des Raumes, die
in den Ebenen der Geraden o* liegen, resp. die diese Gerade schneiden,
sind Strahlen des dem homothetischen Polarraumbiischel (I7.) zu-
geordneten und durch ihn bestimmten (MH) Komplexes.

Da jede derartige Gerade in einer Ebene der Geraden o” eine Flache
¢» des homothetischen Inzidenzflichenbiischels 17, bertthrt, u. zw. in
dem endlichen Doppelpunkt der hyperbolischen involutorischen Schnitt-
punktreihe dieser Geraden mit dem erwihnten konzentrischen homothe-
tischen Kegelschnittbiischel in dieser Ebene, sechen wir, dass der (M)
Komplex des Polarraumbiischels (//.) aus denjenigen Bertthrungsgera-
den der Flichen ¢. des Inzidenzflachenbiischels II. zusammengesetzt
ist, die im Raum mit der Ebene des endlichen Grundkegelschnittes %
parallel liegen. Nimmt man, im Sinne der darstellenden Geometrie, diese
Ebene des Grundkegelschnittes & als Bildebene an, dann kann ein Teil
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des (MH) Komplexes des homothetischen Polarraumbischels (I1,) auch
auf folgende Weise definiert werden: Die Hauptgeraden der Be-
rithrungsebenen der Inzidenzflichen des homothetischen Polarraum-
biischels (I1,) beztiglich der Ebene des Grundkegelschnittes & als Bild-
ebene, die die Berthrungspunkte dieser Berithrungsebenen enthalten,
sind Strahlen des diesem Polarraumbischel (/1) zugeordneten (MH)
Komplexes.

Auf Grund der Definition a) bilden den (MH) Komplex des Polar-
raumbtischels (/I,) auch diejenigen Geraden des Raumes, die die Inzi-
denzflichen ¢, des Biischels II, unendlich fern berithren. Da jede Ge-
rade des Raumes in den Doppelpunkten ihrer involutorischen Schnitt-
punktreihe mit einem Fldchenbiischel 2. Grades je eine Fliche dieses
Biischels beriihrt, ist offensichtlich, dass die Strahlen des (MHA) Kom-
plexes auch unendlich fern eine Flache ¢, des Inzidenzflichenbiischels
IT, bertihren.

Dass es sich in der Definition &) um dieselben Strahlen wie in der
Definition @) handelt, kann auf folgende Weise geschlossen werden:
Einem Raumpunkt D sei im (TH) Komplex des homothetischen Polar-
raumbiischels (I1,) der Strahl d; zugeordnet, und in diesem Raumpunkt
D ziehe man die Parallele dn zu der Geraden d:. Da die Gerade dn
auch die unendlich ferne Gerade o schneidet, gehért sie auch als Strahl
dem Komplex (TH) an. Wir sahen vorher in unseren Betrachtungen.
dass die Ebene (oD) der Geraden d¢ in allen polaren Rédumen des ho-
mothetischen Bischels (II:) konjugiert zugeordnet ist. Der Geraden
dw (| di), als einem Strahl des ('H) Komplexes, ist also jener Punkt
D, zugeordnet, der sich im Schnittpunkt der Geraden d: und der Fbene
{oD)) befindet. Das heisst also, dass die dem Punkt D, in den homo-
thetischen polaren Rdumen (I7.) zugeordneten Polarebenen das durch
die Achse dn bestimmte Ebenenbiischel bilden, ebenso wie die derartig
dem Punkt D auf dem Strahl dn zugeordneten Polarcbenen das Ebe-
nenbiischel der Achse i bilden. Wird durch die Geraden d¢ und o”
cine Ehene gelegt, dann schneidet sie, wie bekannt, die homothetischen
Flichen ¢. des Inzidenzflichenbiischels 77, in einem konzentrischen
homothetischen Kegelschnittbiischel, das den Strabl 4 in einer hy-
perbolischen symmetrischen involutorischen Punktreihe schneidet. Der
endliche Doppelpunkt dieser involutorischen Punktreihe ist der Punkt
D;, in dem also dieser Strahl einen Kegelschnitt dieses konzentrischen
homothetischen Kegelschnitthiischels in dieser Ebene beriibrt, und dem-
nach auch eine Fliche ¢. des Inzidenzflichenbischels /I.. Der zweite
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Doppelpunkt, resp. Berihrungspunkt mit einer anderen Fliche ¢, be-
findet sich, wie bekannt, unendlich fern, also ist diese Gerade ein Strahl
des erwihnten (MH) Komplexes, so wie er in @) und b) definiert wurde.
Ganz das gleiche gilt auch fur den Strahl ds und den Punkt D,. Die
Punkte D, D, sind Zentralpunkte der Strablen dn, dr im (MH) Kom-
plex, und den Strahlen d:, d. zugeordnete Punkte im (TH) Komplex
unseres homothetischen Polarraumblschels. Die unendlich fernen Be-
rihrungspunkte dieser Strahlen befinden sich in ihren Schnittpunkten
mit der Geraden o, da sie in diesen Schnittpunkten zwei unendlich
nahe Punkte mit der in die Ebenen der Grundkegelschnitte £ und A~
zerfallenen Flache ¢ gemein hat. Diese zwei Ebenen schuneiden sich in
der Geraden 0%, also hat die zerfallene Fliche ¢. in deren Punkten
lauter Doppelpunkie.

Auf Grund dieser Betrachtungen ist es klar, dass der lineare sin-
guldre konoidale Strahlenkomplex (TH) unseres homotheuschen Po-
larraumbiischels (I1,) mit der Leitgeraden o* mit einem Teil des ku-
bischen (MH) Komplexes dieses Polarraumbischels identisch ist. Mit
einem Teil sagen wir deswegen, weil chenso wie der (TH) Komplex im
allgemeinen Fall quadratisch ist, ist auch der (MH) Komplex in diesem
Fall kubisch. In unserem homothetischen Fall sahen wir, dass der ganze
quadratische tetraedrale Komplex in den singuliren lincaren Strahlen-
komplex (TH) der Leitgeraden o" ausgeartet ist, in dem sich auch die
Strahlfelder der Grundkegelschnitte k& und k" befinden. Der unserem
homothetischen Polarraumbiischel (I1,) zugeordnete kubische Majcen-
sche Strahlenkomplex zerfiel also hier in den linearen singuldren ko-
noidalen Strahlenkomplex (MH) = (TH) als cinen seiner Teile, und
noch in einen quadratischen Teil. den wir in Weiteren finden werden

Die Strahlen der Ebcne des Grundkegelschnittes &2 konnen, ausser
seinen Beriihrungsgeraden, keine'Strahlen des zerfallenen Majcenschen
kubischen Komplexes scin, da diese Strahlen keine Fliche ¢, des ho-
mothetischen Inzidenzflichenbiischels I7, berithren, aber ganz auf der
in die zwei Ebenen der Grundkegelschnitte & und %* zerfallenen Fliche
liegen. Wie bekannt, bilden den Majcenschen kubischen Strahlenkom-
plex diejenigen Geraden des Raumes, die unendlich fern die Inzidenz-
flichen der polaren Rdume des diesem Strahlenkomplex zugeordneten
Polarraumbiischels bertihren. In unserem homothetischen Fall sind das
dicjenigen Geraden, die die Inzidenzflichen ¢n des Biischels 7, in den
Punkten des gemeinsamen unendlich fernen Grundkegelschnittes 4" be-
rithren. Ein im Raum heliebig gewédhlter Punkt § sei der Scheitel eines
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Kegels, der den unendlich fernen Kegelschnitt &k enthalt. Eine Be-
rihrungscbene dieses Kegels, die den Grundkegelschnitt 2% in einem
ihrer Punkte 77 beriihrt, schneidet die Gerade o aller Mittelpunkte der
homothetischen Flichen ¢ in dem Mittelpunkt O einer dicser Flachen,
der der Scheitel des asymptotischen Kegels dieser Fliche ist. Dicse
Ebene v berihrt lings der Erzeugenden OT" diesen asymptotischen
Kegel ebenso, wie sie den ersten Strahlkegel des Scheitels S lings
seiner Erzeugenden S77 berithrt, Die Erzeugende ST* ist also cine Ge-
rade des Raumes, dic den Punkt S enthalt und die Fliche ¢. des Mit-
telpunktes O in ihrem unendlich fernem Punkt 7* beriihrt. Was fir
die Erzeugende ST, resp. die Beriihrungsebene 7, gilt, gilt fiir jede
Erzeugende des Kegels des Scheitels S und des unendlich fernen Ke-
gelschnittes %, und was fir den Raumpunkt § gilt, gilt selbstverstind-
lich auch fiir alle anderen Raumpunkte, da wir den Raumpunkt § ganz
beliebig im Raum gewihlt haben. Da aber das Beschriebene fiir jeden
Raumpunkt § gilt, sehen wir, dass die Berthrungsgeraden aller homo-
thetischen Inzidenzflichen ¢. des Biischels II. lings ihres gemein-
samen unendlich fernen Kegelschnittes k7, den quadratischen Strahlen-
komplex des unendlich fernen Leitkegelschnittes £* bilden. Die Strahlen
dieses Komplexes sind selbstverstindlich nur dann reell, wenn der un-
endlich ferne Grundkegelschnitt k" reell ist. Ist der Kegelschnitt Ak~
imagindr, dann besteht auch der ganze quadratische Teil des zerfal-
lenen Majcenschen kubischen Strahlenkomplexes aus lauter imagindren
Strahlen.

Die Strahlen dieses zerfallenen Teiles des unserem homothetischen
Polarraumbiischel (I1,) zugeordneten Majcenschen kubischen Komplexes
haben keine endlichen Zentralpunkte, da sie nur eine Fliche des homo-
thetischen Fldchenbiischels 1, in ithrem Punkt auf dem Kegelschnitt %
berGhren, und alle anderen Flichen dieses Biischels in diesem Punkt,
und noch in einem weiteren endlichen Punkt, schneciden. Die Strahlen
dieses zerfallenen quadratischen Komplexes haben demnach auch kein
paralleles Paar, das ihm in dem zerfallenen quadratischen tetraedralen
Komplex zugeordnet ist, wie es der Fall in einem derartigen Komplex
eines gewohnlichen nichthomothetischen Polarraumbiischel ist, wo des-
sen Inzidenzflichenbiischel eine nichtzerfallene Grundkurve 4. Ordnung
I Art hat.

In unserem bisherigen Betrachtungen haben wir gesehen, dass der
cinem Raumpunkt D im linearen konoidalen Strahlkomplex (TH) zu-
geordnete Strahl d; ein in dem Strahlkomplex (MH) zugeordnetes Strahl-
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paar dy hat, fir das du ! d¢ gilt, und das den Punkt D als seinen
Zentralpunkt enthilt. Da aber beide Strahlen dy und d:, wie gesehen,
als Strablen des Komplexes (MH), auch Strahlen des Komplexes
(TH) sind, hat der Strahl d: im (TH) Komplex auch den ihm in
diesem Komplex zugeordneten Zentralpunkt D,, der sich, wie vorher
gesehen, in der Ebene (0D) befindet. Jedem Raumpunkt D ist mittels
des linearen singuldren konoidalen Komplexes (TH) = (MH) auf diese
Weise ein Raumpunkt D, involutorisch eincindeutig zugeordnet. Ebenso
ist jedem Strahl d: des Komplexes (TH) = (MH) ein Strahl dn des-
selben Komplexes zugeordnet, und zwar so, dass der diesem Strahl di
als dem Strahl e: (also dn = e:) zugeordnete Strahl e, mit dem Strahl
d: zusammenfillt, also auch di = en gilt. Man sicht also, dass die
Strahlen des singuldren linearen konoidalen Komplexes (TH) = (MH)
eines homothetischen Polarraumbiischels in Paaren eineindeutig invo-
lutorisch zugeordnet sind, und ebense auch die diesen Strahlen durch
dicsen Strahlenkomplex zugeordneten Zentralpunkte.

Eine derartige involutorische eineindeutige Raumzuordnung durch die
cine Raumtransformation bestimmt ist, besteht auch in einem gewdhn-
lichen nichthomothetischen Polarraumbiischel. In unserem homotheti-
schen Fall besteht, selbstverstindlich, auch eine, jedoch degenerierte
Raumtransformation, die wir hier nicht betrachten werden. Auf Grund
der Tatsache, dass die Punkte D, D, eines zugeordneten Punktepaares
D, Dy in einer Ebene der Geraden o liegen, folgt, dass die Verbindungs-
geraden aller Punktepaare D D, die Gerade o schneiden. Aus dieser
Tatsache folgt weiterhin, dass alle diese Verbindungsgeraden den sin-
guldren linearen Strahlenkomplex der Leitgeraden o bilden. Auf jedem
Strahl dieses linearen singuliren Komplexes liegt ein involutorisch zu-
geordnetes Punktepaar, fiir das schon vorher bewiesen wurde, dass die
Punkte dieses Paares von der Ebene des endlichen Grundkegelschnittes
k gleich entfernt liegen.

Auf Grund der Tatsache, dass zu den Strahlen des betrachteten sin-
guliiren Komplexes, ganz gleich ob wir ihn als (TH) oder (MH) Kom-
plex betrachten, die zugeordneten Punkte sich in den diesen Strahlen
in allen homothetischen Ridumen des Polarraumbischels (/7.) konju-
gierten Ebenen befinden, kann sehr leicht folgendes bewiesen werden:

«) Die den Strahlen des (TH) = (MH) Komplexes, die in einer Ebene
liegen und einen Punkt enthalten, durch diesen Komplex zugeordneten
Punkte liegen auf einem Kegelschnitt, der diesen Punkt enthdlt und die
Gerade o schneidet. Diese Ebene enthiilt offensichtlich die Gerade o
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&) Auf Grund derselben Tatsachen liegen die den in einer beliebigen
Ebene liegenden Strahlen des (TH) = (MH) Komplexes (ein Biischel
paralleler Strahlen) zugeordneten Punkte auf einer Geraden, die die
Gerade o schneidet.

¢) Die denjenigen Strahlen des (TH) = (MH) Komplexes zugeordne-
ten Punkte, die parallel zu einer Ebene im Raum liegen (cin Biindel
paralleler Geraden), liegen in einer Ebene der Geraden o, die diesen
parallclen Strahlen in allen polaren Rdumen des homothetischen Polar-
raumbiischels (I1,) konjugiert ist.

3. Der dem Tangentialkurzwegekomplex cines Flichenbiischels 2.
Grades analoge Komplex in einem homothetischen Flichenbiischel 2.
Grades. Es sei dieser Komplex mit (RH) bezeichnet. Durch die Aus-
fithrungen in einer unlidngst veroffentlichten Arbeit ist bekannt, dass
die einem Raumpunkt P zugeordnete Gerade p, dieses (RH) Komplexes,
eines allgemeinen nichthomothetischen Polarraumbiischels, den diesem
Punkt P im (TH) Komplex dieses Polarraumbiischels zugeordneten Strahl
pt senkrecht schneidet. Offenbar schneidet dieser Strahl p- auch den dem
Punkt P im (MH) Komplex dieses Polarraumbiischels zugeordneten
Strahl pn senkrecht, da p: | pu ist. Die Ebene (Pp,) des Punktes P und
der thm zugeordneten Geraden p¢ berithrt in diesem Punkt P eine
Fliache ¢, des homothetischen Flachenbiischels I1,, da die Ebene (Pp:)
Polarebene des Pols P beziiglich der Fliche ¢, ist. Wie bekannt, beriihrt
jede Gerade des Raumes zwei Flachen eines Flachenbiischels 2. Grades.
Die Bertihrungsgeraden der Flache ¢, im Punkt P berithren je noch
eine Fliache des Flichenbiischels 71, in einem anderen Punkt, der sich
auf dem diesem Punkt im (TH) Komplex zugeordnetem Strahl p: be-
findet. Diesen Strahl enthalten, wie bekannt, die Polarebenen des Pols
P in allen polaren Raumen des Biischels (/1:). Das aus dem Punkt P
auf den Strahln p: gefillte Lot ist, auf Grund des eben Erwihnten,
offenbar derjenige dem Punkt P als Ausgangspunkt zugeordnete Tan-
gentialweg, der innerhalb anderer Tangentialwege dieses Punktes, die
cin Strahlenbiischel in der Berlihrungsebene (Pp:) bilden, der kiirzeste
ist. In einem gewohnlichen nichthomothetischen Polarraumbischel,
resp. in seinem Inzidenzflachenbuschel 2. Grades, ist dieser Tangen-
tialkurzwegekomplex vom 3. Grade.2 Wir wollen jetzt nachsehen, wie
ein derartiger Tangentialkurzwegekomplex in unserem homothetischen
Polarraumbiischel (II,), als der ihm zugeordnete und durch ihm be-
stimmte (RH) Komplex, aussieht.

2 Siche [8] S. 152.
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Der einem Punkt 2 des Raumes zugeordnete Strahl dy im (MH) Koni-
plex unseres homothetischen Polarraumbiischels (I1.) enthilt diesen
Punkt als seinen Zentralpunkt, und cr ist die Bertthrungsgerade der
diesen Punkt enthaltenden Inzidenzfliche ¢ des Bischels I7,, die mit
der Ebene des endlichen Grundkegelschnittes £ parallel liegt. In der
Berlihrungscbene dieser Fliche ¢ in diesem Punkt P ist die auf den
Strahl pn des (MH) Komplexes senkrecht gelegte Gerade, der diesem
Punkt P in dem beschriebenen (RH) Komplex zugeordnete Strahl p,.
Von allen Berihrungsgeraden der Fliche ¢ im Punkt P hat die Ge-
rade pr mit der Ebene des Grundkegelschnittes £ den grossten Nei-
gungswinkel, wecil die Gerade p» des Punktes P mit dieser Ebene im
Raum parallel liegt. Man kann also den (RH) Komplex des homothe-
tischen Polarraumbiischels (I1,) aul folgende Weise definieren:

Alle diejenigen Beriihrungsgeraden der Inzidenzflichen eines homo-
thetischen Polarraumbiischels, die im Raum mit der Ebene des endlichen
Grundkegelschnittes dieses Inzidenzflichenbiischels den grossten Nei-
gungswinkel haben, sind Strahlen des diesem homothetischen Polar-
raumbiischel zugeordneten und durch ihn bestimmten (RH) Komplexes.

Wird auch hier, im Sinne der darstellenden Geometrie, die Ebene des
endlichen Grundkegelschnittes % als Bildebene angenommen, dann kann
der (RH) Komplex als der geometrische Ort der die Berlthrungspunkte
enthaltenden Fallinien der Berihrungsebenen der Inzidenzflichen ¢
des Polarraumbischels (I1,) in allen ihren Punkten betrachtet werden.

Nun wollen wir den Grad dieses (RH) Komplexes bestimmen. Man
withle beliebig im Buschel /[, der Inzidenzflichen ¢. eine Fliche ¢,
und im Raum einen beliebigen Punkt 7. Die Polarebene des Pols /'
beztiglich der Fliche ¢, sei mit 7, bezeichnet, und die gemeinsame Ge-
rade der Polarebenen des Pols 7 heziglich aller Flichen 4. des Bii-
schels (also der dem Punkt 7 im (TH) Komplex zugeordnete Strahl) sei
tr. Offenbar ist die Gerade #; die Schnittgerade der Ebene 1, und der
Berithrungsebene der den Punkt 7 enthaltenden Inzidenzfliche ¢» in
diesem Punkt. Der Schnittkegelschnitt der Fliche ¢, und der Ebene 7,
sei mit ¢; bezeichnet. In den Punkten des Kegelschnittes ¢, wird die
Fliche ¢; von ihren den Punkt 7 enthaltenden Berithrungsebenen be-
rithrt, und diese Ebenen hiillen, wie bekannt, einen Kegel 2. Grades des
Scheitels T ein, den wir mit (7¢;) bezcichnen werden. Wir sahen vor-
her, dass die Pole der Ebene 7, sich beziiglich aller Flichen ¢. des
Inzidenzflachenblischels 17, in einer Ebene der Geraden o, also in dev
Ebene (07) befinden. und dass sie eine Hyperbel v bilden, die die un-
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endlich ferne Gerade o” schneidet, und selbstverstindlich den Punkt 7
enthilt. Der jedem Punkt F des Kegelschnittes ¢, zugeordnete Strahl f;
im (TH) Komplex liegt in jener Berithrungsebene des Kegels (T¢,), die
den Kegelschnitt ¢, in diesem Punkt F bertihrt, weil sie in diesem Punkt
auch die Fliche ¢, berithrt. Alle derartigen den Punkten F, des Ke-
gelschnittes ¢, zugeordneten Geraden f bilden eine Regelfliche 4.
Grades, was wir auf folgende Weise beweisen kénnen: Jeder Strahl f:,
der in der diesem Strahl zugeordneten Berlihrungsebene des Kegels
(Tcy) liegt, schneidet die Hyperbel v und die unendlich ferne Gerade
o". Da der Scheitel T sich in jeder Beriihrungsebene des Kegels (T¢,)
befindet, und die Hyperbel v diesen Scheitel enthilt, schneidet jede
dieser Beriihrungsebenen die Hyperbel v nur noch in einem weiteren
Punkt. Da jeder Punkt der Geraden 0" und jeder Punkt der Hyperbel
v zwei Berihrungsebenen des Kegels (T¢,) enthilt, wird auch jeder
Punkt der Geraden o” und jeder Punkt der Hyperbel v zwei Erzeugen-
den der gesuchten Regelfldche enthalten. Diese Regelflache kann also
als das Erzeugnis einer Punktreihe erster Ordnung und einer Punktreihe
zweiter Ordnung, die zwcizweideutig zugeordnet sind, betrachtet wer-
den. Wenn die unendlich ferne Gerade o0* und die Hyperbel v keinen
gemeinsamen Punkt hitten, dann wire der Grad dieser Regelfliche
(2.2 + 1.2) = 6. Da aber alle Bertthrungsgeraden des Kegels (T¢,), die
den Schnittpunkt der Hyperbel v und der Geraden 0" enthalten und in
zwei Ebenen liegen, auch Erzeugenden der gesuchten Regelfliche I’
sind, und wenn wir diese zwei Bischel paralleler Geraden ausser acht
lassen, bleibt der Grad der gesuchten Regelfliche vier. Dieser Regel-
fliche gehort, wie geschen, die Hyperbel v und die unendlich ferne
Gerade 0%, als zerfallene Raumdoppelkurve 3. Ordnung an. Die Fuss-
punktkurve & dieser Regelfliche beziiglich des Punktes 7 ist eine Raum-
kurve 8. Ordnung, die in dem Punkt 7" einen Doppelpunkt hat, weil
dieser Punkt sich auf der Doppellinie v dieser Regelfldche befindet.
Der Bisekantenkegel (75) -dieser ridumlichen Fusspunktkurve, dessen
Erzeugenden den Punkt 7' enthalten, ist vom 6-ten Grade, weil sich
der Scheitel T auf der Doppellinie v der Regelfliche I" befindet. Zieht
man durch die Punkte F, des Kegelschniites ¢; lotrechte Geraden auf
die diesen Punkten zugeordneten Strahlen des (TH) Komplexes, die
Erzeugende der Regelfldche I' sind, dann sind diese lotrechten Gera-
den die diesen Punkten zugeordnete Strahlen des (RH) Komplexes, die
eine weitere Regelfliche I'r bilden. Wir haben also zwei jede Erzeu-
gende der Regelfliche I' senkrecht schneidende und im Raum parallel
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liegende Geraden. Eine dieser awei Geraden ist Erzeugende des den aus
den Bisekanten der Fusspunktkurve & Ordnung zusammengesetzten Ke-
gels (Th) 6. Grades, und die zweite ist eine Erzeugende der eben er-
wihnten Regelfliche I't, die durch die den Punkten des Kegelschnittes
¢; zugeordneten Strahlen im (RH) Komplex gebildet ist. So viele der-
artige parallele Gerade, die die Erzeugenden der Regelfliche I senk-
recht schneiden, in einem Strahl des (RH) Komplexes zusammenfalten,
also mit einer Frzeugenden des Kegels (7¢,) sich decken, in so viclen
Strahlen (Erzeugenden) wird der Strahlenkegel (T¢,) 2. Grades den Kegel
der den Punkt 7 enthaltenden Strahlen des (RIT) Komplexes durchdrin-
gen. Der Berithrungskegel (7%) des Scheitels 7 der Regelfliche I" 4. Gra-
des mit der Doppellinie (v, 0), und der Beriihrungskegel der aus den den
Punkten des Kegelschnittes ¢; zugcordneten Strahlen im (RH) Komplex
zusammengesetzicn Regelfldche I't, mit demselben Scheitel 7, sind mit
dem Kegel (T¢,) identisch, weil jedes Paar paralleler, auf die beschrie-
bene Weise zugeordneter, Erzeugenden der Regelflichen I' und /', in
einer Beriihrungsebene des Kegels (T¢,) liegen. Auf Grund dessen kann
der Kegel (7b), der 6. Grades ist und durch die Bisckanten der er-
wihnten Fusspunktkurve 8. Ordnung bestimmt ist, den Kegel (T¢,), der
2. Grades ist, nicht in 12 gewodhnlichen Erzeugenden durchdringen,
sondern nur in 6 dieser Frzeugenden berithren, da zwei Durchdrin-
gungserzeugende immer zusammenfallen. Es gibt also nur 6 Strahlen
des (RH) Komplexes, die den Punkt 7 cnthalten, und die den Punkten
des Kegelschnittes ¢; zugeordnet sind, resp. auf dem Kegel (T¢,) liegen.
Der Kegel der den Punkt T enthaltenden Strahlen des (RH) Komplexes
kann also den Kegel (7¢,) 2. Grades nur in 6 Strahlen durchdringen.
Nimmt man anstatt der Fliche ¢, irgend ecine andere Fliche ¢. des
Inzidenzflichenbischels /7., so bekommt man offensichtlich wieder das-
selbe. Jeder der Kegel (7ca), die alle 2. Grades sind, durchdringt also
den Kegel der den Punkt 7 enthaltenden Strahlen des (RH) Komplexes
in 6 Erzeugenden. Was fir den Punkt T gilt, gilt selbstverstindlich
auch fiir alle andere Punkte des Raumes. Diejenigen Strahlen des (RH)
Komplexes, die einen Raumpunkt enthalten, bilden also einen Kegel 3.
Grades. Es folgt daher, dass der (RH) Komplex cines homothetischen
Polarraumbiischels auch vom 3. Grade ist.

Dieser Grad ist also dem Grad eines derartigen Komplexes in einem
gewdhnlichen nichthomothetischen Polarraumbiischel gleich,? aber die

Y Siche [8] S. 152,

99



betreffenden Komplexe unterscheiden sich durch mchrere Eigenschaften
und Vercinfachungen.

Die mit den Strahlen und mit den diesen Strahlen zugeordneten
Punkten verbundenen Eigenschaften des (RH) Komplexes konnen auf
diesclbe Weise bestimmt werden, wie es in einem nichthomothetischen
Polarraumbiischel getan wurde.t

4. Der Normalenkomplex der Inzidenzflichen eines homothetischen
Polarraumbiischels. Wir bezeichnen diesen Normalenkomplex mit (NH).
In einem gewohnlichen nichthomothetischen Polarraumbiischel ist dieser
Strahlkomplex 8. Grades® Die Fusspunkte der Strahlen eines derar-
tigen Strahlkomplexes 8. Grades, die im Raum paralle]l mit einer
Ebene sind, liegen auf einer allgemeinen Fliche 3. Ordnung.! Wegen
dieser Tatsache bilden die Fusspunkte der in einer Ebene liegenden
Strahlen dieses Strahlkomplexes eine Kurve 3. Ordnung. Bei den ge-
wohnlichen nichthomothetischen Polarraumbiischel wird diese Tat-
sache mittels derjenigen Fliche 3. Ordnung bestimmt, die durch die Be-
rihrungspunkte der Inzidenzflichen dicses Polarraumbiischels mit den
mit einer Geraden parallelen Ebenen gebildet ist. In unserem Fall
des homothetischen Polarraumbuschels (I1,), befindet sich jeder un-
endlich ferne Punkt in der Ebene des unendlich fernen Grundkegel-
schnittes &7 des Inzidenzflichenbiischels I1,. Werden jetzt an die
Flachen ¢. des Inzidenzflichenbiischels I, die einen unendlich fernen
Punkt cnthaltenden Bertthrungsebenen gelegt, also solche Beriihrungs-
ebenen, die im Raum parallel mit einer Geraden sind, so liegen die Be-
rihrungspunkte derartiger Berlthrungsebenen auf ciner Fliche 2. Gra-
des, die den endlichen Grundkegelschnitt % enthilt, da in diesem Fall
die oben erwihnte Fldche 3. Ordnung in dic unendlich ferne Ebene und
eine Flache 2. Grades zerfillt. Es folgt also, dass in unserem homothe-
tischen Polarraumbiischel (/1,) die Fusspunkte der in einer Ebene liegen-
den’” Strahlen des diesem Polarraumbuschel (I1,) zugeordneten (NH)
Komplexes auf einer Kurve 2. Grades liegen.

In der unendlich fernen Ebene des Grundkegelschnittes &2* sei eine
Gerade m" gegeben, durch die ein Biischel paralleler Ebenen bestimmt
ist. Die diesen Ebenen . in dem Inzidenzfldchenbiischel I, gemein-
same konjugiert zugeordnete Ebene g enthilt die Gerade o, und ent-

+ Siche [3] S. 159-163.

3 Siehe [4] S. 238.
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hilt offenbar auch den unendlich fernen Pol M” der Polare m” be-
ziiglich des unendlich fernen Kegelschnittes . Wie bekannt, liegen in
der Ebene g die Pole der Ebenen a, in allen polaren Riumen des ho-
mothetischen Polarraumbischels (I7:). Jede dieser parallelen Ebenen
@ berithrt einige Flichen . des Inzidenzflichenbiischels 1I,, und dem
Erwédhnten nach miissen diese Bertihrungspunkte in der Ebene g liegen.
Diese Beriihrungspunkte in der Ebene g fallen also mit den Berithrungs-
punkten der Schnittgeraden «* der Ebene 3 und der Ebenen a, mit
den Kegelschnitten des Schnittkegelschnittbiischels der Ebene # mit den
homothetischen Inzidenzflichen des Polarraumbiischels (I7,), zusam-
men. Da die Ebene g das Flichenbiischel I, in einem Kurvenbiischel
2. Grades schneidet, das zwei unendlich ferne Grundpunkte auf dem
Grundkegelschnitt 2" hat, und da die parallelen Schnittgeraden @* in
der Ebene § einen Punkt der unendlich fernen Verbindungsgeraden
dieser zwei Grundpunkte enthalten, liegen die Berithrungspunkte der
Geraden a@” und der Kurven des erwidhnten Schnittkegelschnittbiischels
in der Ebene f aus einer Kurve 2. Grades. Die Kurve 3. Ordnung der
Berlihrungspunkte zerfdllt also hier in die unendlich ferne Gerade und
in eine Kurve 2. Grades. Die den Punkten dieser Kurve 2. Grades zu-
geordneten Normalen der Flichen ¢, des Inzidenzflichenbiischels 17,
enthalten den Pol M, der Geraden m* beziiglich des absoluten Kegel-
schnittes in der unendlich fernen Ebene. Es ist klar, dass wir zuerst den
Pol M, beliebig wihlen konnen, durch den dann die Polare m* und der
Pol M* bestimmt wiren. Auf Grund dieser Betrachtungen sieht man,
dass die cinen unendlich fernen Punkt enthaltenden Strahlen des (NH)
Komplexes .eines homothetischen Polarraumbiischels (II.), einen  Zy-
linder 2. Grades ‘bilden. In je ciner Ebene y des Raumes liegen cof
derartige Strahlen des (NH) Komplexes, die eine Kurve folgender Art
umhiillen: Dic Fusspunkte der in der Ebenc y liegenden Strahlen des
(NH) Komplexes liegen; wie wir sahen, auf einer Kurve 2. Grades. und
jeden unendlich fernen Punkt dieser Ebene » enthalten zwei Strahlen
dieses Komplexes, die in dieser Ebene liegen. Man hat also das Er-
zeugnis einer linearen und einer konischen Punktreihe, die einzweideutig
derartig zugeordnet sind, dass jedem Punkt der konischen Punktreihe
ein Punkt der unendlich fernen Geraden, und cinem unendlich fernem
Punkt zwei Punkte der konischen Punktreihe zugeordnet sind. Die Klasse
der erzeugten Einhiillenden muss also (1.2 -+ 2.1) == 4 sein. Die in einer
Fbene des Raumes liegenden -Strahlen des (¥H) Komplexes hillen also
eine Kurve 4. Klasse um, und durch diese Tatsache ist auch bewiesen,
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dass der Normalenkomplex der Inzidenzflichen ¢. eines homotheti-
schen Polarraumbiischels (II,) 4. Klasse, also demnach auch 4. Gra-
des ist.

Der Normalenkomplex der Inzidenzflichen eines gewohnlichen nicht-
homothetischen Polarraumbiischels ist, wie bekannt, vom 8. Grade.
In unserem homothetischen Fall hat dieser Normalenkomplex den
Grad 4 deswegen, weil eine Halfte (k%) der zerfallenen Grundkurve
4. Ordnung I. Art des Inzidenzflichenbiischels I, in der unendlich
fernen Ebene dcs absoluten Kegelschnittes liegt. Also, der absolute Ke-
gelschnitt befindet sich auf der in die Ebenen der Grundkegelschnitte
k und k* zerfallenen Inzidenzfliche des Bischels I7,.

Auf die gleiche Weise, wie wir es bei dem gewdhnlichen nichthomo-
thetischen Polarraumbtischel ausgefithrt haben, kénnen auch hier in
unscrem homothetischen Fall einige Eigenschaften des (NH) Komplexes
ausgefithrt und betrachtet werden. Z. B.: Jeder Strahl des (NVH) Kom-
plexes hat einen ihm zugeordneten Fusspunkt. Der geometrische Ort der
Fusspunkte derjenigen Strahlen des (NH) Komplexes, die einen Punkt
7 im Raum enthalten und einen Kegel (T.) 4. Grades bilden, liegen
im gewdhnlichen nichthomothetischen Fall, wo dieser Kegel 8. Gra-
des ist, auf einer Raumkurve 9. Ordnung. Da in unserem homotheti-
schen Fall eine derartige Raumkurve jede Inzidenzfliche ¢. des Bi-
schels 1T, in 6 Fusspunkten der den Punkt T enthaltenden Normalen
dieser Fliache schneiden, und weiterhin auch in den 4 Fusspunkten der
den Punkt 7 enthaltenden Normalen der Grundkegelschnitte & und &
des Inzidenzflichenbiischels II,, muss die Ordnung dieser Kurve /2
(6 + 4) = 5 sein. Also, die Fusspunkte der einen Raumpunkt enthal-
tenden Strahlen des (WH) Komplexes eines homothetischen Polarraum-
biischels, die einen Kegel 4. Grades bilden, liegen auf einer Raumkurve
5. Ordnung. Der Scheitel. T ist ein’ gewthnlicher Punkt dieser Raum-
kurve, und auf jeder Frzeugenden des Kegels (T») befindet sich, ausser
dem Scheitel T, nur noch ein Punkt dieser Raumkurve.

Da sich auf jeder derartigen Raumkurve auch der ihr zugeordnete
Punkt 7 befindet, sehen wir, dass diese Eigenschaft des (NH) Kom-
plexes ganz mit seinem Grad zusammenpasst, weil die den Punkt T
enthaltenden Bisekanten dieser Raumkurve einen Strahlenkegel 4. Gra-
des bilden, und auf jeden Erzeugenden dieses Kegels sich, ausser dem
Punkt 7, nur noch ein Punkt dieser Raumkurve befindet.

Auf Grund dieser Tatsache, und der Tatsache dass die Fusspunkte
der in einer Ebene liegenden Strahlen des (WH) Komplexes cinc Kurve
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2. Grades bilden, gillt auch folgendes: Die den Punkten einer Ebene
als Fusspunkten zugeordneten Strahlen des (NH) Komplexes bilden
eine Kongruenz 5. Ordnung und 2. Klasse,

Auf dhnliche Weise kénnen auch weitere Eigenschaften des (NH)
Komplexes, beziiglich seiner Strahlen und ihrer Fusspunkte, bestimmt
und betrachtet werden.

5. Die Achsenkomplexe der homothetischen Polarrawmbiischel. Die
Fusspunkte der einem Punkt 7 zugeordneten Strahlen in den quadra-
tischen Achsenkomplexen der polaren Riuine eines Polarraumbiischels
liecgen auf einem Kreis, der den Punkt enthilt und den diesen Punkt
zugeordneten Strahl in dem bekannten tetraedralen (7K) Komplex dieses
Polarraumbiischels senkrecht schneidet [5]. Dasselbe gilt offenbar auch
in unserem homothetischen Polarraumbiischel, wo ein derartiger einem
Punkt 7 zugeordneter Kreis den diesem Punkt zugeordneten Strahl
im (TH) Komplex dieses Polarraumbiischels senkrecht schneidet. Da
aber jeder derartige Strahl t, wie bekannt, mit der Ebene des Grund-
kegelschnittes & parallel liegt, und von diescr Ebene auf der anderen
Seite gleich entfernt ist wie der dieser Geraden zugeordnete Punkt 7, so
folgt, dass die Mittelpunkte aller derartigen Kreise in der Ebene des
Grundkegelschnittes % liegen, und dass die Ebenen dieser Kreise auf
dieser Ebene senkrecht stehen.

Auf Grund der Tatsache, dass di¢ einer Ebene in allen polaren
Rdumen des homothetischen Polarraumbiischels (I1.) zugeordneten Pole
in einer Ilbene liegen und eine Hyperbel bilden, folgt, dass die Fuss-
punkte der den Punkten einer Ebene zugeordneten Strahlen, in den
Achsenkomplexen der polaren Riume des Bischels (I7.), in dieser
Ebcne eine Hyperbel bilden, und nicht eine Kurve 3. Ordnung, wie es
im nichthomothetischen Fall ist. Diese Kurve zerfillt in unserem ho-
mothetischen Fall in die erwdhnte Hyperbel und die unendlich ferne
Gerade ihrer Ebene. .

Jedem Punkt des Raumes, als dem Pol in dem Achsenkomplex
jedes polaren Raumes, ist auch in unserem homothetischen Fall sein
Strahl, der Fusspunkt dieses Strahles, die Polarebene, der reziproke
Strahl, der Fusspunkt dieses Strahles, der reziproke Pol und die diesem
Pol zugeordnete reziproke Polarebene zugeordnet. Diese einem Raum-
punkt zugeordneten FElemente in den Achsenkomplexen der pola-
ren Riume des homothetischen Polarraumbischels (/7.) bilden den
stetigen Punktreihen zugeordnete stetige eindimensionale Mengen von
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Punkten, Geraden und Ebenen, also Kurven, Regelflichen und Torsen,
die im gewohnlichen nichthomothetischen Fall allgemein bestimmt und
betrachtet wurden.” In unserem homothetischen Fall konnen diese ein-
dimensionalen geometrischen Urter auf die gleiche Weise wie im nicht-
homothetischen Fall bestimmt und betrachtet werden, nur wiren hier
die Resultate dieser Betrachtungen etwas verschieden von denjenigen
im nichthomothetischen Fall, weil ihre Ordnungen, Klassen und Grade
reduziert waren, und dadurch oft viel einfacher hergeleitet werden
konnten, als es bei den gewdhnlichen nichthomothetischen Polarraum-
biischeln der Fall ist. In dieser Arbeit haben wir nicht die Absicht, uns
auch mit derartigen gcometrischen Urtern des homothetischen Polar-
raumbiischels (I1:) zu befassen.

6. Wenn ein homothetisches Polarraumbtschel (I1,) so gegeben wire,
dass scine Inzidenzflichen ¢. ¢ine gemeinsame Symmetrieebene haben,
in der offenbar die Gerade o liegen miisste, oder wenn sie eine ge-
meinsame Achse haben, die mit der Geraden o identisch ist, und da-
durch auch zwei gemeinsame Symmetrieebene haben, konnte man alle
bisher ausgefiihrten Betrachtungen auch in diesen speziellen Fillen
durchfihren, aber mit sehr reduzierten und vereinfachten Resultaten.
Offenbar wire die Symmetrie die Haupteigenschaft aller gewonnenen
Erzeugnisse.

B) DAS BUNDEL HOMOTHETISCHER POLARER RAUME

7. Es sei durch drei homothetische Flachen ¢, ¢,, ¢; 2. Grades, von
denen keine sich in dem durch die zwei anderen bestimmten Flachen-
blischel befindet, ein Flichenbindel 2. Grades bestimmt und gegeben.
Alle Flichen 2. Grades des durch die homothetischen Flichen ¢, ., ..
gebildeten Flachenbiischels (¢, ¢,) sind zu diese zwei Flichen homo-
thetisch, und jede Fliche cines durch die Fliche ¢, und je eine Fliche
des Bischels (g ¢,) bestimmten Flichenbuschels ist offenbar zu diesen
drei Flachen ¢,, @,, ¢; homothetisch, da alle oo® auf diese Weise
bestimmten Flichen des durch die Flichen ¢, .¢,, ¢; bestimmten Fla-
chenbiindels 1,2 einen gemeinsamen unendlich fernen Kegelschnitt &
haben. Die durch die homothetischen Flachen des Bindels /7,* als Inzi-
denzflichen bestimmten polaren Riume bilden cin homothetisches Po-
larraumbiindel {I1.?). Alle Inzidenzflichen des Bindels [J.> haben
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ausser dem unendlich fernem Kegelschnitt &* noch zwei endliche reelle
oder konjugiert imaginire Punkte M, N gemeinsam, in denen der
endliche gemeinsame Kegelschnitt der homothetischen Flichen ¢;, ¢,
die Fliche ¢4 schneidet. Die zwei weiteren Schnittpunkte befinden sich
auf dem unendlich fernen gemeinsamen Kegelschnitt 27 Also, anstatt
durch die bekannten 8 assoziierten Punkte ist in unserem Fall das ho-
mothetische Inzidenzflichenbiindel II.2 durch zwei endliche Punkte
M, N und durch den erwihnten unendlich fernen Kegelschnitt %" be-
stimmt. Das Punktcpaar M, N und der Grundkegelschnitt % kénnen
offenbar auch imaginir sein, und der unendlich ferne Grundkegel-
schnitt &7 kann auch in zwei reelle oder konjugiert imaginire Geraden
zerfallen.

Die Mittelpunkte der homothetischen Inzidenzflichen ¢, @., ¢y
seien mit 04, O, O, bezeichnet. Die Mittelpunkte aller Inzidenzfla-
chen des homothetischen Polarraumbiindels (71:2) liegen offenbar in
der Ebene o dieser drei Mittelpunkte O, O,, O,, da die Mittelpunkte
0, des vorher erwahnten Inzidenzflichenbiischels (g, ¢,) auf der Ver-
bindungsgeraden O, O, liegen, und die Mittelpunkte aller anderen Inzi-
denzflichen des Biindels 17,2 auf den Verbindungsgeraden des Mittel-
punktes O, und der auf der Verbindungsgeraden O, O, befindlichen
Mittelpunkte liegen. Man sieht also, dass die Ebene o= (0; 0, 0,)
eine gemeinsame Diametralebene aller Inzidenzflichen des homothe-
tischen Polarraumbiindels (I7.2) ist, die das Fliachenbindel 71,2 bilden.
Die dieser Ebene o, in allen polarén Riumen des homothetischen Bin-
dels (I1.2) konjugiert zugeordneten Geraden sind im Raum parallel, da
alle diese Geraden den unendlich fernen Pol $” der unendlich fernen
Geraden s der Ebene o, beziiglich des unendlich fernen Kegelschnittes
k”, enthalten. Dies gilt, selbstverstindlich, auch fiir jede Ebene des
Raumes und fiir die mit dieser Ebene parallelen Ebenen. Die Ebene der
endlichen Durchdringungskurve 2. Grades zweier homothetischer Fla-
chen 2. Grades ist, wie wir sahen, immer der Verbindungsgeraden der
Mittelpunkte dieser zwei Flichen, beziiglich dieser zwei Flichen, ko-
njugiert zugeordnet. Dies gilt selbstverstindlich auch fir die homo-
thetischen Flichenpaare ¢, ¢, und ¢, 7;, die sich in endlichen Kegel-
schnitten %, und %,; durchdringen, und die, wic wir sahen, die Grund-
punkte M, N des Flichenbiindels I7,% enthalten. Es foglt also, dass die
Verbindungsgerade der Punkte M, N, als Schnittgerade der Ebenen der
Kegelschnitte %,, und %5, zu der Ebene o konjugiert zugeordnet ist.
Die Flichen des durch die Fliachen ¢,, ¢, bestimmten Flichenbiischels
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2. Grades, resp. des Flachenbiischels mit dem endlichen Grundkegel-
schnitt %y, , durchdringen die zu ihnen homothetische Fliche ¢, in
endlichen Kegelschnitten k4, die alle die Punkte M, N enthalten. Durch
jeden Kegelschnitt &, ist, wie schon erwihnt, ein Biischel der Inzidenz-
flichen des Polarraumbiindels (11,2 bestimmt. Durch jede Berithrungs-
gerade der Flidche ¢; im Punkt M, resp. N, ist einer dieser Kegel-
schnitte k' bestimmt, da durch diese Berithrungsgeraden die Ebene
dieses Kegelschnittes %, der die Punkte M, N enthilt, bestimmt ist.
Jede Ebene o des Punktes M, resp. N, schneidet die Berithrungsebene
der Fliche ¢, im Punkt M, resp. &, in einer Beriihrungsgeraden dieser
Fliche, durch die eines der vorher erwahnten Fliachenbiischel der Inzi-
denzflichen des Bindels II.2 bestimmt ist, und durch diese Ebcne a
ist weiterhin in diesem Biischel eine Fliche, resp. in dem Polarraum-
biindel (11.2) ein polarer Raum dieser Inzidenzfliche, bestimmt. Durch
jede Ebene des Punktes M, resp. JV, ist also in unserem homothetischen
Polarraumbiindel (/7:2) ein polarer Raum bestimmt,

Es ist bei einem gewdhnlichen nichthomothetischen Polarraumbiindel
bekannt, dass die einem Raumpunkt P in allen polaren Riumen
dieses Bundels zugeordneten Polarebenen einen gemeinsamen Punkt P
haben® Alle derartigen oo Raumpunktpaare P, P, sind mittels dieses
Polarraumbiindels involutorisch eineindeutig zugeordnet, und die Ver-
bindungsgeraden dieser Punktepaare bilden einen kubischen Strahlkom-
plex. Durch diese eincindeutige involutorische Zuordnung ist auch eine
kubische Raumtransformation bestimmt.?

In einem Buschel homothetischer polarer Raume, dessen Inzidenzfla-
chen den gemeinsamen endlichen Grundkegelschnitt 2 haben, hat man
gesehen, dass die einem Raumpunkt P in dem (7H) Komplex icses
Polarraumbtschels zugeordnete Gerade p: mit der Ebene des Kegel-
schnittes % parallel ist, und auf der dem Punkt P gegeniiber liegenden
Seite dieser. Ebene gleich so wie dieser Punkt entfernt ist. Dies gilt
offenbar fiir jeden Raumpunkt in allen Polarraumbischeln (I7,) des
Polarraumbiindels (I/.%), also auch fir diejenigen, die durch die Grund-
kegelschnitte k4 auf der Fliche ¢, bestimmt sind. Da die Polarebenen
cines Raumpunktes P in allen polaren Riumen des homothetischen Biin-
dels (I1,2) cinen Punkt P, enthalten, missen also auch die dem Punkt
P zugeordneten Strahlen ¢ in den (TH) Komplexen der homothetischen
Polarraumbiischel deren die Kegelschnitte k' enthaltenden Inzidenz-

8 Siche [1] S. 136.
* Siche {1] 8. 137.
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flichen diesen Punkt P, enthalten. Der jedem Raumpunkt P derartig
zugeordnete Punkt P, befindet sich also gleich weit wie der Punkt P
auf der anderen Seite der Ebene cines jeden der Kegelschnitte k. Die
Punkte P, P, befinden sich daher in einer Ebene der Verbindungs-
geraden MN und sind von dieser Geraden gleich entfernt. Die Ver-
bindungsgeraden aller Punktepaare P, P, in unserem homothetischen
Fall eines Polarraumbiindels schneiden also die Verbindungsgerade der
Grundpunkte M, N. Es gilt daher folgender Satz:

Die Uerbindungsgeraden der durch ein homothetisches Polarraum-
biindel bestimmien o3 eineindeutig involutorisch zugeordneten Punkte-
paare bilden einen singuliren linearen Komplex, dessen Leitgerade die
Uerbindungsgerade der zwei endlichen Grundpunkte dieses Polarraum-
biindels ist.

Da die den Punkten der Ebene o zugeordneten Polarebenen in allen
polaren Réumen des Polarraumbindels (/7:2) den vorher erwihnten
unendlich fernen Punkt 8" enthalten, ist dieser Punkt $* in der be-
schriebenen involutorischen Raumzuordnung allen Punkten der Ebene
o zugeordnet. :

Dass die Verbindungsgeraden der zugeordneten Raumpunkte P, P,
die Verbindungsgerade MN schneiden missen, kann auch auf folgende
Weise erkannt werden: Jeder Punkt P des Raumes befindet sich in der
Ebene eines Grundkegelschnittes %,. Die diesem Punkt P zugeordneten
Polarchenen in den polaren Riumen des durch den in dieser Ebene
liegenden Kegelschnitt k' bestimmten Polarraumbiischels, enthalten die
Polare p. des Pols P beziiglich des Kegelschnittes &4 in dieser Ebene.
Da auf dieser Geraden p: der dem Punkt P zugeordnete Punkt P; liegt,
und diese Gerade p: in der Ebene des Kegelschnittes k¢, dic den Punkt
P enthilt, sich befindet, liegen also beide diese Punkte in dieser Ebene
der Geraden MN. Da ferner alle Kegelschnitte k' die Punkte M, N
enthalten, schneiden die Verbindungsgeraden aller derartigen Punkte-
paare P, P, die Verbindungsgerade MN.

Wie bekannt, schneiden sich die einem Punkt P des Raumecs in drei
polaren Rdumen des Polarraumbiindels (//,%) zugeordneten Polarebenen
in demjenigen Punkt P, des Raumes, der die Polarebenen des Pols P
auch in allen anderen polaren Rdumen des Polarraumbindels (/1%
enthilt. Es sei im Raum eine Gerade m gegeben. Die den Punkten M*
dieser Geraden zugeordneten Polarebenen beziiglich der Inzidenzfia-
chen ¢, @, schneiden sich in Geraden m:", die, wie wir in der Abt. 1.
dieser Arbeit sahen, ein System von Erzeugenden eines hyperbolischen



Paraboloides bilden. Die Polarebenen der Punkte M* auf der Geraden
m bilden im Polarraum der Inzidenzfliche ¢,, wie bekannt, ein Ebe-
nenbiischel, fiir welches die Achse m, die der Geraden m in dem po-
laren Raum der Inzidenzfliche g, konjugiert zugeordnete Gerade ist.
Dieses Ebenenbiischel [m3] und das eben erwihnte Erzeugendensystem
des hyperbolischen Parabeloides sind projektiv der Punktreihe M" auf
der Geraden m zugeordnet, und dadurch sind sie offenbar auch unter-
einander projektiv zugeordnet. Das Erzeugnis dieses dem- Ebenen-
biischel [m;] projektiv zugeordneten Erzeugendensystems ist, wie be-
kannt, eine Raumkurve 3. Ordnung, die mit I bezeichnet sei. Da eine
Erzcugende des erwdhnten Erzeugendensystems immer unendlich fern
liegt, so muss auf dieser unendlich fernen Erzeugenden auch der immer
reelle Punkt der Rawmkurve I3 liegen. Dieser unendlich ferne Punkt
ist der schon bekannte Punkt §%, da er dem Schnittpunkt der Geraden
m und der Ebene o, in unserer vorher erwdahnten involutorischen Raum-
zuordnung in allen polaren Riumen des Polarraumbiindels (17.%) zu-
geordnet ist. Da die Gerade m beliebig im Raum angenommen wurde,
gilt folgender Satz:

Durch die Punktepaare P, P, der in einem Polarraumbiindel (I1,?)
homothetischer polarer Riume bestimmten involutorischen Raumzu-
ordnung ist eine kubische Raumtransformation gegeben. Die jeder Ge-
raden des Raumes in dieser Raumiransformation zugeordnete Raum-
kurve 3. Ordnung enthdlt den unendlich Jernen Pol S" der gemein-
samen Diametralebene der Inzidenzflichen in allen polaren Riumen
dieses homothetischen Polarraumbiindels.

Offenbar enthilt auch die jeder Ebene des Raumes in dieser Raum-
transformation zugeordnete Fliche 3. Ordnung diesen unendlich fernen
Punkt S”. ) ) '

Man betrachte jetzt eine Ebene « und’ alle oo? in dieser Ebene lie-
genden Geraden. Alle oo? diesen Geraden zugéordneten Raumkurven
* 3. Ordnung befinden sich selbstverstindlich auf der dieser Ebene zu-
geordneten Fldche 3. Ordnung, und alle enthalten den vorher er-
wihnten unendlich fernen Punkt §7. Man bhetrachte eine Gerade n, die
den unendlich fernen Punkt 7 enthilt, also im Raum n | MN liegt. Auf
dieser Geraden n befindet sich nur ein endlicher Punkt der erwidhnten
Flache 3. Ordnung, und zwar derjenige. der dem Schnittpunkt der
Ebene « und derjenigen Geraden ny I MN zugeordnet ist, die in der
Ebene (nMXN) liegt, und so wie die Gerade n, aber auf der anderen
Seite der Geraden MX, von dieser gleich entfernt ist. Es folgt also, dass
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die einer Ebene o im Raum zugcordnete Fliche 3. Ordnung im un-
endlich fernem Punkt §” einen Doppelpunkt hat. Da die Ebene «
irgendwelche Ebene des Raumes sein kann, gilt auch dieser Satz:

Die allen Ebenen des Raumes in der durch ein homothetisches Po-
larraumbiindel bestimmten kubischen Raumtransformation zugeordne-
ten Flichen 3. Ordnung haben einen gemeinsamen unendlich fernen
Doppelpunkt, der der Pol der gemeinsamen Diametralebene der Inzi-
denzflichen in allen polaren Riumen dieses Polarraumbiindels ist.
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Virim Nide

HOMOTETICNI POLARNI PROSTORI

Uvob: Dvjema homoteti¢nim plohama 2. stupnja odreden je pramen
takvih ploha, kojemu se temeljna prostorna krivulja 4. reda I vrste
raspala u jednu konafnu i jednu neizmjerno daleku koniku. Uzmemo
i svaku plohu takva pramena kao incidentnu plohu jednog polarnog
prostora, tada je tim pramenom homoteti¢nih incidentnih ploha zadan
homotetitni pramen polarnih prostora.

Poznato je da je svakom pramenu polarnih prostora pridruZen i
njime odreden a) tetraedralni kvadratni kompleks osi pramenova po-
larnih ravnina pridrufenih tatkama prostora kao polovima, b) Majce-
nov kubiéni kompleks pravaca, koji neizmjerno daleko diraju incidentne
plohe pramena polarnih prostora, ¢) kubitni kompleks najkraéih dirnih
putova jzmedu incidentnih ploha takvog pramena i d) kompleks nor-
mala incidentnih ploha tog pramena, koji je 8. stupnja. Svakoj tacki
prostora pridruicna je po jedna zraka svakog ovog kompleksa, ali u
sva Cetiri kompleksa ne vrijedi i obrat. U ovoj je radnji razmatran
i pramen osnib kompleksa, pridrufenih polarnim prostorima homote-
tidnog pramena, a na kraju radnje razmatran je i svelanj homotetiénih
polarnih prostora.

Ay HOMOTETICAN PRAMEN POLARNIH PROSTORA

1. Tetraedralni kvadratni kompleks homotetiénog pramena polarnih
prostora. Homotetiénim plohama ¢,, ¢,, koje se sijeku u konalnoj
konici % i neizmjerno dalekoj konici &%, odreden je pramen Il takvih
ploha ¢, 2. stupnja, a tim pramenom IT» odreden je dalje homoteti¢an
pramen (I1,) polarnih prostora. Konike k, & mogu biti ili realne, ili
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imaginarne. Sredi$ta ploha ¢, ¢, ozna&imo s O, 0, , a njihovu spoj-
nicu sa o. Konjugirani pravei spojnici o, s obzirom na plohe ¢, ¢,,
nalaze se u neizmjerno dalekoj ravnini 1 oni su polare neizmjerno da-
Ieke tacke pravca o s obzirom na zajedni¢ku neizmjerno daleku koniku
k*. Oznatimo taj pravac sa 0" koji je konjugiran spojmici 0 u svim
polarnim prostorima naSeg homoteti¢nog pramena (II.). Konike %, k*
nalaze se na svakoj plohi ¢, pramena II,, dakle se sijeku u dvjema
ncizmjerno dalekim tatkama A", 4,%, koje, naravski, mogu biti ili
realne, ili konjugirano imaginarne. Spojnici 4," 4," konjugirani pravci
u svim polarnim prostorima pramena (II.) prolaze srediftima O» inci-
dentnih ploha ¢, tih prostora, te polom polare A,* A," s obzirom na
koniku % u neizmjerno dalekoj ravnini. Ovaj konalan konjugiran pra-
vac prolazi i srediftima- O, O, ploha ¢, ,, dakle se podudara sa
spojnicom o, odnosno izlazi da je o* = A;” A,% a odavle dalje da se
sredista svih ploha . nalaze na spojnici 0. Sve plohe . pramena IT,
diraju u tatkama An, Ay dvije ravnine pravca o, koje su, naravski,
ili realne, ili konjugirano imaginarne, kao i tatke A4,", A,"

Potrazimo sada zrake tetraedralnog kompleksa pridrufenog ovakvom
pramenu ({I,) polarnih prostora. Zrake ovakvog kompleksa su, kao §to
znamo, osi pramenova polarnih ravnina pridruZenih tatkama prostora
kao polovima u svim polarnim prostorima pramena (I/,). Zajednickim
dijametralnim ravninama incidentnih ploha ¢» pridruZeni polovi na-
laze sc na pravcu 0" = A," 45", a ti polovi i sjeci$ta s opisanim njima
pridruZenim polarnim ravninama na tom pravcu {ine involutorni niz
s dvostrukim tatkama A4,%, A,*. Budu¢i da svaka tatka prostora P leZi
u jednoj ravnini pravca o, prolaze njene polarne ravnine u pramenu
(I1») jednom tatkom P» na pravcu o". A jer sve te ravnine prolaze jed-
nim pravcem p, mora taj pravac u kona¢nosti biti usporedan s ravninom
konalne temeljne konike k. U svakoj ravnini pravca o nalazi se oo?
tataka P, a svim tim tatkama pridruZeni pravci p, dakle njih oc?,
prolaze neizmjerno dalekom tatkom P7, dakle su to svi pravci te tacke.
Vidimo, dakle, da su svi oni pravci prostora — koji su usporedni s rav-
ninom konalne temeljne konike k — zrake tetraedralnog kompleksa pri-
druZenog na opisani nadin homotetiénom pramenu polarnih prostora.

Poznato je da je takav tctraedralni kompleks kod obi¢nog pramena
polarnih prostora kvadratan. Malo prije opisane zrake takva kompleksa
u naSem homotetiénom pramenu &ine, medutim, samo singularan line-
arni kompleks nelzmjerno daleke ravnalice o". Svakoj tatki P ravnine
kona¢ne temeljne konike k, pridruZene polarne ravnine u svim polarnim
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prostorima pramena (I1.), prolaze polarom p pola P u to) ravoini
s obzirom na koniku 4. Vidimo dakle da su i svi pravci ravnine konike
k zrake naleg raspadnutog tetraedralnog kompleksa. Isto ovo vrijedi
i za neizmjerno daleku ravninu konike %*. Buduéi da smo na ovaj nadin
odredili zrake tetraedralnog kompleksa pridruZene svim tatkama pro-
stora, otito vrijedi ovaj stavak:

a) Tetraedralni kompleks pramena polarnih prostora, koji se sastoji
iz osi pramenova polarnih ravnina pridrufenih u tim prostorima svim
tackama prostora. raspada se w slutaju homoteticnog pramena polarnih
prostora u linearni singularni kompleks neizmjerno daleke presjeinice
ravnina temeljnil konika kao ravnalice. Polja pravaca u ravninama tik
konika nalaze se takoder u tom kompleksu.

Oznadimo sa (TH) takav singularni linearni kompleks pridruZen ho-
motetitnom pramenu {I1,) polarnih prostora. Iz Cinjenice da ravnine
konika % i A* moZemo smatrati raspadnutom plochom ¢ homotetiénog
pramena Il., izlazi da su svaka tatka prostora P i njoj pridruZena
zraka p u I'TH) kompleksu jednako udaljeni od ravnine konike %, ali
na razliditim njenim stranama.

Iz pojednostavnjenih osobina ovakvog (TH) kompleksa moze se jed-
nostavnim zakljucivanjem doéi do ovih stavaka:

b) Tackama po volji odabrane ravnine, kao polovima pridrufene
polarne ravnine u polarnim prostorime jednog homotetiénog pramena,
cine za svaku takvu talku pramen ravnina, a osi svik tih pramenova,
kao zrake {TH) kompleksa, &ine honoidalnu kongruenciju 1. reda 2.
razreda, kojoj je ravnalica jedna hiperbola i jedan neizmjerno daleki
pravac koji tu hiperbolu sijele

o) Tatkama po volji odabranog pravca u prostoru pridruiene zrake
u singularnom linearnom kompleksu (TH) &ine hiperbolitki paraboloid,
kojemu se jedna izvodnica nalazi w neizmjerno dalekom pravcu o”
ravnine temeljne konike k. Ako je taj pravac zraka (TH) kompleksa,
prelazi taj hiperbolicki paraboloid u pramen pravaca s vrhom u tacki
pridruienoj toj zract, a u ravnini usporednoj s ravninom konalne te-
meljne kontke k

2. Kompleks analogan Majcenovom kubiénom kompleksu. Takav
kompleks homotetiénog pramena polarnih prostora nazovime (MH)
kompleks. Iz linjenice da su zraka (MH) kompleksa i zraka (TH) kom-
pleksa, pridrufene jednoj tatki prostora, medusobno usporedne, dakle
su i sve zrake (TH) kompleksa usporedne sa zrakama (MH) kompleksa,
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te iz {injenice da svaki pravac usporedan s ravninom konike % dira u
kona¢nosti samu jednu plohu . pramena II, izlazi da su oni pravci
prostora koji su usporedni s ravninom konike % zrake (MH) kompleksa.
Uzmemo li ravninu konike % kao ravninu slike, tada su zrake (MH)
kompleksa sutra¥nice dirnih ravnina incidentnih ploha ¢a pramena I7,,
koje prolaze njihovim dirali¥tima.

Sve zrake komplcksa (MH), koje su i zrake kompleksa (TH), sijeku
neizmjerno daleku presjecnicu o* ravnina konika & 1 &7, koje ¢ine jednu
raspadnutu incidentnu plohu ¢ pramena [I. Svaka zraka ovog kom-
pleksa (H) = (MH) »dira« prema tome u njenom sjeciftu s presjeé-
nicom ¢", dakle neizmjerno daleko, ovu raspadnutu plohu ¢ homote-
ti¢nog pramena II,.

Kao $to znamo, zrake Majcenova kubitnog kompleksa pridruZenog
pramenu polarnih prostora jesu oni pravel prostora koji neizmjerno
daleko diraju incidentne plohe polarnih prostora tog pramena. Sve
incidentne plohe @, nafeg homotetitnog pramena (II,) prolaze neiz-
mjerno dalekom konikom k7. Svaki pravac prostora koji sijele koniku
k" le#i u jednoj dirnoj ravnini jedne incidentne plohe ¢., dakle je
zraka (MH) kompleksa. Za homoteti¢an pramen polarnih prostora vri-
jedi prema tome 1 ovaj stavak:

d) Majcenov hubicni kompleks, pridruien homoteticnom  pramenu
polarnih prostora, raspada se u singularan linearni kompleks konoidal-
nog oblika, kojemu je dirckcione ravnina ravnina konalne temeljne
konike k, te w kvadraini kompleks neizmjerno daleke ravnalice k"

1z identi¢nosti konoidalnih linearnih singularnih kompleksa (TH) =
(MH) proizlazi jednojednoznaéna prostorna pridruZenost parova zraka
u takvu kompleksu, kao i njima pridrufenih tadaka, ¢ime je pak odre-
dena jedna prostorna transformacija, koja u ovoj radnji nije pobliZe
razmatrana. U slulaju obifnog pramena polarnih prostora ta je pro-
storna transformacija 5. reda.

Na temelju ¢&injenice da zrakama (TH) = (MH) kompleksa pridru-
Zene tatke leZe u ravnini, koja je konjugirana toj zraci u svim polar-
nbm prostorima homotcti¢nog pramena, mogu se izvesti 1 ovi stavci:

e} Zrakama kompleksa (TH) = (MH), koje prolaze jednom taikom

prostora, a lefe kao §to znamo u jednoj ravnini, pridrufene tacke nolaze
se na jednoj konici koja prolazi tom tatkom i sijele pravac sredifta
incideninih ploha.
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) Zrakama (TH) = (MH) kompleksu, koje leie u jednoj ravnini,
pridrutene tacke nalaze se na jednom pravcu koji sijede pravac sredista
incidentnih ploha.

g) Pridrutenc tacke onim zrakama (TH) = (TM) kompleksa, koje su
u prostoru usporedne s jednom ravninom, dakle éine snop usporednih
pravaca, nalaze se u jednoj ravnini srediita svih incidentnih ploha, koja
je u svim polarnim prostorima homotetiénog pramena konjugirana
smjeru tih pravaca.

8. Analogan kompleks kompleksu najkraéih dirnih putova. Oznadimo
ovakav kompleks sa (RH). Poznato je da su zraka Majcenova kom-
pleksa i zraka kompleksa najkraéih dirnih putova, pridruZene jednoj
tadki prostora, medusobno okomite, prolaze tom tatkom i leze u dirnoj
ravnini incidentne plohe koja prolazi tom tatkom. U naSem homote-
tilnom slutaju pramena polarnih prostora moZe se uz pomo¢ ove &i-
njenice lako izvesti ovaj stavak:

h) Sve tangente incidentnih ploha homoteticnog pramena polarnih
prostora, koje s ravninom konaéne temeljne konike zatvaraju najveli
kut, jesu zrake (RH) kompleksa pridrufenog ovom pramenu polarnih
prostora.

Stepen (RI]) kompleksa homoteti¢nog pramena polarnih prostora, koji
je kubi¢an kao i kod obi¢nog pramena, moZe se ovdje izvesti analognim
postupkom kao kod obi¢nog pramena. Medutim (RH) kompleks se dosta
razlikuje po nekim svojim osobinama od takvog kompleksa kod obi¢nog
pramena polarnib prostora, ali one se mogu dobiti analognim postupkom
kao tamo.

4. Kompleks normala incidentnih ploha. Ovakav komplcks u pramenu
homotctitnih polarnik prostora oznatimo sa (NH). Kod obitnog pra-
mena polarnih prostora takav je kompleks 8. stupnja. Iz &njenice da
dirali§ta dirnih ravnina usporednih s jednim pravcem sa svim plohama
jednog pramena ploha 2. stupnja {ine plohu 3. reda izlazi da noZista
normala incidentnih ploha jednog pramena polarnih prostora, okomi-
tih na jednom pravcu, dakle usporednih s jednom ravninom, ¢ine opéu
plohu 3. reda. U slu¢aju homoteti¢nog pramena polarnih prostora takva
se ploha raspada u plohu 2. stupnja i neizmjerno daleku ravninu, jer
je ta ravnina dio jedne incidentne plohe tog pramena u kojoj se nalazi
apsolutna ¢unosje¢nica. NoZifta zraka naSeg kompleksa (NH), koje
leze u jednoj ravnini, ¢ine prema tome krivulju 2. stupnja. Sve nor-
male te krivulje, kao zrake (NH) kompleksa, omataju krivulju 4. raz-
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reda, koja nastaje kao proizvod jednog neizmjerno dalekog linearnog
niza i jednog konalnog niza 2. reda, koji su jednodvoznaéno pridruZeni.
1z linjenice da zrake (NH) kompleksa u jednoj ravnini omataju krivu-
lju 4. razreda proizlazi dalje ovo:

i) Normale incidentnib ploha homoteticnog pramena polarnil pro-
stora dine kompleks (NH) Cetvrtog stupnja.

Raspadanje ovog kompleksa u stepen manji od osmog, proizlazi iz
tinjenice da sve incidentne plohe prolaze konikama % i k%, kao i iz
tinjenice da su ravnine tih konika jedna raspadnuta incidentna ploha.

Zrake (NH) kompleksa koje prolaze jednom tatkom prostora &ine
prema tome stozac 4. stupnja. Krivulja noZiSta tih zraka probada svaku
incidentnu plohu u fest talaka, jer je kongruencija normala plohe 2.
stupnja 6. reda 2. razreda. Osim toga, moZemo svakom tatkom prostora
postaviti na konalnu temeljnu koniku % po &etiri okomice, koje su
takoder u tim noziétima na konici £ normale neke incidentne plohe @»
pramena I1,. Krivulja noZita zraka (NII) kompleksa, koje prolaze jed-
nom tatkom prostora i line stofac 4. stupnja, probada svaku incidentnu
plohu naleg homotctitnog pramena u 10 tataka, osim onih koje imaju
takva noZita na temeljnoj konici k. lzlazi, prema tome, da je takva
prostorna krivulja 5. reda. §to u ostalom mora 1 biti, jer je vrh tog
stoica njena jednostruka tacka. Iz ove €injenice, kao i one da noZiSta
zraka (NII) kompleksa, koje leze u jednoj ravnini, &ine krivulju 2.
stupnja, proizlazi ovaj stavak:

i) Tackama neke ravnine, kao nofiStima pridruene normale inci-
dentnih ploha jednog homoteticnog pramena polarnih prostora, line

~

kongruenciju 5. rveda 2. razreda.

Na slitan nadin mogu se odrediti i neke dalje osobine kompleksa nor-
mala incidentnih ploha homoteti¢nog pramcna polarnih prostora.

5. Kvadraticni osni kompleksi homotetiénog pramena polarnih pro-
stora. Zrake osnih kompleksa polarnih prostora jednog pramena takvih
prostora, koje su pridruZene jednoj tatki prostora kao polu, &ine pra-
men pravaca. Ravnina tog pramena okomita je na zraci tetraedralnog
kompleksa pridruZenog tom pramenu polarnih prostora, koja je pri-
druZena toj tacki, a noZifta tih zraka su na kruZnici koja prolazi tom
tatkom 1 okomito sijele tu zraku tetraedralnog kompleksa u njenom
najbliZem mjestu toj tacki. Iz svojstava homotetiénog pramena polarnih
prostora izlazi da su srediSta svih takvih kruZnica, pridruZenih talkama
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prostora, u ravnini kona¢ne temeljne konike % i da su im ravnine na
ravnini konike £ okomite. Osobine homoteti¢nog pramena polarnih pro-
stora u vezi § njihovim osnim komplcksima. mogle bi se izvesti analogno
kao kod obi¢nog takvog pramena, samo bi se te osobine ovdje pojavile
u pojednostavnjenim i raspadnutim oblicima.

6. Pramen homoteticnih polarnih prostora moZe biti zadan take, da
sve njegove incidentne plohe imaju jednu zajedni¢ku simetralnu rav-
ninu, u kojoj tada le#i pravac o sredifta incidentnih ploha. Ako sve te
incidentne plohe imaju dvije zajednike simetralne ravnine, bit ée nji-
hova presjetnica pravac o. Osobine ovakvih homoteti¢nih pramenova
polarnih prostora se ofito i dalje veoma pojednostavnjuju.

B) SVEZAN] HOMOTETICNIH POLARNIH PROSTORA

7. Trima homotetitnim plohama 2. stupnja ¢, »., ¢,, od kojih se
nijedna ne nalazi u pramenu ploha odredenom s ostale dvije, odreden
je sveZanj I1,* homotetitnih ploha 2. stupnja. Uzmemo 1i plohe tog
sveznja kao incidentne plohe polarnih prostora, bit ée tim sve’njem
ploha 2. stupnja odreden svetanj (I1,?) homotetiénih polarnih prostora.
Lako sc vidi da sc sredidta svih incidentnih ploha tog sveinja nalaze
u ravnini o sredista O, O,, O, plobha ¢, ¢,, ¢;. Sve plohe sveinja
I1,? imaju ofito zajednitku neizmjerno dalcku koniku k%, dek u ko-
nacnosti prolaze parom realnih, ili konjugirano imaginarnih tadaka
M, N. Ove su tatke sjecifta zajednicke konaéne konike ploha ¢, ¢,
s plohom ;. Svezanj II.? incidentnih ploha odreden je dakle tatkama
M, N i neizmjerno dalckom konikom %". Ravnina o svih sredifta ko-
njugirana je smjeru spojnice MN u svim polarnim prostorima homo-
tetinog sveinja (/1.2).

Poznato je kod sveinja polarnih prostora da polarne ravnine jedne
tatke P prostora, u svim polarnim prostorima tog sveZnja, prolaze jed-
nom tatkom P. Spojnice tako involutorno pridrufenih oob parova ta-
taka u prostoru ¢ine kubilni kompleks. U nafem homotetiénom sveZnju
prelaz taj kompleks u singularni linearni kompleks spojnice MN kao
ravnalice. Buduéi da je spojnica MN konjugirana ravnini ¢ u svim
polarnim prostorima sveznja (I1,2), bit ¢e svim tatkama ravnine ¢ pri-
druZena, u spomenutoj invelutornoj pridruZenosti, ista tatka §*, koja
je neizmjerno daleko na spojnici MN. Involutornom pridruzenoiéu
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parova tataka P, P u prostoru, odredena je jedna prostorna transfor-
macija 3. reda. U nafem homotetiénom sveinju polarnih prostora do-
biva ova kubna transformacija ovu osobinu:

Parovima pridrutenih lalaka P, P jednog homoteticnog sveinja po-
larnih prostora odredena kubna prostorna transformacija ima tu oso-
binu, da talkama svakog pravce u prostoru pridrutena prostorna krivu-
lja 8. reda prolazi neizmjerno dalekom tackom spojnice temeljnih ta-
éaka M, N, a svakoj ravnini na taj naéin pridrufena ploha 3. reda imea
u toj neizmjerno dalekoj tacki dvostruku tacku.

Institut za matematiku Sveuéiliita
u Zagrebu

Primljeno za publikaciju 15. veljaée 1966. u Odjelu za matematicke, fizicke i teh-
nitke nauke Jugoslavenske akademije u Zagrebu.
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IBrRAHIM AGANOVIC

GEOMETRIC PROPERTIES OF PRIMITIVE
ANALYTICITY DOMAINS OF PERTURBATION
THEORY AMPLITUDES

1. INTRODUCTION

An amplitude corresponding to a Feynman diagram S with & exter-
nal lines (moments pa, ¢ =1,2,..,N) is given by the integral of the
form!? .

) b (1 — :_: ae)
fs (p) =0ﬂ dayduy ..o doy o e T >0 (n
12 A (@) po po — C ()]
r

Ve=lalu,>0, e=1,2,...,1]; C{&)>0(2 « > 0Ol

fres|
The form of the functions Aw (¢) and C (¢) depends on the topological
structure of diagram S. The moments p. satisfy the conservation law
X
> pa=0. @

If N > 5, we shall suppose that the space-time dimension is arbitrarily
large. The number of independent kinematical invariants pa = papo
is then

n NM'E """"" . (3)

Let xi, i =1,2,..,n be any set of independent invariants pa». The
integral (1) may be written in the form?

+ In fact, the Feynman integral is more complicated, but the factor omitted is
not essential to the analytic properties of the amplitude.

? In the following we use the notations: R, and C, — n-dimensional real and
complex space, respectively; x,ye R,, z=x+ iyeC,.
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r

3 (‘1 — l a,)

: = -d’lld'lg,..dr R e , 4
fs () = | o et )
where Qs (e x) = _: Ai () 2 — B (a). (5)

i=]

The functions 4i(a) and B (z) are lincar combinations of functions
Aaps (2) and Aw (), C (2) respectively.

There exists [1] the domain Dy < Rx containing the origin, defined
as follows v
DS:(x Qs (1; ) <0, acl, :1 ae>0}. (6)
Evidently, Ds is convex. In s the function fs (x) is holomorphic. Let
Ws C Cu be a set defined as follows: z = x + 1yeWs if and only if
there exists a real ¢ with the property x» + pyeDs. TWs is a simply-
connected domain and Ws > Ds. The function (4) has a single-valued
analytic continuation in Ws [2]:

{ b (.1 —_ 2’: "e}
2) = lda;day ... doy — -1
= Qs (a: )}

Ai (@) z; — B {a). (8)

n

where Qs (a; z) =

iPrs
A

Let G be a set of all connected diagrams of a given process and let
W= N Us. 9
$:G
All functions fs(z), S¢G are single-valued and analytic in &. Thus
the amplitude of an arbitrarily finite® order (i.e. the finite sum of
functions fs (z), S¢G) is single-valued and analytic in TU. The domain
{U may be constructed as follows: There exists [1] a non-empty domain
(real domain of holomorphy of an arbitrary order amplitude)
D=/ Ds. (10}
SeG
The domain D may be determined by majorization methods [1 — 10}.
The domain constructed with the help of D in the same way as the
domain Ws with the help of Ds is identical with W.

3 The problem of convergence of perturbation theory series is open as vet.
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In the case when one of the invariants pu is fixed — pyy, for exam-
ple, the amplitude f (z) of an arbitrarily large order may be decomposed
as follows [11,12]: Let us select the following set of n invariants

P, @, b=1,2...N—1, a=b (11)

The invariants (11) are denoted as x:, ¢ = 1,2, .., n Because of the
relation (2), the invariants x; satisfy the equation of the form

Y hixi=pax, hi==1or 2. (12)
=1
Each set of » — | invariants (11) is a set of independent variables. We
shall consider the amplitude f(z) of an arbitrary order to be a func-
tion of n variables z; defined on the hyperplane

n

Z hiz, = pxx. (13)

1e=1

By 2} we denote a set of variables z other than z;. Let pyx be fixed
in such a way that there exists a real domain of holomorphy (10). It
means that in the (n— 1)-dimensional space of variables xi (i 5 j)
there exists a domain D in which the amplitude is holomorphic. Then
the amplitude f(z) may be represented in the form

fla) =2 fi @), (14)

=
where f;(z1) is a function single valued and’ analytic in the domain
T, =W, UK} UK;. (15)

(U; is the W-domain, constructed with the help of the real domain

D = Udiep, {59 — 1 (16)
0=t < oo
+ + L
K~ are cones K, =[z|y.z0 i%7j]. (17)
The decomposition of the form (14) is also valid in the case when be-

sides pwx , other invariants are fixed.

In Sec. 2 an analytic description of the (W-domains in terms of D-
domains is given. The result obtained is applied to scattering and pro-
duction amplitudes in Secs. 3 and 4. Some geometric properties of the
corresponding (- and 7T-domains have been found.
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2. ANALYTIC DESCRIPTION OF THE W-DOMAIN

Let us consider in €, the (2n — 2)-parametric set of two-dimensional
half-planes
T {a, b, 1) : 2 == au + bk, (18)

where ¢ and b are real orthogonal unit vectors, u — a real parameter,
0 L u<Coo and % — a complex variable, Iz 12> 0. Evidently, the set
of half-planes (18) generates a set of complex* points in C.. The
plane (18) with the following parameters passes through a complex
point z == x -+ iy

Xy
Ty y
a(z) = . AT,b(z)=»f,
x ); y} Y
T (19)
u{z) == % — j; 3l
To the point z corresponds
z(z)=—’~§%— +ily . (20)

For each @ and b there exists 1 >>0 such that the straight line x=qu-+>b2
has a real intersection with the boundary of D (D). Let i (a,b) be
the maximal x with that property (if such a u does not exist we put

Zi{a,b) = o0). Let
“lz)=n (0, y) =1 (a{z), b i) (21)
Theorem [18]. The complex point z = x -+ iy lies in (W ({05) if and

only if it holds
I
ix—»?c)z'y —u {x,y) <0 (22)
¥y

Proof. Let s (z) <<yt {z) . From the convexity of D (D)) it follows that
the straight line

X=x4-o0y==au-+ b (Rei-olmi),
4 A point z = x + iy is a complex one if y =~ 0.
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where a, b, i« and 7 are determined by (19) and (20), has a real inter-
section with D (D;). It means that there exists a real » with the pro-
perty x + gy e D (D;) and therefore ze W (W) . Let z& W (IU5) be com-
plex. Then there exists a real o with the property x -+ eveD (D)) or

au -+ b{(Re’+olmi)e D(D)

where @, b, 1 and / are determined by (19) and (20). That means
u (z) <t (z). The theorem is proved.

From the above it follows that the complex boundary of the domain
(U (T0)) is the hypersurface

‘x—iyii y —n(xy =0 (29)

Conclusions analogous to those above are valid also when suome of
the invariants are [ixed (in such a way that in the space of variable
invariants there exists a real domain of holomorphy).

3. SCATTERING AMPLITUDES

Let us consider the scattering amplitude (Fig. 1) in the case when
all external moments are on the mass-shell:

5 A,

Fig. 1
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proMi a=1,.., 4 (24)

In the varables z; = (p; + ps)% 72 = (p; + py)? the domain D is of the
form (8]

D={x x, <h;s, x2<lu, %+ xa> k], (25)
where

kiz=4m? hy=4m? hy=20 (26)
for the meson-meson scattering:
1=4M% ky=4m? ky=4 (M*—m? (27)
for the nucleon-nucleon scattering;
ky==4m? ky=4m? ky=0 (28)
for the nucleon-antinucleon scattering, and
v== (M4 m)% ky==4m? ky=(M—m)? (29)

for the pion-nucleon scattering®. M and m are the nucleon and meson
mass respectively.

The parameter it {a, b) corresponds to the straight line® x =au + b1
which passes through the point (2. 3),

(. B) == (kys k2)i (kay kg — k)i (kg — ko, kg). (80)

Hence we obtain

aby — Bby

( (a, b) = ~ 31
. (a, b) a b —arh (31)
or, according to (19)
plny) = BTN 3 (52)
Xy Y2 X2 Yy ¥

With the help of (23) and (32) we obtain that the complex boundary
of W is composed of parts of the hypersurfaces

3 The domain D for the pion-nucleon scattering, obtained by the majorization
method [8] is smaller than (29}, but the gencrally accepted hypothesis is that in this
case the domain D is identical with (29).

¢ If D does not contain the origin, one has instead of the line x = au+ bi to
consider the line x— x(" = au + &1, where x(0)eD is a fixed point. However, in

our cases the equation of the boundary of T is invariant with respect to the position
of the x(0).
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{(x1— a) yo— (%2 — f) y1==0
Pup () = (11— @) (F2— ) — (12— f) (1 — @) = 0. (33)

Let us calculate the Levi determinant of the function Pap (z) at the
point z on the hypersurface (33). We obtain

or

3Paplz) 3Pap(2)

{
|
0 dz,y Azg i
j
P, 92D (z) 2P ;
L(Dy)=— | P02 PRl P20 | g, =0 (39)
9z, Uz, 92y 92, 922
I
 3Pupiz) 2 Paplz) PDaglz)
923 0z, dz9 023 0%

Hence, on the basis of the known theorems (see 14, Sections 18 and 19)
we conclude that the hypersurface (33) is analytic and that W is the
domain of holomorphy.

With the help of the variables z;, =, and z; = (p, + p;)? the am-
plitude as a function defined on the hyperplane

4
ntzntn=2 M (35)
gl
may be represented, according to (14) in the form
f(z) = fi (22, 23) + f2 (1. 25) + fa (23, 23) (36)

where f; is the function analytic in T;: (see 15)). According to (10), the
domains D, etc. are of the form

xz < ya, x3<ys etc. (87)

and the complex boundaries of the domains W etc. are hypersurfaces’

(za— 73) (Ts ~— 7s) — (23— rs) (Za— 79) == 0 etc. (38}
3

where vi=ky, ya==hy, va== 2 M:i— ks (39)
et

The domains 7; are domains of holomorphy.
?)In ref. [12], equation (38) was derived in another way.

125



4 PRODUCTION AMPLITUDE

® 4,

P
Fig. 2

We shall consider the production amplitude (Fig. 2) in the case when
all external moments are on the mass-shell and when all masses {ex-
ternal and internal) are equal to 1. The domain D is determined by the
conditions {2]:

b <1, doe==1 .5 ¢ (40)
3 3
Pt phe —po pee < T whenever froe + py e > 2 (41)
36, 8 are all different.

Because of p% =1, there exist five independent invariants p,,. Let x:,
i=1,..,%5 bc a set of such invariants and let xi, i = 6,7,...10 be a
set of other invariants p,, . Then it holds

5

x.‘=Z cixitdi,  i=12 .., 10 (42)

j=

where cij==&;, di=0, for 1 =5, (43)

!

The parameter & (a, ) corresponds to the straight line x = au + b1
which passes through a point lying on the plane of the form

=1, x =1 (44)
or which is tangent to the hypersurface [see (41)]
. 3
i xf — xix = (45)
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or which passes through a point lying on one of the surfaces [see (41)]

o 3 ..

x;2+x,"-—-x,»x,'=za xy=1, k=£1i, j; (46)
3 3
x.z-!'x,-z—~x,‘x,:4» x;z—i—xe’»—x;xe:;- (47)
In the following we denote

5, 5.
a =Y caan, by="2 cubi, 1=1, ..., 10. (48)

= =1

Let us substitute xx = ar g + b2, k=1,..,5 in (44) and (45). From
(44) it follows

by — b;
iy {a, b) = s 49
2ty {a, b) a,b ab, (49)
From (43) we obtain the equation
AR 4 Bi4+C=0 (50)

where
A= b2+ b2 — b b;
B =1 (2aibi4-2a;bj—a b;—a; b))+ 2b. d, +
4 2hd;— bid;i— b d (51)
C==(@*+af—aa) 4+ Qadi+2a;d;,—aidi—a;d) n4

tdiddr—did,— z :
For g = 1 {a, b} the discriminant of equation (50) must be equal to zero
B?—4A4C=0
— 2 2
or fis (@ b) = Max "’ b di b VO bbb g
a; b; — a; b; i

In the following we dcnote
5 5
yi == S] Cik Vo Zi:Z ez +di,  i=1 ..., 10. (58)

According to (28), with the help of (19), (49) and (52) we obtain
hypersurfaces the parts of which lie on the complex boundary of TU:

PP () = (—1) (:, —1)—(—1)E—1)=0 (54)
PP (2) = (i — 2)* + (5 — ) — (2 — 7)) (5 — %) —
—(zi 2, — 22 =0, (55)

where 1 14,7 £ 10 [see (41)].
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The form of the boundary hypersurfaces, obtained from the con-
ditions (46) and (47) is more complicated.

We shall examine the local properties of the hypersurfaces (54) and
{(55). Let ex, k= 1,..,5 be a vector of the property

s 06 ud
N (__— PR e/.):o, 6 () =0 (56)

dzg Gy

e.:z Cix €4 » i==1, ..., 10. (57)
et
Then one has
20 AP 0@ 4
et 20 at 2% o1 2 =0 dm =0 (9)
0z 0z; 3z, a7z
Let
B 2
H (z; ¢) = 226 ey ey - {59)

W51 2z, 02y

With the help of (57) we have

H(z;e)=H (zi, 2;: &, ¢) (60)
where 5 -
2 . . a2 .
H(z, 2, e, ¢) = ¢ (Z"’ z) e e + (z'j %) e e +
dz; 9z dz; 0z;
2 (4. 2 (5. 7.
POCiz) gy B2 G2 g (61)
Z)Z,‘ Bz,- 8:,- BZ,‘

For the Levi determinant of the function & (z:,z) at the point (zi, z;)
of the hypersurface @ (zi,z;) = 0 one finds

9D (Z,', Z,’) 90 (Z,‘, Z;) !

0 9z; 9z; :1
LD (z;, ) 92 i, z) 02 ;
L (@) — 8 (iﬂ Z,) 8 (D (Z,—, Z,) a 4(2“ Z,) — 0 (62)
| 9z; dz; 9z; ° 9z; 9z;
3P (1, 2) 8P (a, ) ¥P (5, 2) |
| 9z dz; 9z 32 9%, |
From (58) and (62) it follows
H (Z.’, Z;; €, 8,‘) =0 (63)
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and because of (6'0)

H(zie)=0, @(z)-0. (64)
From (56) and {64) we conclude (as in Sec. 3) that the hypersurfaces
{54) and (53) are analytic.

We shall now consider the production amplitude as a function of
two independent invariants, when the other three independent inva-
riants are real and fixed in such a way that in the spacc of variable
invariants there exists a real domain of holomorphv of the amplitude.

Let us select a set of invariants

Pizs Paas Puss Pass Pas bus (65)
and let the invariants p,,, pay, py, be fixed and submitted to the con-
ditions

Pr1e << P <1, pay <1, pas < 1. (66)

{66) is necessary and sufficient for the existence of the real domain
of holomorphy of the amplitude in the space of variable invariants.
With the help of the variables pyy, p, and p,, the amplitude f(p) as
a function defined on the hyperplane

128 "[ Pra + f’n e (:25 + P14 ‘}‘ pu + /’u) (67)

may be represented. according to Sec. I, in the form

f(p) == f2 (Prss Pua) + Fra (Przs Pas) + [2g (P12 D1a) (68)

where the functions f,, etc. are analytic in the domains 7, etc. (see
(15)). The invariants other than (65) are expressed with the help of
the variables (fyy. Paa)s (Pias Pas) and (P, pra) respectively, in the
following way:

fhs = ; + bas + o+ P

b= 3 + Pt Pt b (69
P =— (14 P+ po + b3e)
b=y + but b

P == — (1 paa -+ paa + P2o) (70)
bas = ; + P12t P+ b
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P = — (1 ~+ pi2 4 s + /714)
Pas == ;’ + p1s + P+ P (71)

fray == ; + Pr2 - i+ b

From (16) and (69) — (71) it follows that the domains D,, etc. are
determined by the conditions of the following form only

s < qass Pos < g ete (gi = const.). (72)

This means that the complex boundaries of the domains {U,, etc. are
analytic hypersurfaces of the form (54) only (precisely, of the form
(33)) and we conclude (as in Sec. 3) that the domains T, etc. are the
domains of holomorphy.
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[BranIiM Acanovid

GEOMETRIJSKA SVOJSTVA
PRIMITIVNIH PODRUCJA ANALITICNOSTI

AMPLITUDA U RACUNU SMETN]JE

L. UvOoD

Amplituda koja odgovara Feynmanovu dijagramu S sa N vanjskih
linija (impulsa pq) dana je integralom oblika (1). Uz pretpostavku da
je prostorno-vremenska dimenzija proizvoljno velika (za N > 5) broj
linearno neovisnih kinemati¢kih invarijanti p«ps dan je sa (3). Inte-
gral (1) mo#e se napisati u obliku (4), gdje je {x:;} skup linearno-ne-
ovismh invarijanti p.pr. U podrudju (6) funkcija {4) je holomorfna
i ima jednoznalno analititko produljenje (7) u podrudju I definira-
nom na slijededi nadin: z == x + {y¢ W onda i samo onda ako postoji
realan 2 sa svojstvom x - gye Ds. Ako je G skup svih vezanih dija-
grama danog procesa, amplituda proizvoljnog konalnog reda je holo-
morfna u podrutju (9) koje se pomolu podruéja (10) definira na isti
na¢in kao podruéje T pomolu podrucja (6). Ako je invarijanta pyx
fiksirana, amplituda proizvoljnog reda (kac funkcija definirana na
ravnini (13), gdje je {z} skup invarijanata (I1)) moZe se prikazati u
obliku (14), gdje je funkcija f; (koja ovisi samo o varijablama 2, i 5 j)
holomorfna u podrudju (15). Podrutje {U; je (U — podrutje definirano
pomocu realnog podrutja (16).

2. ANALITICKA DESKRIPCIJA W-PODRUCYA

Promatramo u C, skup poluravnina (18) gdje su @ i & realni orto-
gonalni jediniéni vektori, ¢ realan parametar, 0 < n<<oo i 1 kom-
pleksna varijabla, Im A >> 0. Skupom (18) generiran je skup kompleks-
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nih talaka. Kroz kompleksnu tatku z prolazi ravnina (18) sa pa-
rametrima {19). Neka jc 7 (a,b) najveli u sa svojstvom da pravac
x# = au + biima realan presjek sa (10) odn. (16). Dokazuje se

Teorem. Kompleksna tatka z = x + iy le¥i u W (W) onda i samo
ako vrijedi (22).

lz teorema slijedi da kompleksnu granicu podrudja W ((U;) realizira
hiperploha (23).

3. AMPLITUDA RASPRSENJA

Razmatra se amplituda rasprenja (sl. 1) u sluéaju kad su svi vanj-
ski impulsi na masenoj plohi. Podru¢je D je oblika (25}, gdje je x; =
(pr + Po)% 2y = (py T ps)?. Parametar u (a, b) odgovara praveu x =
a u + b2 koji prolazi kroz tatku (30). Iz toga (pomoéu (19)) slijedi (1)
i (32). 1z (23) i (32) dobiva se da je kompleksna granica podru&ja T
sastavljena od dijelova hiperploha (88). Ispitivanjem Levijeve deter-
minante (34) zakljuluje se (pomocu poznatih teorema) da je hiperploha
(38) analititka i da je W podru¢je holomorfije. Pomocéu varijabli z,
2 125 = (py + py)? amplituda (kao funkcija definirana na hiperravnini
(35)) moZe se prikazati u obliku (86). Podruéja D, ,... su oblika (37).
Kao kompleksne granice podruéja U, ,... dobivaju se hiperplohe
oblika (38). Podru¢ja 7T,,... su podruija holomorfije.

4. AMPLITUDA PRODUKCIJE

Razmatra se amplituda produkcije (sl. 2) u slufaju kad su svi vanjski
impulsi na masenoj plohi i kad su sve mase {unutrainje i vanjske) jed-
nake 1. Podruéje D jc odredeno uvjetima (40) i (41). Ako je xi.
i=1,..,5 skup neovisnih invarijanata p; p,, a xi, i =6, .., 10 skup
ostalih invarijanata, vrijedi (42). Parametar j¢ (a,b) odgovara pravcu
koji prolazi kroz tatku na ravnini (44) ili koji tangira hiperplohu (45)
ili koji prolazi kroz tatku na plohi (46) odn. (47). Uz oznake (48) iz
(44) dobivamo {49). Iz (45) slijedi (50). Za n = u{a, b) diskriminanta
jednad¥be (50) mora i¥tezavati, iz &ega slijedi (52). Uz oznake (53) iz
(19), (49) i (52) dobivamo hiperplohe (54) 1 (55), &iji dijelovi leZe na
kompleksnoj granici podrudja L. Plohe, koje se dobivaju iz (46) i (47)
su znatno komplicirane. Za plohe (54) i (55) utvrduje se ispitivanjem
forme (59) (uz uvjet {56)) da su analititke.
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Neka su invarijante pyy, pay i pgy fiksirane uvjetima (66) (ti uvjeti
su nuini 1 dovoljni za egzistenciju realnog podruéja holomorfnosti
amplitude). Amplituda kao funkcija definirana na ravnini (67) prika-
zuje se u obliku (68). Pomodu (69) — (71) zakljuéuje se da su podrudja
Dy, ... oblika (72). Iz (72) dobivamo da su kompleksne granice po-
druéja Wy, , . . . analititke hiperplohe oblika (54) (tatnije (33)), iz lega
slijedi da su podruéja T,,, ... podrué¢ja holomorfije.

Institut za matematiku Sveuéilista
u Zagrebu
i Institut »Ruder Boikovice. Zagreh

Primljenc za publikaciju 11. listopada 1966. u Odjelu za matematicke, fizitke i

tehnitke nawke Jugoslavenske akademije u Zagrebu.
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Branko Borc¢ié

SPOR BOSKOVIC-~ROCHON
POVODOM BOSKOVICEVE RASPRAVE
»MEMOIRE SUR UN NOUVEAU MICROMETRE
ET MEGAMETRE«

Koncem godine 1773. Boskovi¢ je dodao u Pariz, gdje je u to vri-
jeme djelovalo vise istaknutih nau¢nika, medu kojima spomenimo samo
Clairauta, d’Alemberta, Laplacea, Rochona, da ne spominjemo Vol-
tairea, Rousseaua i Diderota, tija se djelatnost nije u tolikoj mjeri
ispreplitala s BoSkovi¢evim radom. Ovakvo je jedno drudtvo - svakako
— na razli¢ite nadine prihvatilo Boskoviéa, uz to jo§ isusovca, &ija se
druzba tada nalazila pod udarom. Od samog dolaska Boskovi¢ ima ne-
prilike, najprije oko svojeg prelaza u Pariz i postavljenja za direktora
optike u pomorstvu (Directeur d’optique pour la Marine), kasnije oko
prijema u Francusku akademiju nauka, §to mu je obetano kad je pre-
lazio iz Italije u Pariz, i najzad oko svojih dviju rasprava koje su bile
upucene pariskoj Akademiji nauka. Jo§ za svoga boravka u Ttaliji, go-
dine 1771, poslao je Bogkovi¢ Akademiji nauka u Parizu dvije svoje
rasprave o odredivanju staza kometa [8]. Tek 1776., dakle kad je
Botkovi¢ bio u Parizu, proditao je Laplace u Akademiji nauka ras-
pravu u kojoj je dokazivao da su sve metode koje se temelje na pret-
postavci jednolikog gibanja po praveun pogreine [3]. Iako BoSkovi¢ pri
tome nije izri¢ito spomcnut, bilo je jasno da se to odnosi na njega.
Boskovi¢ je odbacivao Laplaceove zakljutke - kao pogre$ne. Obojica
tra¥e midljenje Akademije nauka, i ona odreduje komisiju, koja je
4. 6. 1777. donijela svoj izvjeStaj, u kojem nije dala potpunu zado-
voljitinu Botkovicu. Ona je smatrala da su se oba ulenjaka medusobno
pribliZila u svojim pogledima i preporucila je da i jedan i drugi iznesu
svoja otkri¢a i tako unaprijede znanost [3].



Ovaj se sukob nije ni zavrdio, kad izbi novi, izmedu Bogkoviéa i
Rochona! povodom rasprave »Mémoire sur un nouvcau micrométre et
mégametre«, koju je Bodkovié predao 7. 5. 1777. ministru mornarice
A. R. de Sartineu. Ovu raspravu je zatim 16. 5. 1777, &tao u Aka-
demiji nauka dobar prijatelj Boskovicev — Lalande.? Spor je izbio ne-
uobidajenom Zestinom, uz buénu podriku vedine akademika, kojima je
to bila povoljna prilika da ocrne Bodkovica kao plagijatora i da mu
zatvore vrata Akademije nauka u Parizu, u lemu su djelomiéno
i uspjeli.

Da bismo mogli ocijeniti suStinu spora, iznijet ¢emo kratak sadriaj
Boskovi¢eve rasprave, zadrfavajuéi se na spornim zamislima i kon-
strukcijama i ukazujuéi na njih (sl. 1)

Neka na slici 1 linija DEF predstavlja objektiv jednog durbina.
a LIH njegovu opticku os, koja je -- kao $to je poznato - upravna na
liniju DEF. Linija GHJ - koja je takoder upravna na opti¢ku os -
predstavlja mjesta stvarnih slika udaljenih predmeta. Tatka H je fokus
(Zarifte) svjetlosnih zrakd, koje dolaze u objektiv paralelno s pravcem
osi LE. i to je ujedno slika tatke L (nekog predmeta), koja se (teoretski’
nalazi na beskona¢noj udaljenosti od objektiva. Tatka K je shika tactke
L’ i ona se nalazi na glavnoj svjetlosnoj zraci L'EK. koja je nagnuta
prema optitkoj osi za kut L'FL.

Stavimo sad pred objektiv (izvan durbina) staklenu prizmu &iji je po-
preéni presjek ABC, a koja ima plohu AB (iji je poprelni presjck AB)
kruZnog oblika. Ta kruZna ploha ima manji promjer nego 3to je otvor
objektiva DF i upravna je na opti¢ku os LH. Dio svjetlosnih zraké koje
¢e prolaziti izvan te prizme stvarat ée slike tadaka L 1 L’ na istim mje-
stima H i K kao da prizma ABC 1 ne postoji. Slike ¢e samo biti slabije
osvijetljene. Dio ~ pak — svjetlosnih zraka koje prolaze kroz prizmu

t Alexis-Marie de Rochon roden je u Brestu 21. 2. 1741, a umro je 5. 4. 1817, u
Parizu. Bio je — kao i Botkovié — opat {abbé) 1 bavio se problemima mchanike i optike
Primljen je u Akademiju nauka u Parizu 25, 11. 1767. godine kao dopisni, a kao
pravi &lan 14. 12, 1783, godine. Zanimljivo je da je uprave on zamijenio Boikoviéa
na polofaju dircktora za optiku pomorstva, §to se vidi iz ovoga akta: »M. I'abbé
Boscovich astronome opticien de la marine étant mort, le Roi a nommé 4 sa place
M. I'abbé Rochon de I'Académie des Sciences. ..« {Paris, Arch. Nation. € 7. 38; akt
od 3. 4. 1787).

t Medutim, Branimir Truhelka u svojim biljeSkama navodi da je raspravu &itao
akademik Leroi (Leroy), a tako je pribiljefeno i u zapisnicima sjednica Akademije
nauka. — Bogkovié¢ je bio dopisni &lan Akademije nauka u Parizu.
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ABC nakon dvostruke refrakcije (pri ulazu i izlazu iz prizine) promi-
jenit ¢e svoj prvobitni smjer, a kut otklona (refrakcije) zavisit ¢e od
kuta prizme u vrhu A4 1zmedu ploha AB 1 AC i od vrste stakla od kojeg
je prizma izradena.®

Od svih svjetlosnih zrakd koje prolaze kroz prizmu ABC sigurno («
ih biti 1 takvih kao §to je zraka PQ (sl. 1), koja polazi od tatke P i pad
odredenim kutom prema optitkoj osi LE dolazi na plohu AB prizme
ABC 1 nakon dvostruke refrakcije u tatkama Q i N izlazi u praveu NI
Te svjetlosne zrake stvarat ée u tatki H sliku udaljene tatke P. Prema
tome u tatki H imamo slike dviju talaka L i 2. Sliku take L stvaraju
svjetlosne zrake koje prolaze kroz objektiv izvan prizme ABC. a tacke

»

P\LI,L

® Opdirnije i s dokazima moZe se vidjeti u radu navedenom u popisu literature
pod brojem [4]



P svjetlosne zrake koje prolaze kroz objektiv 1 kroz tu prizmu. Produ-
Zimo 1i liniju PQ do njena presjecista s optickom osi u tacki R, onda je
kut LRP mjerilo optitke udaljenosti izmedu tataka L i P, koje imaju
sjedinjene slike u tacki H. Lako je dokazati da je taj kut pribliZno jed-
nak polovini kuta u vrhu 4 prizme, uz uvjet da je taj kut relativno
malen [4].

Pogledajmo sad $to ¢e se dogoditi kad prizmu ABC pribliZujemo ili
udaljujemo od objektiva. Iz slike 1 vidi se da ée kut LRP uvijek biti
isti, tako da éemo u vidnom polju imati sjedinjenje slikd uvijek dviju
istih tacaka L 1 P u talki H, bez obzira na udaljenost prizme od objek-
tiva, ali samo u tom sluéaju ako se prizma nalazi izvan durbina.

Ako je prizma unutar durbina, izmedu objektiva i njegova fokusa,
onda se to neée tako. defavati. U tome slutaju prizma je oznalena s
A'B'C’ (sl. 1). Pretpostavimo da slika tatke L' koja je dobivena po-
moéu svijetlosnih zrakd koje idu samo kroz objektiv pada u tatku K.
i da je u toj tacki slika i tatke L koja je dobivena od svjetlosnih zrakd
koje prolaze i kroz prizmu 1 kroz objektiv.

Kad je prizma A’B'C’ unutar durbina, slika tatke L’ koja je dobi-
vena pomolu svietlosnih zrakd koje idu samo kroz objektiv opet ée
pasti u tacku K. Ali slika tatke L koju &ine svjctlosni zraci paralelnt
s pravcem LEM' izlazedi iz prizme uvijek pod istim kutom (jer je ista
prizma, odredenih svojstava), u ovom slufaju paralelno s praveem EK,
past ¢e u tatku K. Dakle, kut HN'K’ uvijek je isti, ali udaljenost HK'
se mijenja 1 ona je proporcionalna udaljenosti HN'.

Prema tome, pomicanje prizme A'B’'C" ima kao posljedicu mijenja-
nje talaka, ¢ije e se slike podudarati sa slikom one tatke koja je do-
bivena pomocu svjetlosnih zraki koje su profle mimo prizme, odnosno
djelovanje ¢e biti analogno promjeni kuta prizme u vrhu A. Dakle,
promjenom udaljenosti EM” prizme od objektiva (sl. 1) moZemo odre-
divati kutove izmedu raznih tataka u prostoru. To je zapravo i bio
osnovni zadatak koji se u ono doba Zelio na taj nalin rije$iti. Naime,
na taj se nalin Zeljelo odredivati prividne kutove izmedu zvijezda i
Sunca ili Mjeseca, zatim prividne veli¢ine Sunéeva ili Mjeseleva kruga
(diska), ili najzad visinu nekog nebeskog tijela iznad horizonta.

Ovo Bogkovitevo rjesenje (naime, da se dodavanjem jedne staklene
prizme izmedu objektiva 1 njegova Yariita, koja se moZe pomicati uzdu?
osi durbina) predstavlja prve sporno pitanje izmedu Boskoviéa 1
Rochona. Izgleda da je Rochon narolitu paZnju peklanjae ovome pro-
blemu u prepirct s Boskovidem.
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Uz ovo teoretsko rjefenje BoSkovié opdirno izlaze kako je sastavljena
akromatska prizma, pozivajuéi se na svoje ranije radove iz optive 51
i [6]. Kod toga narodito naglasava da je otklanjanje kromatske abera-
cije slozen problem, ali da je on to djelomiéno veé rijedio i da sc i dalje
tim problemom bavi. Smatra da je to vrlo zanimljiv i nov dio dioptrike.

Da bi slika koja je dobivena prolazom svjetlosnih zraki kroz prizmu
i objektiv bila podjednako osvijetljena kao i slika koja nastaje pro-
lazom svjetlosnih zrakd samo kroz objektiv, nufno jc da se promjeri
prizme i objektiva odnose kao 1: 12, §to je priblizno 5:7. Naime. u
tom slutaju je povriina prizme jednaka povrdini prstena objektiva, koji
ostaje nepokriven s prizmom. Medutim, kako se prolazom kroz prizmu,
iz poznatih razloga, gubi nesto od jasnoée slike, Boskovi¢ predlaZe da
odnos prije navedenih promjera bude 5:6. Udaljujuéi prizmu od
objektiva, koli¢ina svjetla ée se stalno smanjivati. Kad prizma bude na
udaljenosti od objektiva koja je jednaka jednoj Sestini ZariSne daljine
objektiva, slika koja nastaje prolazom svijetlosnih zrakd koje prolaze
samo kroz objcktiv sasvim ée nestati 4.

Ove praktitne napomene uz teoretsko riefenje naveli smo zbog toga
da bismo vidjeli kako je daleko Bogkovié dofao u svojem radu, jer
za ovako vaine i iscrpne zamisli potrebno je daleko vide vremena nego
Sto je sporno vrijeme od Cetiri nedjelje pri racunanju prioriteta, na
koje se Rochon poziva.

Uvidajuéi 1 nedostatkc ovog rjefenja, narotito zbog prakticne izvedbe
ove konstrukeije, Boskovié je dotao do drugog rjeSenja. kojim takoder
moZe mijenjati refrakciju svjetlosnih zrakd pomolu sistema prizama.
Namjesto jedne on uvodi dvije akromatske prizme, Cije su osnovice
kruznog oblika. Obje prizme imaju priblizno jednake kutove u svojim
vrhovima. Veli¢ina tih kutova je pribliZno jednaka polovini kuta kojt
se eli mjeriti. Prizme bi bile tako ugradene da se jedna moZe okretati
oko zajednitke im osi. Tim okretanjem prizme mogu biti dovedene u
polozaj da im se tanji krajevi podudaraju (sl. 2) 1 tada je ukupni kut
refrakcije sloZene prizme jednak sumi kutova « (pribliZno 2a, jer su
kutovi pribliZzno jednaki). U poloZaju koji se vidi na sl. 3 ukupni kut
refrakcije jednak je pribliZno nuli, odnosno razlict kutova «, koji su
priblizno jednaki.

Da bi odredio pojedine vrijednosti kuta rcfrakcije svjetlosnih zraké
za pojedine medusobne polozaje prizama, Bogkovi¢ je zamislio da
prizme budu ugradene u kruZne prstenove, od kojih bi jedan imao dija-
metralno izbuSenc rupice, uz koje bi bili naznaleni podjeljer koji bt
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oznativali veli¢inu kuta koji se mjert. Na drugom prstenu bila bi dva
koni¢na ili cilindri¢na zupéiéa, &ja bi velitina bila upravo takva da
mogu ulaziti u rupice prvoga prstena (sl. 4).

Pomak prstena sa zupéi¢ima prema prstenu koji ima rupice odreden
je podjelom naznatenom uz rupice na prstenu, a do te podjele doslo
bi se mjerenjem na terenu, i to na ovaj naéin. Na odredenim udalje-
nostima od instrumenta postavljala bi se horizontalna letva s podjelom
koja je oznadena vertikalnim linijama (sl. 5).

A 1z slike vidimo da je
L cotg “ = 2D .
4 2 {
0 D c Kut « je, dakle, odreden
" udaljeno$¢u /) instrumenta
5 (koji se nalazi u tatki O}

od letve AB, buduéi da je
B »l« poznato.
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Pretpostavimo 1i sad da smo okretanjem jedne prizme oko druge
doveli da nam se tacka B vidi na istom mjestu gdje i tatka A, znali
da se te dvije tatke podudaraju, onda smo zapravo izmjerili kut «,
jer su nam duZine ) i { poznate. Ako letvu sad udaljujemo ili pribli-
zujemo instrumentu i svaki put dovedemo da nam se tatke 4 i B po-
dudaraju u vidnom polju, onda smo mi svaki put izmjerili kut «. koji
odgovara raznim udaljenostima letve od instrumenta. Obiljeime li na
prstenu s rupicama (sl. 4) odgovarajuée iznose kutova, za koje smo
morali pomicati prsten sa zup¢iéima da bismo dobili podudaranje ta-
taka A i B, dobili smo jednom zauvijek pribor s kojim moZemo mjeriti
kutove izmedu dviju tacaka, ili ako nam je poznata udaljenost tih dviju
tataka, onda mjerenjem kuta « dobivamo udaljenost 1. Ovaj drugi
postupak (odredivanje duzine 1)) nalao je Siroku primjenu u geodet-
skoj praksi. A ovakva konstrukcija kakvu je predo¢io Botkovié, s ma-
lim konstruktivnim pobolj$anjima. u potpunosti je danas prihvadena,
s duznim priznanjem njenu izumitelju.

Ovo je osnovna zamisao koju je Boskovié dalje iscrpno obradio. Od
njegovih opisa navest éemo u glavnim crtama samo neke, i to zbog toga
da bi se vidjelo koliko je Bogkovi¢ u svojem radu otifao dalje od svog
suparnika. Naime. ovo je drugo sporno rjeenje izmedu Boskoviéa i
Rochona (za ovo rjefenje, kao $to ¢emo kasnije vidjeti., Rochon je dao
samo principijelne postavke).

Ponajprije Botkovi¢ predlaZe da se prizme ugrade u prstenove (sl. 4)
koji omoguéuju okretanje jedne prizme oko zajednicke im osi, a podjela
na jednome od njih daje nam iznose kutovi zaokreta jedne prizme oko
druge, odnosno daje odmah velitine kutovi koje mjerimo. Da bi $to
bolje otklonio kromatsku aberaciju, predvida da svaka od ovih dviju
prizama bude sastavljena od dvije prizme, i to jedne od flint, a druge
od obitnog stakla. Osim toga ove prizme ne moraju biti iste jaline (istth
refrakcija). Ako se predvida da kutovi koje ¢emo mjeriti neée biti vedi
od 32 minute, onda ¢e biti dovoljno da prva prizma skree svjetlosne
zrake za 31 minutu, a druga svega za 3 minute. U ovom slutaju okre-
tanjem prizama moéi éemo mijeriti sve kutove koji se¢ nalaze izmedu
28 i 34 minute (suma i razlika jalina pojedire prizme). Od osobite je
vaZnosti za kasnije konstrukcije zamisao Botkovita da se taj uredaj
(sistem prizama) postavlja izvan durbina pred objektivom. Isto tako,
ova kombinacija dviju akromatskih prizama, od kojih jedna i to ne-
pomiina, ima znatno velu mol refrakcije, a druga, pokretna, manju.
ima tu prednost da se mo¥e znatno taénije mjeriti traZena veli¢ina (du-
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Zina 11 kut). Naime, pokretna prizma omoguéuje da se odredi samo
razlika (zapravo suma ili razlika) izmedu optitke modi nepokretne i
pokretne prizme. Kako je kut otklona kod pokretne prizme relativno
malog iznosa, pogodnom kenstrukcijom moZe se ostvariti da sc taj mali
kut ofitava na podjeljcima kojt su naneseni na cijeli kruZni bubanj.
Tako, ako je konstrukcija bubnja takva da se direktno mogu otitavati
90-i dijelovi kruga, onda hismo za prizmu &ja je refrakcija 8 minute
mogli direktno ¢itati dvije sekunde (3°:90), a dijelovi sekunde mogli
bi se procjenjivati.

Opisujudi detaljno i konstrukciju takvih uredaja, Boskovié kaZe: »Un
ouvrier habile en aura assez pour imaginer le mécanisme le plus simple
et exdeute cet instrument.« Kao $to danas znamo, to se kasnije (dvade-
setih godina ovoga stoljeca) potpuno ostvarilo.

Pored toga BoSkovi¢ izlaZe kako se moZe na ovaj uredaj s prve dvije
prizme dodati jedan ili viSe analognih uredaja koji bi omogudivali da
se mjere katovi i do 100 stupnjeva. Citanje na svakom pojedinom ure-
daju vrdilo bi se odvojeno, tako da bi se dobio slitan natin kao kod
obi¢nog sata, gdje na jednom mjestu &itamo sate, na drugom minute a
na treem sekunde. Ovakvim uredajem od viSe dvostrukih prizama
mogli bismo se dobro koristiti u odredivanju geografske $irine 1 velikib
udaljenosti izmedu nebeskih tijela. Ove instrumente naziva Rotkovié
megametrima.

Ovdje je zanimljivo spomenuti da Botkovi¢ polaZe veliku nadu u
kemiju, koja bi u buducnosti mogla pomoéi da se dode do tako pro-
vidnih materijala koji bi omoguéili konstrukciju optickih instrumenata
oslobodenih svih nedostataka koje susretemo kod sada¥njih materijala
(stakla).

Medutim, Boskovi¢ je uvjeren da se obiénim akromatskim prizmama,
koje se dobiju kombinacijom flint-stakla i obitnog stakla, mogu dobitt
dobri megametri za mjerenje kutova do 20 stupnjeva.

UJ nastavku rasprave Boskovié opisuje primjenu gorskog kristala (cri-
stal de roche) kao i islandskog kristala (cristal d’Island), odakle se vidi
da on vrlo dobro poznaje uinak kristald dvolomaca. Spominje da je
jedna od najvelih teSkoéa u tome da se nadu veéi i listi komadi kri-
stala, a zatim da ih je vrlo te$ko obradivati i da daju relativno malene
kutove refrakcije (svega nekoliko minuta). Kao prednost kristalnih
prizama istite da je osvjetljenje obiju slika pribliZno isto kod pomi-
canja prizama uzdu? osi durbina. Da bi se prizma od gorskog kristala
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oslobodila od kromatske aberacije, preporutuje da joj se doda prizma
od obitnog stakla, pozivajuéi se na svoje radove iz optike koje je veé
ranije objavio u Betu [5.

Na kraju rasprave Bofkovi¢ iscrpno opisuje primjenu sistema od
dviju prizama od obi¢nog stakla, koji smo mi naprijed ukratko prika-
zali. Razmatra razne medusobne polozaje tih prizama 1 geometrijski
dokazuje da su izmedu svih poloZaja koje mogu prizme medusobno
zauzeti najinteresantniji oni kad su prelomni kutovi sistemd prizama
jednaki nuli ili sumi prelomnih kutova pojedine prizme. Ovakav sistem
od dvije prizme Boskovi¢ razmatra kao jednu prizmu s promjenljivim
kutom refrakcije.

Ova - ukratko prikazana -- rasprava izaziva spor koji se u ono doba
jako nepovoljno svr§io za najega Bolkovida.

Kao $to smo spomenuli, raspravu je u Akademiji 16. 5. 1777, &itao
[Lalande* koji je sam smatrao da je rasprava tako znafajna da se mofe
¢itati u Akademij nauka.

Tih dana Bogkovi¢ boravi u Nointelleu blizu Beaumonta 12}, oko 8
milja od Pariza, gdje ga obavjeitavaju o buri koju je izazvala nje-
gova rasprava. Jedan od dobronamjernih izvjestilaca je Condorcet.
sekretar Akademije nauka, na Cije pismo od 17. 5. 1777, odgovara
Bogkovi¢ odmah iduceg dana (18. 5. 1777). U pismu Bogkovi¢ objas-
njava §ta ga je navelo da prepusti raspravu Lalandeu i preéutno do-
zvoli da se ona ¢ita u Akademiji, ovim rijelima [7]:

»... en le faisant prier de le faire publier dans le journal des Sga-
vants, comme je me proposais de le faire inserer encore dans d’autres
journaux. Je Iui ai mandé aussi, que comme on ne pourrait pas le faire
imprimer si tdt & cause des articles déja preparés avant lc mien. il
pourrait le faire voir & qui bon lui semblerait, et, s'il le jugerait & pro-
pos, en faire part & 1'Académie.« Kao §to vidimo, Lalande je. ipak,
imao, pa makar i indirektno, odobrenje da mo¥e raspravu &itati u Aka-
demiji. Ovo navodimo zbog toga $to BoSkovi¢ kasnije u toku spora
kaze da on nije raspravu ni uputio Akademiji. Odmah dalje u istom
pismu Boskovi¢ pise: ...»Mon intention était, comme je l'ai aussi
exprimé sur la fin du méme mémoire, de faire connaitre au plus tot
une découverte, que je crois trés utile & 1’Astronomie, et que j'espére
de rendre encore bien utile 4 la marine, & fin de donner lieu a tout le

4 Primjedba 2. na str. 136,
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monde d'y réftéchir, et de perfectionner le mechanisme des instruments
par de moyens, qui pourront étre beaucoup plus simples, et faciles a
employer dans l'usage ordinaire, que ceux, que j'ai imaginés jusqu’a
présent.«

U istom pismu Boskovi¢ se osvrée na spor s Laplaceom, koji jo¥ nije
zaviien, 1 kaze da ée u oba ova slulaja Cekati na javnu ocjenu: ». .. je
dois attendre & son temps le jugement du public.«

Odmah iza ovoga pisma (¢iji se¢ prepis nalazi u Arhivu Jugoslaven-
ske akademije u Zagrebu) Boskovi¢ pife jo¥ jedno pismo sekretaru Aka-
demije nauka u Parizu (21. 5. 1777), koje Truhelka nije mogao nadi
u arhivu te akademije. Medutim, to se pismo nalazi medu korespon-
dencijom Boskovitevom, koju je objelodanio V. Vari¢ak u 184. knjizi
»Rada« Jugoslavenske akademije 1911. godine na str. 420 [10].5

U ovome pismu Boskovi¢ pife da mu je jedan njegov prijatelj javio
da se Rochon svakome Zali zbog sadrZaja njegove rasprave. »Medutim,
ja sam jasno rekao«, ka¥e Boskovié, »u svojem prvom pismu, $ta sam
ja ¥elio s ovom raspravom. Ja sam je smatrao novom i korisnom za
astronomiju 1 mornaricu i nikako nisam Zelio da ona bude predmet
spora pred slavnim skupom kojem ste sekretar. Ako je Rochon zaista
do$ao do istog otkria prije vife godina, ja mu to nikako ne spo-
rim. Ja sam polaskan time ako sam doprinio da je to sada postalo po-
znato. Kad se u Parizu govorilo 0 njegovu mikrometru u kojem se isko-
ritava dvostruka refrakcija gorskog kristala, ja sam pokazao opatu
Fontani uéinak prizme od obi¢nog stakla, i to prije nego sam napravio
model instrumenta i prije nego $to sam napisao svoju raspravu. On
nita nije znao o ovakvim Rochonovim konstrukcijama. O tome sam
govorio 1 gospodinu Lalandeu. Ni on nije nista znao, jer mi nije rekao
nijedne rijedi, a da je znao, zar bi on tada nosio moju raspravu u Aka-
demiju. Posto sam predao svoju raspravu ministru (Sartineu, 7. 5. 1777),
govorio sam o njoj s vitezom Borda i gospodinom Messierom. Nago-
vijestio sam im da ¢u je objaviti u ¢asopisima, ali oni mi ne dadole
nikakve obavijesti da o tome ne§to znaju. Drugi mi samo refe da je
gospodin Rochon rekao da je moja rasprava samo dodatak njegovoj,
ali bitni dio da je njegov.« Dalje sc Botkovi¢ u pismu poziva i na go-
spodina Slopa, astronoma na Univerzitetu u Pisi, koji isto tako nije

5 Pismo je faksimilirano u 6. svesci: Crelle, Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik, 1848.
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ni§ta ¢uo o mikrometrima te vrste. Na kraju pisma Botkovi¢ izrazava
nadu da valjda nitko nece pomisliti da se on — koji je toliko djela
napisao 1 jo§ sada to isto radi — tudima djelima hvali.

Kao 3to je poznato, od ovoga pisma Bofkovié¢ je imuo vife itete nego
koristi, jer su svi ovi nabrojani francuski ucenjaci poricali da su vodili
s Boskovicem ovakve razgovorc. Po nadem mi$ljenju najvise je zaka-
zao Lalande, jer da on i sam nije bio uvjeren da su Boskoviceve ideje
i konstrukcije nove i originalne, ne bi se prihvatio toga da ih iznese
{t tita?) na sjednicama Akademije nauka.

Kako je Bogkovi¢ u uvodu ove svoje rasprave spomenuo Rochona
i njegove radove iz ovoga podrutja. kao i vsobe pred kojima je on
iznosio svoja rjeSenja i poboljfanja Rochonovih rjeenja, to Rochon
traZi od Akademije da odredi komisiju koja ée ispitati sve okolnosti
i domnijeti sud o prioritetu. Istovremeno se Rochon pobrinuo da dobije
pismene izjave od osoba koje je Boskovi¢ naveo kao svoje sugovornike
u razgovorima koji su vodeni prije &tanja njegove rasprave u Aka-
demiji. Tako Fontana, na koga se Botkovié najviie oslanja, daje pis-
menu izjavu veé 19. 5. 1777, Lalande 28. 5. 1777, Messier 28. 5. 1777.
i Borda isto u tome mjesecu (ali nema oznatenog datuma). Svakako je
najznatajnija 1zjava opata Fontane, koju zbog toga u cijelosti dajemo.

Certificat de M. I'abbé Fontana

Moi, sous-signé certifie comme étant la pure verité, quauparavant
que M. Turgot, Ministre d’Etat me parlat de l'usage que faisait M.
Pabbé Rochon de la double réfraction, occasionnée par le cristal de
roche, pour mesurer des angles et les diamétres des planétes, je n'avais
jamais rien lu, ni entendu dire sur cette matiére; que M. Turgot ayant
bien voulu me permettre d’assister & diverses expériences faites 4 ce sujet
en sa maison par M. ['abbé Rochon, et auxquelles furent de méme
présents MM. le Marquis de Condorcet, et Desmarets, je les trouvais
absolument neuves, ingénicuses, et utiles. Quelque temps aprés M.
Turgot m’a dit que M. I'abbé Rochon lui avait montré une lunette
avec laquelle il pouvait mesurer les angles a une seconde prés de pré-
cision, et méme plus, et cela en faisant mouvoir au dedans de cette
lunette le micrométre de cristal de roche fait sur ses principes, c’est a
dire en I'approchant, ou I’éloignant de Pobjectif. Ayant eu, par la suite,
Poccasion de parler des découvertes physiques avec M. I'abbé Bosco-
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vich je lui communiquai celles de M. I"abbé Rochon, comme étant
déja treés connues 4 Paris; M. I'abbé Boscovich me dit quil avait eu
des idées analogues a celles-1a, et que M. de Lalande lui avait déja
parlé des découvertes de M. I'abbé Rochon et de ce que ce dernier
avait lu a 'Académic des Sciences sur cette matiére. (Citati na fran-
cuskom donosit ¢e se po danainjem pravopisu).

Paris le 19 mai 1777,
Félix Fontana
Physicien de son Altesse Royale
Le Grand Duc de Toscane et Directeur
du Cabinel d'Ilistoire Naturelle.

Ona je — po Boskovidevu midljenju — unijela veliku zbrku u tok
dogadaja i s njom je Bolkovi¢ vie nego nezadovoljan. Medutim,
s obzirom na prilike koje su u ono doba vladale u nautnim krugovima
oko Boskovi¢a, Fontana se nije usudio stati na stranu Botkoviéa, koji
je bio u nezavidnom polozaju, i to zbog zavisti francuskih nautenjaka.
izazvanc ugledom koji je ufivao u francuskim vigim krugovima. Pro-
&itamo Ii pazljivo ovu izjavu, ¢ini nam se da je ona vrlo mudro na-
pisana 1 da bi Botkovié mogao s njom biti potpuno zadovoljan. Naime,
u ovoj 1zjavi daje se puno pravo i prioritet Rochonu, ali samo s prizina-
ma od gorskog kristala. To Tontana na dva mjesta istice. a to je pot-
puno, dovoljne za Bo$kovica, 1 toga se Bodkovi¢ trebao driati. Fontana
nijednom rijeli ne spominje staklene prizme, iake je to mogae udiniti.
Stoga smatramo da ova izjava potkrepljuje Botkoviceve tvrdnje i ide
potpuno njemu u prilog. Botkovi¢ je nezadovoljan njome jer on ole-
kuje od Fantane da potvrdi da mu je on prvi govorio o promjeni kuta
otklona sistema prizama kad sc one pomifu uvzduZ i unutar durbina.
To mu Fontana — mofda - nije mogao dati jer se nije talno sjetao
datuma i razgovora, a moZda se nije htio ni smio zamjeriti francuskim
akademicima. Medutim, pravilna interpretacija ove izjave daje punu
podriku Botkovitu, jer ona daje Rochonu ideje i konstrukeije samo

s prizmama od gorskog kristala.

Za Bogkoviéa je mnogo nepovoljnija izjava Lalandea, koja glasi:
»L’Académie m’ayant interpellé de m’expliquer sur ce qui s’est passé
entre M. Boscovich et moi & cc sujet, je déclare que je n’avait point
entendu parler & M. I'abbé Boscovich. ni & qui que se fit, de Iidéc
ingénieuse de faire mouvoir un prisme le long de I'axe d’une lunette,
ni de faire mouvoir un prisme circulaire, lorsque M. I'abbé Rochon a
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présenté cette découverte 4 ['Académics ot que lorsque jen ai parlé &
M. I'abbé Boscovich, il ne m'a point dit qu'il elt eu cette idée. Fait
a Paris, lc 28 mai 1777. Signé de Lalande, de 'Académic des Sciences.«

U ovoj izjavi jako je nepovoljno to §to Lalande tvrdi da mu Bosko-
vi¢ nikad nije govorio da 1 on ima slitnih rjefenja prije nego §to je
Rochon podnio svoje radove Akademiji. Medutim, izjava je ncpot-
puaa, jer Lalande ne spominje o kakvim se prizmama radi - staklenim
ili od gorskog kristala. On, isto, svu teZinu daje pomicanju prizama
uzduZ durbina i promjeni kuta refrakcije okretanjem jedne prizme oko
druge. Bad ova nepotpunost vise ide nu $tetu Botkovi¢u nego Rochonu.

Borda u svojoj izjavi iznosi da mu je Boskovi¢ tek 14, 5. 1777., dakle
nakon podnofenja rasprave ministru Sartineu, saoplio da postoji nalin
da prizme od obitnog stakla zamijene prizme od gorskog kristala, koje je
dosada primjenjivao Rochon u konstrukeiji opti¢kih mikrometara. Iz-
java je bez datuma, ali je svakako data prije 28. 5. 1777. lzjava nije
od nekog posebnog znafenja, ali kad se radi o vremenskom prioritetu,
vise ide na Stetu Boskoviéu nego Rochonu.

Sve sc to odvija do 28. 5. 1777, kada Akademija nauka odreduje ko-
nmisiju u sastava: Bézout, Borda, Cassini (sin) i Vandermonde. Sad spor
poprima zvanitan tok i obje stranc poduzimaju odredene akcije kojima
bi potkrijepile svoja stajalifta. Tako je. prema biljeskama Truhelke (7],
Lalande pisao 30. 5. 1777. Boskovidu jedno pismo, koje Boskovi¢ nije
primio, pa mu on stoga ponoveo pise 4. 6. 1777. 1 saopéuje mu da. ..
»...pour calmer I"Académie et empécher quon ne portat des plaintes
au ministre .. .« da je on izjavio:

a) da Botkovi¢ ne pretendira na prioritet pomicanja prizama uzduZ
osi durbina,

b} da Boskovié zeli da se »Mémoire .. .« uzme »comme non avenus,
c) da je Bogkovié sebi pripisivao samo upotrebu staklenih prizama.

Zatim mu pide da on (Lalande) Zeli da Bodkovié u tom smislu pife
Akademiji i da pismo posalje njemu, i da se ni Fontana ni on ne mogu
sjetiti da im je Boskovié prvi govorio o pomicanju prizama uzdui os:
durbina [7].

Prema tom savjetu (vrlo vjerojatno) Bogkovié je pisao 5. 6. 1777.,
sekretaru Akademije Condorcetu ». .. pour couper court & tout ce qu’il
y avait de contestations . . .«
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U tome pismu jo§ tra%i ». ... communication de tout ce qu’il y avaii
sur le sujet en contestation pour déméler ce qui est d’autrui et le décla-
rer ouvertement en laissant a moi ce qui me reste. . .«®

Ovo je pismo titao Borda ¢anovima komisije 7. 6. 1777,

[stoga dana (7. 6. 1777) Rochon je zatrazio od Akademije da se
Boskovitu posalju svi njegovi radovi koji se odnose na konstrukeciju
mikrometra.? U sporazumu (vjerojatno) s ¢lanovima komisije sim
Rochon dostavlja Boskevi¢u svoje rasprave koje su Sitane u Akademiji
25.1.,26.2.,9.4. 1 7.6.1777. Pored toga je Botkovié¢ proudic i ranije
Rochonove radove (iz 1768. g.) koji se odnose na ove i sli¢ne probleme
1za toga slijedi ~ negdje koncem lipnja 1777 — Bokkovitevo opirno
pismo Akademiji, koje je 2. srpnja iste godine upuéeno ¢lanovima ko-
misije.® U pismu je BoSkovi¢ vrlo iscrpnoe izmio Citav tok spora i uka-
zao na sve ono $to on smatra da je bitno i $ta je njegovo kod spornih
zamisli i rjcfenja. Zbog zanimljivosti, a 1 vaZnosti za sdm spor, iznijet
¢emo ukratko sadrZaj toga pisma, citirajuéi vaZnije relenice i misli.

U uvodu ovoga pisma Bogkovié citira nekoliko refenica iz pisma
sckretaru Akademije Condorcetu od 5. 6. 1777. To je jedini podatak
o tome pismu, jer njega danas nema [7].

U uvodu dalje napominje da mu je Rochon, po odobrenju Akade-
mije, poslao svoje radove, koje je iscrpno proucio. Nakon toga prelazi
na opis poslatih radova i polinje s raspravom koju je Rochen &tao
25. 1. 1777., pa izmedu ostalog kaZe: »...1l n'y a que le micrométre
objectif formé par le mouvement circulaire d’un prisme sur lautre,
chacun de ces deux prismes cst composé de cristal de roche et de verre
{rance pour le rendre achromatique«. Druga rasprava, Citana 27. 2. iste
godine, smatrana je kao dodatak uz prvu, a opisuje prvi put upotrebu
prizme koja se pomile uzdu? osi durbina. Kakva je ta prizma, Boskovié
ne govori u svojem pismu, ali dedaje: »Je crois que les expressions
qu'il y emploie en 'énongant font bien voir, qu’il a eu cette idée, quel-
que temps aprés avoir lu son premier mémoire.«

U treéoj raspravi, koja je &itana 9. 4. 1777., Boskovi¢ nalazi da je
iscrpno prikazana upotreba prizme koja se pomife uzduf osi durbina.
Prizma je od gorskog kristala. to Boskovi¢ ne navodi, ali on naglasava

¢ 1z uvoda pisma upuéenog &anovima komisije 2. 7. 1777, a pismo od 5. 6. 1777.
nedostaje.

7 Iz prijepisa zapisnika sjednica paritke Akademije nauka.
5 Prijepis oveg pisma nalazi se u Arhiva Jugoslavenske akademije u Zagrebu.
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da je Rochon rekao da bi se taj mikrometar mogao primijeniti s istim
uspjehom pri mjerenju i vedih kutova kad bi se upotrijebio islandski
kristal.

Na kraju iznosi da je Rochon u ovoj raspravi opisao sistem od dvije
akromatske staklene prizme, koje okretuéi se jedna oko druge omo-
gutuju da se¢ mjere kutovi od nule do sume kutova preloma obiju
prizama.

-

U posljednjoj radnji (od 7. 6. 1777), koja za nas nije od osobitog
interesa, jer je dofla poslije BoSkovideve rasprave koja je izazvala ovaj
spor, Rochon navodi neke druge materijale koji bi se mogli upotrijebiti
mjesto gorskog kristala. Tako spominje dijamant, a zadrZava se na
islandskom kristalu, koji tma mnogo vedu moé refrakeije od gorskog
kristala.

Pregledavajuéi sturije Rochonove radove, Bogkovié spominje da je u
njegovim radovima iz 1768. nafao dva mjesta gdje se govori o ovim
problemima. To su 60. i 88. strana iz Rochonova djela »Opuscules ma-
thématiques«, na koje ¢emo se vratiti kasnije. kad budemo iznosili de-
finitivno mi$ljenje o ovom sporu. Botkovié¢ se sasvim kratko osvrnuo
na sadr7aj tih dviju strana.

Zavr$avajuéi ovaj prikaz, Bofkovi¢ kaZe: »Voici tout ce que jai
trouvé dans ce, qui m'a été communiqué par M. U'abbé Rochon, et que
j’at vu dans la collection ancienne des ses opuscules.

Dans le temps, que jai écrit mon mémolre, je ne savais rien de ces
anciens opuscules. Je vois a présent, qu'il y a employé des prismes de
verre en les appliquant aux objectifs; mais leur usage dans cette appli-
cation est trés différent de Pusage, que j'en ai fait dans mon mémoire,
comme on s’en apercevra aisément en comparant ces ouvrages. Le
prisme dans ces instruments restait toujours sans aucun mouvement
analogue & ceux que M. 'abbé Rochon a employé dans son nouveau
micrométre de cristal de roche, et que j’'ai retenu, en y substituant le
verre simple.«

Odmah nakon ovoga uvoda Bogkovié objainjava kad je om i kako
prvi put ne$to tuo o Rochonovim radovima. Ne$to malo poslije ¢itanja
prve rasprave Rochonove u Akademiji nauka (dakle neto poslije 25. 1.
1777) pritao mu je opat Fontana® o pokusima i upotrebi prizama od
gorskog kristala da bi se dobile slike dviju raznih tafaka na jednom

% Felix Fontana (1785-1808), fizitar velikog vojvode toskanskog, poslije profesor
matematike v Milanu i Paviji {2]
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mjestu. Boskovi¢ mu j¢ odmah primijetio da on ima mnogo jednostav-
niji nacin da se dobije isti ulinak, i to samo pomocu jedne staklenc
prizme, &jim se pomicanjem uzdu? osi durbina dobivaju slike dviju
tataka koje su na raznim udaljenostima.

»Bien des jours aprés«, neposredno pred Citanje druge Rochonove
rasprave u Akademiji (dakle prije 27. 2. 1777) doSao je Boskovi¢ Fon-
tani, gdje je zatekao gospodina Turgota!®. Kad je on otidao, opat Fon-
tana saopéava Boskovicu da je Turgot doSao zbog toga da mu javi da
je i Rochon — takoder — dofao do pravolinijskog pomicanja samo jedne
prizme (ali ne kaze kakve prizme) uzduz osi durbina, donoseéi to kao vrlo
zanimljiva novost, dodajuéi jo§ k tome da éec Rochon iznijeti to na sli-
jededoj sjednici Akademije nauka. BoSkovié¢ mu je odmah prigovorio da
je mogao redl da je on njemu ved mnogo prije prikazao istu ideju. On
se tada ispri¢avao »en disant, qu’il n'avait pas jugé a propos d’en parler,
pour ne pas donner des suppgons de quelque accord, pour donner & moi
I'antériorité de la découverte«. Iako Boikovi¢ nije bio zadovoljan s ovim
odgovorom, on mu je jednostavno rekao da on s te strane nista ne oce-
kuje 1 da mu je stalo samo do javnog dobra.

“Vradajuéi se ponovo na tretu raspravu (od 9. 4. 1777) Boskovié iznosi
da je na kraju ove rasprave Rochon opisao upotrebu akromatskih pri-
zama, ali se nije izri¢ito izrazio da su to prizie od obi¢nog stakla. Taéno
je da Rochon nije izrifito rekao da su to staklene prizme. ali moZe se sa
sigurno$¢u utvrditi da to mogu biti samo staklene prizme, i to prema
njihovu kutu refrakcije. Dakle. tu ne moZe biti dvojbe.

Medutim, mnogo je zanimljivija tvrdnja Boskoviéeva u kojoj on kaze:
»Des personnes qui ont assisté le 9 avril a la lecture de ce mémoire m’ont
assuré que ce jour la M. I'abbé Rochon n'y a lu que la premiere partie
dans laquelie il ne fait usage que de la double réfraction du cristal de
roche, le reste ayant été lu longtemps apres. Si cela est vrai on ne pouvoit
pas savoir dans ce temps la, qu’il y avait dans le méme mémoire 'usage
des prismes du simple verre.«

Ovo je sasvim taéno, $to se lako moZe utvrditi iz zapisnika sjednica
Akademije nauka [7] i1z rasprave koja je §tampana u Histoire de I'Aca-
démie Royale, i to tek 1780., str. 64-68. Na strani 68. narocito je na-
gladeno da se ova rasprava sada prvi put objavljuje, ali se trazi da sc
smatra da je pisac (Rochon) ovo iznio 9. 4. 1777, Neobi¢tno zanmimljiva

1 Turgot, ministar mornarice 1774. g., pristafa cnciklopedista, a po tom i Bosko-
viéevih protivnika [2].
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napomena 1 traZenje. Sve to ide u prilog sumnjama Bokovi¢evim, ali se
¢lanovi komisije nisu na to osvrtali. Na ovaj dio Rochonove rasprave
vratit ¢emo se jo§ jednom, pri dono$enju konaénih zakljudaka.

U ¢Cetvrto] raspravi (7. 6. 1777), kaZze Botkovié, jo¥ se jasnije vidi da
Rochon nije nikad pomi$ljao na primjenu staklenih prizama u ove
svrhe, jer on mjesto gorskog kristala uvodi islandski kristal da bi mo-
gaov izmjeriti prividni promjer Sunca.

Boskovié dalje kaZe da je on ovdje iznio potpuno vjerno i iskreno
sve ono $to je na$ao u starijim 1 novijim Rochonovim radovima, §to bi
se odnosilo na sporna pitanja. Ponavlja da je on u svojoj raspravi
naveo da je Rochon prvi za Kkonstrukciju mikrometara upotrijebio
kristalne prizme, koje se mogu kruino okretati oko svojih osi. Me-
dutim, za pravocrtno pomicanje prizama (ne kafe kakvih prizama) uzdu?
osi durbina ja nisam tada znao - ka%e Bodkovi¢ — a ne znam ni danas
koji je od nas dvojice to prije zamislio. Uza sve to Boskovi¢ je napisao
»il a le mérite d'avoir imaginé la méme chose dans le méme temps et
peut-étre avant moi« a malo dalje zatim: »il a le mérite d’'une belle
découverte, ¢t 'astronomie lui en aura toute Pobligation«. Zbog ovih
izjava Bogkovi¢ je olekivao da ¢e mu Rochon biti zahvalan.

Ali Botkovi¢ ne moze da se oslobodi svojih sumnji i pokufava da
objasni otkuda one dolaze. Ja nisam oznalio, kaze Bolkovi¢, vrijeme
kad je Rochon dofao na ideju o pravocrtnom pomicanju prizama uzdu?
durbina, ali sam imao pravo da sumnjam da je on to otkrio poslije
mene. Gospodin Turgoet je dofao Fontani i donio njegovu ideju kao
novo otkrice. a ja sam tu veé prije zamislio, lak, $tavide, o tome i go-
vorio (mishi s Fontanom). Uza sve to on ne traZi nifta. On se samo zali
na Fontanu $to u familijarnom razgovoru nije rekao Turgetu da je
upoznat s tom idejom veé prije od drugoga (Boikovita).

Opat Fontana ne potvrduje sada sve ovo $to sam ja iznio, kaZe Bo-
skovié, priznavajuéi neke bitne Cinjenice. Za ostalo (misli se Sto Fon-
tana ne priznaje), produfuje dalje Boikovié. nadam se da se ne misli da
sam ja u stanju »de mentir avec tant d’effronterie, en composant tant
de circonstances. qui sont si détaillées«. Kako je Fontana na pocetku
ovog sukoba dao pismenu izjavu koja je odluéno protiv mene, u kojoj
on uvjerava da ja njemu nisam niéta govorio o pravocrtnom pomi
canju prizama prije nego ¥o je Rochon &itao o tome svoju raspravu u
Akademiji, pisao sam mu sa sela, gdje sam se tada nalazio, podsjeca-
juéi ga na okolnosti koje sam naprijed iznio, moleéi ga da objasni stvari
onako kako su tekle, jer je nemoguée da se ne sjeca razgovora koji smo



vodili nakon odlaska gospodina Turgota i moga prigovora (misli na
prigovor $to Fontana nije odmah tada rckao Turgotu da mu je Bosko-
vi¢ veé ranije govorio o tome $to je Turgot donio kao zna¢ajnu novost)
On mi nije odgovorio da se toga ne sjeéa, nego da je njegovo svjedo-
Cenje beskorisno 1 da ne predstavlja pravni dokaz. Ja sam mu odgo-
vorie da se ovdje nc radi o pravnom dokazu za moj prioritet. bu-
dudi da ja tu niSta drugo ne traZim nego da se utvrdi istina o tome da
sam ja njemu pokazao svoju raspravu prije nego $to sam je odnio
ministru Sartineu. I ne samo to, on mi je ponudio jednog svoga surad-
nika, koji dosta dobro crta, da nacrta ove instrumente po mojim zami-
slima.I drugi njegov odgovor glasio je da bi njegovo svjedolenje bilo
nekorisno, jer nije po zakonu {légal). Kako sam ja stalno 1 uporno za-
htijevao da je potrebno da on otkloni vrlo nepovoljan dojam koji je
proizvela njegova prva pismena izjava, i stalno ponavljao da nemam
nikakve potrebe za pravaim dokazom jer ga nisam ni traZio u svojoj
raspravi, ali kako sam nupadnut, ja imam pravo da se utvrdi istina.
Na koncu, on mi je pisao da ¢e potvrditi ono §to sam pokazao u poje-
dinostima (di attestare quelle, che ella ha scritto ne soi fogli come com-
municatomi in particolare), a dodao je da je to vel udinio kod vide
osoba, medu kojima je i gospodin Vandermont (Vandermonde), a da ¢e
to izjaviti gospodinu le chevalier Borda. Uvjeravan sam da je on to
zaista i ulinio i da je rekao da sam mu govorio o pravocrtnom pomi-
canju prizama, i to jedan dan prije nego Sto mu je o tome govorio
Turgot. Veé s tim, vidi se, potvrduje istinu od koje se u poetku ogra-
divao, a to je da sam ja njemu prije o tome govorio nego $to mu je
g. Turgot saopéio otkriée Rochonovo. Ja sam mu se poZalio u jednom
pismu zhog ogranifenja na 24 sata, $to ne odgovara istini, jer sam ja
u svojoj raspravi naveo nckoliko dana. Ja sam mu to ponavljac neko-
liko puta i nagonio ga da iznese pravu istinu. U sveme odgovoru on
kaZe da ne moZe sada u pameti imati sve te okolnosti kao $to ih imam
ja koji sam neposredno zainteresiran za tu stvar.

Ja insistiram na svim tim pojedinostima, kaze dalje Boskovi¢, jer se
radi o mojoj asti, a ne da dobijem ncki pravni dokaz. Ali ja se nadam
da ¢e svi oni koji me dobro poznaju prije povjerovati da je opat Fon-
tana zaboravio pojedinosti, ili da je imao neki razlog da ih zataji, nego
da sam ja sposoban da neito neistinito tvrdim s tolikom jasnolom i
tatno$tu, Ali ovdje se radi o pojedinostima koje su se dogodile izmedu
dviju strana bez svjedoka.
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Kakvo pravo prioriteta ja mogu traziti, nastavlja BoSkovié, kad sam
ved u svojuj raspravi rekao »il a le mérite d'avoir imaginé la méme
chose dans le méme temps et 'y ai ajouté et peut-ttre avant moi et
absolument sans avoir connaissance de mes idées<. I malo dalje: »il o
le mérite d’'une belle découverte ct 1’Astronomie lui en aura toute I'obli-
gation, Qui dit que '"Astronomic lui aura tout 'obligation rescrve-t-il
quelque partie d’'obligation pour fui & réclamer juridiquement?«

Zatim se Boskovi¢ u jednom poglavlju osvrée prilitno oftro na ono
sto se deSavalo 1 govorilo u Akademiji pri ditanju njegove rasprave. To
ovdje namjerno izostavijamo, jer nije od nckog znalenja za sAm spor

Svoje pismo Boskovié zavriava ovim rijedima:

»Ce que J'ai dit jusqu'ici se rapporte & ce qu'on a prétendu, que j'at
volé 4 un autre: je dirai a present en deux mots, ce que je crois qu'il
me reste cn propre. Je crois jusqu'a présent que la substitution du verre
simple au cristal de roche est @ moi avee le principe du mouvement de
la double image. bien différant de celui de la double réfraction du
cristal de roche. Au moins je le croiral jusqu'a ce que quelquun le
réclame avec raison, Celui-1d est un point essentiel, parce qu'on obtient
les mémes avantages, et beaucoup plus. 4 cause des angles trés grands
qu’on peut mesurer par cc moyen en adossant plusicurs prismes selon
que je l'al indiqué dans mon mémoire, et dans la premiere lettre que
7'al eu Phonneur de vous écrire: on obtient tout cela par une substance
gu'on trouve et quon travaille plus aisément, et qui coute bheaucoup
moins: je suls persuadé que ces trois article feront toujours donner la
préférence & mon instrument sur celui du cristal de roche ou d’lslande
qui ne sera jamais d’usage commun.«

Pismo ima jo§ jednu nedovrienu relenicu, barem prema biljetkama
koje nama stoje na raspolaganju {7].

Medutim 1 ovo je potpuno dovoljno da se dobije jasna slika o ovim
dogadajima. Najzanimljivije i najvaZnije su upravo prorotanske rije&
Boskoviteve na zavrfetku pisma o upotrebi kristalnih prizama u bu-
duénosti. Kao $to danas znademo, te su se rijedi obistinile. Kasnije ge-
neracije prihvatile su Botkovida kao stvaraoca sistema staklenih pri-
zama, ne vodeéi uopde rauna o prioritetu izuma i izumitelja pravo-
crtnog pomicanja prizama uzduZ osi durbina.

Izgleda da je to posljednje Bodkoviceve pismo Akademiji, pisano u

toku rada komisije kojoj je bio zadatak da doncse midljenje o spornim
problemima.



Komisija. iji smo sastav naprijed naveli, iznijela je svoje misljenje
23. 8. 1777,

Zbog vaznosti samog akta 1 konatne ocjene o toku spora iznijet ¢emo
sve glavnije pojedinosti onako kako ih je komisija izlagala.

Poslije uobitajenog uvoda, iz kojeg se vidi da je Rochon molio Aka-
demiju da se na ovaj nadin rijedi nastali spor, poéinju s izlaganjem
Rochonovih radova.

Opat Rochon se ve¢ od 1767. bavio primjenom prizama, kafe komi-
sija, u mjerenju kutova, dodajuéi ih uz astrometar. To se moze vidjeti
u jednoj njegovoj ranijoj raspravi, koja je $tampana u njegovim ma-
tematitkim radovima (Opuscules Mathématiques, Brest, 1768). Tu on
iznosi nacin kako se instrument gospodina Bouguera moZe osposobiti za
mjerenje mnogo vedih kutova, dodajuéi na jedan od durbina (ovaj
instrument ima 2 durbina) akromatske prizme.!" Akromati¢nost se do-
hiva sastavljanjem triju prizama od tri razne vrste stakla. Naglafavaju
da je bilo najteze dobiti sistem akromatskih prizama.

Poslije viSe godina, zapravo 1776, Rochon se ponovo bavi otklanja-
njem kromatske aberacije kod prizama, $to je od osobite vaZnosti kod
svih durbina. Rasprava u kojoj govori o tome §tampana jc u Wiirtem-
hergu 24. 2. 1776. Kromatsku aberaciju otklanja kombinacijom triju
prizama, jedne od flint stakla 1 dviju od obi¢nog stakla. Prizme su ugra-
dene u jedan prsten, i to tako da se dvije prizme od obitnog stakla
mogu okretati u suprotnim praveima oko prizme od flint stakla, koja
ostaje nepomicna.

Sve ovo (nastavlja komisija) #to je dosada radio Rochon imalo je za
cilj da pobolja heliometuar i usavrdi durbine otklanjajuéi kromatsku
aberaciju. U daljim Rochonovim radovima spominju njegov nadin
rastavljanja bijele sundeve svjetlosti u dugine boje, 1 to opet primje-
nom staklenth prizama koje sc mogu okretati jedna oko druge. Ti radovi
doveli su Rochona do ideje o primjeni prizama od gorskog kristala,
koje daju dvije slike. a ugradene su opet tako da se mogu okretati jedna
oko druge. Da bi otklonio kromatsku aberaciju uz svaku od ovih pri-
zama, Rochon je dodao po jednu prizmu od obiinog stakla. Sve ovo
hilo je saopécno na sjednici Akademije nauka, odrzanoj 25. 1. 1777.
Komisija kaze: »Voila la premiére mention qui fut faite a I'Académie
de ce nouveau micrométre.« Nekoliko dana iza toga Rochon je po-

kazao i jedan model. koji je ispitan i isproban, i nitko od prisutnih

U Na ovaj instrument osvrnut femo se kasnije.
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unije rekao da je vidio ili tuo nedto slitno tome. Tako taj instrument pot-
puno odgovara svojoj namjeni, Rochon radi na njegovu usavriavanju
1 26. 2. 1777. ¢ita drugu raspravu kao dodatak onoj od 25. 1. U ovoj
novoj konstrukeiji Rochon primjenjuje samo jednu prizmu od gorskog
kristala, kojoj dodaje dvije staklene prizme (od francuskog stakla). Taj
sistem prizama moze sc pokretati unutar durbina uzduZ osi durbina. To
unutarnje kretanje sistema prizama zamjenjuje medusobno okretanje
prizama i omogucuje mjerenje kutova. Velitinu kutova odreduje mo-
guénost pomicanja sistema prizama izmedu objektiva i njegova fokusa.
Komisija zakljutuje:

»Voila la véritable date. I'époque authentique de la découverte per-
tectionné de M. I'abbé de Rochon, établie d’une maniére incontestable
d’apreés l'acte qu'il en a pris devant 'Académic et dans ses registres.«

Jedan od ¢lanova komisije (ne navodi se mjegovo ime) posehno iz-
Javijuje da ga je Rochon pozvao 16. 2. 1777, a on ga je posjetio 19. 2.
1 tom je prilikom vidio novi mikrometar s kruznim okretanjem prizama
koje se stavljaju na durbin, a ulinak pravocrtnog pomicanja prizama
uzduz osi durbina Rochon mu je pokazao samo na papiru. Osam dana
kasnijc to je prikazdao i u Akademiji.

Ova izjava jednog od ¢lanova komisije vrlo je karakteristiéna, a na-
ro¢ito datumi na koje sc on poziva, Na tu éu se izjavu osvrnuti u ko-
naénom prikazu i ocjeni spors.

U ove dvije posljednje rasprave (nastavlja dalje 1(0111151]&) Rochon se
zadovoljio da s nekoliko rijedi dade rezultate svojih istraZivanja, obeéa-
vajuéi da ée o tome dati jedan opdirniji rad. $to je 1 uéinio na javnoj
sjednici od 9. 4. 1777, Fvo nuslova toga rada:

Mémoire sur le moyen d'employer la double réfraction a la mesure
précise des petits angles. Détermination des diamétres des planétes par
cette méthode et description succinte d’'un instrument destiné 4 donner
avee exactitude la distance de la lune aux étoiles lorsque cette distance
n’excede pas 200,

Taj nastov citirali smo u cijelosti zbog toga da bi se malo osvijetlio
rad ove komisije. Naime, kao Sto lemo vidjeti kasnije, u zapisnicima
javnih sjednica Akademije taj rad nosi naslov »Mémoire sur les micro-
metres objectifs«, a kad je kasnije, 1780. $tampan u »Histoire de I'Aca-
démie Royale« uopée nmema naslova. Naime, olevidno je da Rochon
suraduje s komisijom i radu je dao ovaj naslov u tome momentu.



Medutim, komisija pridaje naroditu vaZnost tom radu i ona to i na-
glasava, i to zbog toga da bi se moglo utvrditi da Ii je Boskovi¢ svojom
raspravom ne$to dodao otkri¢u 1 idejama Rochona.

U ovoj raspravi (kafe komisija) Rochon ponovo objainjava dvije
konstrukcije svojega mikrometra. ! prvoj se koristi dvjema prizmama
od gorskog kristala, koje se mogu kruino okretati jedna oko druge, a
u drugoj primjenjuje samo jednu akromatsku prizmu od gorskoga kri-
stala, koja se moZe pomicati uzduZ osi durbina.

Najzad, u zadnjem dijelu svoje rasprave. produZuje komisija svo)
izvjeitaj, Rochon se bavi mjerenjem velikih kutova, §to nijc mogao
vr§iti pomocu prizama od gorskog kristala. Stoga on predlaZe da se isto
kao i u Bouguerovu astrometru pred objektiv durbina postave dvije
prizme od obitnog stakla jednu uz drugu, ali take da se one mogu
okretati jedna oko druge. Na taj nadin mogu sc¢ mjeriti kutovi od 0
do 20°.

Dakle, opet primjena staklenth prizama, po izvje§taju komisije, ali
samo u Bouguerovu astrometru. Medutim, kako tamo primjena staklenih
prizama ima sasvim drugu ulogu. sigurno je da ni sim Rochon nije zado-
voljan ovom interpretacijom komisije. Ali komisija 1 Rochon i dalje se
osiguravaju, pa komisija kaze:

»Nous ne devons pas laisser ignorer que quoique Monsieur P'abbé
Rochon nait parlé & "Académie de ce micrométre prismatique de verre
simple qu'a la séance du 9 avril, il y a avait déja bien longtemps qu’il
Pavait imaginé comme le prouve un certificat que nous avons entre les
mains signé de M. le Marquis de Condorcet, et concu en ces termes.«

Condorcet daje pismenu izjavu da mu je Rochon ve¢ 27. 3. 1777.
(dakle desetak dana prije {itanja rasprave u Akademiji. a to je za ko-
misijiu »longtemps«) pokazao instrument za mjerenje kutova, u kojern
se upotrebljavaju dvije prizme od obi¢nog stakla. Jedna od prizama
moZe se kruino okretati oko druge, i. prema tome, instrumentom se
mogu mjeriti kutovi od nula stupnjeva do sume prelomnih kutova obiju
prizama. Istovremeno on potvrduje da mu je konstrukciju toga instru-
menta Rochon objagnjavao veé 5. 3. 1777.

Eto, kaZe komisija, to je sve bilo poznato gotove mjesec dana prije
nego 3to je Citana Bodkovieva rasprava u Akademiji nauka (10.°5. 1
16. 5. 1777), »qui a donné licu aux plaintes de M. I'abbé de Rochon,
ct dont il convient de donner ici en peu de mots Pextrait«.

Prije nego potnem s izlaganjem kako je Boskoviéevu raspravu prika-
zala Komisija, moram naglasiti da je ona to ulinila na sasvim drugi na-
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¢in nego Sto je to radila u izlaganju Rochonovih radova. Odnos 1 rjeé-
nik je gotovo uvrijedljiv za Bodkovi¢a. Pogledajmo samo prvu redenjcu
kojom poéinje njihov izvje§taj o Bokkovidevoj raspravi:

»L’auteur au commencement de ce mémoire parait vouloir insinuer
qu’il avait déja eu les mémes idées que M. I'abbé de Rachon, selon lui,
des ... .«

Dok su spominjuéi Rochona uvijek dodavali neku titulu ili neki epi-
tet, dotle za Botkoviéa kaZu samo »l'auteur«, pa »selon lui«: joi bi se
moglo i oprostiti 1 protumaditi da se to &ni radi kratkoée, ali upotrije-
biti rijet »insinuer«. nije ni lijepo ni paljivo

Komisija poslije naprijed citirane refenice nastavlja kako prema
Bogkovi¢evu pisanju izlazi da je on, &im je ¢uo od jednog od svojih
prijatelja o prvoj konstrukeciji Rochonova mikrometra, odmah rekao
»qu’il voyait bien comment cela se faisait, mais qu’il y aurait beaucoup
plus & gagner. si I'on rendait variable la distance du prisme au foyer
de Ia lunette«, i dalje spominju otprilike sve ono §to je Boskovi¢ naveo
u svojem pismu Akademiji od 2. 7. 1777. Doslovno citiraju Bogkovidevu
izjavu kojomn on niSta ne trazi i sve polasti prepuSta Rochonu. Takva
Boskovideva izjava, kafe komisija — nc ostavlja mjesta nikakvoj sum-
nji 1 prepirci, ali ipak komisija Zeli da dublje ude u prepirku, pa kaze:

» ... nous allons passer a un point plus essentiel qui est I'objet véri-
table de son mémoire.

M. I'abbé de Rochon, dit M. Boskovié, n'a employé pour son micro-
métre que la double réfraction du crystal de roche, et Pon m’a assuré
qu’il a dit que son prisme ne pouvait lui donner que jusqu'a six degrés.«

Ovdje se moramo malo zadriati, jer je komisija obilato iskoristila
ovaj Bodkoviéev lapsus calami. On je zapravo htio reéi »six minutes«,
a ne »six degrés.« Bodkovi¢ je kasnije izjavio da je to obitan propust
u pisanju, ali mu to njegovi protivnici nisu uvaZzili. Komisiji je bilo
(kao i Rochonu) neobi¢no stalo do toga da dokaZe da je i Rochon dosao
do mikrometara s kojima se mogu mjeriti 1 vedi kutovi, §to bi znatilo
da se vel 1 on koristio prizmama od obi¢nog stakla. A, osim toga. pri-
kazuju Boskovi¢a kao neupudenog u Rochonove konstrukeije (i ¢ude se
$to se on nije bolje upoznao s Rochonovim dostignuéima), jer kad tvrdi
da se Rochon koristio samo kristalnim prizmama, kako onda prima
izjave da Rochon moZe da mjeri kutove do 6° Jer, &im se govori o ku-
tovima od 6°, jasno je da se tu radi o prizmama od francuskog (obiénog)
stakla.
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Medutim, kao §to éemo vidjeti kasnije, ovaj nesporazum oko stup-
njeva 1 minuta nije od neke presudne vaZnosti, ali komisiji dobro dolazi
sve Sto moZe naSkoditi Boskoviéu. Komisija dalje nastavlja: »Quoiqu’il
cn soit en partant de cette fausse supposition, M. 'abbé Botkovié pour-
suit et dit: Ainsi je crois rendre un service encore plus considérable en
proposant cette autre espéce de micrométre & verre simple. en dé-
veloppant sa théorie, en I'étendant aux angles beaucoup plus grands.

Voyant a présent la construction de ce micrométre et examinons ¢n
quot il peut différer de celui de M. I'abbé de Rochon. M. I'abbé Bo
skovich propose succéssivement diverses constructions qui ont toujours
pour base ou le mouvement circulaire ou le mouvement rectiligne des
prismes inventés précédement par 'académicien.«

Medutim, ova tvrdnja komisije nije tadna. Bokovil se uople ne ko-
risti prizmama onakvim kakve je¢ predloZio Rochon, ¢ak ni u onom
slu¢aju gdje su im zamish gotovo identitne i gdjc Rochon mofe ratu-
nati na prioritet.

U daljem svojem izlaganju navodi komisija one nedostatke konstruk-
cije s pravocrtnim pomicanjem prizama koje je navodio Boskovié¢ i pri
tome poviaduje Boskoviéu.

Zbog potetkoéa 1 nedostataka, kaze komisija. Botkovi¢ predlaZe rje
senje s dvije staklene prizme, koje kruZnim okretanjem jedne oko druge
omoguéuju mjerenje veéih kutova. Najzad on prelazi na mjerenje ve-
likih kutova 1 evo konstrukeije na kojoj se on — kako se &ini - zadrZao.

Citirajuéi Boskoviéa, komisija navodi:

»On peut - dit il - multiplier des prismes composés acromatiques et
A angles variables en faisant que I'un donne les degrés de 5 en 5 ou
deux en deux et I'autre les minutes. On peut en mettre deux dehors
prés de objectif qui changeront la distance des images par le mouve-
ment circulaire, et donneront I'angle cherché un peu plus grand que le
véritable et un autre dedans qui donnera avec toute précision les se-
condes.

Voild donc la véritable construction de linstrument de M. P'abbé
Boscovich pour mesurer de grands angles. Comparons-le & cefui de M.
I'abbé de Rochon conndl plus d’'un mois avant celui-ci«

Akademik (misle na Rochona) stavlja dvije staklene prizme pred
objektiv jednog astrometra i kruzno ih okreée jednu oko druge. Gospo-
din opat Bodkovi¢ postavlja isto tako pred objektiv svoga durbina dvije
staklene prizme koje se mogu okretati jedna oko druge. Akademik se
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tu zadrzan. Ali gospodin BoSkovi¢ - bez sumnje — bojeéi se da kruZnim
kretanjem nede dobiti dovoljnu tatnost, sluZi se i treCom prizmom koja
se moze pomicati unutar durbina uzdu? njegove osi.

»Qva treéa prizma je stvarni i jedini dodatak instrumentu o kojemu
je Rochon javno &itao rasprava 9. 4. 1777, Ali, primijetimo da je pra-
vocrtno pomicanje posudeno iz jednog ranijeg akademikova otkriéa.
Uostalom, da li je Boskovié¢ pravocrtnim pomicanjem prizme neito po-
vetao tatnost dobivenu kruinim okretanjem prizama, jer zar je vaino
da na jedan nadin talno mjerimo sekunde kad na drugi ne mjerimo ni
minute.«

Ovim rije¢ima je komisija zavrdila svoju struénu ocjenu spornih ideja
i konstrukcija.

Prije nego predemo na zakljudak komisije, osvrnut emo se samo na
ovaj njezin dio izvjeStaja, gdje ona ipak priznaje da je dodatak ove
trece prizme s pravocrtnim pomicanjem unutar durbina jedini dodatak
Rochonovoj konstrukciji, a odmah iza toga omalovaZava i taj dodatak.

Medutim, taj dodatak jest Boskovicev, ali on nije od nekog osobitog
znadenja u ovome sporu, iako se s njim zaista postize veca talnost. To
je Boskovi¢ spomenuo samo kao jednu moguénost, isto kao Sto je spo-
menuo 1 moguénost dodavanja jednog 1li vide sistema (binarnih) dvoj-
nih prizama kojima bt omoguéio mjerenje i velikih kutova. Al to ko-
misija ne spominjc.

Zakljucak komisije dajem doslovno:

Nous ne pouvons en conséquence, penser autre chose, si ce n’est que
M. 'abbé Boscovich a été induit en erreur sur ['état des recherches et
des découvertes de M. I'abbé de Rochon, que si on ne lui eut pas fait
des rapports infidéles et §'il eut bien voulu ne s’en rapporter qu'a lui
méme pour s'informer et sinstruire des faits et des matiéres traitées
par I'académicien il n’aurait certainement pas presenté au Ministre et
A I'Académie comme neuves, des idées et des découvertes dont Phonneur
appartenait déja depuis longtemps & M. I'abbé de Rochon.

Fait 4 la salle de 'Académie le 23 aott 1777,
le chevalier de Borda

Bézout
Vandermonde
Cassini



Ovaj izvjestaj zaslufivao hi — mo¥da — detaljnu analizu, 1 to ne samo
zbog toga da bi se pokazalo da izabrana komisija nije bila sklona Bo-
skoviéu nego 1 zbog toga §$to bi se — mozda - i na taj natin moglo doéi
do objektivnih zakljutaka. Mi smo se, medutim odlué¢ili da krenemo
drugim putem i da redom iznesemo sve dogadaje 1 ¢injenice koje su
prethodile sporu. zatim koje su iskrsle u toku spora, 1 najzad objektivan
sud o samom sporu.

Cini nam se da ¢emo se najvide priblifiti stvarnim ¢injenicama ako
se strogo driimo zapisnika sjednica Akademije nauka koje su odriavane
u vrijeme spora I na kojima su Citani radovi i Rochona i Boskovica

Prepise zapisnika tih sjednica izvriio je Branimir Truhelka i oni s¢
nafaze u Arhivu Jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti u Za-
grebu {7].

U zapisnicima dati su i kratki sadrZaji rasprava koje su &itane, ali
ne uvijek, a mi ih iznostimo u nefto skratenom obliku, zadriavajuéi
uvijek sve ono §to je znalajno za ovaj spor.

Evo tih zapisnika (ne§to skracenih) u prijevodu:

Subota. 25. 1. 1777,

Opat Rochon je &itao »raspravu o novom objektiva s mikrometrome«.
Za ispitivanje toga objektiva imenovana je komisija u kojoj su bili:
Lemonnier, Leroi (Leroy) 1 Condorcet.

Skradeni sadrZaj: ... Cini mi se da je narolito pogodno da se s pre-
cizno$¢u pokaZe dvostruka refrakcija raznih gorskih kristala. To istra-
Zivanje dovelo me je do pronalaska jednog objektiva s mikrometrom,
za koji smatram da e biti od koristi da se odmah prikaZze u Akademiji.

Taj mikrometar je sastavljen od dviju prizama od gorskog kristala
istih (vr$nih) kutova i prema tome dvostruke refrakcije istog iznosa.
U svakom slu¢aju ta je refrakcija proporcionalna refrakcionom kutu
(u vrhu) prizama. Prema odredenom poloZaju prizama dobivaju se
spektri koji se udaljuju ili se mijeSaju, prema sumi ili razlici vrinih
kutova.

Dakle, radi se samo o tome da se ne poremeti udinak koji izlazi od
prizmati¢kog oblika svake pojedine prizme i da se ne smanji dvostruka
refrakcija, koja je tako pogodna za precizno mjerenje kutova. To se
postize sasvim jednostavno, dodajuéi svakoj prizmi od gorskog kristala
jednu prizmu od obitnog {francuskog) stakla, koja — kao §to se zna —
moze u svim slufajevima ponistiti boje 1 prema tome 1 nejasnoéu koja
tom prilikom nastaje.
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Srijeda, 29. 1. 1777.
Opat Rochon je pokazao mikrometar o kojem je &itao raspravu na
prosloj sjednici (Akademije).

Srijeda, 26. 2. 1777.

Opat Rochon je ¢&itao ovaj dodatak uz svoju raspravu o novom objek-
tivnom mikrometru.

Dodatak raspravi o mikrometru koji je izraden od gorskog kristala

Ja sam veé pokazao da dvostruka refrakcija gorskog kristala moze
posluZiti za mjerenje malih kutova: ali ja nisam zami§ljao da e se ovaj
na¢in modi primijeniti kod svih durbina, a da se pri tome ni na koji
nadin ne pokvari jasnoéa kojom treba vidjeti plancte kad se Zele mjeriti
njikovi promjeri tatno¥éu koju iziskuje tako delikatno mjerenje. Kon-
strukcija prvoga mikrometra te vrste, koji sam ja pokazao Akademiji,
imala je nekoliko nedostataka, koje ovaj predloZeni uredaj sasvim
otklanja.

Taj natin ima i tu prednost da je jednostavniji i jeftiniji, a sastoji
se samo od jedne prizme od gorskog kristala, kombinirane s dvije prizme
od francuskog (obi¢nog) stakla da bi se unidtile boje (kromatska abe-
racija).

Prizme se udaljuju od fokusa objektiva ili mu se priblizavaju, i to
tako da se dodiruju dvije slike Jupitera, ili neke druge planete &iji
promjer Zelimo izmjeriti; taj dodir ocjenjuje se s taéno$éu utoliko ve-
¢om §to se te dvije slike bolje razlikuju, kao $to bi bio sluéaj i da nema
prizama, jer one su sasvim blizu okulara.

Ja netu ulaziti u pojedine prednosti ove nove konstrukcije i slahe
strane prethodne (konstrukcije), nego imam namjeru da o tome pred-
metu dadem jednu iscrpnu raspravn kada se izvrdi vedi broj ispitiva-
nja o stepenu talnosti koju moZe pruZiti ovaj instrument.

Srijeda, 5. 3. 1777.

Gospoda Lemonnier, Leroy i ja éitala su ovaj izvjestaj.12

Prema nalogu Akademije proutili smo dvije rasprave gospodina opata
Rochona o dva mikrometra koje je on pronafao. Ta dva instrumenta
namijenjena su mjerenju bilo promjera zvijezda, bilo udaljenosti vrlo

12 Ja sam Citao (Condorcet) izvjedtaj o dva mikrometra opata Rochona s gospodom
Lemonnierom i Leroyem kao svjedocima (koji su to potvrdili).
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bliskih zvijezda, ihi, bolje refeno, kuta pod kojim se taj promjer ili ta
udaljenost vidi sa Zemlje. Gospodin opat Rochon upotrebljava kom-
binirane prizme s gorskim kristalom, koji — kao §to se zna — uzrokuje
dvostruku refrakeiju.

On podinje s izradom razlititih prizama od kristala i obiénog stakla
— dakle jedne kombinirane prizme akromatske s dvostrukom refrak-
cljom.

Zatim on mjeri veliéinu te dvostruke refrakcije. U tu svrhu stavlja
svoju prizmu na objektiv jednog manje ili vise jukog durbina, promatra
tim durbinom jedan predmet odredenog promjera; zatim se udaljuje
dotle dok se dvije slike toga predmeta ne po¢nu odvajati. Odnos iz-
medu udaljenosti (d) fokusa objektiva durbina do sredita (S) opaZa-
nog predmeta 1 promjera toga predmeta odreduje kut dvostruke re-
frakcije.

Jedina nesigurnost koju bi on mogao imati pri tom odredivanju za-
visi o momentu kad se uzima da je postignut dodir dviju slika. Me-
dutim, lako se vidi da ¢e se kad se upotrebljavaju vrlo jaki durbini moéi
odrediti momenat dodira s velikom precizno§éu. Kad je to tako postav-
ljeno, ako se Zeli odrediti promjer jednog predmeta. uzet ée se dvije
sli¢ne akromatske prizme i one e se postaviti jedna prema drugoj na
taj nacin da se jedna od njih moZe okretati oko svoga srediita: tada sc
vidi da ¢ée se na taj na¢in dobiti (tim njithovim raznim polozajima) jedna
sastavljena prizma koja ¢e moéi predstavljati postepeno sve prizme, od
one Cija dvostruka refrakcija iznosi nulu do one koja ima dvostruku
refrakciju svake pojedine prizme.

Pretpostavimo da refrakcija jedne jednostavne prizme iznosi 15 mi-
nuta. Uzmimo zatim da pri medusobnom polozaju prizama kad ne po-
stoji refrakcija svjetlosnih zraka ofitanje na onom krugu u kojem je
ugradena pomi¢na prizma bude 0; a kada refrakcija svjetlosnih zraka
bude dvostruka, odnosno bude jednaka sumi refrakcija svjetlosnih zraka
pojedinih prizama, neka oéitanje na spomenutom krugu bude 180%. U
tome slufaju svakom pomaku pomilne prizme za jedan stupanj odgo-
vara promjena kuta refrakcije od 107 (30 - 60”/180= 10").

Ako — dakle ~ tim durbinom koji je snabdjeven tom dvostrukom
prizmom promatramo ncki predmet kojem Zelimo odrediti prividni
promjer, potraZit éemo dedirnu tatku dviju slika toga predmeta i o&i-
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tati broj stupnjcva oznatenih na krugu koji nosi pokretnu prizmu, i
promjer promatranog predmeta imat (e toliko puta po 10” koliko smo
olitali stupnjeva na tom krugu.

To je prvi mikrometar koji je predloZio g. opat Rochon. Ali on je
primijetio:

1. da bi taj mikrometar koji se stavlja na objektiv durbina trebao biti
izraden istom talnoSlu (istom savrieno$éu) kao i objektivi, a to moZe
biti jedna od nezgoda pri svakodnevnoj upotrebi:

2. da éemo, ako opazamo jednu tatku ovim mikrometrom, imati samo
jednu shkn kada na krugu koji nosi pokretnu prizmu oéitavamo 0%,
dvije slike ¢emo imati kad olitavamo 180° a etiri kad na tom krugu
imamo otitanje izmedu 0° i 180°, Prema tume. opaZanje tatke gdje se
shike dodiruju iziskuje mnogo paZnje da bi se dobro razlikovale slike
u momentu dodira;

8. da bi se kod toga pribora gubilo mnogo svietlosti, a poznato je da
$to manje ima svjetlosti, to ima manje talnosti u opaZanju dodirne
tatke.

Ova razmidljanja navela su gospodina opata Rochona da potrazi
jedan drugi mikrometar.

Ovaj (drugi) mikrometar, koji on predlaZe, sastoji se samo od jedne
prizme 1 osigurat ¢e najprije, kao kod prvog mikrometra, vrijednost
dvostruke refrakcije, a prizma je stavljena uz objektiv durbina. Tu
prizmu udaljujemo od objektiva, priblizavajuéi je okularu; tada se kut
dvostruke refrakeije odnosi prema onome koji smo imali u prvom po-
lozaju kao udaljenost objektiva od fokusa prema udaljenosti prizme od
istog fokusa. Pretpostavimo, na primjer, da dvostruka refrakcija iznost
7 minuta, a udaljenost od objektiva do fokusa tri stope. i ako sc prizma
pribliZi na polovinu te udaljenosti. dvostruka refrakcija ¢e biti tri i poi
minute, i tako redom. Ako se, dakle, Zeli izmjeriti promjer nekog pred-
meta, primaknut ée s¢ prizma do momenta dodira dviju slika toga
predmeta; tada, poznavajudi kut refrakcije (upotrebljene prizme), uda-
ljenost predmeta od fokusa objektiva 1 udaljenost prizme do istog
fokusa, dobit ¢e se jednostavnom proporcijom promjer predmeta. Na
primjer, ako je u momentu dodira slikd dvostruka refrakcija sedam
minuta, fokusna udaljenost objcktiva tri stope, udaljenost prizme do
fokusa tri palca, tada e promjer predmeta biti 35 sekundi. Jedna (pa-
rifka) linija u tome primjeru ima vrijednost manju od jedne sekunde.
Taj je primjer dovoljan da bi se ocijenila ta¢nost toga pribora.
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Vidimo da ta tatnost u prvom slutaju — kod prvog mikrometra -
zavisi od ta¢nosti odredivanja dvostruke refrakcije prizme. Gretka od
17 u tome odredivanju (refrakcije) daje 1”7 ili ak 2”7 pri mjerenju
promjera predmeta.

Kod drugog mikrometra gretka od 1”7 u odredivanju dvostruke re-
frakcije moZe prouzrokovati u mjerenju promjera mnogo manju gresku.
Te dvije greske odnosit ¢e se kao udaljenost objektiva od fokusa prema
udaljenosti prizme do fokusa. Tako u primjeru koji smo mi odabrali
gretka od 17 u odredivanju dvostruke refrakcije prouzrokovat ¢e gretkn
od 1/12” u odredivanju promjera nekog predmeta.

Taj novi mikrometar ima prednost da je smje$ten blizu okulara, pa
prizme ne trebaju biti tako precizno izradene kao za prvi mikrometar.
Gubitak svjetlosti — takoder —~ mnogo je man;ji.

Ta dva mikrometra predstavljaju duhovita rjefenja i osnivaju se na
sasvim novim principima. Drugi od ova dva mikrometra bit ée naro-
¢ito pogodan za mjerenje vrlo malih kutova s velikom tagno$éu. Teorija
nam nije pokazala da ima neki prigovor na taénost toga instrumenta, a
pokusi koje je izvriio gospodin opat Rochon izgleda da su potvrdili te-
oriju. Mislimo, dakle, da nec bi trebalo mnogo bodriti gospodina opata
Rochona, da dade izraditi u velikom broju svoj novi mikrometar, od
kojeg se moZe olekivati velika korist u vrlo velikom broju astronomskih
opaZanja, i to vrlo osjetljivih. Sama primjena moZe pokazati dokle ¢e
upotreba toga biti prikladna 1 da li ¢e biti u praksi lako dobiti potpunu
tatnost koju je predvidjela teorija. Ali, mi mislimo da u meduvremenn
Akademija treba iznijeti na javnost dokle dopire korist od izvanrednih
ideja koje sadrzavaju ove dvije rasprave gospodina opata Rochona.

Srijeda, 9. 4. 1777. (javna sjednica Akademije)!®

Gospodin opat Rochon ¢itao je raspravu o dva instrumenta, koji su
namijenjeni mjerenju kutova ili bolje re¢eno kutnih daljina i prividnih
promjera pojedinih predmeta.

Kod prvoga instrumenta Rochon stavlja jednu akromatsku prizmu
od gorskog kristala kombiniranu s jednom prizmom od obiénog stakla
u unutra$njost durbina blizu objektiva. Udaljenost ove prizme od fo-
kusa objektiva odreduje se §to je mogule ta¢nije. Kod primjene ovog
instrumenta, u odredivanju prividnog promjera nekog predmeta, taj se

1 (Qvaj prikaz uzet je iz Histoire de I"Académic Royale des Sciences 1780
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predmet promatra durbinom u &ijem se vidnom polju vide dvije slike
opaZanog predmeta. Dvije slike dobijamo ulinkom umetnute prizme
od gorskog kristala. Pomicanjem te prizme uzdu? durbina moZemo po-
stidi da se te dvije slike dodiruju. Podto izmjerimo — ¥to tafnije — uda-
Ijenost predmeta od fokusa objektiva, iz dobivenih podataka moZemo
dobiti prividnj promjer toga predmeta. To je osnovna operacija; i ovaj
prvi — na ovaj nadin dobiveni — promjer slu¥i nam za odredivanje pri-
vidnih promjera predmeta &je udaljenosti od fokusa objektiva nemamo,
i to na ovaj nalin: promatramo predmet &ji prividni promjer Zelimo
odrediti i opet pomicanjem kristalne prizme dovodimo do dodira slika
opazanog predmeta. Ako sad izmjerimo udaljenost prizme od fokusa
objektiva, onda ¢emo prividni promjer promatranog predmeta dobiti iz
proporcije

d:d =v¢:¢,

gdje su:

d — poznati prividni promjer iz osnovnog (prvobitnog) mjerenja;

e — udaljenost prizme od fckusa objektiva pri osnovnom mjerenju;

d’ — traZeni prividni promjer;

¢ — udaljenost prizme od fokusa objektiva u momentu dodirivanja
dviju slika opaZanog predmeta.

Dalje se u raspravi govori o velikoj tatnosti ovoga instrumenta, koja
omoguéuje da se odreduju prividni promjeri nebeskih tijela, faze po-
mralenja Sunca 1 mnoga druga precizna opaZanja.

Od narotite je vaZnosti — za geodetske potrebe — Rochonova napo-
mena, kako se ovako opremljenim instrumentom moZe mjeriti udalje-
nost od instrumenta do promatranog predmeta.

Pretpostavimo — obja$njava Rochon — da promatramo predmet &iji
prividni promjer znamo, i tada odredimo momenat kad se dvije slike
dodiruju (zapravo odredimo poloZaj pokretne kristalne prizme kad sc
dvije slike dodiruju). Buduéi da znamo na kojoj udaljenosti mora biti
predmet kad se kristalna prizma nalazi na kraju durbina (ona se moZe
pravocrtno pomicati uzduZ durbina u odredenim granicama) i da se
slike predmeta dodiruju, onda moZemo postaviti ovu proporciju: tra-
¥ena udaljenost prema onoj koja odgovara ckstremnom poloZaju kri-
stalne prizme odnosi sc kao udaljenost kristalne prizme od fokusa objek-
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tiva kad je ona u ekstremnom poloZaju prema udaljenosti kristalne
prizme od istog fokusa u momentu kad se dodiruju slike promatranog
predmeta, odnosno

didy—e:e.

Ovdje su

d — udaljenost predmeta od instrumenta kad se prizma nalazi na
kraju durbina;
d, — trazena udaljenost;

e — udaljenost kristalne prizme od fokusa objektiva kad se ona
nalazi na kraju durbina:

e, — udaljenost kristalne prizme od fokusa objektiva u momentu kad
se dodiruju slike opazanog predmeta.

Dakle, potrebno je samo jedno opaZanje predmeta &ji prividni pro-
mjer poznamo pa da dobijemo traZenu udaljenost od instrumenta do
opaZanog predmeta. Na kraju napomene se kaZe: »On sent avec quelle
facilité on peut par conséquent employer cet instrument 2 toutes les
opérations géographiques, surtout aux mesures de degrés et les rendre
& la fois et beaucoup plus simples, et beaucoup plus exactes que par
tous les moyens connus jusqu'ici; les opérations de 1'arpentage qui, pour
étre faites en grand, demandent beaucoup de temps ct de dépenses, se
feraient, au moyen de cet instrument, avec autant de promptitude que
de facilité.«

Medutim, ovim instrumentom mogu se mjeriti kutne udaljenosti do
20 minuta. Stoga Rochon opisuje drugu konstrukciju kojom se mogu
mjeritt vedi kutovi. Mjesto kristalne prizme uzima dvije akromatske
staklene prizme koje se mogu kruZno okretati jedna oko druge, i to na
taj na¢in da predstavljaju sistem prizama od ravaoe plofe do prizme
koja ima ulinak kao obje prizme zajedno. Tako, promatrajuéi neki
predmet istovremeno i kroz durbin 1 kroz taj sistem prizama, a okreéuéi
prizme (jednu oko druge) dok sc slike opaZenog predmeta ne dodiruju,
dobit ¢emo da je prividni promjer predmeta jednak kutu refrakcije
kombinirane prizme. Taénost ovog instrumenta zavisi o mogucnosti to
tatnijeg odredivanja kuta prizme pri raznim poloZajima jedne prizme
prema drugoj pri njihovu kretanju. Rochon uvjerava da jc potrebna
ta¢nost osigurana. Tako, ako se upotrijebe dvije prizme po 5° stupanja,
tom se kombinacijom mogu mjeriti kutovi od 0° do 10%. Neka je okre-
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tanje prizama jedne oko druge dato s tatno$éu od jedne minute, tatnost
instrumenta bit ée 1 : 36 minute (360°: 10° = 1" :¢). Ovom instrumentu,
iznosi Rochon, mozZe se dati i mnogo veéa taénost ako znamo pribliZnu
vrijednost kuta koji Zelimo mjeriti. Neka je ta priblizna vrijednost iz-
medu 4° i 6° U tom sluéaju bit ¢e dovoljno da kombiniramo prizme od
191 5% a prizme ¢emo morati medusobno zackretati za svega 2° (od 40
do 6%). Tada ¢e tacnost instrumenta biti 1/8 sekunde (2°: 360° = (:1').

Ova rasprava §tampana je u »Historic de I'Académie Royalec, str.
64-68, 1780. Na kraju rasprave napominje se da ju je pisac fitao na
javnom zasjedanju 9. 4. 1777. i da se ima smatrati da jc tada publi-
cirana.

Kao $to vidimo, o ovoj drugej konstrukciji Rochon mnogo manje
govori nego o prvoj. Stampanog teksta o tome drugom instrumentu ima
svega jedna strana, a o prvom pune tri strane,

Ovim bi bio dat kratak sadrZaj rasprava koje je Rochon podnio Aka-
demiji nauka prvih mjeseci 1777. prije &itanja Bodkoviéeve rasprave
u Akademiji 10. 5. 1 16. 5. 1777. PokuSajmo sada rezimirati §ta je
Rochon u tim raspravama saopéio:

Subota, 25. 1. 1777,

Rochon je &itao raspravu o mikrometru sastavijenom od dviju
prizama od gorskog kristala. Prizme imaju iste kutove
u vrhovima, i one mogu imati razne medusobne polozaje. Prema tim
polozajima ulazna svjetlosna zraka skrede sa svoga prvobitnog pravea
za razne veliéine kutova od 0 do sume prelomnih kutova obiju prizama.
Da bi se kromatska aberacija $to bolje odstranila, uz svaku od ovih

prizama dodao je jednu prizmu od obitnog (francuskog) stakla.

Srijeda, 29. 1. 1777. Rochon je u Akademiji pokazao mikrometar o
kojem je ¢itao raspravu na prosloj sjednici.

Srijeda, 26. 2. 1777. Rochon je ¢itao »Dodatak« raspravi o mikro-
metru izradenom od gorskog kristala Prednost nove kon-
strukcije je u tome §to se mikrometar sastoji samo od jedne pri-
zme od gorskog kristala, kombinirane s jod dvije prizme
od obi¢nog stakla. Ove staklene prizme treba da otklanjaju kromatsku
aberaciju. Ovaj sistem prizama moZe se pravocrtno pomicati, pribli¥a-
vajuéi se fokusu objektiva ili se udaljujuéi od njega.
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Srijeda, 9. 4. 1777. Rochon je &itao na javnoj sjednici Akademije
nauka raspravu o dva instrumenta za mjerenje kutova. U prvom
instrumentu Rochon upotrebljava jednu prizmu od gorskog kri-
stala kombiniranu s jednom prizmom od obi¢nog stakla unutar dur-
bina. Prizma se moZe pravocrtno pomicati uzduZ durbina. Tim instru-
mentom mogu se mjeriti samo mali kutovi (do 20).

U drugom instrumentu mjesto prizme od gorskog kristala upo-
trijebljene su dvije akromatske prizme od obitnog stakla,
koje se mogu kruino okretati jedna oko druge, a omoguéuju mjerenje
i velih kutova. .

Kao $to vidimo, u ovim raspravama Rochon nije nikad opisao ili u
primjeni upotrijebio prizme od obi¢nog stakla koje bi se pomicale pra-
vocrtne unutar durbina. A to je ono na ¢emu je Botkovié insistirao da
se dokaZe i ono §to je on — ve¢ u prvim razgovorima — saopéio Fon-
tani. Ti razgovori su vodeni koncem sijetnja 1777. Medutim, §to se
tile prioriteta, ¢ak ni datum od 9. 4. 1777. nije vaZan, jer Rochon —
kao Sto smo rekli ~ nikad nije upotrijebio prizme samo od obi¢nog
stakla koje bi se mogle pomicati unutar durhina. Dakle, u konstrukci-
jama ove vrste na¥ BoSkovié ima prvenstvo, 1 pravo je ¢udo kako mu
je to osporavano.

Sto sc ti¢e konstrukcije sistema od dvije prizme od obi¢nog stakla,
ofevidno je da je to Rochon (9. 4. 1777) najavio prije Boskovita (7.
5. 1777), ali, naglasavamo, samo najavio. Stavide, i ono to je Rochon
objavio tek 1780., traZe¢i da sc smatra da je to objavljeno 9. 4. 1777.,
tako je kratko i oskudno (svega 27 redaka) prema onome 3to je Bosko-
vi¢ o tome napisao i predao sasvim gotovo 7. 5. 1777., da se zaista
moramo zapitati da li je od neke stvarne vaZnosti taj prioritet od 28
dana, na kojem Rochon insistira. Bodkovi¢ je opisao i buducu konstruk-
ciju instrumenta koji bi omoguéivao mjerenje kutova, ili uz poznatu
velitinu prividnog promjera nekog predmeta udaljenost toga predmeta
od instrumenta. Taj BoSkoviéev opis te$ko je izraziti u broju napisanih
redaka, kao kod Rochona, jer se kod njega radi o viSe strana i o jednom
detaljnom uputstvu, koje omoguéuje punu primjenu njegovih ideja 1
konstrukcija. Stoga nije ¢udo $to su kasniji pisci i konstruktori isklju-
¢ivo pravo na ovu konstrukeiju pripisivali Boskoviéu.

Sigurno je da je Botkovi¢ imao ovo rjefenje prije 9. 4. 1777. i o
tome je on razgovarao sa Fontanom, pa nije nikakvo ¢&udo 3to on
sumnja da su njegove ideje saopéene Rochonu. Boskovié je na te
sumnje imao puno pravo, jer su njegovi opisi mnogo detaljniji. Uzme-
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mo i u obzir da se Boskovi¢ — ve¢ u samom poletku — odrice prvenstva,
jer nema stvarnih dokaza da ga dokaZe, a Rochon nastoji na sve mo-
gule naline da za sebe osigura to prvenstvo, ta Zurba i nastojanja
Rochonova jo$ vi$e uputuju na pomisao da je Rochonov prioritet samo
prividan i formalan. Stoga Rochon traZi da se komisijski to utvrdi, a
kad prvi put $tampa tu raspravu u Histoire de I"Académie Royale, na
kraju rasprave stoji:

»Ces instruments ont été connus de I’Académie. dans les premiers
mois de 1777: Auteur en a 10 la description dans 1'Assemblée publique
du 9 Avril de la méme année. Ainsi quoiqu’il n'en ait point encore
imprimé ni la construction ni les usages, on doit les regarder comme
connus du Public depuis cette époque.«

Medutim, gotovo j.e sigwrno da Rochon nije predao ovu raspravu
Akademiji do 9. 4. 1777, jer u originalnim zapisnicima Akademije
nauka stoji [7]:

(23¢) Mercredi 9 avril 1777.1¢

M. I'abbé Rochon (a 18)% un mémoire sur les micrométres objectifs,
de son invention.

(27¢) Mercredi 23 avril 1777.

M. T'abbé Rochon a commencé la lecture de son mémoire sur les
micrométres objectifs.!®

(28%) Samedi 26 avril 1777.

M. I'abbé Rochon a continué la lecture de son mémoire sur les mi-
cromeétres objectifs.!”

(31¢) Mercredi 7 mai 1777,

M. Pabbé Rochen a continué la lecture de son mémoire sur les mi-
crométres.

¢ Assemblée publique.
18 1J zagradi stoji »a li«
1% Prisutan Talande.

1" Prisutan Lalande.
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(32¢) Samedi 10 mai 1777.

M. Leroy a i un mémoire de M. I'abbé Boscovich, sur les micro-
metres objectifs.

(34¢) Vendredi 16 mai 1777,

M. Leroy a achevé le mémoire de M. ’abbé Boscovich; on a’ été aux
voix et il a été décidé qu'on écrirait 4 M. I"abbé Boscovich pour savoir
si son intention est que I'Académie prononce sur son mémoire.

(35°) Mercredi 28 mai 1777,

. Jai 14'® deux lettres de M. I'abbé Boscovich en reponse & celle
que jat ¢té de lui éerire.

2. M. le chevalier de Borda a 1 une déclaration de M. V'abbé Fon-
tana, relativement a cet objet; on a été nommé des commissaires avec
MM. de Borda, Bézout, Vandermonde et Cassini fils.

(381 Samedi 7 juin 1777.

1. M. de¢ Borda a 16 unc lettre du P. Boscovich sur les micrométres,
M. I'abbé Rochon a demandé qu'on communiquat scs mémoires au
P. Boscovich.

2. M. ’abhé¢ Rochon a fini écrit suivant.’®

Rochon na ovom posljednjem ¢itanju svoje rasprave opisuje pri-
mjenu islandskog kristala za mjerenje malih kutova 1 saopluje da je
sa svojim instrumentom mjerio promjer Sunca. Da hi provjerio tainost
svojeg mjerenja, uporeduje mjerenje udaljenosti od svojc sobe do jed-
nog paviljona. Tu udaljenost odredio je jedan stru¢njak (vjerojatno
nekom letvom) i nadao da iznosi 210 toaza. Rochon je nafao sa svojim
prizmama da je ta duZina 230 toaza. Stoga on vr§i ponovno mjerenje
na isti nadin kao i onaj struénjak i nalazi da je ta duZina 230 toaza
i 2 stope. Ova tafnost odgovara jednoj desetinki sekunde. Pogrefka
nastaje zbog nesigurnosti u odredivanju medusobnog dodira promatra-
nih tataka. Zatim Rochon upozorava koje su sve prednosti optitkog
mjerenja duZina prema mjerenju po terenu i navodi gdje se sve moZe
ovaj naéin mjerenja primjenjivati.

18 Ova pisma je &itao Condorcet.

19 M. I'abb¢ Rochon a fini la lecture de son mémoire sur les micrometres ohjectifs

et les doubles refractions.
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Zakljutuje titanjc s napomenom da islandski kristal ima vrle veliku
mo¢ refrakcije, s proporcionalno manjom kromatskom aberacijom.

(89%) Mercredi 11 juin 1777,

M. I'abbé Rochon a It de nouvelles réflexions sur les micrométres
objectifs et les doubles refractions.

(45¢) Mercredi 2 juillet 1777.

M. de Borda a i une lettre du R. Boscovich sur sa contestation avec
"abbé Rochon, il a été décidé qu'elle serait renvoyée aux commissaires
apres avolr été communiquée a M. I'abbé Rochon.

(46°) Samedi 5 juillet 1777,
Jai?® ]G une lettre de M. I'abbé Rochon relativement & la contesta-
tion avec le R. Boscovich, elle a ét¢ renvoyée aux commissaires.

(60°) Samedi 23 aolt 1777.

MM. de Borda, Bézout, Cassini ¢t Vandermonde, ont 10 le rapport
suivant.

Ovo su prepisi zapisnika sjednica Akademije nauka, koji nam omo-
guéuju da slijedimo tok dogadaja oke ovoga spora. Od posebnog je
znadenja. a donekle je i tudno, $to o sadrZzaju rada svake sjednice ima-
mo bar nekoliko refenica, ali o onome $to je Rochon &itao 23,1 26. 4.
i7.5.1777. nema nidta zapisano osim naslova rasprave. Na ovu ¢inje-
nicu pozvat ¢emo se u konatnoj ocjeni spora.

Da pogledamo sada da li je Rochon u svojim prethodnim radovima
nesto objavio o ovim konstrukcijama. To nam je duZnost, jer je on u
jednom svom odgovoru Boskoviu napisac da je on vel davno prije
(1768. g.) dosao do tih ideja i konstrukeija. Da bi o tome uvjerio i sa-
moga Bogkoviéa, poslao mu je te svoje radove. Boskovié je to pailjivo
proudio i u svome pismu (2. 7. 1777) tlanovima komisije ukazuje da u
Rochonovim radovima ima nefto sli¢no, ali ujedno naglasava da je to
nefto sasvim druk&ije od onoga $to je on znio u svojoj raspravi. Bosko-
vi¢ navodi &ak i strane na kojima se to nalazi u »Opuscules Mathéma-
tiques« Brest, 1768, (str. 60. i 88). Ako pogledamo §ta se nalazi na
ovim strapama, mofemo utvrditi da je na str. 59. i 60. naprijed citi-
ranog djela Rochon opisao kako se moZe Bouguerov heliometar osposo-

® Ty je ¢itao Condorcet, sekretar Akademije [7].



hiti za mjerenje kutova veéih od 6.9 Kutove do 6° mjeri ovaj heliometar
pomotu dva objektiva. Dakle, dvostruka slika se dobiva posredstvom
dvaju objektiva. Da bismo ostali $to vjerniji u ovome izlaganju, a zhog
kratkole teksta, citirat ¢emo samog Rochona: »Je suppose que I'hélio-
métre auquel je veux faire mesurer des angles de 24°, en mesure 6" par
I'écartement des objecftis. Je prends trois prismes achromatiques, dont
le premier cause une réfraction de 6% le second de 129, le troisiéme de
18° 1l importe peu quiil y ait quelques minutes de plus, pourvu qu'on
y ait égard; ainsi cette condition ne renferme rien qui ne soit prati-
cable. Je mets ccs trois prismes dans un chassis qui glisse dans une
rainure, de maniére qu'on peut faire passer devant un des objectifs,
le prisme qui convient. Ainsi si on veut mesurer un angle de 15° 30,
on interpose le prisme qui cause une réfraction de 129, et I'écartement
des objectifs fera lc reste.«

Kao $to vidimo, ovdje Rochon upotrebljava staklene akromatske
prizme koje omoguéuju otklon svjctlosnih zraka za 6°, 12° i 18°, omo-
guéujuéi — prema potrebi — da se jedna od njih stavi pred jedan od
objektiva. Na taj na¢in Rochon je samo usavriio Bouguerov heliometar,
jer je — dovodeéi jednu od ovih prizama pred jedan od objektiva —
povetao moguélnost odvajanja slika na veéa rastojanja, odnosno ospo-
sobio je ovaj heliometar da se s njim mogu mjeriti kutovi vedi od 6°
A to je. kao §to vidimo, ne$to sasvim druge od onoga $to je Boskovié
iznio u svojoj raspravi.

U istom tom djelu na strani 88. Rochon predlaZe da se pri ispitivanju
oktanta $to ga je konstruirao Caleb Smith primijeni akromatska prizma
mjesto ogledala. Navodimo sve ono $to je tu refeno: »J’aimerais eepen-
dant mieux me servir d’'un prisme achromatique que d’un miroir fixe,
parce qu'il y a beaucoup moins de précaution & prendre pour le placer
devant T'objectif. D’ailleurs, il produit le méme effet que le miroir fixe,
et rendrait conséquement 'octant de Mr. Caleb Smith susceptible d’étre
vérifié.«

Nije tesko zakljutiti da i vvdje staklena akromatska prizma ima sa-
svim drugu zadatu nego u Bo¥kovilevim zamislima i predlofenim kon-
strukcijama.

To tvrdi i sAm Boskovié u pismu od 2. jula 1777, upuéenom ¢lano-
vima komisije, gdje stoji:

»Je vois & présent, qu'il y a employé des prismes de verre en les
appliquant aux objectifs, mais leur usage dans cette application est trés
différent de l'usage, que j'en ai fait dans mon mémoire, comme on s’en
apergevra aisément en comparant ces ouvrages. Le prisme dans ces
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instruments restait toujours fixe sans aucun mouvement analogue, &
ceux que M. I'abbé Rochon a employés dans son nouvecau micrométre
de cristal de roche, et que j’ai retenu, en y substituant le verre simple.«

Medutim, ne moZe se poreéi da Rochon nema velikih zasluga u onim
konstrukcijama gdje se javlja potreba refrakcije svjetlosnih zraka, ali
bilo bi nepravedno tvrditi da je on te svoje ideje primijenio onako i u
onim slu¢ajevima kako je to uradio Boskovid.

Stoga bi nale misljenje i sud o sporu Botkovié-Rochon bilo ovo:

1. Apsolutno je sigurno da je primjenu akromatske staklene prizme
koja zaklanja jedan dio otvora durbinog objektiva za dobivanje slika
dviju raznih talaka na jednom mjestu u vidnom polju durbina prvi
pokazao Bokovié (sh. 1). Pomicanjem te prizme uzdui durbina izmedu
objektiva i njegova fokusa mijenjaju se tatke &ije slike vidimo na jed-
nom mjestu u vidnom polju durbina.

Rochon ~ naprotiv — u tu svrhu upotrebljava prizme od gorskog kri-
stala, koristeéi se svojstvima kristald (dvolomacd) za stvaranje dvo-
strukih slika.

Te kristalne prizme Rochon u prvim svojim konstrukcijama okrede
kruzno jednu oko druge, a u kasnijim ih pomie uzduZ durbina.

Kao 3to vidimo. ogromna je razlika izmedu zamisli i konstrukcija
Boskovic¢evih i Rochonovih.

Ove stvarne i ofevidne razlike i razloge paritka Akademija nauka
potpuno je zancmarila i nanijela veliku nepravdu Bogkovicu.

2. Primjenu dviju akromatskih staklenih prizama koje kruinim okre-
tanjem jedna oko druge stvaraju slike dviju raznih tacaka na jednom
mjestu u vidnom polju durbina najavio je Rochon Akademiji nauka
9. 4, 1777. Istu primjenu detaljno opisanu, s teoretskim obrazloZenjem,
skicama za izradu odgovarajueg pribora predao je Boskovié ministry
Sartineu 7. 5. 1777. Ako se usporeduju ova dva datuma, izgleda da
Rochon ima prioritet od 28 dana.

Medutim, taj prioritet nu¥no je paljivo preispitati, i to iz ovih
razloga:

a) Rochon je 9. 4. 1777. najavio &itanje svoje rasprave, a poleo je
njezino titanje 23. 4. Nastavio je &tanje 26. 4.1 7. 5., a zavrdio 7. 6.
1777. (vidi zapisnike sjednica Akademije nauka).

Ne moze se utvrditi kada je ¢itao onaj dio u kojem se govori o upo-
trebi dviju staklenth prizama. Prema $tampanom sadrZaju te rasprave
(Stampana je tek 1780.) moZe se utvrditi da je taj dio na kraju rasprave
i iznosi svega 28 redaka.
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b} Rasprava je- objavljena, kao §to smo naveli, tek 1780, godine.
s nmapomenom da je {itana 9. 4. 1777. na javnoj sjednici Akademije
nauka u Parizu, a iz zapisnika sjednica se vidi da to nije tatno, nego da
1¢ Rochon podeo titanje te rasprave tek 23. 4. 1777,

¢) Dok je Rochon ukratko iznio samo ideju o primjeni ovih prizama.
dotle je Boskovié opdirno opisuo 1 konstrukeiju jednog takvog pribura.
Iscrpno je naveo gdje i kako bi se smjestile prizme (tako da dio vidnog
polja durbina ostane slobadan), kako bi se mjerili kutovi u raznim me-
dusobnim poloZajima dviju prizama itd. Pri tome skromno dodaje, $to
se ti¢e prakti¢nib rjeSenja, da se to moZe usavriitl, razumije se, ako se
time pozabavi iskusan majstor.

Dakle, ne treba se ¢uditi $to je Boskovi¢ sumnjao da su njegove ideje
saopéene Rochonu ~ jer je on 7. 5. 1777. otifao mnogo dalje nego $to je
to Rochon najavio 9. 4. iste godine. Tim vide $to je Bogkovi¢ obavi-
jedten da na sjednici od 9. 4. Rochon nije ni &tao svoju raspravu. Ako
ju je Citao na Cetiri sjednice (§to je sigurno). a u zapisnicima nema ni
kratkog sadraja $ta je na kojoj ¢itao, onda je teSko govoriti o prioritetu
pojedine zamisli i konsirukcije. Samo ono $to je Citao 7. juna 1777. za-
pisano je u zapisniku te sjednice. Prema onako objavljenoj raspravi
kako je to ulinjeno 1780. u Histoire de "Académie Royale, str. 64-68.
kao &to smo naprijed veé rekli, taj se dio nalazi na stranama 67. 1 68.,
sasvim na kraju rasprave. Prema tome, do ¢&itanja tog dijela nije moglo
doéi prije 7. 5. 17
tani u Akademiji.

. Naime. uporedujudéi tekstove rasprave koji su ¢i-
bar onoga dijela koji je Citan 7. 6. 1777., 1 onoga
koji je Stampan 1780, vidi se da je Rochon raspravu preradivao, do-
tjerivao, pa je sigurno da je ona do 1780., dok je pripremana za Stampu,
poprimila sasvim drugi red izlaganja od onoga koji je imala kad je
Citana 1777.

Prema tome, pod vrlo velikim je upitnikom prioritet Rochona, po-
gotovo ako bi se spor pravno tretirao. Naime, Boskovi¢ je predao na-
pisanu raspravu 7. 5. 1777., 1 nije je viSe dotjerivao i mijenjao, a
Rochon je svoju zavriio tek na posljednjem ¢itanju na sjednici od 7. 6.
1777.

Zbog nemoguénosti da sc utvrdi €injeni¢no stanje, ako i prihvatimo
da je od odlu¢ujuéeg znalenja najava rasprave odredenog sadrzaja, a
ne {itanje, publiciranje 1 stvaran sadriaj rasprave, onda ne preostaje
nidta drugo nego da sc prizna Rochonu da je on prvi iznio, i to svega
nekoliko dana prije, i to samo principijelno, primjenu dviju staklenih
prizama za mjerenje kutova. Kao 3to vidimo, prioritet je dat samo zbog
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toga $to s¢ ne moze Laéno utvrditi kad je Rochon protitac onaj dio svoje
rasprave u kojem se govori o primjeni staklenih prizama. Medutim,
prema zapisnicima sjednica Akademije nauka, to sigurno nije moglo
biti prije 23. 4. 1777. godine, jer je toga dana on zapofeo &itanje svoje
rasprave.

Prema tome vidimo da je miljenje izabrane komisije suviSe olako
doneseno 1 da je nafem BoSkovicu u ono doba ulinjena velika ne-
pravda.

I nama se ¢ini da €ak ni ovaj nad sud nije povoljan za Bodkovita
kad Rochonu dajemo prednost od nekoliko dana.Tesko da hi tako po-
stupili pravnici u parni¢kom postupku.

Medutim, historija je Boskoviéu dala zadovolj$tinu. Naime, svi ko
risnici (bar koliko je nama poznato) primjene staklenih prizama u ove
svrhe citiraju samo Botkovi¢a kao pronalazata ovih konstrukeija.

Od poznatijih pisaca i konstruktora u geodetskoj literaturi koji citi-
raju Botkoviéa naveli bismo ove:

1. Rodolphe Bosshardt. u danku pod naslovom »Entstehungsgeschichte
der Reduktionstachymeters« u Casopisu Zeitschrift fiir Vermessungs-
wessen, Stuttgart, Nr. 2/1956, piSc: »Dic Glaskeile, als Mittel fir Di-
stanz-Messzwecke, waren schon lange bekannt. Auch die Drehkeile
wurden schon 1777. von Boscovich verwendet, aber nicht an einem
Distanzmesser. sondern fiir mikrometrische Zwecke.«

2. Handbuch der Physik. herausgegeben von H. Geiger und K. Schnel,
Band X VI, Berlin 1927, O. Eppensteib: Fernrohr, 5.603: »Das Dreh-
keilpaar, das auch nach Herschel genannt wird, aber ebenso wie das
oben  beschriebenc  Linsenpaar auf Boscovich®' zuriickgeht, wird ins-
besondere im Entfernungsmesserbau vielfach verwendet.«

S. 611:

»Bei kleinen Fntfernungsmessern ist durch Carl Zeiss das vor dem
Objektiv drehbare Keilpaar nach Boscovich, dass das Innenrohr kurz
zu halten gestattet, eingefiihrt.«

3. Deumlich-Seyfert, Instrumentenkunde der Vermessungstechnik, Veb
Verlag Technik, Berlin 1957, Seite 310:

»Ein Drehkeilpaar vor oder in dem Fernrohr. Prinzip: Boscovich ent-
deckte die besondere Eigenschaft eines Drehkeilpaares, das als optische:
Keil mit verinderlichen brechenden Winkel aufgefasst werden kann.
Hierbei werden zwei um die Ziellinie des Fernrohrs drehbare achroma-
tische Glaskeile mit gleichen brechenden Winkeln (k, = k,) verwendet.«

2t R, |. Boscovich, Phil. Trans. T. 66 (2), p. 789, 1777.



Na &itavoj ovoj 1 iduéoj strani detaljno je opisan i slikama objasnjen
uéinak ovih prizama, koji se potpuno slaZze sa zamislima i konstrukci-
jama koje su date u Boikoviéevoj raspravi.

4. Albert Konig-Horst Kohler, Die Fernrohre und Entfernungsmesser,
Berlin 1959, S. 348: ‘

»In anderer Weise verwirklichte Boscovich 1777 den veranderlichen
Keil. Fr drehte zwei gleiche Keile, die in der optischen Achse hinter-
cinander und zu ihr nahe senkrecht angeordnet sind, um entgegensetzt
gleiche Betriige. Man bezeichnet ein solches Drehkeilpaar auch als
Keilkompensator.«

Dakle, slobodno moZemo reéi da je Boskovié u ovome sporu u ve-
¢ini spornih pitanja bio u pravu i da komisija Akademije nauka u
Parizu nije bila sklona da mu to prizna.

Medutim, korisnici ovih duhovitih rjedenja obilato su to nadoknadili
Boskoviéu.
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Branxo Boréid

DISPUTE BOSKOVIC-ROCHON
ON THE OCCASION OF THE BOSKOQVIC
TREATISE  MEMOIRE SUR UN NOUVEAU
MICROMETRE ET MEGAMETRE«*

The treatisc »Mémoire sur un nouveau micrométre et mégameétre«
which Boskovi¢ submitted to the Minister of the Navy, A. R. de Sartine,
on May 7, 1777, brought about a dispute between Botkovi¢ and the
French Academician Rochon. The treatise was read — by Botkovils
permission — in the Academy of Sciences of Paris on May 16, 1777. The
dispute was an unusually heated one as most of the Academicians sided
with Rochon in an attempt to accuse Bo$kovi¢ of plagiarism and thus
prevent his election to the Academy. in which they partly succeeded.

To enables us to understand the gist of the dispute we shall briefly
outline the treatise pointing out the disputed concepts and constructions
(Figure 1).

Let the line DEF represent the object glass of a telescope, and LEH
its optical axis, which — as known — is vertical on the DEF line. The line
GH] - also vertical on the optical axis — represent the places of actual
images of remote objects. The point IT is the focus of light rays which
enter the object glass parallel to the direction of the axis LIZ which, at
the same time, is the image of the point L (of some object) infinitely re-
mote (theoretically) from the object glass. The point K is the image of
the point L', and it is situated on the main light ray L'EK which forms
the angle L'EL with the main optical axis.

Let us now put in front of the object glass (outside the telescope) a
glass prism whose transversal section is ABC and which has the plane
AB (whose transversal section is AB) of a circular shape. This circular
plane has a diameter smaller than the opening of the object glass DF

* The original title of this paper: Spor Boskwvié-Rochon povedom Boikoviceve
rasprave »Mémolire sur un nowvean micrométre et mégametre«.
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and is vertical on the optical axis LH. Those light rays which pass out-
side the prism will forms images of the points L and L’ at the same
places 71 and K as though the prism ABC did not exist. The images will
be only more weakly lighted. Those light rays, on the other hand, which
pass through the prism ABC, after double refraction (on entering and
leaving the prism), will change their original direction, and the refraction
angle wil) depend on the angle of the prism at the vertex 4 between the
planes A5 and AC and the kind of glass of which the prism is made.!

Among all the light rays which pass through the prism 4BC there
will certainly be such as the ray PQ (Figure 1) which starts from the
point P and under a certain angle to the optical axis LE, reachcs the
plane AB of the prism ABC, and after double refraction at the points
() and N leaves in the direction NE. These light rays will form in the
point f{ the image of distant point P. Accordingly, in the point H we
have the images of two points, L and . The image of the point L is
produced by the hight rays passing through the object glass outside the
prism ABC, and that of the point P by the light rays passing through
the object glass and the prism. I the line PQ is continued to its inter-
section with the optical axis at the point R, the angle LRP is the measure
of the optical distance between the points L and P, which have merged
images at the point /1. [t is casy to prove that this angle approximately
cquals one half of the angle at the vertex A of the prism, provided the
angle is a comparatively small one.

Now let us see what will happen when the prism ABC is brought
closer to, or moved away from, the object glass. From Figure 1 it
becomes apparent that the angle LRP will in either case remain un-
changed so that in the field of vision there will always be merged images
of the same two points L and £ at the point H, regardless of the distance
of the prism from the object glass, but only if the prism is outside the
telescope.

If the prism is inside the telescope, between the object glass and its
{ocus, the result will be different. In that case the prism is marked
A'B'C’ (Figure 1). Let us suppose that the image of the point I pro-
duced by light rays which pass only through the object glass appears at
the point K, and that the image of the point L resulting from light rays
passing through both the prism and the object glass is at the same point.

U More fully with proofs in the Bibliography under [4].
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When the prism A'B’C” is inside the telescope the image of the point
L’ resulting from light rays passing only through the object glass will
again be at the point K. But the image of the point L produced by light
rays parallel to the line LEM’ emerging from the prism always under
the same angle (because it is the same prism with definite properties).
in this case parallel with the line EK, will appear at the point K'. Con-
sequently, the angle F/IN'K’ is always the same, hut the distance /{K’
changes and it is proportional to the distunce HN".

Accordingly, the shifting of the position of the prism A'B'C’ results
in the change of the points whose images will coincide with the image
of the point resulting from the fight rays which passed by the prisms, of
the effect will be analogous to the change of the angle of the prism at
the vertex A. Consequently, by the change of the distance EM’ of the
prism from the object glass (Figure 1) we can determine the angles
between various points in space. That in fact was the main problem at
that time and it was tried to solve it in this way. Namely, that was the
way in which it was hoped it might be possible to measure the apparent
angles between stars and the sun or the moon, as well as the apparent
size of the sun or moon disk, or, finally, the height of a celestial hody
above the horizon.

The solution offered by Bogkovi¢ — the addition of a glass prism bet-
ween the object glass and its focus in such a way that the prism can be
moved along the longitudinal axis of the telescope — represents the first
issue of the dispute between Boskovi¢ and Rochon. It seems that Rochon
gave particular promimence to this problem in his dispute with Boskovic.

In addition to this theoretical solution, Bodkovié describes in detail the
achromatic prism referring to his earlier works on optics {5] and [6]. In
this connection he particularly stresses that the eliminatios of chromatic
aberration is a complicated problem, but that he has already solved it
partly and that he is still working on it. He believes that this is a very
interesting and new ficld of optics.

In order to have the image resulting from the passage of light rays
through the prism and the object glass lighted with the same intensity
as the image resulting from the passage of light rays through the object
glass only, it is necessary that the diameters of the prism and the object
glass should have a ratio of 1:12. which is approximately 5:7. Na-
mely, in this case the surface of the prism equals the surface of the ring
of the object glass which is not covered by the prism. But, as by the
passage through the prism for known reason the clearness of the image
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is somewhat impaired, Botkovi¢ suggests that the ratio of the diameters
should be 5:6. By moving the prism away from the object glass the
amount of light will steadily decrcase. When the prism is moved from
the object glass to a distance cqualling one sixth of the focal distance of
the object glass the nmage resulting from the passage of light rays
through the object glass only will disappear completely [4].

We have mentioned these practical remarks accompanying the theore-
tical solution only to show how far Boskovi¢ had progressed in his work
and it becomes obvious that such detailed work could have required
much more time than the four weeks upon which Rochon bases his
priority.

Being aware of the shortcomings of the seolution, particularly as
regared its practical execution, Bofkovié arrived at another solution by
which the refraction of light rays could he varied by means of a system
of prisms. Instead of one he introduced two achromatic prisms with cir-
cular bases. Both prisms had approximately the same angles at their
vertices. The angles were approximately half the angle which was to
be measured. The prisms were to be mounted in such a way that one
could be rotated round their common axis. In this way the prisms could
be brought in a position where their thinner ends would coincide (Fi-
gure 2), in which case the refraction angle of the compound prism
would equal the sum of the angles « (approximately 2«, because the
angles are approximately equal). In the position shown in Figure 3 the
total angle of refraction approximately equals zero, that is. the dif-
ference of the two angles « which are approximatcly equal.

To determine the value of the refraction angle of light rays for
varions mutual positions of the prisms, Botkovi¢ suggests that the prisms
should be mounted in circular rings, one of which has diametrically
punched small holes marked in such a way as to indicate the size of
the angle which is being measured. The other ring would have two
small conical or cylindrical teeth which could mesh with the holes of
the first ring (Figure 4). The movement of the ring with teeth in re-
ference to the one with holes is determined by the gradations marking
the holes, and the gradations would result from practical measuring in
the following way. At a certain distance from the instrument a hori-
zontal rod with vertical gradations is set (Figure 5). The Figure shows
that

a 2D
cotg PR, '
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The angle « is, accordingly, determined by the distancc D of the in-
strument (placed at the point O) from the rod AB, as [ is known. Let
us suppose that by rotating one prism round the other the point B is
scen in the same direction as the point A4, which means that the two
points coincide, this means in fact that we have measured the angle
«, because the distance D and ! are known. If the red is now brought
closer to the instrument or moved away from it and each time the
points A and B are made to coincide in the field of vision, in each
instance we have measured the angle «, which corresponds to the various
distances of the rod from the instrument. 1f the ring with holes (Figure
1) is marked by corresponding values of the angles for which we had
to move the ring with teeth to achieve coincidence of the point 4 and
B we have obtained once for all a device by means of which it is pos-
sible to measure angles between two points, an then, by measuring the
angle «, the distance D is determined. The second procedure (the de-
termination of the distance D) i1s widcly applied in surveying; and the
construction proposed by Botkovié, with slight improvements, is now
generally accepted. with due credit to the inventor.

This is the basic idea which Botkovi¢ elaborated exhaustively. We
propose to outline only some of his ideas to show how much furthe:
Boskovié progressed than his opponent. Namely, this is the second so-
lution disputed by Boskovi¢ and Rochon (for this solution, as will be
shown later on, Rochon gave only the principles).

To begin with, Bodkovi¢ suggests that the prisms should be mounted
in rings (Figure 4) which makes it possible to rotate one prism round
the common axis, while the gradations on one of them enable us to
read the angles between the two prisms, in other words — the readings
give the sizes of the angles that are being measured. To eliminate more
efficiently chromatic aberration, he suggests that cither of the two
prisis be made of two prisms, one of flint glass and the other of ordi-
nary glass. In addition, the two prisms should not be of the same strength
(have the same angles of aberration). If it is expected that the angles
to be measured will not exceed 32 minutes, it will be enough if the first
prism deviated light rays by 31 minutes and the second by only 3 mi-
nutes. In this casc, by turning the prisms we shall be able to measure
all angles between 28 minutes and 34 minutes (the sum and difference
of the strength of each prism). 1t is of particular importance for later
constructions that BoSkovi¢ puts the system of prisms outside the tele-
scope, in front of the object glass. Also the combination of two achro-
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matic prisms, one of which — the fixed one - has much greater refrac-
tion power that the other — the movable one — has the advantage of
making possible considerably more accuratc measuring of the required
value (length or angle). Namely, the movable prism makes it possible
to determine only the difference (rather: sum or difference) between
the optical power of the fixed and the movable prism. As the refraction
angle of the movable prism is comparatively small, an appropriate
construction will make it possible to rcad the values of this small angle
by means of gradations round the whole of the circular drum. Thus,
if the drum is constructed in such a way as to make possible direct
readings of ninetieth parts of the circle, then, for a prism whose re-
fractory power is 3 minutes, it would be possible to read directly two
seconds (8" :90), and parts of the second could be estimated.

Describing in detail also the construction of such a device, Boskavié
says: »Un ouvrier habile en aura assez pour imaginer le mécanisme
le plus simple et exécute cet instrument.« As we know today, that was
fully achicved later (in the twenties of this century).

In addition, Boskovi¢ shows how one of more similar units could be
added to the construction with two prisms which would make it possible
to measure angles up to 100 degrees. The readings on individual units
would be done separately in a way similar to reading a clock where
in one place we read hours, minutes in the second, and seconds in the
third. Such a device with several double prisms could be usefully
applied in determining geographical latitude and great distances bet-
ween celestial bodies. Botkovi¢ calls these instruments megameters.

It seems interesting to point out that Botkovi¢ hopes that in the
future chemistry could help to produce such transparent materials as
would make it possible to construct optical instruments without the
shortcomings the known materials (glass) have.

But Boskovié¢ helieves that by means of the usual achromatic prism,
made by combining flint glass and ordinary glass, good megameters for
measuring angles up to 20 degrees can be constructed.

Further in his treatise. Bodkovi¢ describes the application of rock
crystal (cristal de roche) and lceland spar (cristal d’Island), from which
it is obvious that he knows well the cffect of double refraction crystals.
He states that one of the greatest difficulties is to find sizable purc
crystals and, in addition, they are hard to work and they yield com-
paratively small refraction angles (of only few minutes). The advantage
of crystal prisms is that the lighting of both images is approximately
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the same when the prisms are moved along the axis of the telescope.
To eliminate chromatic aberration in rock crystal prisms, he recom-
mends the addition of another prism of ordinary glass, referring to his
a work on optics published earlier in Vienna [5].

In conclusion, Boskovi¢ exhaustively describes the application of the
system of two prisms of ordinary glass which we have already outlined.

It was the treatise briefly described here that caused the dispute
which ended very unfavourably for Bogkovié.

The Secretary of the Academy notified Bogkovié by letter on May
17, 1777, of the unexpected reaction to the reading of his treatise in the
Academy. Boskovi¢ replied promptly the next day (May 18, 1777). In
his letter Boskovi¢ explained why he had given the treatise to Lalande
and tacitly consented to its being read in the Academy of Science [7].

This letter was immediately (May 21, 1777) followed by another
addressed to the Secretary of the Academy notifying him that he had
no intention of causing a dispute. At the same time he mentioned all
the persons (Fontana, Lalandc, Borda, Messier) with whom he had dis-
cussed his treatise without any of them informing him of knowing
anvthing about the existance of another similar treatise. In conclusion,
Boskovi¢ expressed his hope that nobody would think that he had tried
to ascribe to himself the work of another.

But Rochon was not satisfied with the course cvents had taken. He
insisted that the Academy should set up a commission to investigate the
circumstances and to establish priority.

At the same time, Rochon had obtained written statements from the
scientists mentioned by BoSkovi¢ as his interlocutors in the talks they
had had hcfore his treatise was read in the Academy. All the written
statements were very unfavourable for Boskovié,

All this had happened before May 28, 1777, on which date the Aca-
demy of Science set up a commission consisting of Bézout, Borda. Cas-
sini junior. and Vandermonde.

Immediately after the appointment of the commission, Lalande wrote
to Boskovié on two occasions (May 30 and June 4, 1777) advising him
to make a statement that he bad no priority claim on the moving of the
prisms along the longitudinal axis of the telescope, that he wanted the
»Mémoire . . .« to be considered »comme non avenu«, and that he
claimed for himself only the use of glass prisms.

He added that he -wanted Boskovié¢ himself to write to the Academy
in that sense and to send the letter to him: he particularly stressed that

183



neither he nor Fontana had any recollection of Boskovic’s having told
them anything in connection with moving the prisms along the lon-
gitudinal axis of the telescope.

Following the advice, Bodkovi¢ wrote to the Secretary of the Aca-
demy Condorcet on June 5, 1777, but the letter has been lost. In a
lengthy letter of July 2, 1777, addressed to the members of the com-
mission, Boskovi¢ delineated the course of the dispute pointing out the
moments he believed to be decisive for the disputed ideas and solutions
mentioning his letler of June 6, 1777.

The letter of July 2, 1777, is very important because in it Boskovit
deals exhaustively with all Rochon’s works having to do with the dis-
puted issues.

He began with the treatise read by Rochon on January 25, 1777,
quoting Rochon’s actual words. From the quotation it followed that
Rochon suggested rock crystal prisms combined with ordinary glass to
avoid chromatic aberration.

The second treatise, read on February 26, 1777, was considered an
addition to the first and it described for the first time the use of a prism
moving along the longitudinal axis of the telescope.

In the third treatise, read on March 9, 1777, Botkovié¢ found a de-
tailed description of the use of a prism moving along the longitudinal
axis of the telescope. The prism was of rock crystal, which Boskovi¢
neglected to mention but which is evident from the treatise.

In the conclusion of his letter, Boskovi¢ said that in his treatise
Rochon had described a system of two achromatic glass prisms which,
revolving onc round the other, made it possible to measure angles from
zero to the sum od the refraction angles of both prisms.

In the last treatise (of June 7, 1777), which is of no particular inte-
rest for us, because it came after BoSkvovié's treatise which caused the
dispute, Rochon mentioned some other materials (diamond, Iceland
spar) that could be used instead of rock crystal.

In Rochon’s earlier works Boskovi¢ found two other instances where
the disputed points were mentioned.

After this, Boskovi¢ stated that he had first heard of these works of
Rochon’s on Januray 25, 1777, when Abbot Fontana told him of the
use of prisms of rock crystal to get images of two different points in one
place in the field of vision of the telescope. Boskovi¢ immediately re-
plied that that could be achieved by only one glass prism, which, by
being moved along the longitudinal axis of the tclescope, would produce
images of two points which were at different distances.
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It was again Abbot Fontana who told him a few days later. but be-
fore February 26, 1777, that Minister Turgot had told him that Rochon
had found the solution by moving one prism (but what kind of a prism
it was, he did not mention) and that Rochon would speak about it a
the next session of the Academy of Science. Bogkovié immediately re-
buked him for not having mentioned to Turgot that he (Bogkovi¢) had
already told him about it. Fontana offered only clumsy excuses for
not having done so.

Turning again to the third trcatisc (the one of April 9, 1777) Boskovié
admitted that Rochon had described the use of achromatic prisms but
that those who were present at the reading assured him that that dav
Rochon read only the first part of the treatise and thus there was no
way of knowing what was in the second part of the treatise. As will be
seen later, this statement of Bokovié was absolutely correct.

In the fourth treatise (the one of July 7, 1777), Botkovié wrote, it
was even more obvious that Rochon had never thought of using glass
prisms for this purpose as, instcad of rock crystal, he suggested fceland
spar for measuring the apparent diameter of the sun.

At the end of the letter Boskovié wrote of his talks with Abbot 'on-
tana who had in the mcantime given a written statement denying Bo-
skovi¢’s allegation in connection with their talks. Botkovié appealed to
him on several occasions to give a truthful account of those talks. but

all in vain.

Boskovié concluded his letter with the following words:

»Ce que j'al dit jusqu'ici sc rapporte a ce qu'on a prétendu, que jai
volé & un autre: je dirai & present en deux mots, ce que je crois quiil
me reste en propre. Je crois jusqu’a présent que la substitution du verre
simple au cristal de roche est A moi avec le principle du mouvement
de la double image. bien différant de celui de la double réfraction du
cristal de roche. Au moins je le croirai jusqu'a ce que quelqun le ré-
clame avec raison. Celui ]a est un point essentiel, parce quon obtient
les mémes avantages, et beaucoup plus, a cause des angles trés grands
qu'on peut mésurer par se moyen en adossant plusieurs prismes selon
que je l'ai indiqué dans mom mémoire, et dans la premiére lettre que
1’ai eu 'honneur de vous écrire: on obtient tout cela par une substance
qu'on trouve et quion travaille plus aisément, et qui coute beaucoup
moins; je suis persuadé que ces trois article feront toujours donner la
préférence & mon instrument sur celui du cristal de roche ou d’Island
qui ne scra jamais d'usage commun.«



This scems to be Boskovids last letter to the Academy written during
the activity of the commission sct up to pronounce upon the priority
claim.

The commission, whose members we have mentioned ecarlier, gave
its opinion on August 23, 1777.

We shall give the main points of this important document containing
the final decision on the dispute.

Following the usual introduction, from which it is seen that Rochon
requested the Academy to settle the disputc in this manner. Rochon’s
works are discussed. N

Abbot Rochon had as early as 1767 studied the use of prisms in
measuring angles, which was evident from his works (Opuscules Ma-
thematiques. Brest, 1768).

A similar problem was treated in Rochon’s treatise published in
Wiirtemberg on January 24, 1776.

These works dealt with the problem of eliminating chromatic aber-
ration in optical instruments and they led Rochon to the idea to apply
prisms of rock crystal for measuring angular distance. He reported on
the results of his work at the Academy scssions of January 25 and
February 26, 1777.

This part of its report the commission concluded with the following
words:

»Voila la véritable date, 'epoque authentique de la découverte per-
fectionné de M. I'abbé de Rochon, établie d’une maniére incontestable
d'aprés acte quiil en a pris devant I'Académie ct dans ses registres.«

The commission particularly dwelt on the treatise which Rochon
began to read at the open session of the Academy of April 9, 1777.

In this treatise (the commission reported) Rochon once again ex-
plained two constructions of his micrometer. The first of them made
use of two prisms of rock erystal which could rotate circularly one
round the other: the sccond envisaged the use of only one achromatic
prism of rock crystal which could be moved along the longitudinal
axis of the telescope.

Finally, in the last part of the treatise {the commission continued)
Rochon dealt with the measuring of large angles by means of two
prisms of ordinary glass which he placed in front of the object glass
of the telescope, but in such a way that they could rotate circularly one
round the other. In this manner angles ranging from 0° to 20° could
be measured.
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All this (said the commission) was known almost a whole month
before Boskovi€s treatise was read in the Academy of Science (May
10 and 16, 1777). »qui a donné lieu aux plaintes de M. l'abbé de
Rochon, et dont il convient de donner ici en peu de mots extrait.«

Then the commission gave a report on Botkovid's treatise. To show
the extent of the commission’s bias against Botkovi¢, we shall quote the
opening sentence of its report:

»L’auteur au commencement de se mémoire parait vouloir insinuer
quil avait déja eu les mémes idées que M. I'abbé de Rochon.«

The use of the word »insinuer« was at least in bad taste.

The commission proceeded to report on most of what Boskovi¢ had
written to the Academy on July 2, 1777. and verbatim quoted his sta-
tement by which he renounced all honour in favour of Rochon.

Yet, in doing so. the commission made use of a slip Bokovi¢ had
made and said:

»M. I'abbé Rochon. dit M. Botkovié, n’a employé pour son micro-
métre que la double réfraction du crystal de roche, et 'on m’a assurc
qu'il a dit que son prisme ne pouvoit lui donner que jusqu'a six degrés.«

What Boskovié wanted to sav was »six minutes« rather than »six
degrés« but the commission believed that it was no slip because of the
following reasons:

. to show that Rochon could measure larger angles. which meant
that he madc use of prisms of ordinarv glass, and

2. to show that Bogkovi¢ did not know the properties of rock crvstal
prisms, by means of which only small angles could be measured.
under 1°.

Comparing the works of Boskovi¢ and Rochon, the commission came
to the following conclusion:

The Academician (meaning Rochon) put two glass prisms in front of
the object glass of an astrometer and rotated them circularly one round
the other. M. 'abbé Botkovi¢ made the same thing but he also added
a third prism which could be moved inside the telescope along its lon-
gitudinal axis. This third prism is the only addition to the instrument
on which Rochon had publicly reported on April 9, 1777.

This is the conclusion of the commisston:

»Nous ne pouvens en conséquence. penser autre chose, si ce n'est
que M. I'abbé Boscovich a été induit en errcur sur I'etat des recherches
et des découvertes de M. T'abbé de Rochon, que si on ne lui eut pas
fait des rapports infidéles et s'il cut bien voulu ne s'en rapporter qu’a
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lui méme pour s'instruire des faits et des matiéres traitées par Paca-
démicien il n'auroit certainment pas presenté au Ministre et & 'Aca-
démie comme neuves, des idées et des découvertes dont 'honneur
appartenait déja depuis longtemps & M. I'abbé de Rochon.

Fait 4 la salle de 'Académie le 23 aolit 1777.

le chevalier de Borda Bézout
Vandermonde
Cassini

In this way the dispute between Botkovié and Rochon was concluded
very unfavourably for Bodkovid.

In order to arrive to unbiased conclusions, we have decided to follow
the minutes of the Academy sessions held during the dispute and at
which Rochon’s and Bogkovié's treatises were read.

Saturday, January 25, 1777
Abbot Rochon read his »Treatise on a New Object Glass with a
Micrometer«, which we have outlined.

Wednesday. Januarv 29, 1777
Abbot Rochon demonstrated the micrometer the treatise on which he
had read at the last session (January 25, 1777).

Wednesday, February 26, 1777
Abbot Rochon read an appendix to his treatise on the new micro-
meter, made of rock crystal.

Wednesday, March 5, 1777

The commission consisting of Lemonnier, Leroy and the Secretary of
the Academy Condorcet reported on the advantages of these new cons-
tructions, The report was exhaustive and concluded with the opinion that
both micrometers represented ingenious solutions based on new prin-
ciples. The sccond of the two micrometers would be particularly suitable
for measuring small angles with great accuracy. Theory had not shown
that any fault could be found with the accuracy of the instrument, and
the demonstration conducted by M. ['abbé de Rochon seemed to have cor-
raborated the theory. We believe, therefore, that it would not require
much persuasion for M. I'abbé de Rochon to have his new micrometer
produced in large numbers from which great usefulness can be expected
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in a large number of astronomic ohservations requiring great precision.
Only practical application can show to what extent the instrument is
uscful and whether in practice the theoretical precision would by reach-
cd. But, we believe, that in the meantime the Academy should notify the
public of the usefulness of the brilliant ideas contained in these two
treatises of M. I'abb¢ de Rochon.

Wednesday, April 9, 1777

At this session, Rochon read a treatise on two instruments for measur-
ing angles.

In the first instrument, he put an achromatic prism of rock crystal
combined with a prism of ordinary glass inside a tclescope near the ob-
ject glass. The instrument was particularly suitable for determining
apparent diameters of celestial bodies, phases of the eclipsis of the sun
and other accurate observations, as it was very precise.

Of particular importance ~ for surveying purposes — was Rochon’s
statement that by means of this instrument the distance from the instru-
ment to the object observed could be measured. In that case we must
have the apparent diameter of the object observed.

But, by means of this instrument only angles up to 20 minutes could
be measurcd. Rochon, therefore, described another construction by means
of which larger angles could be measured. lustead of a crystal prism it
made use of tho achromatic glass prisms which could be rotated circu-
larly one round the other, in such a way as to represent a system of
prisms from flat plate to prism with an effect equalling the effect of
both prisms combined.

The treatise was printed in »Histoire de ’'Académie Royale«, pp. 64
68, in 1780. At the end of the treatise there is a note saying that the
author read it at the open session of the Academy on April, 9. 1777. and
that it should be regarded as published at that time.

As it is quite cvident, in thesc treatises Rochon never described or
actually uscd prisms of ordinary glass, which should he moved linearly
inside the telescope. It follows that in constructions of this kind Bogkovi¢
had priority and it seems unbelievable that it could be denied him.

As regards the construction of the system of two prisms of ordinary
glass, it is obvious that Rochon (April 9. 1777) announced it before Bo-
Skovi¢ (May 7, 1777), but we want to stress that he only »announcede« it.
What is more, even what Rochon published only in 1780, wanting it to be
regarded as published on April 9, 1777, was so short and sketchy (only
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27 lines) as compared to what BoSkovi¢ wrote about it and submitted
completely finished on May 7, 1777, that one cannot help wondering
whether the priority of 28 days insisted upon hy Rochon has any real
significance.

Moreover, it is almost certain that Rochon did not submit the treatise
to the Academy by April 9, 1777, as the original minutes of the Academy
run as follows (7]:

(23¢) Mercredt 9. avril 17772

M. T'abbé Rochon (a 16} un mémoire sur les micrométres objectifs.
de son invention.

(27¢) Mercredi 8. avril 1777.

M. P'abbé de Rochon a commencé la lecture de son mémoire sur les
micrométres objectifs.*
(28¢) Samedi 26. avril 1777.

M. abbé Rochon a continué la lecture de son mémoire sur les micro-
métres objectifs.®
(31¢) Mercredi 7. Mai, 1777.

M. I'abbé Rochon a continué la lecture de son mémoire sur les micro-
metres.

(32¢) Samedi 10. Mai 1777.

M. Leroy a I un mémoire de M. I'abbé Boscovich, sur les micro-
métres objectifs.

(34¢) Vendredi 16. Mai 1777.

M. Leroy a l&i un mémoire de M. I’abbé Boscovich, sur les micromeé-
voix et 11 a été décidé quon écrirait & M. I'abbé Boscovich pour savoir
si son intention est que I’Académie prononce sur son mémoire,

(35%) Mercredi 28, Mai 1777,

l. J'ai &% deux lettres de M. 'abbé Boscovich en reponse a celle qui

jai ¢té de lui écrire.

* Assemblée publique.

»a Hi« Is in brackets.

Lalande was present.

5 Lalande was present.

5 it was Condorcet who read these letters.



2. M. le chevalier de Borda a 10 une déclaration de M. I'abbé Fon-
tana, relativement a4 cet object: on a .été¢ nommé des commissaires avec
MM. de Borda. Bézout, Vandermonde et Cassini {ils.

(38%) Samcdi 7. juin 1777.

1. M. de Borda a It une lettre du P. Boscovich sur les micrométres, M.
I'abbé Rochon a demandé qu’on comnimiquat ses mémoires au P. Bosco-
vich.

2. M. I'abbé Rochen a fini 'écrit suivant.’

According to these minutes, Rochon started reading his treatise only
on April 23, 1777, and finished it on June 7, 1777. From the minutes it
also follows that the last part of the treatise as read on June 7, 1777,
differs from the corresponding part of the treatise published in 1780.

Taking everything into consideration, our opinion on the dispute bei-
ween Boskovié¢ and Rochon would be as follows:

1. There is no doubt whatever that Bo$kovié was the first to introduce
the application of an achromatic glass prism, which partly covers the
opening of the object glass of a telescope in order to produce the image
of two different points in one place in the ficld of vision of the telescope
(Figure 1). By moving the prism along the telescope between its ohject
glass and focus, the points whaose images are seen in one place of the
field of vision of the telescope are changed.

Rochon, on the other hand, for this purpose uses prisms of rock crystal,
making use of the properties (double refraction} of rock crystal for the
production of a double image. Rochon in his early constructions revolves
these crystal prisms circularly round each other and later moves them
along the axis of the telescope.

The difference between the ideas and consiructions of the two scien-
tists is striking.

These obvious differences were completely ingnored by the Academy
of Science of Paris and thus a great injustice was done to Bogkovié.

2. The use of two achromatic glass prisms which by circular rotation
one round the other produce the images of different points in one place
in the field of vision of the telescope Rochon announced to the Academy
of Science on April 9, 1777. The same principle, described in detail with
theoretical explanation, was contained in the treatise Bofkovié¢ submit-
ted to Minister Sartine on May 7. 1777. Comparing these two dates it
would seem that Rochon had a priority of 28 days.

" M. I'abbé Rochon a fini la lecture de son mémoire sur les micrométres objectifs
et les doubles refractions.
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But it is nccessary to consider that priority carcfully because of the
following reasons:

a) Rochon announced the reading of his treatise on April 9, 1777, and
began to read it on April 23. He continued the reading on April 26 and
May 7. and concluded it on June 7, 1777. 1t is impoussible to establish
when the part dealing with the use of two glass prisms was read.

b) The treatise was published only in 1780, with a note to the effect
that it was read on April 9, 1777, at an open session of the Academy of
Science of Paris, but the minutes of the session show that this is not truc.

¢) In the form in which the treatisc was published in 1780, in the
»Histoire de I’Académie Royale, pp. 64-68, the part dealing with glass
prisms is on pages 67 and 68, that is, at the end of the treatise. ‘Accordin-
gly, this part could not have been read before May 7, 1777.

1t is quite obvious that Rochon’s priority is very doubtful, particularly
from a legal point of view.

Namely, Boskovié submitted the completed treatise on May 7, 1777,
without any subsequent changes and additions, whereas Rochon com-
pleted his only at the last reading at the session of June 7, 1777.

Rochon’s priority stands only because it‘is impossible to establish
beyond doubt when he read the part dealing with the use of glass prisms.
But that certainly could not have occurred before April 28, 1777, because
on that day Rochon began reading his treatise.

It becomces obvious that the commission came to its decision without
due consideration of facts, thus doing BoSkovi¢ a great injustice.

But even our conclusion is not favourable for BoSkovié as it gives
Rochon a priority of a few days.

However, Boskovi¢ can be fully satisfied, because all constructors (as
far as we know) making use of glass prisms for this purpose acknowledge
only Boskovié as the inventor of these constructions.

To mention only the more prominent names — Rodolphe Bosshardt,
outstanding constructor of surveying instruments; our contemporary,
Albert Konig-Horst Kéhler, scientific adviser of the firm Zeiss, Jena:
Deumlich-Seyfert and O. Eppensteib, well-known authors and theore-
ticians specialized in constructions of optical surveying instruments, par-
ticularly telescopes.

Accepted for publication on May 3, 1967, in the Section for mathematical, physical
and techwical sciences, Yugoslav Academy in Zagreb.
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Vivim Nic¢E

DIE GEMEINSAMEN KONGRUENZEN
DER VIER STRAHLKOMPLEXE
EINES POLARRAUMBUSCHELS

EinrUHRUNG: Durch ein Polarraumbischel sind, wie bekannt, vier
Strahlkomplexe bestimmt und ithm zugeordnet. Das sind: 1) Der qua-
dratische tetraedrale Basiskomplex, dessen Haupttetraeder das Auto-
polartetraeder dieses Polarraumbiischels ist, 2) der kubische Majcensche
Strahikomplex, 3) der Normalenkomplex der Inzidenzflachen dieses
Polarraumbiischels, der achten Grades ist, und 4) der kubische Komplex
der kiirzesten Tangentialwege zwischen diesen Inzidenzflichen {der
Tangentialkurzwegekomplex).

Es seien das Polarraumbiischel mit (I1.), das Buschel seiner Inzidenz-
flichen ¢ mit I1,, und seine vier Strahlkomplexe mit (TK), (MK),
(NK) und (RK) bezeichnet. Die Grundkurve 4. Ordnung 1. Art des
Inzidenz{lichenbiischels 1. sei mit ¢* bezeichnet. Jeder dieser vier Kom-
plexe wurde in bisherigen Arbeiten einzeln, mit seinen wichtigsten
Figenschaften, bearbeitet. Nur in der Arbeit »Uber neue Eigenschaften
der Biischel und der Bindel polarer Ralime« wurde der gemeinsame
Strahlort (Kongruenz) des quadratischen tetracdralen und des kubischen
Majcenschen Komplexes betrachtet, und die Ordnung der Fliche der
stetigen quadratischen Punktmenge, der den Strahlen dieses gemein-
samen Strahlortes zugeordneten Raumpunkte, bestimmt. In dieser Arbeit
haben wir die Absicht weitere filnf durch je zwei der erwihnten Strahl-
komplexe bestimmten Strahlkongruenzen zu betrachten. Selbstverstdnd-
lich werden auch die geometrischen Urter der den Strahlen dieser Kon-
gruenzen zugeordneten Punkte beziiglich beider seiner Komplexe er-
forscht und betrachtet.

Es ist offensichtlich, dass die betrachteten Kongruenzen auch imagi-
nére Teile haben konnen, da zwei Komplexstrahlkegel in jedem.Raum-
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punkt sich auch in Paaren konjugiert imagindrer Erzeugenden durch
dringen kénnen. Diese imagindren Teile werden wir in dieser Arbeit
nicht speziell betrachten, da dics allen Aussichten nach mit synthetischen
Mitteln nicht leicht ausfiihrbar wire. Uber einige spezielle reelle Teile
der vier erwidhnten Komplexe und ihrer gemeinsamen Kongruenzen
wird etwas spdter gesprochen.

Die durch die Strahlkomplexe I = (TK), 1l = (MK), [l = (NK) und
IV = (RK) bestimmten Kongruenzen bezeichne man mit [ — I = (TM)
I—1 = (TN), I —1V = (TR), I — I = (MN), Il — IV = (MR) und
I — IV = (NR). Die Kongruenz (I M) wurde schon in der vorher er-
withnten Arbeit betrachtet, braucht also hier nicht in Betracht gezogen
zu werden, Als nichste wiire also die (TN) Kongruenz des tetraedralen
Komplexes und des Normalenkomplexes der Inzidenzflichen an der
Reihe.

Bevor wir aber die aufgezihlten geometrischen Erzeugnisse ndher zu
betrachten beginnen, miissen wir uns zuerst mit einigen Eigenschaften
der vier erwihnten, einem Polarraumbische! zugeordneten Strahlkom-
plexen beschiftigen, besonders mit denjenigen Eigenschafien, die mit
der unendlich fernen Ebene verbunden sind.

Die unendlich fernen Strahlen des (TK) Komplexes hiillen eine
Kurve 2. Grades ein, und die ihnen durch diesen Komplex zugeordne-
ten Punkte bilden die bekannte kubische Mittelpunktkurve %* der Inzi-
denzfldchen on.

Jede Gerade des Raumes bertthrt, wic bekannt, zwei Flichen eines
Flachenbuschels 2. Grades, und das gilt offenbar auch fiir die unend-
lich fernc Geraden. Jede Gerade der unendlich fernen Ebene beriihrt
also zwei Inzidenzflichen ¢, des Biischels IT.. Auf Grund der bekann-
ten Decfinition des Majcenschen kubischen (MK) Komplexes gehiren
daher alle Geraden der uncndlich fernen Ebepe dem (MK) Komplex
als Strahlen an. Da diese Strahlen unendlich fern zwei Inzidenzflichen
¢ berithren, miissen sie als zweideutige singuldre Strahlen des (MK)
Komplexes betrachtet werden.

Drei [lichen des Inzidenzflichenbiischels I, beriihren die unend-
lich ferne Ebene. Da sich in dieser Ebene der absolute Kegelschnitt be-
findct, sind die unendlich fernen Berithrungsgeraden dieser drei Flichen
auch deren »Normalen«. Also, die Strahlen-der drei erwihnten Tan-
gentenbiischel 1. Ordnung in der unendlich fernen Ebene sind Strahlen
des diesem Polarraumbiischel (I7:) zugcordneten (NK) Komplexes.
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Die Bestimmung des Grades des (NVK) Komplexes wurde in der Arbeit
»Normalenkomplex der Flichen eines Flichenbiischels 2. Grades« mit-
tels der Klasse 8 der Finhithllungskurve der in einer Ebenc licgenden
Strahlen des (NMK) Komplexes durchgefiihrt. Jeder unendlich ferne
Punkt in diescr Ebene enthielt finf dieser Strahlen, daher war die
unendlich ferne Gerade eine dreifache Berlihrungsgerade dieser Kurve
8. Klasse. Jede uncndlich ferne Gerade ist also ein dreideutiger Strahl
des (NK) Komplexes. Diese Tatsache kann auch aufl folgende Weise
bewiesen werden: Die Normale einer Fliche in einem ihrer Punkte P
enthilt den unendlich fernen Pol der unendlich fernen Geraden der
Beriihrungsebene dieser Fliche in dicsem Punkt, heziiglich des abso-
luten Kegclschnittes. Selbstverstandlich kann sich der Puskt P auch
unendlich fern befinden.

Es sei p* eine unendlich ferne Gerade, und ihr unendlich ferner Pol
beziiglich des absoluten Kegelschnittes sei mit /** bezeichnet. Jedem
Punkt R. der Geraden p” ist eine Polare rx beziglich des absoluten
Kegelschnittes zugeordnet, die den Pol P# enthilt. Jede dieser Polaren
ra beruthrt zwei Ilichen ¢« des Inzidenzflachenbiischels IT, in Punkten,
die mit B, B2 bezeichnet sein. Offenbar ist die Gerade r. die ge-
meinsame unendlich ferne Gerade der Beriihrungsebenen dieser zwei
Inzidenzflichen ¢ in ihren Punkten B, B2, also sind die unendlich
fernen Verbindungsgeraden P7 B!, P*B?  die Normalen dieser zwei
Flichen ¢, in ihren Punkten B!, B2. Wie bekannt bilden die Punkte-
paare B . B2 auf allen den Pol enthaltenden Polaren 7. eine Kurve
3. Ordnung [1]. die die Gerade p* in drei Punkten schneidet. Es gibt
also auf der Geraden f drei Punkte R, . fiir die einer der Punkte des
thnen zugeordueten Punktepaares B, B2 auf dieser Geraden licgt.
Die Gerade p7 ist also eine Normale dreier Inzidenzilichen ¢ in ithren
auf dieser Geraden liegenden Punkten. Jede unendlich ferne Gerade
ist also ein dreideutiger Strahl des (NK) Komplexes in jedem Polar-
raumbiischel (11,).

Es sei weiterhin p der im (7K) Komplex einem Raumpunkt 7 zu-
geordnete Strahl. Findet man auf der unendlich fernen Geraden der
Ebene (£p) den dem unendlich fernem Punkt P* der Geraden . be-
ziiglich des absoluten Kegelschnittes konjugierten Punkt P, so ist die
Verbindungsgerade der Punkte P, P* der dem Punkt P im (RK) Kom-
plex des Polarraumbiischels (I1,) zugeordnete Strahl [2]. Befindet sich
der Punkt P unendlich fern, dann licgt uncndlich fern auch der diesem
Punkt im (RK) Komplex zugeordnete Strahl.
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Die den Punkten einer unendlich fernen Geraden zugeordncte Strah-
len im (7K) Komplex bilden ein Erzeugendensystem einer Regelfliche
2. Grades, die durch diese unendlich ferne Gerade in zwei Punkten
geschnitten wird. Auf Grund des vorher Erwihnten ist also diese un-
endlich ferne Gerade cin doppeldeutiger Strahl des (RK) Komplexes.
Da die unendlich ferne Gerade ganz beliebig angenommen werden
kann, gilt, dass alle Geraden der unendlich fernen Ebene Strahlen des
(RK) Komplexes in jedem Polarraumbiischel (//,) des Raumes sind.

1. Die (TN) Kongruenz des tetraedralen und des Normalenkomplexes
des Polarraumbiischels und einige threr Eigenschaften. Der tetraedrale
Strahlkomplex eines Polarraumbiischels ist, wic bekannt, vom Grad
zwel, wihrend sein Normalenkomplex vom Grad acht ist. Die gemein-
same (TN) Kongruenz miisste also den Grad sechzehn haben. Da aber
alle Geraden der Hauptpunkte eines Polarraumbiischels Strahlen seines
tetraedralen Basiskomplexes und seines Normalenkomplexes sind, ge-
héren also auch die vier Strahlenbiindel der Hauptpunkte dieser Kon-
gruenz an. Wegen dieser Ausartung in vier Strahlblindel, die nicht in
Betracht gezogen werden, hat also die (I'N) Kongruenz die Ordnung
12 und die Klasse 16.

Jedem Strahl dieser (1 N) Kongruenz ist ein Punkt durch den tetrae-
dralen Basiskomplex, und ein weiterer durch den Normalenkomplex
zugeordnet. Jede dieser zwei stetigen quadratischen Raumpunktmen:
gen bildet eine Fliche, die wir jetzt nidber untersuchen werden.

Die den Punkten einer Ebene zugeordneten Strahlen mn tetraedralen
Basiskomplex (TK) eines Polarraumbiischels (II.) bilden, wie bekannt,
cine Kongruenz 1. Ordnung 3. Klasse, dic von den Bisekanten der
durch die Pole dieser Ebene beziglich aller Inzidenzflichen bestimmten
Raumkurve 3. Ordnung gebildet wird.

Die Fusspunkte der in einer Ebene liegenden Strahlen des Norma-
lenkomplexes cines Polarraumbiischels bilden eine Kurve 3. Ordnung,!
und die Fusspunkte der einen Raumpunkt enthaltenden Strahlen dieses
Normalenkomplexes, die einen Kegel 8. Grades bilden, tiegen auf einer
Raumkurve 9. Ordnung [8}. Auf Grund dieser zwei Eigenschaften folgt,
dass diejenigen Strahlen des Normalenkomplexes cines Polarraum-
biischels, deren Fusspunkte in einer Ebene 7 liegen, eine Strahlkon-
gruenz 9. Ordnung 3. Klasse bilden? Also, jeder Punkt des Raumes,

i Siehe [1] S. 49.
t Siche {3] S. 265.
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ausser den Punkten der Ebene 1, enthélt neuc Strahlen des (VK) Kom-
plexes, deren zugeordnete Fusspunkte in der Ebene 7 liegen, und in
jeder Ebene des Raumes, ausser der Ebene 7, liegen drei Strahlen des
(NK) Komplexes, deren zugeordnete Fusspunkte in der Ebene 7 sind.
Die in der Ebene 7 liegenden Strahlen des (NK) Komplexes hiillen eine
Kurve 8. Klasse ein, und die diesen Strahlen zugeordneten Fusspunkte
bilden, wie eben erwihnt, eine Kurve 3. Ordnung.

Es sei durch die Punkte einer Ebene 7 eine derartige Strahlkongruenz
9. Ordnung 3. Klasse in unserem Polarraumbiischel (I1,) gegeben. Der
tetraedrale Basiskomplex dieses Polarraumbiischels ist, wie bekannt,
vom Grade 2. Dieser tetraedrale Strahlkomplex und die beschriebene
Strahlkongruenz 9. Ordnung 3. Klasse haben also eine Regelflache
vom Grad 2 (9 + 3) = 24 gemeinsam, deren Erzeugende Strahlen unserer
(IT'N) Kongruenz sind. Die Ebene 7 schneidet offenbar dicse Regelfliche
in einer Kurve 24. Ordnung. Da aber die {TN) Kongruenz von 16.
Klasse ist, also in der Ebene 7 sich 16 Strahlen dieser Kongruenz befin-
den, deren durch den (NK) Komplex zugeordnete Punkte auch in dieser
Ebene liegen, sind auch diese Strahlen die Frzeugenden der erwihnten
Regelfidche 24. Grades. Die Schniitkurve der Ebene 7 und dieser Re-
gelftiache 24. Grades zer[dllt also in diese 16 Strahlen und in eine Kurve
8. Ordnung. Die durch den (VK) Komplex den Erzeugenden der er-
wihnten Regelfliche zugeordneten Punkte bilden also in der Ebene ¢
einc Kurve 8. Ordnung. Da die Ebene 7 im Raum ganz beliebig an-
genommen war, gilt offensichtlich dasselbe {ir jede Ebene des Raumes.
Den zweidimensionalen stetigen geometrischien Ort der durch den Nor-
malenkomplex (¥K) den Strahlen der (I'N) Kongruenz zugeordneten
Fusspunkte, schneidet also jede Fbene des Raumes in einer Kurve 8.
Ordnung. Es gilt also folgende Satz:

Die den Sirahlen der {TN) Kongruenz durch den betreffenden Nor-
malenkomplex zugeordneten Fusspunkie bilden eine Fliche 8. Ordnung.

Man bezeichne diese Fldche mit F 2. Der eben erwdhnte Satz kann
auch auf folgende Weise ausgesprochen werden:

Im (TK) Basiskomplex cines Polarraumbiischels befindet sich immer
cine Strahlkongruenz 12. Ordnung 16. Klasse, deren jeder Strahl eine
Normale einer Inzidenzfliche dieses Polarraumbiischels ist. Die Fuss-
punkie dieser Normalen bilden eine Fliche 8. Ordnung.

Da die Normalen einer Fliche 2. Grades eine Kongruenz 6. Ordnung
2. Klasse bilden, bilden diejenigen Normalen jeder Inzidenzfliche ¢
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des Biischels I1.. die auch Strahlen des ([ K) Komplexes sind, cine Re
gelfliche 2 (6 + 2) = 16. Grades. Die Fusspunkte dieser Erzeugenden
bilden offenbar eine Raumkurve 16. Ordnung, die die Durchdringungs-
kurve der betrefienden Inzidenziliche ¢ und der erwihnten Flache §.
Ordnung ist. Diese Raumkurve 16. Ordnung ist auch cine Hilfte der
Durchdringungskurve dieser Inzidenzfliche ¢ und der Erwahnten Re-
gelfliche 16. Grades, die offenbar 32. Ordnung ist und in zwei Teile
16. Ordnung zerfdllt.

Die beschriebene Fliche 8, Ordnung enthilt die Grundkurve ¢! des
inzidenzflichenbuschels II; nicht, da dic den Punkten dieser Grund-
kurve im (TX) Komplex zugeordneten Sirahlen die Tangenten dieser
Raumkurve ¢* sind, withrend im (VK) Komplex diesen Punkten die
Normalen dieser Raumkurve in diesen Punkten zugeordnet sind.

Dic den Punkten der im Raum beliebig angenommenen Ebene 7 zu-
geordneten Strahlen im (TK) Komplex unseres Polarraumbischels (I15)
bilden, wic bekannt, eine Kongruenz 1. Ordnung 3. Klasse. Jeder Punkt,
ausser den Punkten der Ebene 7, enthiilt also einen Strahl des (TK)
Komplexes dessen zugcordneter Punkt in der Ebenc r liegt, und in jeder
Ebenc des Raumes, ausser der Ebene 7, befinden sich drei Strahlen des
(TK) Basiskomplexes deren zugeordnete Punkte in der Ebene 1 liegen.

Die gemeinsamen Strahlen des Normalenkomplexes und dieser Kon-
gruenz bilden in dicsem Polarraumbiischel cine Regelfliche vom
§ {1 + 3) = 32-ten Grade, und alle Erzeugenden dieser Flache sind
also Strahlen unserer {TN) Kongruenz.

Man nchine in ciner Seitenebene des Haupttetraeders unscres Polar-
raumbiischels (II.) eine Gerade g, und betrachte die den Punkien dieser
Geraden zugeordneten Strablen im (7K) Komplex dieses Polarraum-
biischels. Die dicsen Punkten i (7K) Komplex zugeordneten Strahlen
bilden, wie hekannt, einen Kegel 2. Grades, dessen Spitze sich in dem
dieser Seitenebene gegentiberliegendem Scheitel dieses Hauptietraeders
befindet. Man weiss aber weiterhin, dass die Geraden der Scheitelpunkte
des Haupttetraeders auch als Strahlen des (VK) Komplexes betrachtet
werden kinnen. Da die beliebig angenommene Ebene 7 die vier Seiten-
ebenen des Haupttetracders in vier Geraden schneidet, zerféllt also die
eben crwihnte Regelflache 32. Grades in vier Kegel 2. Grades und in
cine Regelfliche 24. Grades. Die Erzeugenden dieser Regelfliche sind
dicjenigen Strahlen der (7N) Kongruenz, deren durch den (TK) Kom-
plex zugeordnete Punkte in der Ebene 7 liegen und eine stetige Punkt-
reihe, also eine Kurve bilden. Diese Kurve wird die Schnittkurve der
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Ebene v und des geometrischen Ortes (der Iliche) der den Strahlen der
(TN) Kongruenz durch den (/K) Komplex zugeordneten Punkte sein,
und die Ordnung dieser Kurve wird offenbar der Ordnung des er-
wihnten geometrischen Ortes gleich scin.

Wie ecrwihnt, bilden die den Punkten der Fbene t zugeordneten
Strahlen des (TK) Basiskomplexes eine Kongruenz 1. Ordnung 3. Klasse,
die durch die Bisekanten der Polraumkurve 3. Ordnung der Ebene 7
beziiglich der Tnzidenzflichen ¢. des Biischels /I, gebildet ist. Die
erwidhnte Regelfliche 24. Grades enthilt also diese Raumkurve 3.
Ordnung. Da ferner die (TN) Kongruenz 12. Ordnung ist, muss die
eben erwihnte Raumkurve 3. Ordnung eine 12-fache Kurve unscrer
Regelflidche 24. Grades sein. Man betrachte in der Ebene 7 eine beliebige
Gerade p. Dic den Punkten dieser Geraden p im ({K) Komplex zu-
geordneten Strahlen bilden, wie bekannt, eine Regelfliche 2. Grades,
die die eben erwidhnte Raumkurve 3. Ordnung enthilt, weil die Gerade
p in der Ebene 7 liegt. Die Durchdringungskurve dieser Regelfliche 2.
Grades und unserer beschriebenen Regelfliche 24, Grades ist offenbar
einc Raumkurve 48. Ordnung. Da dic 12-fache Raumkurve 3. Ordnung
schon ein Teil 36. Ordnung dieser Durchdringungskurve 48. Ordnung
ist, muss also noch ein Teil von 12. Ordnung dieser Durchdringungs-
kurve bestehen und gefunden werden.

Auf Grund unserer Betrachtungen sahen wir, dass die Erzeugenden
der erwithnten Regelfliche 2. Grades und unserer Regelfliche 24, Gra-
des Bisekanten der heschriebenen Polraumkurve 3. Ordnung der Ebene
¢ sind. Es kann also keine Erzeugende der Regelllache 2. Grades, ausser
in den Punkten der 12-fachen Raumkurve 3. Ordnung, die Regelfliche
24. Grades schneiden. Der gesuchte Durchdringungsteil 12, Ordnung
muss also als zerfallene Rammkurve aus 12 Geraden bestehen, dic offen-
bar die erwihnten Bisekanten sind. Es folgt also, dass es auf der Ge-
vaden p in der Ebene ¢ 12 Punkte gibt, deren zugeordnete 12 Strahlen
im ([K) Komplex auch Frzeugende der Regelfliche 24. Grades sind,
also auch als Strahlen zu der (TN) Kongruenz unseres Polarraum-
biischels (/1) gehoren. Die den Erzeugenden der Regelfliche 24. Gra-
des durch den (TK) Komplex zugeordneten Punkte bilden also in der
Ebene 7 eine Kurve, die mit der beliebig angenommenen Geraden p
zwolf Punkte gemeinsam hat, also von 12. Ordnung ist. Da im allge-
meinen Fall die drei sich mit den ihnen zugeordneten Punkten in der
Ebene befindenden Strahlen des (1K) Komplexes nicht auch Strahlen
des (NK) Komplexes sein kinnen, gilt folgender Satz:

199



Die den Strahlen der {[TN) Kongruenz eines Polarraumbiischels durch
den (TK) Komplex dieses Biischels zugeordneten Punkte bilden einc
Fliche 12. Ordnung.

Es sei diese Fliache mit F; bezeichnet. Die den Geraden der Haupt-
punkte des Polarraumbischels ({1.), als den gemeinsamen Strahlen des
(TK) und des (VK) Komplexes, durch den (7K) Komplex zugeordneten
Punkte liegen in den Seitencbenen des Haupttetraeders.

Die Fliche F%, der Punkte die den Strahlen der (TN) Kongruenz
durch den (HK) Komplex zugeordnet sind, ist 8. Ordnung, wihrend
die Fliache F ;' der durch den (TK) Komplex zugeordneten Punkte, wie
wir eben sahen, von 12. Ordnung ist. Diese zwei Flachen durchdringen
sich also in einer Raumkurve 96. Ordnung, die mit 1 bezeichnet sei.
Die je einem Punkt dicser Raumkurve in den (7K) und (¥K) Kom-
plexen zugeordnete Strahlen sind offenbar Strahlen der (TN) Kon-
gruenz, also beide Strahlen gleichzeitig Strahlen dieser beiden Kom-
plexe. Man nehme auf der Kurve 1% eincn Punkt, der auf der Fliche
Ffy mit 7, und auf der Flache F%, mit N bezeichnet sci. Die in der
Kongruenz (TN) durch die Komplexe (7K} und (NK) dem Punkt
T = N zugeordneten Strahlen seien mit ¢ und n bezeichnet. (Die Ge-
rade » enthilt den Punkt 7 = N, und die Gerade ¢ nicht) In jeder
dieser Geraden befindet sich noch eine dem anderen Komplex zu-
geordnete Gerade n, und ¢,. Also ist #» = ¢; und ¢ = n, . Die den Punkt
T = N enthaltende und auf der Geraden n = ¢, senkrecht stehende
Ebene bezeichne man mit «. Das ist die Beriihrungsebene in diesem
Punkt der diesen Punkt enthaltenden Inzidenzfliche ¢ des Baschels 17, .
Die dem Punkt 7 im (7K) Komplex zugeordnete Gerade ¢ liegt, wic
bekannt, in der Ebene @, und auf dieser Geraden liegt offenbar auch
der dem Strahl ¢, durch den (7K) Komplex zugeordnete Punkt 7,. Da
aber der Strahl ¢ auch Strahl », des (NK) Komplexcs ist, muss der Fuss-
punkt N, dieses Strahles sein Schnittpunkt mit der Ebcne (¢, T,) sein,
da diese Ebene die Beriihrungsebene ciner neuen Inzidenzfliche ¢ des
Biischels im Punkt 7, ist. Da ferner diese Ebene normal auf dem Strahl
ny steht, muss 7, =N, und t=n, L T/ N=TN, Lt =n sein. s
folgt also, dass sich der Punkt 7, = N, auch auf der Raumkurve 1%
befinden muss, und dass die Punkte 7, = N, und T = N eineindentig
involutorisch zugeordnet sind. Jedem Polarraumbiischel ist eine- der-
artige Raumkurve 96. Ordnung zugeordnet, die durch dasselbe auch
bestimmt ist.
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I1. Die gemeinsame (TR) Kongruenz des einem Polarraumbiischel
zugeordneten telraedralen Basiskomplexes und des Komplexes der kiir-
zesten Tangentialwege seiner Inzidenzflichen.

Wic vorher erwdhnt werden wir diese Strahlkongruenz mit (TR) be-
zeichnen. Da der tetraedrale Basiskomplex quadratisch, und der Tan-
gentialkurzwegekomplex kubisch ist, miisste die (7R) Kongruenz 6
Grades sein, wenn sie keine zerfallencn Teile enthiclte, die man ausser
Betracht lassen wollte. Der cinem Raumpunkt zugeordncte Strahl in
dem (RK) Tangentialkurzwegekomplex ist, wie bekannt, die kirzeste
Transversale der diesem Punkt zugeordneten Strahlen im tetraedralen
Basiskomplex und im Normalenkomplex dessclben Polarraumbischels.
Da die Geraden der Hauptpunkte des Polarraumbiischels Strahlen des
tetraedralen Basiskomplexes und des Normalenkomplexes sind. folgt
auf Grund der eben erwihnten Eigenschaft eines Polarraumbiischels,
dass die Geraden der Hauptpunkte auch Strahlen des diesem Polarraum-
bitschel zugcordneten Tangentialkurzwegekomplexes sind. Die (TR)
Kongruenz zerfdllt alsv in die vier Strahlenbiindel der Hauptpunkte
und in eine Kongruenz 2. Ordnung 6. Klasse.

Die Bisckanten der Grundkurve ¢f des Inzidenzflachenhiischels 11a
hilden eine Kongruenz 2. Ordnung 6. Klasse. Da aber diese Bisckanten
keine Strahlen des {7K) Komplexes sein konnen, handelt es sich offen-
bar hier nicht um dieselbe Kongruenz. Die den Strahlen dieser Kon-
grucnz durch den (TK) Komplex zugeordneten Punkte hilden cine
Flache, und die ihnen durch den (RK) Komplex zugeordneten Punkte
bilden eine andere Fliche. Auf Grund der bekannten Eigenschaften des
(TK) und des (RK) Komplexes ist leicht zu heweisen. dass diese zwei
Flachen zwel verschiedene Flachen sind, die nicht zusammenfallen
konnen. In unseren weiteren Betrachtungen werden nur die Strahlen
des nicht zerfallenen Teiles der Kongruenz (TR) 2. Ordnung 6. Klasse
umfasst.

Finem Raumpunkt P sei im (1K) Komplex des Polarraumbiischels
(I1.) der Strahl p zugeordnet. Die Flachen ¢, des Inzidenzflichen
bitschels I7, schneidet, wic bekannt, der Strahl p in Punktepaaren einer
involutorischen Punktreihe, und auf Grund ciner weiteren Eigenschaft
folgt, dass die zwei Verbindungsgeraden des Punktes P mit je einem
Punktepaar dieser involutorischen Punktrethe in Punkten dieses Paares
eine Inzidenzfliche ¢ des Bischels 17, berithren. In den Doppelpunkten
P,, P, dieser involutorischen Punktreihe aul der Geraden p, also in
thren zwei Berihrungspunkten mit je einer Inzidenzfliche ¢, des Bu-
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schels 11, fallen diese zwei Verbindungsgeraden in der Ebene (Fp)
zusammen. Diese Ebenc (£p), dic wie bekannt im Punkt P einc Fliche
@ des Inzidenztlachenbiischels 77, bertihrt, berithrt also in den Punkten
P, ., P, noch zwei weitere Inzidenzflichen des Buschels 71.. Auf Grund
dieser Betrachtungen folgt offensichtlich, dass dem Punkt P, dic Ver-
bindungsgerade PP,, und dem Punkt P, die Verbindungsgerade PP, im
(TK) Komplex zugeordnet sind. Die in der Ebene (Pp) aus dem Punkt
P auf dic Gerade p senkrecht gelegte Gerade r ist, wic bekannt, ein
Strahl des diesem Polarraumbiischel zugeordneten Tangentialkurzwege-
komplexes (RK)*. Die Gerade r berthrt offenbar die Inzidenztliche ¢
im Punkt P, und in ihrem Schnittpunkt Py mit der Geraden p noch cine
andere. Die zwei diese Gerade p enthaltenden Berihrungsebenen zweier
Inzidenzflichen des Bischels 17, sind offcnbar zwei verschiedene Ebe-
nen, die im allgemeinen Fall nicht zusammenfallen konnen. Ist aber die
Gerade p nicht nur ein Strahl des (1K) Komplexes, sondern auch ein
Strahl 7 des Tangentialkurzwegekomplexes (RK) desselben Polarraum-
biischels (II,), also p =7, miissen die Beriihrungspunkte Py, Py des
Strahles 7 mit den BerGhrungspunkten P,. P, des Strahles p zusam-
menfallen, da eine Gerade, die auf keiner der Flachen ¢4 liegt, im Raum
nur zwel Flichen des Buschels I1; berlihren kann. Da aber die Gerade
# = 7 auch Strahl des (TK) Komplexes bleibt, miissen die zwei die Ge:
rade 7 enthaltenden Berthrungsebenen in die gemeinsame Berihrungs-
ebene (Pp) der Beriihrungspunkte P,, P, zusammenfallen. Man sieht
also, dass der Ausgangspunkt 2 und der Endpunkt P, dieses kiirzesten
Tangentialkurzweges 7 zwischen zwei Flichen des Inzidenzflichen-
biischels in einer gemeinsamen Berithrungsebene dieser zwei Flachen
licgen. Fs gilt also folgender Satz:

In dem (RK) Komplex der kiirzesten Tangentialwege zwischen den
Flichen eines Flachenbiischels 2. Grades bestehl cine Kongruenz 2.
Ordnung 6. Klasse derartiger 'angentialkurzwege, deren beide End-
punkte in derselben gemeinsamen Beriihrungsebene der zwet betreffen-
den Flichen liegen.

Der der Geraden p = 7 durch den (TK) Komplex zugeordnete Punkt
P bleibt offenbar ausscrhalb der Geraden p = 7.

Die den Punkten einer Ebene /f in dem (RK) Komplex zugeordncten
Strahlen bilden, wie bekannt,* eine Kongruenz 7. Ordnung 5. Klasse.

3 Siche [2] S. 145,
¢ Siche [2] §. 159,
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Also jeder Punkt des Raumes, ausser den Punkten der Ebene j3, ent-
hélt 7 Strahlen des (RK) Komplexes, [Gr welche einer der zwei ihnen
zugeordncten Punkte in der Ebene J liegt, und in jeder Ebene des Rau-
mes, ausser der Ebene 3, liegen 5 Strahlen des (RK) Komplexes. fiir die
einer der zwei diesen Strahlen zugeordneten Punkte in der Ebene § liegt.
Die gemecinsamen Strahlen dieser Kongruenz und des (TK) Komplexes
bilden offenbar einc Regelfliche 2 (7+5) = 24. Grades, die sich in der
(1'R) Kongruenz befindet. In der Fbene £ belinden sich aber 6 Strahlen
der (TR) Kongruenz, deren durch den (RK) Komplex zugeordnete
Punkte auch in dieser Ebene licgen, so dass also diese sechs Strahlen
auch Erzeugende der erwihnten Regelflache 24. Grades sind. Die Ebene
# schneidet daher diese Regelfliche in einer Kurve 18. Ordnung und in
den 6 erwihnten Strahlen der (7R) Kongruenz. Da fur jede Ebene des
Raumes dasselbe gilt, folgt offenbar, dass jede Ebene des Raumes die
durch die den Strahlen der (TR) Kongruenz durch den (RK) Komplex
zugeordneten Punkte gebildete Fliche in einer Kurve 18. Ordnung
schneidet, also diesc Flache 18, Ordnung ist.

Im Zusammenhang mit der vorher ausgesprochenen Definition der
(I'R) Kongruenz kann aul Grund der letzten Betrachtungen das Aus-
fohrte auf folgende Weise ausgesprochen werden:

Dicjenigen kiirzesten Tangentialwege zwischen den Flichen eines
Fliichenbiischels 2. Grades. die in den beiden Endpunkten dieselbe Tan-
gentialebene der belreffenden wwei Fliachen haben, und dic wie erwdhnt
die betrachtete (TR) Kongruenz 2. Ordnung 6. Klusse bilden, haben
thre Endpunkte auf ciner Fliche 18. Ordnung

Man bezeichne diese Fliche mit %,  Nimmt man die Ausgangs-
punkte dicser Strahlen in einer Ebene, die. wie wir sahen, eine Kurve
18. Ordnung bilden, dann liegen die Endpunkte dieser Tangentialwege
auf einer Raumkurve 90. Ordnung. Man bekommt diese Zahl 90 auf
Grund der Tatsache, dass durch die zugeordneten Punktepaare auf je-
dem Strah! des (RK) Komplexes eine Raumtransformation 5. Ordnung
bestimmt ist.”

Diese Raumtransformation ist, wie bekannt, durch die hckannte in-
volutorische eineindeutige Zuordnung der Punktepaare auf jedem Strahl
des (RK) Komplexes bestimmt, und eine derartige mvolutorische Zu-

7 Siehe |21 5. 161,
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ordnung besteht offenbar auch zwischen den Punktepaaren auf der
Flache F%,, die durch dic Strahlen der (7R) Kongruenz verbunden
sind. In jeder Ebene des Raumes befinden sich offenbar 6 derartig zu-
geordnete Punktpaare.

Die Geraden der vier Hauptpunkte des Polarraumbiischels (I7.) sind
Strahlen der diesem Biischel zugeordneten (7K) und (RK) Xomplexe.
Da aber die durch den (RK) Komplex diesen Strahlen zugeordneten
Punktc sich in dicsen Hauptpunkten befinden, also nicht in der Ebcene
g liegen, kann keine Erzeugende der erwithnten Regelfliche 24, Grades
einen dieser vier Hauptpunkte enthalten.

Die den Punkten ciner Ebene £ zugeordneten Strahlen in dem (1K)
Komplex unseres Polarraumbiischels (11} bilden, wie schon erwihnt.
die bekannte Kongruenz 1. Ordnung 3. Klasse, die durch die Bisckan-
ten der kubischen Polraumkurve dieser Ebene gebildet ist. Die gemein-
samen Strahlen dieser Kongruenz und des Tangentialkurzwegekomple-
xes (RK) dieses Polarraumbiischels (I1,), der kubisch ist, bilden eine
Regelfliche vom 3 (3 + 1) = 12. Grade. Alle Erzeugenden dieser Re
gelfliche sind, offenbar, Strahlen der betrachteten (TR) Kongruenz, Es
ist aber hier notwendig hervorzuheben, dass die scchs in der Ebene g
liegenden Strahlen der (7R) Kongruenz nicht Erzcugende dieser Re-
gelfliche sind, weil die ihnen durch den (7K) Komplex zugeordneten
Punkte nicht in der Ebenc # liegen.

Die den Punkten einer Seitenebene des Haupttetraeders zugeordneten
Strahlen im (JK) Basiskomplex enthalten den dieser Seitenebene ge-
geniiber liegenden Eckpunkt dieses Haupttetraeders. Die den Punkten
der Schnittgeraden der Ebene f# mit einer der Seitenebenen des Haupt-
tetraeders zugeordneten Strahlen im {TK) Komplex hilden, wie schon
erwihnt, einen Kegel 2. Grades, mit dem Scheitel in dem dieser Seiten-
chene gegentiber liegenden Eckpunkt dieses Haupttetraeders. Also, die
Erzeugenden derartiger vier Kegel sind Strahlen auch des dem Bischel
{IL.) zugeordneten (TK) Komplexes, da die FEbene g die vier Seiten-
cbenen in je ciner Geraden schneidet. Innerhalb der erwihnten Regel-
flache 12. Grades befinden sich also auch derartige vier Kegel 2. Gra-
des. Da wir die die Hauptpunkte enthaltenden Strahlen der (TR) Kon-
-gruenz ausserhalb unserer Betrachtungen lassen wollen, bleibt im Rah-
men unserer Betrachtungen nur eine auf die beschriehene Weise der
Ebene 8 zugeordnete Regelfidche 4. Grades. Die den Erzeugenden dieser
Regelfliche, als Strahlen der (TR) Kongruenz, durch den (7K) Kom-
plex zugeordneten Punkte, bilden in der Ebene # die Schnittkurve dieser
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Ebcne mit derjenigen Fliche, die durch die den Strahlen der (7 R) Kon-
gruenz 2. Ordnung 6. Klasse durch den (TK) Komplex zugeordneten
Punkte gebildet ist.

Man nehme in der Ebene § cine beliebige Gerade p. Die den Punkten
dieser Geraden im (J/K) Komplex zugeordneten Strahlen bilden, wie
bekannt, ein Erzeugendcnsystem einer Regelfliche 2. Grades. Die vor-
her erwdhnte Regelfliche 4. Grades cnthilt dic Polraumkurve der
Ebcne g als zweifache Kurve, da sich die Komplexstrahlkegel des (TK)
und des (RK) Komplexes in jedem Punkt dieser Raumkurve in sechs
Erzeugenden durchdringen, von welchen vier je einen Hauptpunkt des
Polarraumbiischels (II,) enthalten, also nur die letzten zwei die Er-
zeugenden dicser Regelfliache 4. Grades sein konnen. Die eben erwdhnte
der Geraden p zugeordnete Regelfliche 2. Grades enthilt, offenbar,
auch die kubische Polraumkurve, da die Erzeugenden cines ihrer Er-
zeugendensystems Bisckanten dieser Raumkurve sind. Diese zwei Re-
gelflachen der kubischen Polraumkurve durchdringen sich in ciner Raum-
kurve 8. Ordnung. Da ein Teil dieser Durchdringungskurve die kubische
Doppelpolraumkurve ist, besteht irgendwo noch cin quadratischer Teil.
Da aber die Lrzcugenden der beiden dieser Regelflichen Bisckanten
der kubischen Polraumkurve sind, also keine der Erzeugenden ciner
dieser Flichen keine der Erzeugenden der anderen Fliche, ausser in
der kubischen Polraumkurve, schneiden kann, folgt, dass der erwdhnte
quadratische Restteil der Durchdringungskurve 8. Ordnung in  zwei
Bisekanten dieser kubischen Polraumkurve, also in zwei Geraden, zer-
fallen muss. Die diesen zwei Strablen der (TR) Kongruenz durch den
(TK) Komplex zugcordneten Punkte liegen auf der Geraden p, also
schneidet die Gerade p die Schuittkurve der Ebene f# mit der gesuch-
ten Flache in zwei Punkten. Also, jede Gerade des Raumes schneidet
die gesuchte Flidche in zwei Punkten, und deswegen gilt auch folgen-
der Satz:

Die den Strahlen der (I'R) Kongruenz durch den (TK) Komplex zu-
geordneten Punktc hilden cine Fliche 2. Ordnung.

Es sei diese Flache mit /'L, bezeichnet. Die unendlich fernen Strah-
fen des (7K) Basiskomplexes hiillen, wie bekannt, eine Kurve 2. Klasse
cin, sind aber auch Strahlen des (RK) Komplexes, da alle Geraden der
unendlich fernen Ebene als zweideutige Strahlen jedes (RK) Komplexes
betrachtet werden kionnen. Da die diesen unendlich fernen Strahlen der
(TR) Kongruenz durch den (7K) Komplex zugeordneten Punkte die
Mittelpunkte der Inzidenzfliachen ¢, sind, folgt weiterhin, dass die eben
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erwihnte Fliche 2. Grades die kubische Raumkurve £ der Mittel-
punkte der Inzidenzflichen . enthalten muss, also eine Regelfliche
2. Grades sein muss.

Die den Strahlen der (TR) Kongruenz durch den (RK) Komplex zu-
geordneten Punkte bilden, wie wir sahen, eine Fliche 18. Ordnung.
Diese und die eben erwihnte Flache 2. Grades haben also eine Raum-
kurve 36. Ordnung gemcinsam, deren Punkten jc ein Strahl der (TR)
Kongruenz durch den {7K) Komplex, und ein anderer durch den (RK)
Komplex zugeordnet sind. Diese beiden Strahlen gehéren aber dem
einen und dem -anderen dicser Komplexe als Strahlen an.

HI. Die gemcinsame Kongruenz (MN) des einem Polarraumbiischel
wugeordneten Majeenschen Komplexes und des Normalenkomplexes der
Inzidenzflichen dieses Polarrawmbiischels. Da der Majcensche Komplex
den Grad drei hat, und der Normalenkomplex vom Grad acht ist, hat
die gemeinsame Kongruenz dicser Komplexe, offenbar, den Grad 24

Wie wir in der Finfihrung dieser Arbeit gesehen haben, ist jede
unendlich ferne Gerade ein zweideutiger Strahl des kubischen Majcen-
schen (MK) Komplexes, und ein dreideutiger Strahl des Normalenkom-
plexes (MK) in jedem Polarraumbiischel unseres Raumes. Jede unend-
lich ferne Gerade des Raumes ist also ein sechsdeutiger Strahl der
betrachteten (MXN) Kongruenz. Lisst man diese unendlich fernen Strah-
len der (MN) Kongruenz ausserhalb unserer Betrachtungen, so befin-
den sich in jeder Ebene des Raumes nur 18 Strahlen dieser Kongruenz,
die also die Ordnung 24 und die Klasse 18 haben muss.

Wic bekannt, berithren die Strahlen des Majcenschen Komplexes je
eine Inzidenzfliche des Polarraumbischels unendlich fern. Es gilt also
das Folgende:

Diejenigen cigentlichen Normalen der Inzidenzflichen eines Polar-
raumbiischels, die je cine dieser Inzidenzflichen unendlich fern be-
riihrt, bilden eine Strahlkongruenz 24. Ordnung und 18. Klasse.

Es ist bekannt. dass dicjenigen Normalen der Inzidenzflichen eines
Polarraumbiischels, deren Fusspunkte in einer Ebene y liegen, eine
Strahlkongruenz 9. Ordnung 3. Klasse bilden. Diejenigen Strahlen
dieser Kongruenz, die je eine der erwihnten lnzidenzflichen ¢, un-
endlich fern beriihren, also Strahlen des (MK) Komplexes sind, bilden
eine Regelflache 3 (9 + 3) = 36. Gradces. Die Erzeugenden dieser Re-
gelfliche sind also auch Strahlen der (MXN) Kongruenz, deren durch
den (¥K) Komplex zugeordnete Punkte in der Ebene y liegen. Da dic
(MXN) Kongruenz 18. Klasse ist, befinden sich in der Ibene y 18 ihrer
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Strahlen, die auch Erzeugende der erwithnten Regelfliche 36. Grades
sind, da die ihnen durch den (NK) Komplex zugeordneten Punkte aut
diesen Strahlen, also in der Ebene ; liegen. Die Ebene » schneidet also
diese Regelfldche in 18 Erzeugenden und in einer Kurve 18. Ordnung
Da fiir jede Fhene des Raumes offenbar dasselbe gilt, hat jedes Po-
Jlarraumbiischel auch folgende Eigenschaft:

Die den Strahlen der (MN) Kongruenz durch den (NK) Komplex
zugeordneten Fusspunkte bilden eine Fliche 18. Ordnung.

Wie bekannt, bilden die den Punkten einer Ebene als Mittelpunkten
zugeordneten Strahlen des (MK) Komplexes eine Kongruenz 4. Qrdnung
2. Klasse. Fs sci durch dic Punkte dex Ebene eine derartige dicser Ebene
zugeordnete Kongruenz gegeben. Diejenigen Strahlen dieser Kongruenz.
die auch Strahlen des (NK) Komplexes desselben Polarraumbiischels
sind, bilden eine Regelfliche §(4 -+ 2) = 48. Grades, da der (NK)
Komplex 8. Grades ist. Auch die Erzeugenden dieser Regelfliche sind.
offenbar, Strahlen der diesem Polarraumbiischel zugeordneten (MAN)
Kongruenz. Aber auch diese Regelfliche 48. Grades hat in der Fbene
v 18 Erzeugende, da dic Kongruenz {MN) 18. Klasse ist, und die ibren
Strahlen durch den (MK) und durch den (VK) Komplex zugeordneten
Punkte sich auf diesen Strahlen befinden. Dic Ibenc - schneidet also
diese Regelfliche in diesen FErzcugenden und in einer Kurve 30.
Ordnung. Da dies (ir jede Ebene des Raumes gilt. gilt offenbar auch
folgender Satz:

Die den Strahlen der (MX) Kongruenz durch den {(MK) Komplex
zugeordnelen Mittelpunkic bilden eine Fliche 30. Ordnung.

Dieser Satz kann auch auf folgende Weise ausgesprochen werden:

Diejenigen Geraden des Raumes. die Strahlen des Majcenschen
Komplexes und des Normalenkomplexes cines Polarraumbiischels sind,
berithren die Inzidenzflichen dieses Polarrawmbiischels in einer ste-
tigen quadratischen Rawmpunktmenge. die eine Fliche 30 Ordnung
bildet.

Man bezeichne diese Fliche mit F¥,,. Auf Grund der Tatsache, dass
jede Gerade des Raumes zwei Inzidenzfldachen . beriihrt (ausser den
Tangenten der Grundraumkurve ¢*), und dass jeder Punkt des Raumes
nur eine Fliche ¢, enthilt, folgt, dass die Flichen F, und F ¥, keine
reelle Durchdringungskurve haben kénnen.

IV. Die Kongruenz (MR) der gemeinsamen Strahlen des Majeenschen
(MK) Komplexes und des (RK) Tangentialkurzwegekomplexes eines
Polarraumbiischels. Da der (RK) Komplex den Grad drei hat. und des-
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gleichen auch der Majcensche {MK) Komplex, miisste offenbar dic
Kongruenz (MR) den Grad 9 haben. Am Anfang dieser Arbeit sahen
wir aber, dass jede unendlich ferne Gerade ein zweideutiger Strahl des
einem Polarraumbiischel zugeordneten (MK} Komplexes und des diesem
Biischel zugeordneten (RK) Komplexes ist. Die (MR) Kongruenz 9.
Grades zerfdllt also in diescs vierdeutige unendlich ferne Strahlfeld
und in eine Strahlkongruenz 5. Klasse und 9. Ordnung.

Es muss aber bei diesen Betrachtungen auch das Folgende beriick-
sichtigt werden: Jede Gerade des Raumes berithrt nur zwei Flichen
eines Flichenbiischels 2. Grades. Auf den Strahlen des Majcenschen
Komplexes befindet sich ciner dieser zwei Bertihrungspunkte immer
unendlich fern, wihrend auf einem gewohnlichen Strahl des (RK)
Komplexes diese zwei Berithrungspunkte sich im Endlichen befinden.
Fallt also ein Strahl des dem Polarraumbiischel (1) zugeordneten
(MK) Komplexes mit einem Strahl des diesem Bischel (/1) zugeord-
neten (RK) Komplexes zusammen, muss auch der kiirzeste Tangential-
weg auf einem derartigen Strahle unendlich lang sein, resp. der diesem
Weg zugeordnete Endpunkt befindet sich unendlich fern. Hicraus folgt
offenbar, dass alle Tangentialwege eines derartigen endlichen Raum-
punktes unendlich lang, und dadurch gleich lang sind. Ein derartiger
Strahl der (MR) Kongruenz kann also nur in demjcnigen Fall bestehen,
wenn der einem endlichen Punkt P der im (7K) Komplex zugeordnete
Strahl unendlich fern liegt, oder wenn der einem Straht des (7K) Kom-
plexes zugeordnete Punkt sich unendlich fern befindet. In der (MR)
Kongruenz kommen also nur derartige Strahlen in Betracht. Man sieht
weiterhin auch, dass sich in der (MR) Kongruenz kein »richtiger« Strahl
des (RK) Komplexes befindet, aber alle ihre Strahlen als »richtige«
Strahlen des (MK) Komplexes betrachtet werden kénnen. Der erste der
erwihnten Fille tritt dann auf, wen sich der Raumpunkt P im Mittel-
punkt einer Inzidenzfliche ¢, des Buschels I7, befindet, da dann die
Polarehene dicses Pols P heziiglich dieser Inzidenztliche ¢, die unend-
lich fernc Ebene ist, also auch der dem Punkt P im (TK) Komplex zu-
geordnete Strahl unendlich fern liegt. Die dem Pol P in allen polaren
Réiumen des Biischels (/1) zugeordneten Polarebenen sind also parallel.
In diesem Parallelehenenbiischel enthidlt eine dieser Ebenen, etwa e,
den Punkt P, in dem sie die diesen Punkt P enthaltende Inzidenzfliche
des Biischels 17, beriihrt. Die diesen Punkt P in dieser Ebene & enthal-
tenden Geraden kénnen also als »unrichtige« Strahlen des dem Polar-
raumbiischel ({1,) zugeordneten (RK) Komplexes betrachtet werden, da
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alle Tangentialwege des Punktes P »gleich lang« sind, also auch den
kiirzesten enthalten. Ausserdem »schneiden« alle diese Tangentialwege
des Punktes P die unendlich ferne Gerade der Ebene ¢ »senkrecht«, als
den dem Punkt P im (TK) Komplex zugeordneten Strahl. Da aber alle
diese Geraden des Punktes P als »parallel« mit dem diesem Punkt im
(TK) Komplex zugeordneten unendlich fernen Strahl genommen wer-
den kénnen, und dabei unendlich fern je eine Fliche ¢« berithren, sind
sie, auf Grund der bekannten Definition des Majcenschen Komplexes,
richtige Strahlen des dem Bischel (1) zugeordneten kubischen Maj-
censchen Komplexes. Es konnen also alle derartige Geraden der Mit-
telpunkte der Inzidenzflichen ¢. als Strahlen der gemeinsamen Kon-
gruenz (MR) angenommen werden. Offenbar sind die Mittelpunkte der
Inzidenzflichen (die bekannte kubische Raumkurve) singulire Punkte
des Majcenschen Komplexes, da die diese Mittelpunkte enthaltenden
Strahlen nicht die bekannte Eigenschaft dieses Komplexes haben, nach
welcher jedem Raumpunkt nur ein Strahl dieses Komplexes zugeord-
net ist.

Die allen Mittelpunkten P, der Inzidenzflichen . auf die eben be-
schriebene Weise zugeordneten Ebenen ¢ bilden ein Ebenengewinde 5.
Ordnung, da dieses als Erzeugnis einer eineindeutig zugeordneten
Punktreihe 3. Ordnung und eines unendlich fernen Strahlenbiischels
2. Klasse betrachtet werden kann. Jede Ebene 8 des Raumes schneidet
die kubische Mittelpunktskurve der Inzidenzflachen ¢, in drei Punkten.
Jeder dieser drei Schnittpunkte enthilt einen in dieser Ebene ihm zu-
geordneten Strahl der (MR) Kongruenz. Da jeder Raumpunkt finf Ebe-
nen &, des erwihnten Ebenengewindes enthilt, enthdlt diesen Punkt
auch je ein Strahl der (MR) Kongruenz in jeder dieser fimf Ebenen.
Alle derartigen in den Ebenen ¢, des erwidhnten Ebenengewindes lie-
genden Strahlen der (MR) Kongruenz, abgesehen von den vierdeutigen
unendlich fernen Strahlen, bilden also eine Kongruenz 5. Ordnung und
3. Klasse. Es ist ersichtlich dass diese Kongruenz eine singulire Kon-
gruenz des (MK) Komplexes ist, die durch die »unrichtigen« Strahlen
des (RK) Komplexes gebildet wird.

Der Rest der gesamten (MR) Kongruenz, die 9. Ordnung und 5.
Kilasse ist, kann also hdchstens nur noch eine Kongruenz 4. Ordnung
und 2. Klasse sein.

Der jedem unendlich fernen Punkt P zugeordnete Strahl ¢ im (7K)
Komplex ist, wie bekannt, eine Bisekante der kubischen Mittelpunkt-
kurve k3 des Inzidenzflichenbiischels I7.. Alle diesen unendlich fer-
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nen Punkt P enthaltenden und den endlichen ihm zugeordneten Strahl
t im (TK) Komplex schneidenden Geraden sind, wie bekannt, Strahlen
des diesem Polarraumbischel (I1,) zugeordneten Majcenschen (MK)
Komplexes. Alle diese Strahlen des (MK) Komplexes sind parallel,
bilden also mit dem Strahl ¢ denselben Winkel, der mit » bezeichnet
sci. Diejenigen derartigen, einem unendlich fernen Raumpunkt zu-
geordneten Strahlen des (MK) Komplexes, die auf diese Weise den
ihnen zugeordneten Strahl ¢ des (TK) Komplexes rechtwinklig schnei-
den, konnen als »unrichtige« Strahlen des diesem Polarraumbiischel
{11,) zugeordneten (RK) Komplexes betrachtet werden, weil sie der be-
kannten Definition des (RK) Komplexes entsprechen, in der die einem
Raumpunkt zugeordneten Strahlen des (TK) Komplexes und des (RK)
Komplexes sich rechtwinklig schneiden.

Die den uncndlich fernen Punkten P, zugeordneten Strahlen ¢* in
der Bisekantenkongruenz der kubischen Raummittelpunktkurve &% schuoei-
den die unendlich ferne Ebene in einer quadratischen Punktmenge P,
die mit der ersten Punktmenge (P.) in dieser unendlich fernen Ebene
cine quadratische Transformation bilden.® Diejenigen zugeordneten
Punktpaare in diesen zwei kollokalen Punktfeldern, die auch beziglich
des absoluten Kegelschnittes konjugiert zugcordnet sind, sind solche
zugeordncte Punktpaare, bei denen die ihnen zugeordneten beschricbe-
nen Strahlen des {MK) Komplexes den ihnen zugeordneten Strahl ¢ im
(TK) Komplex senkrccht schneiden. Diecse Strahlen kénnen also als
»richtige« Strahlen des (MK) Komplexes und als »unrichtige« Strahlen
‘des (RK) Komplexes, resp. als Strahlen der (MR) Kongruenz, betrach-
tet werden.

Wie bekannt, liegen alle Strahlen des (MK) Komplexes in oo? sin-
guldren 8 Ebenen, und bilden in jeder dieser Ebene ein Biischel pa-
ralleler Strahlen. Die diesen Strablen durch den (MK) Komplex zu-
geordneten Mittelpunkte liegen in jeder dieser Ehene auf einem Strahl
des (TK) Komplexes, der eine Bisckante t* der kubischen Mittelpunkt-
kurve k% ist [4]. Diese Bisckantc ¢ ist als Strahl des (TK) Komplexes
dem unendlich fernen Scheitel 77 des erwihnten Biischels paralleler
Strahlen des (MK) Komplexes zugeordnet.

Da wir auf diese Weise alle Strahlen der (MR) Kongruenz in unsc-
ren Betrachtungen umfasst haben, folgt auf Grund aller dieser Be-
trachtungen und Schliisse auch folgender Satz:

¢ Siehe [1] S. 20.
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Dicjenigen Strahlen des (MK) Komplexes, die in den singuliren Ebe-
nen dieses Komplexes so parallel liegen, dass sie die Gerade t der
Mittelpunkte dieser Strahlen rechtwinklig schneiden, so dass man siz
auch als Strablen des (RK) Komplexes betrachten darf, kinnen hoch-
stens eine Strahlkongruenz 4. Ordnung 2. Klasse bilden.

Da dic Strahlen des (MK) Komplexes und des (RK) Komplexes die
Inzidenzflichen ¢, zweimal beriihren, so wie auch alle andere Geraden
des Raumes, miissen, wenn zwei derartige Strahlen zusammenfallen,
auch die beiden dieser Berthrungspunkte auf derartigen zusammenfal-
lenden Strahlen dieselben sein. Oder mit anderen Worten: Die den
Strahlen der (MR) Kongruenz durch den (MK) und durch den (RK;
Komplex zugeordneten Punkte sind dieselben zwei Punkte. Die zwei
durch derartige Punkte aul den Strahlen der (MR) Kongruenz gebif-
dete Flichen sind identisch. Also, die Flache F 2}, und dic Flache FF\f,
sind eine und dicsclbe Flache.

In unseren Ausfihrungen sahen wir, dass die Kongruenz (MR) 9.
Ordnung und 5. Klasse ist, und dass sie in eine Kongruenz (MR)!' 5.
Ordnung 3. Klasse und in cine Kongruenz (MR)? 4. Ordnung 2. Klasse
zerfillt. Die den Strahlen des (MR)! Kongruenzteiles durch den (MK}
Komplex zugeordneten Mittelpunkte, bilden, wie wir sahen, die kubi-
sche Mittelpunktkurve %3

Man nehme auch hier beliebig im Raum eine Ebene 7 an. Die den
Punkten dieser Ebene im (MK) Komplex zugcordneten Strahlen bilden,
wie bekannt, héchstens eine Kongruenz 4. Ordnung 2. Klasse. Die ge-
meinsamen Strahlen dieser Kongruenz und des kubischen (RK) Kom-
plexes bilden also eine Regelfliche 3 (4 -+ 2) = 18. (rades, deren Er-
zeugende die Strahlen der (MR) Kongruenz sind. Einige Lrzeugende
dieser Regelfliche gehéren als Strahlen zum Kongruenzteil (MR)! und
die anderen dem Kongruenzteil (MR)2. Dic allen Strahlen des (MA)!
Teiles durch den (MK) Komplex zugeordneten Punkte sind nur die
Mittelpunkte der Inzidenzflichen ¢u, also, wie schon erwihnt, die
Punkte der bckannten kubischen Mittelpunktkurve 2. Die jedem Punkt
dieser kubischen Raumkurve zugeordncete Strahlen des (MK) Komplexes
bilden, wie gezcigt, ein ebenes Strahlbiischel.

Die Ebene 7 schneide die kubische Raumkurve %% in den Punkten
Pi, P2, P3. Das Strahlenbiischel der (MK) Komplexstrahlen, in jedem
dieser Punkte schneidet die Ebene 7 in einem Strahl, der ein Strahl des
{MR)' Kongruenzteiles ist. Da die Ebene z nur dreil Punkte der Raum-
kurve k% enthilt, befinden sich also in dieser Fbene nur drei Strahlen
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des (MR)* Kongruenzteiles, die Erzeugende der erwihnten Regelfliche
18. Grades sind. Die jedem der drei Schnittpunkte P!, P2, P3 zugeord-
neten Strahlen der (MR) Kongruenz bilden, wie gezeigt, ein Strahlen-
biischel 1. Ordnung, also die Strahlen dieser drei Biischel sind auch
Erzeugenden der Regelfliche 18. Grades. Diese Regelfliche zerfillt
also in diese drei Strahlbiischel und in ecine Regelflache 15. Grades
Innerhalb des (MR)? Kongruenzteiles befinden sich also in der Ebene
v noch zwei seiner Strahlen, die den ihnen durch den (MK) Komplex
zugeordneten Punkt in dieser Ebene haben, also auch Erzeugende dieser
Regelfldche 15. Grades sind. Alle Erzeugenden dieser Regelfliche, die
nicht in der Ebene t liegen, gehéren also als Strahlen dem (MR)? Kon-
gruenzteil an. Da diesc Regelfliche 15. Grades in der Ebene 7 fiinf
ihrer Erzeugenden hat, schncidet sie diese Ebene in diesen Erzeugen-
den und in einer Kurve 10. Ordnung. Die den Punkten dieser Kurve
zugeordneten Strahlen (die »richtigen« im (MK) und die »unrichtigen«
im (RK) Komplex), sind diejenigen Strahlen des (MR)? Kongruenz-
teiles, die dic erwihnte Regelfliche bilden. Da dies fiir jede Ebene r
des Raumes gilt, sehen wir, dass die den Strahlen der (MR) Kongruenz
durch den (MK) Komplex zugeordneten Punkte eine Fliche FJ,=F [,
10. Ordnung bilden.

Wir sahen vorhin, dass die einen unendlich fernen Punkt enthalten-
den Strahlen der (MR)1, resp. der (MR)? Kongruenz, als parallele Strah-
lenbiischel in co! Ebenen liegen, deren durch den (MK) Komplex zu-
geordnete Punkte auf den Bisekanten #, der kubischen Mittelpunkt-
kurve %3 liegen, und dass die parallelen Strahlen jedes dieser Buschel
seine Bisekante rechtwinklig schneiden. Es folgt also, dass die Fliche
F¥. =F&, cine Regelfliche ist, die auch die kubische Mittelpunkt-
raumkurve k3 enthilt.

Alle diese die Erzeugenden ¢* dieser Regelfliche 10. Grades ent-
haltenden § Singuldrebenen des (MK) Komplexes bilden ein Ebenen-
gewinde hoherer Ordnung, mit der wir uns aber hier nicht befassen
wollen, da sonst der Umfang dieser Arbeit zu sehr anwachsen wiirde.

V. Die gemeinsame Kongruenz (NR) des (NK) Komplexes und des
(RK) Komplexes eines Polarraumbiischels. Da der (NK) Komplex vom
8. Grade ist, und der (RK) Komplex den Grad 3 hat, miisste offenbar
die gemeinsame Kongruenz (NVR) dieser zwei Komplexe im allgemeinen
den Grad 24 haben. Innerhalb dieser Kongruenz befinden sich aber
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einige schon erwidhnte Teile, in die diese Kongruenz zerfallt, und die
ausser Betracht gelassen werden kbnnen. Z. B. alle Strahlen der Haupt-
punkte eines Polarraumbischels, resp. seines tetraedralen Basiskom-
plexes, sind Strahlen des diesem Polarraumbiischel zugeordneten Nor-
malenkomplexes (NK), und des ihm zugeordneten (RK) Komplexes, ge-
héren also als Strahlen auch zur gemeinsamen (NR) Kongruenz. Die
Ordnung der (MR) Kongruenz muss also auf 20 vermindert werden.

Jede Normale der Grundkurve ¢4 des Inzidenzflichenbiischels ist.
wie bekannt, eine Normale einer Inzidenzfliche, der ihr Punkt auf
dieser Grundkurve als Fusspunkt zugeordnet ist. Der diesem Fusspunkt
zugeordnete Strahl im (7K) und im (MK) Komplex dieses Polarraum-
biischels ist die Berihrungsgerade der Grundkurve ¢* in diesem Fuss-
punkt. Da der einem Raumpunkt zugeordnete Strahl des (RK) Kom-
plexes den diesem Punkt zugeordneten Strabl im (MK) Komplex, und
den diesem Punkt zugeordneten Strahl im (NK) Komplex rechtwinklig
schneidet, ist dieser einem Punkt der Grundkuive ¢* im (RK) Komplex
zugeordnete Strahl auch eine Normale dieser Grundkurve. Also die
Kongruenz der Normalen der Grundkurve ¢* ist auch ein Teil der ge-
meinsamen Kongruenz (NVR). Auch diesen Teil der (NR) Kongruenz
werden wir ausserhalb unserer Betrachtungen lassen. Da die Kongruenz
der Normalen einer Raumkurve 4. Ordnung | Art von der Ordnung
12 und von der Klasse 4 ist, vermindert sich weiterhin die Ordnung
der (NR) Kongruenz auf 8, wahrend die Klasse auf 20 fallt.

In der Finleitung dieser Arbeit sahen wir, das jede unendlich ferne
Gerade ein zweideutiger Strahl eines jeden (RK) Komplexes, und ein
dreideutiger Strahl eines jeden (VK) Komplexes ist. Also jede unend-
lich ferne Gerade gchart der gemeinsamen Kongruenz (VER) als sechs-
deutiger Strahl an. In jeder Ebene des Raumes befinden sich also ausser
diesem sechsdeutigen uncigentlichen Strahl und ausser den vier er-
wiahnten Normalen der Grundkurve ¢*, nur noch 14 weitere Strahlen
der (MR) Kongruenz, die keine Normalen der Raumkurve ¢* sind, oder
unendlich fern liegen. Es gilt also auch folgender Satz:

Die gemeinsame Kongruenz (NR) des Komplexes (NK) und des Kom-
plexes (RK) cines Polarraumbiischels ist 8. Ordnung und 14. Klasse.

Es kann dieser Satz auch folgenderweise ausgedriickt werden:



Alle kiirzesten Tangentialwege zwischen den Flichen eines Flichen-
biischels 2. Grades, die eine Fliiche dieses Biischels senkrecht durch-
setzen, bilden eine Kongruenz 8. Ordnung 14. Klasse.

Man nehme auch hicr eine Fhene 7 beliebig im Raum an. Die den
Punkten dieser Ebene in dem (VK) Komplex zugeordneten Strahlen
bilden, wie bekannt, eine Kongruenz 9. Ordnung 3. Klasse. Die gemein-
samen Strahlen dicser Kongruenz und des (RK) Komplexes, der 3.
Grades ist, bilden also eine Regelfliiche 3(9 -+ 8) = 36. Grades, die
die Ebene 7 in einer Kurve 36. Ordnung schneidet. Auch hier sind die
Erzeugenden diescr Regelfliche, selbstverstandlich, Strahlen der (NR)
Kongruenz, die 4. Klasse ist. Da die den 14 in der Ebene r liegenden
Strahlen der (NVR) Kongruenz durch den (NK) Komplex zugeordneten
Punktc in dieser Ilbene + liegen, also auch Frzeugende der erwihnten
Regelfliche 36. Grades sind, zerfdllt die Schnittkurve der Ebene 7 und
dieser Regeltliche 36. Ordnung in diese 14 Erzeugenden, und in eine
Kurve 22. Ordnung. In allen bisherigen Ausfihrungen sind die unend-
lich fernen Punkte der Ebene v und die diesen Punkten zugeordneten
Strahlen im (NK) und im (RK) Komplex weggelassen, und werden
deswegen auch hier nicht beriicksichtigt. Die den Frzeugenden dieser
Regelfliche, als den Strahlen der (NR) Kongruenz durch den (NK)
Komplex zugeordneten Punkte, bilden also cine Kurve 22. Ordnung,
und daher gilt auch folgender Satz:

Die den Strablen der (NR) Kongruenz eines Polarraumbiischels
durch den (NK) Komplex dieses Polarraumbiischels zugeordneten Punkte
(Fusspunkte) bilden eine Fliche 22. Ordnung.

Diese Fliche kann mit F¥, bezcichnet werden. Die den Punkten
der Ebene = im (RK) Komplex zugeordneten Strahlen bilden, wie be-
kannt, eine Kongruenz 7. Ordnung und 5. Klasse. Die gemeinsamen
Strahlen dieser Kongruenz und des (NVK) Komplexes bilden eine Re-
gelfliche 8 (7 + 5) == 96. Grades, deren Erzeugende auch Strahlen
der (NR) Kongruenz sind. Die 14 Strahlen der (¥R) Kongruenz in der
Ebene 7 sind auch hier Frzeugende dieser Regelfliche, da die diesen
Strahlen der (¥R) Kongruenz durch den (RK) Komplex zugeordneten
Punkte auch in der Ebene 7 liegen. Die Schnittkurve der Ebene v und
dieser Regelfliche 96. Grades zerfdllt also in 14 Gerade und eine Kurve
82. Ordnung. Jedem Punkt dieser Kurve ist durch den (RK) Komplex
ein Strahl der (VR) Kongruenz zugeordnet, und das sind alle Punkte
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dieser Ebene (im Raum ganz beliebig angenommen), fiir welche die
durch den (RK) Komplex zugcordneten Strahlen, Strahlen der (NR)
Kongruenz sind. Es gilt also auch folgender Satz:

Dic den Strahlen der (NR) Kongruenmz eines Polarraumbiischels
durch den (RK) Komplex dieses Polarraumbiischels zugeordneten Punkte
bilden eine Fliche 82. Ordnung.

Analog wie die vorher ausgefiihrten Flichen soll diese mit F%, be-
zeichnet werden. Da cin Strahl des (NK) Komplexes in seinem Fuss-
punkt eine Inzidenzfliche senkrecht schneidet, kann dieser Strahl in
dicsem Punkt keine andere dieser Inzidenzflichen berithren. Also auch
hier kbnnen die Flachen F¥,, FX, kcinen gemeinsamen reellen Punkt
haben, ausser den Punktien der Grundkurve ¢t

Auf jedem Strahl des (RK) Komplexes befinden sich zwei diesem
Strahl zugeordnete Punkte. Das sind die zwei Endpunkte des Tangen-
tialkurzweges auf diesem Strahl, die, wie bekannt, involutorisch zu-
geordnet sind. Durch diese involutorische Zuordnung ist auch hier die
bekannte Raumtransformation 5. Ordnung bestimmt. Es folgt also, dass
auch die Punkte der I'% ; Fliche in Paaren eineindeutig involutorisch
zugeordnet sind, wobei die zugeordneten Punktpaare auf den Strahlen
der (NR) Kongruenz liegen. In jeder Ebene des Raumes liegen 14 der-
artige Strahlen, also auf jeder ebenen Schnittkurve der Flache F§, be-
finden sich in dieser involutorischen Flichenpunktzuordnung der Fliche
F ¥4 14 zugeordncte Punktpaare.

Die den Punkten eines Ebenenschnittes der Fliche FE, auf die er-
wihnte Weise involutorisch zugeordneten Punkte bilden, auf Grund
der bekannten Raumtransformation 5. Ordnung, eine Raumkurve 410.
Ordnung, die diese ebene Schnittkurve der Flache F £, in 2-14 = 28
Punkten schneidet u.s. w.

Alfe diese Betrachtungen iiber die gemeinsamen Kongruenzen der vier
betrachteten Komplexe eines Polarraumbiischels, konnten jetzt auch auf
diesc Komplexc und thre gemeinsamen Kongruenzen bei speziellen Po-
larraumbiischeln, z. B. homothetischen, konzentrischen oder koaxialen,
ibertragen werden. Da aber dadurch der vorgesehene Umfang dieser
Arbeit zu sehr vergréssert wirde, werden hier die Kongruenzen der-
artiger Komplexe nicht betrachtet.
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Virim NicE

ZAJEDNICKE KONGRUENCIJE
CETIRIJU KOMPLEKSA PRAMENA
POLARNIH PROSTORA

Uvon: Pramenu polarnih prostora pridrufena su, kao $to je poznato,
Cetiri kompleksa, koji su tim pramenom i odredeni. To su: 1. bazi¢ni
kvadratni tetraedralni kompleks, 2. kubi¢ni Majcenov kompleks, 3
kompleks normala incidentnih ploha polarnih prostora u tom pramenu,
koji je osmog stupnja i 4. kompleks najkraéih dirnih putova medu plo-
hama pramena incidentnih ploha 2. stupnja. Pramen polarnih prostora
oznadimo s (I1.), a njegove incidentne plohe ¢ine pramen I7,.

Svakoj tatki prostora pridrufena je po jedna zraka svakog tog kom-
pleksa i svakoj zraci po jedna tatka osim letvrtog po redu, gdje su
svakoj zraci pridruZene po dvije tatke. Ove ¢emo komplekse oznaliti
s (TK), (MK), (NK) i (RK). U bazitnom tetraedralnom kompleksu tatke
pridruzene njegovim zrakama nalaze se izvan tih zraka, a u ostala tri
kompleksa one leZe na sebi pridrufenim zrakama.

Po dva od tih letirtju kompleksa imaju zajednicku kongruenciju,
dakle takvih 3est, koje ¢emo oznaliti s (TM), (TN), (TR), (MN), (MR)
i (NVR). Neprekinutom kvadratnom skupu zraka svake ove kongruencije
pridrufen je neprekinuti kvadratni skup tataka preko svakog kom-
pleksa takve kongruencije, dakle dvije plohe. U radnji »Neke nove
osobine pramena i sveinja polarnih prostora« istraZzene su takve plohe
u kongruenciji (TM), tj. u zajednitkoj kongruenciji bazi¢nog tetraedral-
nog kompleksa i Majcenova kompleksa, gdje te dvije plohe padaju
skupa u jednu plohu 6. reda. Preostalih pet kongruencija i na opisani
nalin njima pridruZene plohe bit e istraZene u ovoj radnji.

Prije razmatranja o takvim plohama treba razmotriti neizmjerno da-
leke zrake ovakvih detiriju kompleksa. Tu je konstatirano da neizmjerno
daleke zrake (7K) kompleksa omataju krivulju 2. razreda, a njima pri-
druZene tatke u tom kompleksu su sredidta incidentnih ploha ¢, , dakle

217



leze na poznatoj prostornoj krivulji 3. reda. Takoder je tu zakljuleno
da su pravel neizmjerno daleke ravnine dvoznadne singularne zrake
(MK) Majcenova kompleksa, troznaéne zrake kompleksa (NK) normala
incidentnih ploha i obi¢ne jednozna¢ne zrake kompleksa (RK) najkra-
¢ih dirnih putova.

1. Zbog stepena dva kompleksa (7K) i stepena osam komplcksa nor-
mala (NK), zajednitka bi kongruencija (TN) tih dvaju kompleksa mo-
rala imati stepen $esnaest. Buduéi da su, medutim, pravci vrhova za-
jednitkog autopolarnog tetraedra svih polarnih prostora pramena (II,)
zrake 1 bazinog tetracdralnog kompleksa (TK), kao i kompleksa (NK)
normala, to i ova letiri snopa pravaca pripadaju kongruenciji (TXN).
Ovaj raspadnuti dio mi medutim ne uzimamo u razmatranje, tako da
je kongruenciji (IN) ostao red 12 i razred 16.

Zrake (VK) kompleksa pridruzene tatkama neke ravnine v ¢ine kon-
gruenciju 9. reda i 3. razreda. Ova kongruencija i (7K} kompleks,
koji je kvadratni, imaju zajednitke zrake, kojc &ine praviastu plohu
2(9 + 3) = 24. stupnja, a kojoj su izvodnice zrake (TN) kongruencije.
U ravnini v nalazi se 16 zraka te kongruencije, kojima preko (VK) kom-
pleksa pridruZene tatke leZe takoder u toj ravnini (svaka na svojoj zraci),
dakle su i ovih 16 zraka izvodnice spomenute praviaste plohe 24. stupnja.
Ravnina t sijee prema tome ovu plohu u tith 16 pravaca i jednoj kri-
vulji 8. reda. Ovakve tatke pridruzenc zrakama (TXN) kongruencije,
koje smo promatrali u po volji odabranoj ravnini r, ¢inc prema tome
krivulju 8. reda. Odavle dalje izlazi da tacke pridruZene zrakama (TN)
kongruencije preko (NK) kompleksa ¢ine opéu plohu 8. reda.

Uzmemo li sada kongruenciju zraka (7K) kompleksa koje su pridru-
%ene talkama ravnine 7, te na isti nalin promotrimo zajednicku prav-
&astu plohu ove kongruencije i (¥K) kompleksa, koja se u ovom slu-
&aju raspada u neke plohe niZeg stupnja koje u na$im razmatranjima
ne dolaze u obzir, dolazimo do zaklju¢ka da zrakama kongruencije
(TN) pridruZene tatke preko (7K) kompleksa &ine opéu plohu 12. reda.

1. Zajednicka kongruencija kompleksa (TK) i (RK), koju smo ozna-
&li s (TR), morala bi zbog stupnja dva (TK) kompleksa i stupnja tr
(RK) kompleksa biti 6. stupnia. Buduéi da su, medutim, pravci vrhova
zajedni¢kog polarnog tetracdra pramena I, incidentnih ploha p» zrake
ovih dvaju kompleksa, dobiva kongruencija (TR) red dva i razred Sest.
Analogno kao u tatki I, zakljuluje se i ovdje da po volji odabrana
ravnina 7 sijefe plohu tafaka pridrufenih zrakama (TR) kongruencije
preko kompleksa (RK) u krivulji 18. reda, dakle je ta ploha 18. reda.
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Istim postupkom zakljuleno je da zrakama (TR) kongruencije pri-
druZene tatke preko (7TK) kompleksa tine pravéastu plohu 2. stupnja.
U vezi s ovakvim razmatranjima dobiven je ovaj stavak:

Unutar kompleksa (RK) najkralih dirnih putova medu plohama jed-
nog pramena ploha 2. stupnja postoji kongruencija 2. reda 6. razreda,
na ijim zrakama pocfetna i zavrina talka takvog dirnog puta lefe u
istoj dirnoj ravnini dviju odgovarajuéih ploha u tom pramenu. Pocetne
i zavrine tacke ovakvih najkraéih dirnih putova line opéu plohu 18.
reda.

I11. Zajedni¢ka kongruencija (MN) Majcenova kubi¢nog kompleksa
(MK) i kompleksa (NK) normala, koji je 8. stupnja, morala bi biti 24.
stupnja. Buduéi da su, medutim, ovdje neizmjerno daleki pravei dvo-
znatne zrake Majcenova (MK) kompleksa i troznaéne zrake (NK) kom-
pleksa, dobiva kongruencija (MN) red 24. i razred 18. Zrake ove kon-
grucncije 24. reda i 18. razreda su one normale incidentnih ploha ¢.
koje neke od tih ploha diraju neizmjerno daleko.

Na jednak nalin kao prije dobiva se i ovdje ¢injenica da zrakama
(MN) kongruencije pridruzene talke preko (NK) kompleksa ¢ine opéu
plohu 18. reda. Tim istim zrakama pridruZene tatke preko (MK) kom-
pleksa &ine opéu plohu 30. reda.

IV. Kongruencija (MR) zajedni¢kih zraka Majcenova kubi¢nog kom-
pleksa i kubi¢nog kompleksa najkraéih dirnih putova medu incident-
nim plohama ¢» morala bi imati stupanj devet. Ova se kongruencija,
medutim, takoder raspada u neke dijelove koji ne ulaze u nada raz-
matranja, tako da njen ostatak dobiva red 9. i razred 5. Medutim, i
ova se kongruencija 9. reda i 5. razreda, koju ¢itavu razmatramo, ras-
pada u jednu kongruenciju 5. reda 3. razreda i jednu 4. reda i 2. raz-
reda. Zrakama prvog dijela kongruencije (MR) pridruZene tafke preko
(MK) kompleksa nalaze se na kubnoj prostornoj krivulji sredita inci-
dentnih ploha ¢, tako da takve zrake jedne tatke te krivulje &ine pra-
men pravaca, a ravnine tih pramenova fine jednu osobitu omotaljku.
Tacke pridruiene preko istog kompleksa zrakama drugog dijela kon-
gruencije (MR) &ine opéu plohu 10. reda. Ova je ploha identitna s plo-
hom tadaka pridruZenih zrakama (MR) kongruencije preko (RK) kom-
pleksa. I ova je ploha praviasta.

V. Zajedni¢ka kongruencija (NR) kompleksa (NVK) i kompleksa (RK)
morala bi zbog njihovih stupanja 8 i 3, biti 24. stupnja. Medutim,
pravci vrhova zajedni¢kog polarnog tetraedra incidentnib ploha ¢ su
zrake 1 (VK) i (RK) kompleksa, dakle se red kongruencije (VR) veé
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smanjuje za Cetiri. Medutim, i sve normale temeljne prostorne krivulje
4. reda I vrste pramena I, incidentnih ploha . su zrake i (NK) i (RK)
kompleksa. Kongruencija normala ovakve prostorne krivulje je 12. reda
i 4. razreda, pa se za toliko i dalje smanjuje red i razred kongruencije
(NK). Osim toga je u pocetku spomenuto da su neizmjerno dalcki pravci
dvoznadni pravci kompleksa (RK) i troznalni pravei kompleksa (NK).
Prema tome su ti pravci Sesteroznacni pravei nale kongruencije (NR),
koje ¢emo takoder ostaviti izvan nadih razmatranja. Kongruencija (NR)
ima, dakle, red 8 i razred 14. Ova se &injenica moZe izredi i ovako:

Svi oni najkraéi dirni putovi izmedu ploha jednog ‘pramena ploha
2. stupnja, koji jednu plohu tog pramena probadaju okomito, fine kon-
gruenciju 8. reda 1 14. razreda.

Analogno kao i dosad mogu se dobiti ove osobine ove kongruencije:

a) Talke pridrufene zrakama kongruencije (NR) preko kompleksa
(NK) tine optu plohu 22. reda.

b) Tatke pridrufene zrakama kongruencije (NR) preko kompleksa
(RK) &ine opéu plohu 82. reda.

Osim tadaka temeljne prostorne krivulje 4. reda I vrste pramena 1.
incidentnih ploha ¢+ ne mogu te dvije plohe imati nijednu drugu realnu
zajednitku tacku.

Institut 20 matematiku Sveuliliita
u Zagrebu

Primljeno ra publikaciju 23. prosinca 1966. u Odjelu za matematitke, fizicke i
tehnitke nauke Jugoslavenske akademije u Zagrebu

220



TomisLav PinTER

OSMOZA, OTAPAN]JE I PRENOS TOPLINE
KAO SIMULTANI! PROCES

I
IZVOD POTREBNIH I1ZRAZA I RELACIJA

U prikazu ireverzibilnog procesa simultane osmoze, otapanja i pre-
nosa topline najvie informacija u okviru termodinamike ireverzibilnih
procesa moZe dati Onsagerova teorija »reciproénih relacija« [1]. Zbog
sloZenosti te te({rije u njenoj primjeni na taj proces najbolje je postu-
pati sukcestvno pa redom definirati njene osnovne pojmove. To su 1.
fluksovi, 2. linearni koeficijenti, 3. termodinamiéke sile ili afiniteti, 4.
kreacija, stvaranje entropije kao proces koji se razvija u vremenu.
Medu tim velitinama vladaju odredene osnovne relacije, pa je naj-
zgodnije i njih sukcesivno prikazati.

Fenomeni transporta energije, transporta mase i njene kemijske pro-
mjene obuhvaceni su u klasitnoj teoriji zakonima Fouriera, Ficka i di-
ferencijalnim jednadibama kemijske kinetike. Za ovaj rad je medu-
tim vaZan i jednostavan odnos proporcionalnosti oblika Hoeokeova za-
kona, prema kojemu je odgover na prisilu proporcivnalan s prisilom.
U naSem slu¢aju ¢emo prisilu shvatiti kao termodinamicku silu, a od-
govor na prisilu kao fluks, tok energije ili mase, zbog kojega se s pora-
stom vremena smanjuje termodinamilka sila. Kako su fluksovi dife-
rencijaini kvocijenti ekstenzivnih varijabla po vremenu (u nafem slu-
&aju su to molovi otapala n,. molovi otopljene tvari n, 1 kolidina to-
pline @), onda ¢c medu fluksovima kao odgovorima i termodinami¢kim
silama kao prisilama (odgovor = strain, prisila = stress) vladati jedno-
stavan odnos [2]

strain
= [ = konst

stress
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ili ako je J = fluks = strain = odgovor, x = termod.
sila = stress = prisila, L = konst

J=Lx (n

Mi ovdje ne promatramo samo jedan fluks koji bhi faktorom propor-
cionalnosti L bio povezan s termodinamitkom silom x, veé promatramo

dQ

fluks toplinske energije 4 dns  dn,
t

i dva fluksa mase 2 i m je broj mo-
lova komponente 1, otapala, n, je broj molova jedine otopljene kom-
ponente. Toplinska cnergija, odnosno njezin fluks sastoji se iz dva
dijela: iz toplinske energije koja se iz toplijeg prostora I dovodi u
hiadniji prostor 11 i iz topline koja sc u prostoru IT troi zhog otapanja
¢vrste komponente 2 u prostoru II.

U skladu s prikazanim linearnim odnosom jzmedu fluksova i termo-
dinamickih sila Onsagerova tcorija moZe se u prisutnosti triju fluksova
i triju termodinamitkih sila prikazati trostupalnom trorednom Onsa-
gerovom simetriénom matricom [3]:

Ji = Ly%y + Ly, + Lygxy (2—1)
Jo = Luyx; -+ Lygxs + Lagx, (2—2)
Js = Ly, + Lgoxty + Ly, (2—3)
ili
Ji == 3 L (3)

Prema tom izrazu fluksovi linearno zavise o simetriénim fenome-
nofoskim koeficijentima L. Ti koeficijenti mogu se podijeliti na di-
jagonalne »koeficijente Li i na nedijagonalne« (Off) koeficijente Lix
(2 = Ek).

Teziste Onsagerove teorije i njena najveda vrijednost sastoji se u
postulatu o simetri¢nim koeficijentima, koji primijenjen na gornju ma-
tricu glasi:

Lip= Ly ; Lig= Lyy 5 Lyy = Ly (4)

Relacije (4) imaju znalajnu heuristitku vrijednost, jer svojim aksiomat-
skim karakterom omoguéuju davanje numeriékih vrijednosti nedijago-
nalnim koeficijentima.
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Fluksovi prikazani jednadzbama (2—1), (2—2), (2—3) predstavljeni
su s po tri ¢lana, parcijalna fluksa, od kojik je svaki produkt linearnog
koeficijenta i afiniteta, termodinamitke sile. MoZe se napisati matrica
parcijalnih fluksova.

SLo=Tu+t et Jis (4—1)
Jo = Joy + Joo ] 2 (4—-2)
Jo=Tu+ Jaut Ju (4—3)

Ova matrica, dakako, nije simetri¢na jer Jio == Joy ¢ Joa == Jai 3 Jog F Jae-
Simetri¢ki koeficijent Lix = Ly su dodu¥e medusobno jednaki, ali flu-
ksovi predstavijaju produkte tih koeficijenata s nejednakim afinitetima,
pa simetrija i¥ezava. U izrazu (1) 1 u simetriénoj matrici nezavisne
varijable x,, x,, x,, afiniteti ili termodinamitke sile nisu sile u smistu
mechanike, nego mogu imati razli¢ite dimenzije u ovisnosti o naem
izboru. Onsagerova teorija dopusta $irok izbor termodinamitkih sila, ali
je taj izbor uvijek ogranilen uvjetom prema kome mora suma pro-
dukata fluksova s odgovarajuéim silama biti jednaka stvaranju, kre-

aciji entropije d(}f . d;S definiran je izrazom [4]
as = d.S -+ 4 (5—1)

as_ds  diS -
dar  dt dt (5—

Relacija (5} odnosi se na jedinicu volumena. Ovdje dS znadi diferen-
cijal ukupne entropije, d.S je diferencijal entropije koju sistem, pro-
stor If, prima iz okolice, di§ je entropija koja se stvara unutar sistema,
tj. u prostoru 1l. Zahtjev jc drugog stavka termodinamike da uvijek
vrijedi za stvaranje entropije unutar sistema

.S

w >z (6)

. .. . . . . d.S
Naprotiv, prolaz entropije kroz sistem iz okolice u okolicu vd'w ne mora
t

biti uvijek vedi od nule, veé je dovoljno da diferencija

(/11;9 Sy _dS ;
dt  dt)  dt & )

bude uvijek veéa od nule.
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Potrebno je izvesti izraz za kreaciju entropije u nafem sistemu, u
kojem su tri fluksa funkcije triju termodinamickih sila. To se moZe
izvesti ovako:

Promatramo sistem, koji je kao cjelina zatvoren, ali koji se sastoji
od &etiri otvorena podsistema, prostora I, II, III i IV. Prostori su tako
rasporedeni da se lijevo od promatrala kao prvi nalazi prostor I
Desno od njega, odijeljen idealno polupropusnom membranom, nalazi
se prostor L[, a na njega se adiabatiénom stijenkom naslanja prostor
[11. Ta je stijenka osim toga potpuno nepropusna za materijalne flu-
ksove. Na vrhu prostora 1l prema prostoru {1l nalazi se otvor, izlijev,
kroz koji tekudina iz prostera Il prelazi u prostor III. Na taj nadin
volumen tekuéine u prostoru Il ostaje konstantan. Na dnu prostora Il
kao posebni prostor 1V nalazi se ¢vrsta faza koja se sastoji iz Ciste
¢vrste komponente 2, tvari koja je otopljena u komponenti 1 kao ota-
palu. Prema tome prostor 1V svojom &¢vrstom povriinom graniéi samo
s prostorom II, jer se nalazi na njegovu dnu. Na povrini &vrste faze
IT kao granica izmedu prostora IV i Il nalazi se lamelica zasiéene oto-
pine komponente 2 u komponenti 1.

Kako se razabire, prostori I, IT, III i IV karakterizirani su ekstenziv-
mim varijablama », 1 n,, brojevima molova otapala i jedine otopljene
tvari. Prostor 1 zami$ljamo neizmjerno velikim, pa je njegov sastav
nezavisan o vremenu. Nezavisan o vremenu je i sastav prostora IV,
koji se sastoji iz Ciste kristalizirane tvari 2, koja s otapalom ulazi samo
u proces otapanja i time napusta prostor IV. U prostorima IT i IIT su
ny 1 n, varijable. Zbog navedenih uvjeta vrijede relacije:

O (ny + n)l + 8 (my 4 n)! = 0 (8)

Termodinamicku silu s dimenzijom parcijalne molarne entropije defi-
niramo izrazom

(@ _<,'?!3 1 (é;?” . (éﬁ u (615 m .
M= dm>_ 6111) + (Sn,) - (3n[> - 5n2> ®)

111

ili
x; == xll — x¢

U termodinamilkoj ravnotezi je diferencija na desnoj strani jednaka
nuli, pa je u tom sluéaju i termodinamicka sila xi jednaka nuli.
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Porast entropije u vremenu prikazuje se prema tome identitetom [5]

aS _ N 0S dm_
At L A L (19

i

U nafem slufaju povoljnije je postupati u skladu s veéinom autora
koji su obradivali probleme oveg podrudja (Denbigh, De Groot, Pri-
gogine), pa u (10) uvesti novu varijablu odnosom [6]:

X = TT- (11)

Na taj nadin termodinamicka sila X: u materijalnim fluksovima dobiva
dimenziju parcijalne molarne slobodne energije, termodinamitkog po-
tencijala wi. Vrijedi identitet:

&
Hi= '5711 ne, by, T

G je slobodna enthalpija. Kad (11) stavimo u (10), dobivamo

S 3
T = S X = ] X+ s X (12)

lIzraz (12) vrijedi za sumu materijalnih fluksova u nafem sistemu c;ll i
’ t

dn . .. dQ . ., . .y

:1-?. Za tluks toplinske energije EQ— je odgovarajuca termodinamitka

t t

. . . a7 .

sila X, rclativna promjena temperature g Tako dobivamo za produkt

apsolutne temperature s kreacijom entropije izraz

R N
IZ:/xXx‘*‘]zXz"&‘]aXs (13)

Kad u (138) stavimo za fluksove vrijednosti (2—1), (2—2), (2—3),
dobivamo (uz uvjet Ly, = Ly, Ly = L,,, Ly; = Ly,) za kreaciju en-
tropije izraz

diS 2 2 2
T i Ly Xl 4+ Ly X2 4 Ly X.\3 -+ (14)

F 2L X0 Xo 4+ 2L X Xo 4 2 Ly Xo X
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Jednadiba (14) parcijalno diferencirana po termodinamickoj sili X,
daje dvostruki fluks otapala

f d,S
? <T 'Lii) d (15)
n
T X, XTX3L21X1 4 200Xy 4 203Xy = 2], = 2 dT‘ /

U stacionarnom stanju materijalni fluks /, i§¢ezava, J, = 0. Jednad?ba
(14) parcijalno diferencirana po termodinamitkoj sili Xy daje dvostruki
fluks otopljenc komponente 11.

S
5 <7- 7[)
G e 200 Xy 4 2LgeXs 4 2L4gXs = 25 = 2

e Xs Xy, A,

dn,  (16)
dt

U stactonarnom stanju je fluks otopljene komponente J, = 0. Uz uvjete
J» = 0. ], = 0, (15) ponovno parcijalno diferencirano po X, i (16) po-

novno parcijalnoe diferencirano po X daju

# (’I =
dt )
5}?‘; g X:,T; 2Ly, > O (17)
odnosno
5% ('T d‘S>
dit
\ L = 2Lsy > 0. (18)

Txe
Iz (17) 1 (18) slijedi da je u stacivnarnom stanju produkcija entropije
za oba materijalna fluksa minimum.

Primjenom relacija (4) slijede iz (14), (15) i (16) definicije linearnih
koeficijenata, tj. slijedee jednakosti:
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'5]1 (0 ]2
{3 Xn/ X, X ('5 XI) K X L = In
(8 ]y 0 /s .
(\(5 X:s) X, Xy - ((5 X}) Yo Ly = La (19)

i

(6 ]2 '5/3) o
(\(s XS,) X, X ((3 lX2 Xy, B L% - Lzz

U7 problematici koja se obraduje u ovom radu klju¥noe je pitanje po-
lozaja termodinamike i stacionarne ravnoteZe. Da bi se ta pitanja $to
jednostavnije rijedila, potrebno je uvesti nezavisne varijable, diferencije
broja molova 1 termodinamitke sile u obliku diferencija kojec 13lezavaju

1 J J ]
u termodinamitkoj ravnoteZi. U skladu s postupkom kojim se slufi Pri-
gogine, De Groot i Denbigh uvodimo novu varijablu definicijama:

( 1 0

7!t je broj molova otapala u prostoru 1l dok proces tete prema termo-
dinamitkoj ravnoteii, ny; je broj molova otapala u prostoru I u termo-
dinamickoj ravnoteZi, s otopinom u prostoru I kod izotermneg procesa.
U termodinamitkoj ravnoteZi je y; = 0. Analogno vrijedi za jedinu

otopljenu komponentu (simbolima nl , nfl, n{,, n,, oznalene su vri-

jednosti varijabla u termodinamickoj ravnotezi).
y2 =0 -0 (21)

njt znadi broj molova otopljene komponente u termodinamickoj ravno-
teZi u konstantnom volumenu U prostora 1. Prostor 1l granidi s ¢vrstom
fazom komponente 2 u prostoru IV, zbog toga zasilena otopina kom-
ponente 2 u prostoru Il predstavlja ravnoteinu kencentraciju:

n‘!é = nzn Zas.
Potrebno je umjesto diferencije broja molova otapala

Cny =) = — (22)
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u prostorima I 1 II supstituirati diferenciju kemijskih potencijala
(uc‘u——,ui‘), ona je dana termodinamitkim izrazom

I

- “) - W T
(.“01 1" 1/ = RT In Zi == RT In ot (23)

U (23) varijabla @ znadi aktivitet komponente i. (23) se mofe pisati
u blizini termodinamitke ravnotefe gdje je

bl Y1
fn (1 + 'n;;) ol

01

<u;‘ — /4$1> ~ RT In <1 + ;y‘;) - RT
o1 01
odnosno 11 | no (M — uly)
— —n m _OLATL T 701,
h2 (nl 01) RT (24)

Analogan izraz treba izvesti 1 za jedinu otopljenu komponentu. Tu ipak
treba uliniti vaZnu napomenu. Za nalu svrhu je zgodno od dvije kon-
vencije za definiciju koeficijenta aktiviteta odluditi se za onu za koju

vrijede uvjeti [7]

I

|

i

|

|

1

|
v
o

ye — 1 kad X, T (25)
Ta definicija odgovara naSem slufaju, jer mi promatramo razrijedenu
otopinu &vrste komponente 2 u tekuéoj komponenti 1. U tom slucaju
s pravom uzimamo da se koeficijent aktiviteta otopljene komponcnte
- pribliZava vrijednosti 1 kad se njena koncentracija priblizava vrijed-
nosti 0. (25) dozvoljava da odmah napi$emo odnos

I
Y2 = 2 0; ’ RT (26)

n)y  je broj molova komponente 2 u jednoj litri njene zasiéene oto-
pine u prostoru [I. al' je koncentracija iste komponente u &asu ¢ U

prostoru I je otopina razrjedenija, pa je y: <0, #f' < g, kemijski
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potencijal otapala u prostoru 1 je vedi od njegove vrijednosti u pro-
storu U jer je aff > nY . paslijedi da jei uf > wll, kemijski
potencijal komponente 2 u zasiéenoj otopini je vedi od potencijala u

razrijedeno] otopini, osmoza i otapanje su spontani procesi.

H

IZBOR LINEARNIH KOEFICIJENATA
I TERMODINAMICKIH SILA

Primjena izvedenih izraza na na¥ sistem

Svrha je ovoga rada da na temelju veé poznatih €injenica omogudéi
primjenu Onsagerove teorije i sasvim oplenito primjenu relacija termo-
dinamike ireverzibilnih procesa na proces simultanog odvijanja pre-
nosa topline, osmoze i otapanja. Specijalno je svrha ovoga rada da u
Onsagerovoj matrici dade konkretne vrijednosti i dijagonalnim i nedi-
jagonalnim fenomenolo$kim linearnim koeficijentima i termodinamic-
kim silama, da bi se dobila 5to potpunija informacija o procesima u
otvorenom sistemu koji se ovdje prikazuje.

Veé su mnogo ranije Osterhout 1 Longworth [8] prikazali simultani
proces difuzije otapala kroz polupropusnu membranu i kemijsku reakeiju
koja se zbiva u prostorima koji su odijeljeni tom membranom. Ta se
dva procesa odigravaju simultano, ali se pri tom mijenja volumen tako
da koncentracija tvari a time i osmotski tlak raste u jednom od prostora.
Na taj natin dolazi do kontinuiranog procesa osmoze. Tu se uspostavlja
- izvan termodinamitke ravnoteZe — stacionarno, nepromijenjeno stanje
Bitna je karakteristika Osterhoutova sistema da u jednom njegovu pro-
storu raste osmotski tlak i da kontinuirano tefe proces osmoze. Longworth
je dao matematitku interpretaciju tog procesa, koji je, dakako, analo-
gan s ovdje opisanim procesom prolaska otapala kroz polupropusnu
membranu. Oznake se neéto razlikuju jer se u nafem sludaju polazi od
drugih uvjeta. Osim toga u sistemu koji je opisao Osterhout nema ni
procesa otapanja ni procesa prenosa topline, nego se u sistem izvana
uvodi plinoviti CO,, koji u jednostavnoj kemijskoj reakeiji dovodi do
promjene koncentracije, odnosno broja molekula u prostoru koji gra-
ni¢i s polupropusnom membranom. Longworth se u svojo) teoriji ne
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sluzi metodom i terminima suvremene termodinamike ireverzibilnih pro-
cesa kako su je osnovali npr. Prigogine, de Groot i Denbigh, na &ije se
osnovne postavke nadovezuje ovaj rad.

U sistemu koji opisujemo je prenos toplinske energije posljedica
fluksa topline od toplijeg prostora I prema hladnijem prostoru I i
apsorpcije topline pri otapanju ¢vrste komponente 2. Promatrani pro-
ces je zami$ljen kao proces u otvorenom sistemu (uz konstantan volu-
men otopine u podsistemu, tj. u prostoru II), dok broj molova obiju
komponenata varira sve dok se ne postigne stacionarno stanje. Ovdje
se pretpostavlja da postoje tri bitna uvjcta pod kojima se odvija proces.
Prvi uvjet je idealno polupropusna membrana medu prostorima I i II
za proces osmoze otapala. Drugi uvjet je idealno mijefanje u prostoru
I1, a tredi je uvjet idealni proces difuzije otopljene komponente 2 1 ota-
pala kompouente 1. pri kojem se pad koncentracije u smislu Fickova
zakona ogranicuje samo na sloj debljine d polupropusne membrane
kod osmoze 1 na debljinu & lamele zasidene otopine na povriini &vrste
faze u procesu otapanja. Sastav otopine u prostoru I je konstantan.
Dakako da je konstuntun 1 sastav prostora IV, koji se sastoji od kristala
¢vrste komponente 2.

U sistemu ostvarena je termodinamitka ravnoteza kad se u prosto-
rima I, 1T nalazi zasi¢ena otopina komponente 2 pri isto] temperaturi.
Tu ravnoteZu mozemo poremetiti na dva nalina. Prvo tako da u pro-
stor I pri istoj konstantnoj temperaturi umjesto zasi¢ene otopine kom-
ponente 2 stavimo otopinu konstaninog sastava ali razrjedeniju. Da
bismo stvar pojednostavnili, zami$ljamo da je prostor 1 neizmjerne
velik i da se idcalno mijesa. Posljedica tih uvjeta ée biti osmoza ota-
pala iz prostora T u prostor 11, ali se zbog nadih pretpostavaka moZe
uzeti da se sastav otopine u prostoru I poSto u njemu zasifenu otopinu
komponente 2 zamijenimo razrjedenijom vise ne mijenja u vremenu,
da ostaje kroz itavo vrijeme procesa konstantan. Zbog osmoze ota-
pala u prostor Il u njemu se otopina razrjeduje i zbog toga podinje
otapanje ¢vrste komponente 2, koja se nalazi u prostoru IV, koji je u
kontaktu s prostorom Il. Ovdje se, medutim, ne smije smetnuti 5 uma
¢injenica da proces osmoze razrjedivanjem otopine u prostoru Il samim
tim smanjuje brzinu procesa osmoze. S druge strane, otapanje kompo-
nente 2, koja potjece iz prostora IV, povecava koncentraciju otopljene
tvari. Prema tome su proces osmoze 1 proces otapanja dva suprotna
procesa. Proces osmoze otefava postizavanje termodinamitke ravnoteie
u procesu otapanja, a proces otapanja otefava postizanje termodina-
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mitke ravnoteZe u procesu osmoze. Proces otapanja djeluje suprotno od
procesa osmoze 1 time proces otapanja »produZava Zivot« procesu
osmoze. Isto tako proces osmoze djeluje suprotno procesu otapanja, pro-
ces osmoze »produfuje #ivot« procesu otapanja. Kad se oba utjecaja u
svojem efektu izjednade, doéi ée do stacionarne ravnote’e kad ¢e se u
dn; molova otapala koje osmozom u sekundi prode kroz membranu
otopiti dn, molova komponente 2 u sekundi, a da se pri tom nefe mije-
njati sastav otopine u prostoru 2, {ime Ce se postiéi o vremenu neovisno
stacionarno stanje, u kojem kroz izljev iz prostora II u prostor 111 otite
otopina konstantnog o vremenu neovisnog sastava.

Termodinamitka ravnotefa v nafem sistemu moZe se poremetiti i na
drugi nadéin. MoZe se u prostoru 1 ostaviti zasiena otopina tako da su
prostori 1 1 11 pri konstantnoj temperaturi u termodinamickoj ravnote#i.
Ako sada otopini u prostoru I povisimo temperaturu, poremetit e se
termodinamicka ravnoteZa, polet ¢e proces osmoze otapala kroz polu-
propusnu membranu. Ono ¢ée pod utjecajem temperaturne razlike kroz
polupropusnu membranu prelaziti iz prostora T u prostor I Tako ée
se ostvariti proces termoosmoze [16].

Tri procesa koji istodobno teku u naSem sistemu prikazat éemo po-
moéu fluksova u formi Onsagerove matrice (2—1), (2—2), (2—3). Od
ta tri procesa prvi je predstavljen fluksovima toplinske energije kroz
lamelicu zasidene cotopine na povriini Cvrste faze u smjeru od prostora
[T prema prostoru IV i apsorpcijom topline kroz polupropusnu mem-
branu od prostora I prema prostoru II. Proces prenoSenja topline je
zami§ljen tako da bude apsorpcija topline zbog otapanja premaSena
prenosom topline iz 1 u 11, tako da se zbog idealnog mijeSanja u pro-
stortma II i I odrZava konstantna razlika u temperaturama A7 tih pro-
stora. Drugt proces jc proces osmoze. tj. prodiranje molekula kompo-
nente 1 kroz polupropusnu membranu od prostora T u prostor II. Treéi
proces je proces difuzije otopljene tvari komponente 2 kroz lamelicu
zasidene otopine na povriini vrste faze komponente 2, tj. od prostora
1V prema prostoru [1.

U prvom procesu vodenja topline kroz polupropusnu membranu de-
bljine d fluks topline J,; dan je izrazom

dQ KqgT, 4T

In=2/= 4 7 (27)

dQ je koli¢ina topline koja je u vremenu dt prenesena kroz prosjek 4.
14 je diferencija temperatura na dva razli¢ita mjesta koja se nalaze u
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udaljenosti d, tj. na prednjoj stijenci polupropusne membrane koja je
okrenuta prema prostora 1 s temperaturom (T + A7) i na stra¥njoj
stijenci koja je u udaljenosti d okrenuta prema prostoru Il s niZom
temperaturom 7. Konstanta K je koeficijent vodljivosti topline s di-
menzijom

K] = [cal'- cm™! - stupanj—! - sek™'}
fem ie slutai aQ L
U naSem je slulaju = > 0er je AT > 0.

Za izvod egzaktnog termodinamitkog izraza za osmotski tlak po-
trebno je poznavanje parnih tlakova otapala i otopine. Takvi termo-
dinamicki izrazi vrijede strogo kada se proces odvija izotermno. Medu-
tim, ima sludajeva kada pod utjecajem temperaturnih razlika dode do
takvih promjena procesa osmoze koje premafuju promjene do kojih
dolazi zbog razlike u koncentracijama. Neka bude npr. ista otopina po-
lupropusnom membranom podijeljena u dva prostora i neka prostori
imaju razli¢ite temperature [16). Tada se dodule u skladu s Van t'Hof-
fovim izrazom toplijem prostoru poveda osmotski tlak, ali parni tlak
toplijc otopinc ne pada, kako bi se¢ oéekivalo prema termodinamickoj
formuli, veé naprotiv zbog povelanja temperature raste i zbog toga
tede proces osmoze izmedu jednako koncentriranih otopina od mjesta
s viom temperaturom prema mjestu s niZom temperaturom, odnosno
od otopine s vi§im parnim tlakom prema otopini s niZim parnim tla-
kom. Drugim rijefima refeno, proces osmoze tefe od toplijeg prostora
prema hladnijem bez obzira na to §to su koncentracije u prostorima
jednake, a moZe se dogoditi da se proces osmoze u takvom slufaju vrdi
i od otopine s vefom koncentracijom prema otopini s manjom koncen-
tracijom. To je sultina pojave procesa termoosmoze. Po Netteru ima
npr. Cista voda kod 40° C parni tlak 45,32 mm Hg, 10%-tna otopina
saharoze, koja je gotovo izotoniéna s krvnim serumom, ima parni tlak
koji je samo za 0,33 mm stupca Zive niZi od parnog tlaka &iste vode.
Povifenje temperature za samo jedan stupanj povisuje parni tlak vode
za 3,02 mm Hg. Prema tome ée fluks molekula otapala kroz polupro-
pusnu membranu teéi od toplijeg prostora prema hladnijem, premda je
topliji prostor onaj u kojem se nalazi otopina $elera. Tekuéina ée stru-
jati od feéernc otopine kroz polupropusnu membranu prema &istoj vodi,
$to je direktno suprotno procesu koji tele kad oba prostora imaju istu
temperaturu. Ako u prostoru koji nije odijeljen polupropusnom mem-
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branom postoje u odredenoj udaljenosti mjesta koja imaju razliditu
temperaturu, dolazi do pojave termodifuzije. Racuni koje je proveo
Netter pokazuju da 0,1° toplija otopina dr¥i osmotsku ravnotefu s oto-
pinom koja je za 0,302 mola po litri koncentriranija.

Prolaz otapala kroz polupropusnu membranu u izotermnom procesu
osmoze moze se prikazati diferencijalnom jednadzbom [9]

PSS f P
dt 0d V" ! (28)
D, je koeficijent samodifuzije vode, ¢ je povrdina polupropusne mem-
brane, U je konstantni volumen otopine, d je debljina membrane

| Hi
Ry > m -

Proces fizikalnog otapanja prikazan jc diferencijalnom jednadzbom
koju su jo$ 1897. postavili A. A. Noyes i W. R. Whitney [10]
(f{]ﬁ;! D, I ( I n> o

d[' = 7?)/) gy — nay Ry > Ho

(29)
Ovdje je D, difuzni koeficijent komponente 2. F je povriina lame-
lice zasi¢ene otopine na &vrstoj komponenti 2. 4 je debljina lamelice
na povrdini Svrste faze — komponente 2. 2y} 1 2} znale brojeve mo-
lova otapala u prostorima 11 11, 2} i ny, su molovi otopljene kompo-
nente u prostoru 1 u &asu £ t u zasi¢enoj otopini, tj. u termodinamié-
koj ravnotezi.

U nadem slucaju, dakle, na proces osmoze, na njegovo odvijanje u

vremenu, djeluju tri termodinamicke sile:

4T
iy i uy

T (= ) 3 g ).

O toj ¢injenici vodi raduna Onsagerova matrica (45), koju éemo posta-

" . " .. ar . . .

viti, U jednadibi (29) kvocijent 5 Ve predstavija termodinami¢ku

silu v izrazu za fluks topline, dok se n izrazima (30) i (31) diferencije

{n} — ") i (ny! — nif)moraju zamijeniti termodinamitkim potenci-

;e 2
jalima pomocu izraza (24) i (26). Tako éemo dobiti, uz veé navedeni fluks

toplinske energije,
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Kq 71 A T ,
e R {27)

(4.1’ je jednodimenzionalni relat. pad temperature unutar polupropusne
membrane debljine d i povriine ¢, K je koeficijent vodljivosti topline),

dva parcijalna materijalna fluksa J,, 1 J4y. U skladu s nadim postupkom
fluks ]y, dobiva oblik

Dyg wg oy b
e = g pr YT (30)

D, je koeficijent samodifuzije otapala, U je konstantan volumen oto-
pine, 2 je broj molova otapala u istom otapalu, T je temperatura u
prostoru I, «}'i uyf je kemijski potencijal otapala u oba prostora.
/i3 je dijagonalni parcijalni fluks jedine otopljene komponente n,
kroz lamelicu zasi¢ene otopine debljine 9 na kristalu tvari koja se otapa

D:F ngy P
Jas = s BT e

m__ ”]l]
o (31)

F je povriina lamelice na kristalu, 7y, je broj molova komponente 2 u
konstantnom volumenu U prostora I {— 1 litra) zasicene otopine. D,
je difuzioni koeficijent komponente 2 u otapalu 1, «,'" je kemijski po-
tencijal zasi¢ene otopine. '} je kemijski potencijal komponente 2 u
prostoru Il u Casu ¢t

Da bismo mogli postaviti izraze za preostalih Sest nedijagonalnih
fluksova, moramo odrediti vrijednost triju nedijagonalnih linearnih ko-
eficijenata, jer se $est nelinearnib koeficijenata nae matrice — zbog
izraza {4) — reducira na tri: Ly, Lyz 1 Lyy.

Prenos topline (u nafem sistemu ne dolazi do hidrostatskog pretlaka)
ulazi u jednadibu kojom se veZe promjena tlaka zbog promjena tempe-
ratura na dva razlidita mjesta:

dp Q-
dT = T UT {32)

Ovdje je @+ toplina prenosa (Uherfihrungswirme, heat of transport), U
je parcijalni molarni volumen otapala. Detaljna istraZivanja su po-
kazala da vrijede relacije [11]
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L 5
TEH, o L = Ly = Ly (33)

Ly

H, je molska toplina razredivanja otopine otapalom. Analogno vrijedi

Ly . ~
l:% = 2 Ly = Ly = LgH. (34)

H, je molska toplina otapala jedine otopljene komponente. Toplina pre-
nosa Q= identi¢na je s diferencijom

Q= = Q—H
Q # je srednja energija koja je transportirana po molu molekula otapala

Ona je za velilinu molske enthalpije H manja od ukupno prenesene
koli¢ine topline Q.

Jo¥ preostaje da se navedu vrijednosti koeficijenata L,; = L,,. Taj
je koeficijent jednak produktu niZe temperature 7 u prostoru IT 1 So-
rettova koeficijenta 5. Kad se radi o smjesi od samo dvije komponente
(otapalu i jedinoj otopljenci komponenti), onda je Sorettov kocflicijent
definiran izrazom:

¥ E
s U (35
RT*
Ako se u toku procesa moZe zanemariti varijacija tlaka. onda je s
predstavljen varijucijom sastava otopine duX temperaturnog gradijenta.
pa je prema tome funkcija topline prenosa svake komponente. Za oto-
pine Sorettov efekt dobiva oblik (35). Prema tome vrijedi odnos

Qr — Q3 = 5T = Ly — Ly (36)
RT
Tako smo razvili sve linearne nedijagonalne koeficijente i termodina-
mitke sile, pa je moguée napisati Onsagerove matrice i oblika (2—1),
(2—2), (2—3) i oblika (4—1), (4—2) (#—3). Mogu se¢ napisati kon-
kretne vrijednosti svih nedijagonalnih parcijalnih fluksova.
Ji2 je parcijalni nedijagonalni fluks topline zbog termodinamitke sile
X,, razlike kemijskog potencijala ofapala u prostorima I i 11

H, Dy q n
Jia = E; . 15{["01 (/41” —— ‘ui] (37)
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Parcijalni fluks ], predstavlja Dufourov efekt komponente | zbog
razlike kemijskih potencijala, tj. fluks topline, zbog razlike kemijskih
potencijala komponente 1 u oba prostora. HI je molska enthalpija kom-
ponente 1 u prostoru 1.

Jo1 je parcijalni nedijagonalni fluks komponente 1 do kojega dolazi
zhog razlike u temperaturi prostora I i II. To je, dakle. Sorettov cfekt
otapala, komponente 1.

ﬁl Dl q ng 4T 38
Ja = Rr “oa T G

Ji5 je parcijalni nedijagonalni fluks toplinc zhog termodinamitke sile
X, razhike kemijskih potencijala komponente 2. To je Dufourov efekt
komponente 2.

i =__ %
Jio = = D2l mm Gl = Qy (39)
Uo RT ’
J31 je parcijalni dijagonalni fluks komponente 2 zbog razlike u tem-
peraturi prostora [ 1 Il To je Sorettov efekt

) I F -
o = DF iy Qp —QF 4T (40)

Us RT T
J2s je parcijalni nedijagonalni fluks otapala, komponente 1, zbog
razlike kemijskih potencijala, otopljene komponente 2 u prostorima

Lill

H, DoF nly
Joo = — 05 (BT (et — 2) (41)
Taj fluks moZemo nazvati kenjugirani fluks komponente I zbog raz-
like kemijskih potencijala komponente 2 u prostorima I 1 1L J; je
parcijalni nedijagonalni fluks otopljene komponente, 2, koji nastaje
zbog razlike kemijskih potencijala komponente 1 u prostorima I 1 II

HDoF
T == vs @y 15— ) 42

Svi ovdje navedeni parcijalni fluksovi dozvoljavaju da se na$ sistem
razvije kompletna Onsagerova matrica u skladu sa shemom (32).
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a0 Kgq171, 1T H, Di g n}

=g~ 4 0 R es T
Dzl’ " {Q1 - Qzﬁ } T
s Rr e
Iy = l{{ll _ Tlf g Ny f,lT L Dy nUl (i — “,) .
P de RT 0d ~ T ' RTOUd o
(‘ué’ — w3t (43)
Je = 1{’12 _ D.F ‘n Q7 — Q:) Jz _
YT d U o RT T
H DoF ng, Dyl ng
— mrEos T gy ()

Gornji izrazi predstavljaju fluksove mase 1 energije u njihovu toku
prema termodinamickoj ravnotezi, kad se, dakle, sistem ne nalazi ni
u termodinamickoj ravnotei, ni u stacionarnom nepromijenjenom sta-
nju. Nastaje pitanjc kad ¢e se u nafem sistemu ostvaritl stacionarno
stanje. Odgovor je na to pitanje teoretski jednostavan i lako ga je ke-
mijskom analizom provjeriti.

Stacionarno stanje ¢e u nadem sistemu nastati onog casa kad ¢e kon-
stantan broj molova otapala u; = @, koji u sckundi iz prostora 1 ude
u prostor II, s konstantnim brojem molova n, = & komponente 2, koji
¢e se u istom vremenu otopiti, stvoriti otopinu istog sastava koji veé
ima otopina u prostoru I1. To znadi da od tog tasa sastav otopine po-
staje nezavisan o vremenu, pa na izljev u prostoru 1i oti¢e u prostor
I kao u okolinu otopina konstantnog sastava.

Konstantan sastav naleg sistema u prostoru IT u stacionarnom stanju
ne moic se dakake kvantitativno teovetski unaprijed izrafunati, bez
eksperimentalnih podataka, jer su numeritke vrijednosti fluksova, li-
nearnih koeficijenata i afiniteta ovisne s jedne strane o velidini polu-
propusne membrane, a s druge strane o povriint kristala koji se otapa.
U eksperimentalnom radu treba prema tome dulje vremena pratiti sa-
stav tekudine u prostoru II da bi se eksperimentalno odredio njen o
vremenu neovisan sastav. U tom slulaju postignuto je stacionarno sta-
nje. To je teoretski jasno, ali se u praksi pojavljuje tesko premostiva
poteskoéa u tome §to membrane nisu idealno polupropusne. Prema tome
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u ratun treba pomocu posebnih diferencijalnih jednad#bi uzeti u obzir
neidealnost membrane, tj. njenu propusnost i za molekule otopljene
tvari, a ne samo za molekule otapala.

Ovim problemom opiirno su se pozabavili Schulz i Kuhn [12], koji su
u tri radnje tretirali problem odredivanja molekularne teZine makro-
molekulama metodom osmotskoga tlaka uz uvjet da membrana nije
idealno polupropusna. U] tom slutaju treba prema tim auforima uvesti
posebne membranske i ozmometarske konstante. Njihove jednadibe za
izratunavanje osmotskog tlaka u tom sluéaju znatno sc kompliciraju.
Autori su proveli niz odredivanja, pa u preglednim tabelama daju re-
zultate svajih ispitivanja. Zbog svih tih razloga autor ove rasprave nije
se upuStao u cksperimentalno provjeravanje ovdje navedenih izraza, jer
su onj izvedeni pod bitnim uvjetom da je membrana osmometra idealno
polupropusna,

Drugo je pitanje $to o tom kaZe termodinamika ireverzibilnih pro-
cesa. U uvodnom izlaganju ved je jednadibama (14) do (18) dan opée-
nit prikaz produkcije entropije za bilo koji otvoren sistem. Kad bi se u
(14) stavile u ovom radu razvijene vrijednosti za sve lincarne koefici-
jente i termodinamicke sile, dobila bi se numeri¢ka vrijednost za kre-
aciju entropije u nasem sistemu.

Ovdje se. medutim, javlja jedno novo interesantnije pitanje, koje po
mojem uvjcrenju jo¥ nije bilo dovoljno tretirano u nauci. Bertalanffy
je jedan od prvih autora koji je — na temelju eksperimentalnibh radova
Burtona - istaknuo razliku izmedu zatvorenih i otvorenih sistema s
obzirom na njihovo ponafanje prema katalizatorima. U zatvorenom
sistemu katalizator ne mofe promijeniti poloZaj ravnoteZe, koncentra-
ciju tvarl u ravnoteZi, nego moze mijenjati samo brzinu kojom se uspo-
stavlja ravnoteza. To je jedan od osnovnih zahtjeva termostatike, jer
bi se u obrnutom slucaju stavijanjem katalizatora u reakcionu smjesu
i njegovim uklanjanjem iz smjese mogao ostvariti perpetuum mobile.
Sasvim je drugadija situacija u otvorenom sistemu. Sastav stacionarnog
stanja moZe se promijeniti dodavanjem ili oduzimanjem katalizatora,
jer u izraze kojima se prikazuje stacionarno stanje ulaze konstantne
brzine reakcije, a one se mijenjaju pod utjecajem katalizatora. Prije
nekoliko godina u jednom sam tlanku [14] upozorio na analogiju izmedu
katalizatora u kemijskoj reakeiji i polupropusne membrane u procesu
osmoze. Mijenjanjem polupropusnih membrana kao kakvim kataliza-
torima ili inhibitorima poveéamo ili smanjujemo brzinu kojom tele
proces osmoze 1 kojom se uspostavlja osmotska ravnoteza. Na koncu
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procesa polupropusna membrana postaje (prakticki) kao i katalizator
nepromijenjena. Mijenjanje velidine odredene polupropusne membrane
sustinski je jednako promjeni membrane. Veli¢ina i debljina polupro-
pusne membrane bitno utjete na tatku u kojoj se uspostavlja sta-
cionarno stanje, pa je zbog toga sastav sistema u stacionarnom stanju
funkcija velidine i svojstava polupropusne membrane. Ovdje je prilika
da uo¢imo jo$ jednu bitnu karakteristiku membrane, koja dezvoljava
da se analogija izmedu polupropusne membrane i katalizatora jo§ jale
podvuée i naglasi. Djelovanje polupropusne membrane bitno je vezano
uz pojam permeabilnosti i uz pojam koeficijenta permeabilnosti. U ved

.. S . . . D . .
ranije razvijenoj jednadzbi (30) umjesto kvocijenta 71 moZe se pi-

. . . . . D . L
sati identi¢no P, faktor permeabilnosti P = —;‘ Uzme 1i se u obzir di-
¢

menzija koeficijenta difuzije razabire se interesantna €injenica da ko-
eficijent permeabilnosti ima dimenziju brzine [em! sek—'].

Upravo ta ¢injenica &ini shvatljivim uvodenje pojma energije aktiva-
cije 1 pojma slobodne enthalpije aktivacije u problematiku difuzije i
viskoziteta. H. Eyring [15] u svojoj teoriji prelaznog stanja daje izraz
za energiju aktivacije difuzije, iz kojeg slijedi da kod istoga fluksa mo-
lekula, odnosno kod iste brzine difuzije veéi faktor permeabilnostt odgo-
vara manjoj energiji aktivacije difuzije. Prema tome, analogija izmedn
polupropusne membrane 1 katalizatora obuhvada 1 njegovo najvainije
karakteristicno svojstvo da smanjuje encrgiju aktivacije. Kad bismo
pokufali efikasnost nekog katalizatora izraziti nekim koceficijentom, onda
bi on bio potpuno analogan koeficijentu permeabilnosti kod polupro-
pusne membrane. Jasno je da moZemo samovoljno uzeti velicinu po-
vr¥ine poluprepusne membrane da bismo pomodu take fiksiranog uvjeta
dobili numeritke vrijednosti odgovarajuéih linearnih koeficijenata. U
nafem se sludaju zapravo radi o Diofantovim jednadZbama. Iz izraza
koji su izvedeni u ovoj radnji razabire se, naime, da su Onsagerovi M-
nearni koeficijenti funkcija kako velitine povriine polupropusne mem-
brane, tako i njene debljine u procesu osmoze, odnosno debljine lame-
lice zasi¢ene otopine na povr§ini kristala i velidine te povriine u pro-
cesu otapanja. Stoga mi se &ini da su neosnovani prigovori metodi ter-
medinamike otvorenih sistema zbog samovoljnosti u odabiranju nume-
ritkih vrijednosti tih bitnih faktora koji ulaze u linearne koeficijente.

Tako npr. kaZe Partington »termodinamika ireverzibilnih procesa je
potpuno kvalitativna i od malog interesa za fizikalnu kemiju« [17].
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Treba uzeti u obzir da tri parcijalna procesa koji sadinjavaju simul-
tani proces koji je prouten u ovoj radnji, kad se prikaZe pomotu Onsa-
gerovih shema i njegovih linearnih koeficijenata, bitno zavisi o veli-
¢ini povriine, bilo membrane, bilo tvari koja se otapa.

Ova razmatranja provedena su uz mnoge simplifikacije, pa je ipak
i tako simplificirani prikaz jo$ uvijek kompliciran prema procesima
osmoze, otapanja 1 prenosa topline kad se oni uzmu sami za sebe. Treba
shvatiti da se u Zivim organizmima specijalno u ljudskom organizmu
simultano 1 na istom mjestu odigrava upravo nepregledno mnostvo pro-
cesa — kemijskih reakcija. Jasno se vidi kako jo¥ veliki i tedki zadaci
tekaju termodinamiku ireverzibilnith procesa u njenu pokulaju da
ogromnu kompleksnost simultanih procesa u organizmu teoretski pri-
kaZe, objasni i eksperimentalno dokaZe razvijene teoretske postavke.
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Tomisrav PINTER

OSMOSE, AUFLOSUNG UND
WARMETRANSPORT ALS SIMULTANER
PROZESS*

Anhand der Onsagerschen Theorie der reziproken Relationen kénnen
theoretisch die gegenseitigen Einfliisse der simultan ablaufenden Pro-
zesse der Osmose, der Aufldsung und des Wirmetransports behandelt
werden. Die Grundvorstellung diescr Theorie kann man einfach mit
dem Gesetze von Hooke verbinden, indem man die Fluxe und die ther-
modynamischen Kriifte der Onsagerschen Theorie als Antworten und
Zwinge auffasst. I's gilt dann ganz allgemein die Beziehung

strain = L. stress,

Hier ist strain = Flux = Antwort; stress = Zwang; I = konst. Dann
gilt die einfache lineare Beziehung fiir nicht zu grosse Krifte

J=Lx m
. i . dQ .
Wir betrachten den Flux der Warme-Energie p und zwei Fluxe der
at
dny dn, s .
Massen Hnl, dl:“. n, ist die Molenzahl der Komponente 1, des Losungs-
3

mittels, n, ist die Molenzahl der einzigen geldsten Komponente 2. Der
Flux der Wiarme-Energic besteht aus zwei Teilen: aus der Wirme-
Energie, welche aus dem wirmeren Raum 1 in den killteren Raum [T
iibergeht, und aus der Wirme, welche in dem Raum 1 fir die Auf-
lésung der festen Komponente 2 verbraucht wird.

Bei Vorhandensein der drei Fluxe und der drei thermodynamischen
Krifte wird die Onsagersche Theorie durch die symetrische Matrize
aus drei Reihen und drei Kolonnen dargestellt: (2—1), (2—2), (2—3).

* Originaliiberschrift dieser Arbeit: Osmoza, otapanje i prenos topline kao simul-
tani proces.
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L sind die diagonalen Koeffizienten und die Lix sind dic nicht diago-
nalen »off« Koelfizienten. Die Onsagersche Theorie gipfelt in dem Po-
stulat iiber die Gleichheit der symetrischen Koeffizienten.

Ly =Ly, Lyy = Ly, Loy = Ly (4)
Die Relationen (4) haben einen bedeutenden Wert, weil sie mit ihrem

axiomatischen Charakter die numerischen Werte den nicht diagonalen
Koelfizienten zuzuordnen gestatien.

Durch die Gleichungen (2—1), (2—2), (2—3) werden die Fluxe durch
je drei Glieder, partielle Fluxe, dargestellt. Jeder dieser Fluxe ist ein
Produkt aus dem linearen Koeffizienten und der Affinitit d. i. der
thermedynamischen Kraft. Es kann die folgende Matrize der partiellen
Fluxe niedergeschrieben werden:

Jo=Jut Jier T -0
Jo= Jat Joe T Iy (4—2}
Js=Ja + s+ Jas (4—2

Diese Matrize ist unsymetrisch, weil Jio == Jors Jis=F Jars Jos F Jaao
In der Gleichung (1) und in der symetrischen Matrize sind die Atfini-
titen als unabhingige Variablen x,, x,, x; keine Krifte im Sinne der
Mechanik, sie konnen verschiedene Dimensionen bekommen in Ab-
hingigkeit von unscrer Wahl. Die Onsagersche Theorie gestattet eine
breite Auswahl der thermodynamischen Krifte, aber sie ist durch die
Bedingung, dass die Summe der Produkte der Fluxe mit entsprechenden

. . . . .\ .diS
Kriften immer gleich der Erzeugung der Entropie ét sein muss, be-

schriankt. diS ist durch den Ausdruck
dS = d.S + dS (5—1)

definiert. Die Relation (5—1) bezieht sich auf die Volumeneinheit. Hier
ist dS das Differential der Gesamt-Fntropie, de$ ist das Differential
der Entropie, welche das System, der Raum 11, aus der Umgebung auf-
nimmt und in die Umgebung abgibt. diS ist die Entropie, welche inner-
halb des Systems im Raume Il produziert wird. Es gilt immer die Be-
ziehung
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diS
P (6)

Das bedeutet, dass es gentgt, dass die Differenz

<dS ngS) as )
i a) T e @

. . . deS . . .

immer grosser als Null wird. d",, kann somit gelegentlich auch negative
13

Werte annehmen.

Unser System ist in seiner Ganzheit betrachtet geschlossen. Fs be-
steht aber aus vier offenen Riumen, Subsystemen I, II, IT1, IV. Diese
Réiume sind durch dic extensiven Variablen n,, n,. die Molen-
zahlen der Komponenten, charakterisiert. Wir nehmen an, dass der
Raum | sehr gross ist. so dass seine Zusammensetzung unabhingig von
der Zeit wird. Von der Zeit unabhiingig ist auch der Raum IV, welcher
aus reiner kristallisicrter Komponente 2 besteht, sie geht mit dem Lo-
sungsmittel nur in den Prozess der Auflésung ein und dadurch ver-
lasst sie den Raum 1V. Wegen der angefihrten Bedingungen gilt die
Relation(8).

Die thermodynamische Kraft x; mit der Dimension einer partiellen
molaren Entropic wird durch die Gleichung (9) definiert. Demnach
gilt die Beziehung

xi = 0l — 11 {9)

Im thermodynamischen Gleichgewicht ist die Differenz auf der rechten
Seite gleich Null und deshalb ist in diesem Falle die thermodynamische
Kraft x auch gleich Null. Wir sehen, dass die partielle molare Entropie
xi gleich der Differenz dieser Grossen in den Rédumen IT und 1T ist.

Die Entropie-Erzeugung in der Zeit wird durch die Identitit

S >1 88 dn; Yj
di = ‘E— . dt = L:__\ Xi ]i (10)

e
i [

dargestellt. Es ist ratsam, hier die neue Variable durch die Beziehung
X 11
Xio= g (11)
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einzufithren. Auf diese Weise bekommt die thermodynamische Kraft X,
die Dimension ciner particllen molaren freien Energie, des thermody-
namischen Potentials . Wenn man (11) in (10) einsetzt, bekommen
wir

(5.'5

1 a = 52Xy o Xe o+ T X {13)

Fir den Flux der Wirme-Energie ist hier die entsprechende thermo-
dynamische Kraft X, die relative Temperaturverminderung ?TT Fir

das Produkt der Entropie-Erzeugung mit der ahsoluten Temperatur be-
kommen wir so die grundlegende Bezichung (18). Mit Hilfe der Be-
zichung (4) und (2-—1), (2—2), (2—3) bekommen wir fiir die Entropie-
Frzeugung in unserem System die Bezichung (14). Wenn man (14)
nach der thermodynamischen Kraft X, differenziert, bekommen wir
(15). Ebenso wenn man (14) nach der thermodynamischen Kraft X, dif-
ferenziert, bekommen wir (16). Im stationiiren, mit der Zeit unverdn-
derlichen Zustand, sind J, = 0 und J, = 0 (15). Wenn man (15) nach
X, und (16) nach X; von neuem differenziert, bckommen wir (17) und
(18), welche Beziehungen die Bedingungen fiir die Minimumwerte der
Entropie-Erzeugung darstellen. Weiter folgen aus unscren Beziehungen
die Relationen (19).

In dieser Problematik ist wichtig, dic Stellung des thermodynami-
schen und des stationdren (Fliess) Gleichgewichtes zu bestimmen. Das
wird durch Einfiihrung der neuen Variablen entsprechend der Glei-
chung (20} erreicht, wo nf; die Molenzahl des Losungsmittels im Raume
I ist wenn sich der Prozess im thermodynamischen Gleichgewicht be-
findet, 2," ist die Molenzahl des Losungsmittels im Raume I in der
Zeit ¢. Die Gleichung (21) bezieht sich auf die geléste Komponente 2
i bedeutet die Molenzahl der Komponente 2 im Raume IT im thermo-

dynamischen Gleichgewicht mit der ungelésten Komponente 2 im Rau-
me IV.

Durch bekannte thermodynamische Bezichungen (24) und (26) be-
kommen wir die wichtigen Beziehungen zwischen der Molenzahlendif-
ferenz und der Differenz der thermodynamischen Potentiale.

In den hier theoretisch beschriebenen System hat der Warmetransport
eine zweifache Ursache, erstens ist der Wirmeflux einc Folge des Wiir-
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metransportcs aus dem wéirmeren Raum I in den kdlteren Raum II*
und zweitens, kommt er durch die Auflosung der festen Komponente 2
und die dadurch bedingte Wirme-Absorption zustande. Unser Prozess
spielt sich als ein Prozess im offencn System (mit Volumen U = konst.)
ab. Die Molenzahlen der beiden Komponenten variieren so lange, bis
der stationdre Zustand (das TFliessgleichgewicht) erreicht wird. Hier
setzen wir drei wichtige Bedingungen voraus: erstens, eine ideal halb-
durchldssige Mcmbran, welche die Rdume I und I trennt. Die zweite
Bedingung ist eine ideale Durchmischung der Komponenten im Raume
[ und II und drittens, wir setzen einen idealen Fick’schen Diffusions-
prozess voraus, bei welchem dic Konzentrationsgefille nur auf die Dicke
der Schicht der gesdttigten Lésung auf der Kristalloberfliche von der
Dicke 8 bei dem Auflésungsprozess, und auf die Dicke d der Membrane
bei dem Prozess der Osmose beschrinkt ist. Die Zusammensetzung der
Losung im Raum I ist konstant. Ebenso konstant ist die Zusammen-
setzung im Raum IV, welche aus kristallisierter reiner Phase der Kom-
ponente 2 besteht.

Unser System belindet sich im thermodynamischen Gleichgewicht.
wenn in den Riumen [ und II die gesattigte Losung der Komponente
2 hei derselben Temperatur vorhanden ist. Dieses Gleichgewicht kann
auf zweifache Weise gestort werden, entweder dadurch, dass wir im
Raum T bei derselben konstanten Temperatur anstelle der gesiittigten
Losung der Komponente 2 eine verdinntere Loésung  konstanter Zu-
sammensetzung geben, oder dadurch, dass wir im Raum I die Tempe-
ratur etwas erhbhen. Im ersteren Falle nehmen wir der Einfachheit
halber an, dass der Raum T (bczw. die Losung im Raum I) sehr gross
und mit einer geeigneten Apparatur versehen ist, welche gestattet, die
Konzentrationen der Komponenten sowie im Raum 1 einerseits, als im
Raum I anderseits (in einem bestimmten Zeitpunkt ¢) homogen gleich
zu erhalten. Als Folge dieser Bedingungen verdiinnt sich die Losung im
Raum Il und so kann gleich die Auflosung der festen Komponente 2
beginnen. Es ist wichtig, hier zu bemerken, dass durch den Prozess der
Auflsung die Flissigkeit in diesem Raum sich konzentriert, und des-
halb wird die osmoierte Menge des Losungsittels in der Zeiteinheit

“ Als das Manuskript dicser Arbeit unserer Akademie zur Aufnahme in den RAD
schon iibergeben wurde, bekam ich von Prof. E. Ernst und seinen Mitarbeitern aus
dem Biophysikalischen Institut der Medizinischen Universitit in Pécs eine Rethe von
Arbeiten, die das Problem der Thermoosmose behandcln [18], [19], [20] 1 [21],
woliir ich den Autoren bestens danke.
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vermehrt. Der Prozess der Osmose und der Prozess der Auflosung stel-
len zwei entgegengesetzte Prozesse dar. Der Prozess der Osmose erschwert
die Erreichung des thermodynamischen Gleichgewichtes beim Prozess
der Auflésung und der Prozess der Auflésung erschwert die Erreichung
der thermodynamischen Gleichgewichtes bei dem Prozess der Osmose.
Der Prozess der Auflosung wirkt dem Prozess der Osmose eptgegen und
dadurch »verlingert er das Leben« dem Prozesse der Osmose. Ebenso
wirkt der Prozess der Osmose dem Prozesse der Auflosung entgegen,
der Prozess der Osmose »verldngert das Leben« dem Prozesse der Auf-
l6sung. Wenn sich betde Wirkungen in threm Lffekt ausgleichen, tritt
der stationidre Zustand ein. In diesem Zustande werden in dn, Mole
des Losungsmittels, welche in der Sekunde infolge der Osmose durch
die Membrane hindurchgehen, so viel (d. 1. dn,) Mole der Komponente
2 anfgeldst, dass dadurch im stationdren Zustand die L8sung im Raume
II keine Verdnderung crlciden kann, sie behilt ihre Konstante, d. 1. ihre
von der Zeit unabhingige stationire Zusammensctzung. Infolgedessen
verlisst den Raum II durch die Senke die Losung konstanter Zusam-
mensetzung. Es wird dann natlrlich

dn, =0 und dn,
S T

Wie wir schon oben bemerkten, kénnen wir das Gleichgewicht auch
durch die Temperaturerhbhung der Lésung im Raume T storen. In
diesem Falle tritt das Phinomen der Thermo-Osmose in Erscheinung.
An einem Beispiel aus Netter [16] wird das Wesen der Thermo-Osmose
in unsercm System erortert.

Die drei Prozesse. welche simultan in unsercm System ablaufen, wer-
den als Fluxe in Form der Onsagerschen Matrize (2—1), (2—2). (2—3)
dargestellt. Von diesen drei Prozessen besteht der Trste in der Tat aus
zwei separaten Fluxe. Der eine von diesen transportiert die Wirme-
Energie durch die Lamelle der gesdttigten Losung an der Oberfliache
der festen Phase der Komponente 2 infolge der Warme-Absorption von
dem Raume IT in den Raum IV. Der zweite Flux transportiert die War-
me aus dem wirmeren Raum I durch dic halbdurchldssige Membrane
in den killteren Raum II. Wir setzen voraus, dass dic Wirmemenge.
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welche durch die halbdurchlassige Membrane in den Raum I tibergeht.
grosser ist als die Wéarmemenge, die durch die Lamelle der gesittigten
Losung infolge der Warme-Absorption den Raum I verldsst.

In den Prozessen der Osmose, der Aufldsung und des Wirme-
transportes, welche in unserem System ablaufen, ist der Uberschuss
des Warmetransportes durch die Gleichung (27) dargestellt. In dieser
Gleichung ist K die Warmeleitzahl der Komponente 1, ¢ ist der Quer-
schnitt der halbdurchlissigen Membrane, d ist ihre Dicke, 4T ist die
Temperaturdifferenz zwischen den Raumen Il und I. In Ubereinstim-
mung mit der Matrize (4-1), (4-2), (4-3) ist J,; der partielle diagonale
Flux der Wiarme.

Durch die Gleichung (28) [9] ist die Osmose des Losungsmittels durch
die halbdurchlidssige Membrane dargestellt. D, ist der Koeffizient der
Selbstdiffusion des Wassers, U ist das konstante Volumen eines Liters
der Losung im Raum 1I. Der diagonale partielle materielle Flux des
Losungsmittels ist durch die Gleichung (30) und der diagonale partielle
Flux der einzigen gelosten Komponente 2 ist durch die Gleichung (31)
dargestellt. Hier ist F die Oberfliche der Kristalle im Raum IV. ¢ ist
die Dicke der Lamelle der gesittigten Losung auf der festen Oberfliche
der sich auflésenden Komponente 2. Die nicht diagonalen Koeffiziente
wurden anhand der Ableitungen, die durch die Ausdriicke (32) bis
(36) gegeben wurden, durch entsprechende Gleichungen gegeben und
zwar der partielle Flux [,, durch (37), der partielle Flux [,, durch
(88), der partielle Flux J,; durch (39), der particlle Flux J;, durch (40)
und schliesslich die partiellen Fluxe J,; und J;, durch die Gleichungen
(41) und (42). Dic Bedeutungen aller Gréssen, die in diesen Gleichun-
gen vorkommmen wurden schon oben erliutert.

Anhand aller dieser Gleichungen kann man in die Matrize (4—1),
(4-—9), (4—3) die Werte aller partiellen Fluxes hinschreiben. So be-
kommen wir schliesslich die Bedeutungen aller Grossen, die in der
Onsagerschen Matrize vorkommen. Die Onsagersche Matrize, durch
welche der Prozess in unserem System beschrieben wird, ist durch die
Gleichung (43) gegeben.

Man konnte versuchen, die oben theoretisch gegebenen Bedingungen
fiir den Eintritt des stationiren Zustandes einer experimentellen Prii-
fung zu unterzichen. Doch muss man bedenken, dass cine solche expe-
rimentelle Priifung unserer Gleichungen schwer durchgefiihrt werden
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kann, weil alle hier abgelciteten Gleichungen nur unter der Bedingung
des Vorhandenseins erstens, einer ideal halbdurchldssigen Membrane
und zweitens, unier der Bedingung einer idealen Mischung der Lisung
im Raume Il gegeben wurden.

Die komplizierten Ausdriicke von Schulz und Kuhn [12], welche man
bei einer realen Membrane beriicksichtigen misste, wiirden die Uber-
sichtlichkeit unserer Ergebnisse schr erschweren, wenn nicht iberhaupt
unméglich machen. Deshalb wurden in dieser Arbeit keine Experi-
mente zur Bestdtigung unserer Ausdriicke ausgefiihrt,

Unsere schon gegebene Ausdricke fiir alle Fluxe, linearen Koef-
fizienten und thermodynamischen Krifte, in die Gleichung (14) ein-
gesetzt, wirden theoretisch den Wert der gesamten Entropie-Erzeugung
in unserem System geben.

In engen Zusammenhange mit den Werten, die hier fiir die Onsager-
schen linearen Kocffizicnte gegeben wurden, ergibt sich eine spezifische
Fragestellung, dic bisher in der Literatur keine geniigende Beachtung
fand. Es handelt sich um die Analogie zwischen einem Katalysator und
einer halbdurchlissigen Membrane.

Bertalanffy [13] war wahrscheinlich der erste Autor, der auf Grund
der Arbeiten von Burton auf die Verschiedenheit der geschlossenen und
offenen Systeme in Bezug auf ihr Verhalten gegen den Einfluss der
Katalysatoren hinwies. In cinem geschlossenen System kann der Kata-
lysator die Lage des Gleichgewichtes nicht verindern. Er kann nicht
die Werte der Konzentrationen der im Prozess beteiligten Stoffe im
thermodynamischen Gleichgewicht beeinflussen. Konnte er das bewerk-
stelligen, so hitten wir sogleich ein Perpetuum mobile in der Hand.
Ganz anders liegt die Sache in einem offenen System. Die Zusammen-
setzung des Systems im stationdren Zustand kann durch verschiedene
Katalysatoren verschieden beeinflusst werden. Die Lage des stationiren
Zustandes in einem offenen System ist eine Funktion der individuellen
Eigenschaflten und der Menge des zugesetzten Katalysators. In einem
fritheren Artikel [14] habe isch schon auf die grosse Ahnlichkeit zwi-
schen einem Katalysator und eciner geeigneten halbdurchldssigen Mem-
brane aufmerksam gemacht. Durch verschiedene halbdurchlissige Mem-
branen kann man genau so wie mit den Katalysatoren oder Inhibitoren
dic Geschwindigkeit, mit welcher der Prozess der Osmose gegen das ther-
modynamische Gleichgewicht ablauft, stark beeinflussen. Wir kénnen
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namentlich die Geschwindigkeit, mit welcher sich das osmotische
Gleichgewicht einstellt, verdndern. Am Ende des Prozesses bleibt die
Membrane ganz wie ein Katalysator unverdndert. Die Verdnderung der
Querschnittgrosse der Membrane ist analog der grésseren oder der klei-
neren Katalysatormenge im Prozess. Ebenso ist die Verdnderung der
Grdsse der halbdurchlissigen Membrane einer Veranderung der Mem-
bran scthst wesentlich analog. Die Grosse und die Dicke der halbdurch-
ldssigen Membran beeinflusst und verschiebt den Punkt, in welchem sich
der stationdre Zustand einstellt. Eben deshalb ist die Zusammensetzung
des Systems im stationdren Zustand cine Funktion der Grosse und der
Eigenschaften der Membrane. Es ergibl sich aber auch eine weitere
Karakteristik der Membrane, welche gestattet. die Anpalogie zwischen
ithr und dem Katalysator noch weiter zu entwickeln. Die Wirkung einer
halbdurchldssigen Membrane ist an den Begriff der Permeabilitit und
des Permcabilitats-Koeffizienten gebunden. In der Gleichung (30) kén-

. . D, . . . .
nen wir anstatt des Quotienten Il identisch den Faktor der Permeabi-
¢

litat P setzen. Bedenken wir, dass der Permeabilitats-Koeffizient die
Dimension einer Geschwindigket [cm! sek™!] hat, so ist nicht verwun-
derlich, dass Eyring [15] in seiner Ubergangszustands-Theoric die Akti-
vitatsenergie der Diffusion {oder der Permeabilitit) zu berechnen ver-
suchte. Es ergab sich, dass die Membrane ¢ine Verminderung der Akti-
vitatsenergie verursacht, womit die erwihnte Analogie zwischen einem
Katalysator und einer halbdurchlassigen Membrane in cinemn wesent-
lichen Punkt vertieft wird. Bei cinem Versuch. die Leistungsfahigkeit
eines Katalysators durch einen Koeffizienten darzustellen, wirden wir
diesem Koeffizienten die Dimension eines Permeabilitits-Koeffizienten
geben.

Wir missen noch die Frage der willkirlichen Auswahl der Mem-
branengrossen bei unseren linearen Koeffizienten kurz erdrtern. Die
Freiheit bei der Wahl der numerischen Grossen der linearen Koef-
fizienten veranlasste bei manchen Autoren eine etwas reservierte und
skeptische Haltung gegeniiber der Theorie der irreversibilen Prozesse.
So z. B. dussert sich Partington [17]: »die Thermodynamik der irreversi-
bilen Prozesse ist vollkommen qualitativ und von geringem Interesse fiir
die physikalische Chemie«. Gerade anhand der vorliegenden Arbeit
glaubt der Verfasser, dass der Prozess, welcher hier betrachtet wurde,
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notwendig von der Grosse der Oberflidche der halbdurchlissigen Mem-
brane einerseits. und von der Grisse der Oberflache der sich auflosen-
den Komponente 2 anderseits, abhangt. In diesem Zusammenhange muss
man hervorheben, dass sich in einem Organismus eine fast uniiberseh-
bare Menge simultaner Prozesse abspielt und dass die experimentelle
Prifung der theoretischen Ausdriicke fir ein solches System ohne
entsprechende Vereinfachungen eine recht schwer realisierbare Aufgabe
darstellt.

Angenommen zur Ugréffentlichung am 5. V., 1967, in der Abteilung fir mathema-

tische, physikalische und technische Wissenschaften der Jugoslawischen Akademic in
Zagreh.
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ViapimMir VrRani¢é and VeiabpimMir MaTRoVvVIE

CONTRIBUTION TO A STATISTICAL
THEORY OF CROATO-SERBIAN

This paper is a continuation of the paper »Mathematical Theory of
the Syllabic Structure of Croato-Serbian« by Vrani¢ and Matkovié
which was published in Rad, 1965, Vol. 331. In this certain statistical
characteristics based on samples of 40167 words taken from various
literary works and newspaper articles were under observation. The
material was non-homogenous!, the results based on it were discussed
in the above mentioned paper.

The question that then arose was: are the results obtained valid for
every Croato-Serbian text? The problem was so stimulating that we
continued with our investigations and for this purpose the texts Na
rubu pameti (On the Edge of Reason) by Krleta and Djeca boZja
{God’s Children) by Segedin were taken into consideration.

Statistical investigations were carried out in the Telecommunications
Department, Facuity of Electrical Engineering, Zagreb University. A
special kind of electronic analyser was designed and used for obtaining
the necessary data.

The tested samples of the texts were punched on the tape. In this
way the information received from the texts was stored in the per-
forated tape. In order to elaborate the information further by means
of the electronic analyser, it was necessary to convert this information
into adequate electrical form. This conversion took place in a part of

t We consider a homogenous text to be the one taken from a single literary work
only, while a non-homogenaus text is compiled from various sources (literary works,

newspaper articles ete.).
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the analyser called a photoreader. It reads the information contained
in the tape at the rate of 830 signs per second and converts it into
adequate form for further elaboration. At its outlet it registers uniquely
determined information concerning the number of signs and syllables
for every word that was tested by means of electronic counters.

The analyser consists of elements that are made of semiconducting
material. Its operation is influcnced by many factors such as random
noise, ambient temperature, voltage stability etc. whose effects on the
accuracy of the results cannot be completely avoided. To construct an
analyser providing maximum accuracy a far greater number of ele-
ments with some additional safety measures would have to be provided.
Owing to this, it is well to remember while using the results of the
analysis that they were obtained by means of an analyser which itself
was not absolutely accurate but whose error, however, does not exceed
1%. It can be stated that this ervor is of no importance for our con-
clusions having in view the character of the results which were obtained

from the statistical investigations.

The results of the statistical investigations are the following:
a) Krleza: 18078 words were under investigation.

The distribution of the number of syllables is as follows:

Number of |

' Number of words i Relative frequency p,
syllables !
1 OrLs 0.3383
2 5257 0.2908
3 3829 0.2118
4 2064 0.1142
5 604 0.0834
6 156 0,0086
7 32 0,0018
8 21 : 0.0011
18078 ‘ 1,0000
i
‘Table 1



b) Segedin: 16350 words were under investigation.

The distribution of the number of syllables is as follows:

Number of

Number of words i Relative frequency p;
syllables
1 6124 ‘ 0,3746
2 5339 0,3265
3 3128 0,1913
4 1877 : 0,0842
5 309 | 0,0189
6 55 ! 0,0084
7 13 ; 0.0008
& 5 0,0003
16350 i 1.0000
 Table 2 B

Mean value of distribution in:

Non-homogenous malerial 2,20 entropy H=-21
Krleza 2.25  entropy =—21
Segedin 2,06  cntropy H=—20

By analogy with the earlier paper, we have now tried to find a
possibility of representing the obtained distributions by using the su-
perposition of 4 Poisson distributions.

The corresponding formula is:

Uiy P g Piea oy i T oay s ¢
where p; stands for the corresponding values of Poisson distribution.

In the KrleZa text the probability for one syllabic words is 0,3383.
This corresponds to the Poisson distribution for ¢ = 2,1. In the Segedin
text the probability for one syllabic words is 0,3746, which corresponds

i = 2,0. Therefore we started in the Krleda text with the following
distribution:

R R B R

P a7 =

or with the following
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b = 0,3829 s = 0,0208
, = 0,3662 pe = 0,0045
py = 0,2014 p; = 0,0008
p; = 0,0738 ps — 0,0001
Thus we obtain from {1):
Uy T gy
vy = oy Py by py
vy = ay gt anpytagpy
vymag bt py tagpy ooy
vy =y Py Ty py gy boaghy
v =y Pg b oas Py T oagpy toay
vp=a pr T oa g toag Py T oag py
vg = ay Py Ty pr T oagpytoay
where p;, p, ... .. pe are the above mentioned probabilities.

Table 3

Our task is to find o;, @y, @y and «, so that the values of v,

Uy vy will approach the empirical p as much as possible.

g, 2y, ay and o, can be found by the method of least squares, i. e. to
find the minimum of

Y — )t
;

under condition that

E 'U[=1

i e. the minimum of the function

F (‘11. g, Az, 0’4) - :_: ([);—v.)"’—Zl S v

The following equations are thus obtained:

@  Zpipi— a2 P — a2 pipi — a2 pipi g —

(B b — T pipin— aZpl — a Xpi P —

(€) Zhipie— aZpiprs— a2 prapie— 2 Pig’ —

({d) Xpipis— apipros— 2= Prafios — a3 piohia—

(&) a1 Zpi+ asZpiy + aZpi2+ A Zpg =1
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— e Epipiy +AEp; =0
— e Zpipig A2 =
- ﬂajpi—epl—s + 72[’:’—2 =0

— ay Spi g AZprg =10
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tespectively, it the corresponding values are inserted. the equations
will be the following:

(a) 0,2014 a; + 0,2121 ay + 0,0985 «; -+ 0,0330 o, — 1 = 0,2709

(b) 0,2121 o, + 0,2914 a, + 0,2121 ay + 0,0985 2, —
— 10,9999 i = 0,2000

(¢) 0,0085 u, -+ 0,2121 a, 1 02914 a, + 02120 o, —
— 0,9991 4 = 0.1197 (3)

(d) 0,0330 @, + 0,0985 a, + 0,2120 a; + 0,2913 ¢, —
— 0,9946 1 = 0,0521

(e) ay -+ 0,9999 ¢, + 0,9991 a, + 09946 a, = 1

These 5 equations will yield the following results:

a, = 1,017159 ay = — 0,246214
ag = 0,297044 a, = — 0,068253
respectively

vi = 1,017159 pi — 0,246214 piy = 0,297044 pi-2 — 0,068258 pi—s

When insertig into the formula the corresponding values for p we

obtain:
- Number

of words

v, = 0,33866 6122
v, = 0,29057 5253
vy = 0,21361 3862
vy == 0,11154 2016
vy = 0,03731 674
vg = 0,00775 140
v; = 0,00056 11
1,00000 18078

Table 4




vy turned out to be negative. As it is impossible to operate with ne-
gative probabilities and a negative number of words, the negative re-
sults were added to the probability v, . Thus v, shows in fact the pro-
bability values for ¢ = 7.

With the Segedin text we start from the Poisson distribution which
corresponds to ¢ = 2,0 i. e. from the formula:

1:‘—1 . 6’71
P = 7(7—71)7
or the table is:
by = 0,3679 b5 = 0,0153
Dy = 0.3679 by = 0,0081
by = 0,1839 by = 0,0005
by = 0.0613 e = 0.0001
Table 5

By analogy with the Krleia text, the following equations are obtained:

0,8085 a; + 0,2153 uy, — 0,0932 a4 + 0,0288 ay — i = 0,2986
0,2153 ay -1 0,3085 o, -+ 0,2158 ¢y -+ 0,0982 ¢y — 0,9999 4 = 0,2072
0,0982 oy -+ 0,2158 ¢y + 0,8085 ug + 0,2158 «, — 0,9991 2 = 0,1051 (4)
0,0288 a, - 0,0932 o, + 0,2153 a5 -+ 0,3085 ¢y — 0,9946 1 = 0,0386
ay + 0,9999 o, + 0,9991 ay + 0,9946 a; = 1,0000
These equations have yielded the following results:

a; = 1,019156 g 0,149979
uy = — 0,184546 ay = — 0,034300

respectively

v = 1,019156 p; — 0,134546 pis -+ 0,149979 pi.» — 0,084300 pis
Thus we obtain:

) Number of words

v, = 037482 6129
v, == 0,32534 5819
v, = 0,19303 3136
v, = 0,08026 1312
v, = 0,02230 365
vs == 0,00399 65
v, = 0,00026 4

1,00000 16350

" Table 6
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The same holds good for vy as in the case of the Krleza text.

When comparing the empirical and theoretical distributions we
obtain:

a) Krlefa

Number of Number of

Nu'xlTb;]r of ‘ words words Difference
sytlables | empiricalty theoretically
1 6115 ! 6122 | -7
2 5257 : 5253 i 4
3 3529 3862 — 38
4 1 2064 2016 i 48
5 | 604 674 — 70
6 i 156 140 16
7 53 I ! 42
18078 18078 | 0
) |
Table 7
b) Segedin
Numb § Number of Number of ‘
! u‘;; ; N words i words ; Difference
syliables 5 empirically theoretically |
1 ' 6124 ! 6129 ‘ — 5
2 | 5339 | 5319 ' 20
3 I 3128 ! 3156 — 28
4 | 1877 i 1812 65
5 309 . 365 w54
6 | 55 ‘ 65 —10
7 18 | 4 14
N [ i : e
16850 l 16350 0
|
Table 8
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The results of the empirical and theoretical data conform to a cer-
tain degree, especially in the first 5 lines of the columm. However, in
the view of chisquare test the differences are too great. They mainly
appear in the five-, six- and seven-syllabic words, the number of words
tested being too small and the deviations relatively high. This, however,
does not imply that our hypothesis should be rejected. That is linguistic
laws should not be compared to biological, population laws etc., which
even while under statistical observation, still subject to the laws of na-
ture, while the phenomenon of word formation is of a quite different
character. In order to show that in this casc laws also exist, we shall
observe the subgroups of a thousand words taken from the above men-
tioned groups and determine the number of one-, two-, etc. syllabic
words in the subgroup in relations to the number represented in the
basic group.

Thus, we obtain:

a) Krleza
Numb ¢ Number of ‘; Number of
ur;1] ;‘i ° words | words Difference
syllables empirically i theoretically
1 338 339 —1
2 : 291 2091 i 0
3 ‘ 212 214 —2
4 i 114 111 3
5 ; 33 87 ; -—4
6 | 12 8 1 4
L S I -
i 1000 It 1000 ; 0
i
Table 9 - B

From these results we obtain 2 = 2,535.

In this case there are 4 degrees of liberty as the distribution was de-
termined in advance by the sum of the members as well as by the
arithmetical mean. According to the chisquare table the probability in
the four degrees of liberty, when »° = 2,535 may even cxceed is 64%.
This probability is so high that there is no reason for rejecting the hy-
pothesis, 1. e. the formula obtained by superinposing of 4 Poisson distri-
butions.
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b) Segedin

Number of Number of

Number of ;
syllables words words ‘ Difference
empirically theoretically

1 375 : 376 ‘ 1

2 327 895 i 2

3 191 193 ! —2

4 84 ; 80 i

3 19 | 22 | _3

6 4 : 4

| 1000 | 1000 ' 0

- “Table 10

The same method was applied to the Segedin data as to the Krleza
data, i. e. we have contracted the table to 6 lines as the chisquare test
cannot be applied to a smaller number of elements. From the foregoing
table z* = 0,945 1s worked out.

The probability in the four degrees of liberty that the chisquare being
exceeded, is 90%s. This probability proves even more than in the case
of KrleZa that our hypothesis is correctly postulated.

The tests referring to the homogenous text show that actually there
is no difference in the syllabic structure of Croato-Serbian between a
non-homogenous and a homogenous text. We may assume, therefore,
that the formula found for the syllabic structure of Croato-Serbian is
as follows:

for the non-homogenous text:

v = 1,0287 pi — 0,2305 pis + 0,2875 piz — 0,0859 pis

Krleza:

vi = 1,017159 pi — 0,246214 piy + 0,297044 pi . — 0,068253 pi. s

Segedin:

vi = 1,019156 f; — 0,184546 pis + 0,149979 pi » — 0,034300 pi

Thus a complete analogy can be drawn between the Krleza text and the
non-homogenous one. while certain deviations can be observed in the
Segedin data. Furthermore, we can observe the fact that

a >0 g >0
a, <0 o, << 0
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The question arises: if the fact, that the a, <{ 0 respectively a, <0 we
due to a chance or it must be so. Our assumption being correct, we can
show it in the following way:

We start from the assumptions arising out of experiments:
Lp > 1> 0 )
2. As the theoretical probabilities should approach as close as pos-
sible to the empirical probabilities, we must assume that:
(=T e ST (6)

3. As the study of syllabic structure has shown that words having
more than 9 syllables do not exist in the Croato-Serbian language, we
have the right to assume that the probability of ten syllabic words will
equal zero, or that the computations may even result in negative pro-
babilities, as it was clearly shown in the examples mentioned before.
Thus we assume that:

Vi 0 (7
and as
Vi = 4 Prg 1 Py oy b oagpy
and
pg =0 Pra=10
we obtain
Vip = ayfy T Py <0 (8)

4. As we look for in the Poisson distribution which approaches most
£’ we can assume that it will be approximately

= p=v
and as
v Ty Py
it is approximately
a; =1 9)
5. From (3) we have
a, + 0,9999 a, + 0,9991 a4 -+ 0,9946 o, = 1

respectively approximately
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a; ooy +a;t+a =1 (10)
respectively approximately while a,==1
ay+ ag + ay = 0. (11)

Although the relations are only approximately, the inaccuracy is so
small that, it can be neglected.

6. From the Poisson table for 3 = 1 or 2 = 1,1 it is visible that

P
1t follows from (6)
Uy > U,
ag Py > Py toay b
ay (pr—P.) > by

And as
biss e
it follows that
ay fry << 0
respectively
a, <0 (12)

From (11)
ty ™y + o, =0

follows that

ag Ty T — 0y
respectively
ay + a0 (18)
because
a, << 0.
From (8)

Vyg = @y py T oag pr <0
follows that

a < — ﬁ— " (14)



and as

bs < ps
it follows from (14) that
Py | <<y | (15)
As we have from (13)
ay +oay > 0.
so it cannot be becausc of (15)
ay < 0.
So we have
ay >0
and because of (14) while a; > 0 must be
ay < 0.

The previous assumptions and results can be numerically verified
on the basis of obtained results. We have:

(a) vy == az pg + a, p; = — 0,000025 Krleza
(b) v,y = g pg T ag p; = — 0,000002 Segedin
KrleZa
P
(@) ag<— T 0,037 Really we bave — 0,068 < — 0,037
7
Segedin
. bs
(b) g < — P ay = —0,030 Really we have — 0,084 <T — 0,030
ay + ay Foag +oag = 0,999736 —1 Krleza
ay + ay +oag + ag = 1,000289 =1 Segedin

Although the results are obtained from relations that are only
approximately valid, the errors in them are so small that they may
be neglected in our conclusions. It is cssential, however, that through
our investigations we have achieved results which enable us to use the
following formula while studying the syllabic structure of the Croato-
Serbian language.

Vi ooy pi T oy pios ooy pie oy pios.
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This formula has proved to be very adaptable to the empirical text,
which was clearly shown in the investigations of the non-homogenous
text described in our earlier paper, as well as of the homogenous text
given in this paper.

The meaning of the formula is the following: Although the distri-
bution of the words according to syllables cannot be represented by
the Poisson distribution, it is possible to represent it by means of alge-
braic superposition from 4 Poisson distributions (2 or 3 Poisson distri-
butions are insufficient and do not yield acceptable results!).

0.306 +

6.200 1+

1,006

~0.306 R= (1) +{2)+ {31+ (4)
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The meaning of this superposition can be seen in the figure (1) where
the 4 Poisson distributions and the results of algebraic superposition are
shown for the Krleza text. The 4 Poisson distributions are displaced
one from the other in phase 1. In this superposition the first and the
third Poisson distributions are added and multiplied by a given factor,
while the second and fourth are subtracted as they are multiplied by
negative factors. This is the reason why this superposition is called
algebraic.

There were also some other investigations that were under conside-
ration, i. e. the correlation between the length of the words and the
number of syllables of individual words. As it was anticipated a very
strong correlation was found, which in the KrleZa text was 0,928, while
in the Segedin text was 0,912.

The contributors to this work are Vjekoslav Sinkovié, m. sc. and
Zeljko Paude, m. sc. Viekoslav Sinkovi¢ did the necessary counting by
means of the electronic analyser that was constructed in the Depart-
ment for Telecommunications, while Zeljko PauSe collaborated in the
computation of some data.
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ViapiMir Vravi¢ i Veabpivir MaTkovidé

PRILOG STATISTICKO] TEORIJI
HRVATSKOSRPSKOG JEZIKA

Ovaj rad nastavak je rada Vladimira Vrani¢a i Vladimira Matkovica
koji je iza%ao u 331. knjizi »Rada« 1965 Tada smo promatrali neke
statisticke osobine hrvatskosrpskog jezika na osnovi uzorka od 40167
rijeti dobivenih iz raznib literarnih djela i iz novinskih élanaka. Taj
»nehomogeni« materijal dao je rezultat diskutiran u navedenoj radnji.

Postavlja se. medutim, pitanje, da li taj rezultat vrijedi za svaki tekst
hrvatskosrpskog jezika. U tu svrhu uzet je u razmatranje jedan tekst
M. Krleze i jedan tekst P. Segedina. Od Krlefe smo uzeli knjigu »Na
rubu pameti«, a od Segedina »Djeca bofja«. Statisticko promatranje
izvedeno je u Zavodu za telekomunikacije Elektrotehnitkog fakulteta.
Za dobivanje traZenih podataka bio je konstruiran i upotrijebljen elek-
tronski uredaj.

Ispitivani uzorci tekstova ispisani su na perforiranoj traci. Na taj je
palin informacija, sadrfana u tekstovima. uskladiStena pomocu perfo-
rirane trake. i s nje se informacija pretvara u adekvatan elektri¢ki
oblik. Pretvorbu vréi »fototital« brzinom od 830 znakova u sekundi
i pretvara ih u pogodan obiik za dalju obradu. Informacija se nakon
toga predaje analizatoru, koji daje na svom izlazu jednoznatnu infor-
maciju o broju znakova i broju slogova za svaku rije¢ u ispitivanom
tekstu. Registracija rezultata analize provodi se pomocu elektronskih
brojada.

Citav uredaj izveden je sa poluvodi¢kim clementima. Na njegov rad
utjede niz faktora (sludajni Sumovi, temperatura okoline, stabilnost na-
pona itd.), koje se nije moglo u potpunosti izbjeti. Za uredaje s kraj-
njom tanosti trebalo bi upotrijebiti mnogo vie elemenata i provesti

* Vranié-Matkovi¢: Mathematical theory of the syllabic structure of Croato-Ser-
hian, 831. knjiga »Rada«, Zagreb, 1965.
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dodatne mjere sigurnosti. Radi toga je potrebno imati na umu da su
dobiveni rezultati analize pomoéu uredaja koji nisu krajnje tacni, ali
-adls N P 0/ % MYy AT 3 y
pogreska ne prelazi 1%. No ta gre$ka za zakljulivanja u -ovom radu
nije od va’nosti uprayo s obzirom na karakter rezultata dobivenih na
osnovi statisti¢kih istrativanja.
Rezultat tog statistitkog promatranja je ovaj:

a) Krleza: Promatrano je 18078 rijedi. Razdioba po broju slogova
sadrzana je u tabeli 1.

b) Segedin: Promatrano je 16350 rije¢i. Razdioba po broju slogova
sadriana je u tabeli 2.

Nehomogeni tekst dao je prosjek 2,20 entropija H = —2]1
Prosjek kod KrleZe je 2,925 . H=—21
Prosjek kod Segedina je 2,06 " H=-—20

PotraZili smo sada moguénost da se dobivene razdiobe predole su-
perpozicijom od 4 Poissonove razdiobe na natin kako je to radeno u
ranijem - radu.

Pripadna formula glasi:

U= by T i g pis Ty pis (1
gdje su pi pripadne vrijednosti Poissonove razdiobe.

Kod KrleZe je vjerojatnost za jednosloZne rijedi 0.3883, a to odgo-
vara Poissonovoj razdiobi za i = 2,1. Kod Segedina imamo 0,3746, §to
odgovara [ = 2,0. Poradi toga polazimo kod Krlefe od ove razdiobe:

({_1)171 LD 1,18 1. g1
b= R
(i—1)! i—1)!
odnosno tabele 3:

#, = 0,3329

ps = 0,3662

by = 0,2014

by = 0,0738

be - 0,0203

e = 0,0045

by = 0,0008

fe = 0,0001
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Imamo dakle 1z (1):

vy T oay

Uy =y py oy Py

Uy =y Pyt oay by oy

vy = ay Py oug Py Hoag Py T oag Py
vs = ay Pyt g by T oay py oy
Vg = ay Pt oag b5 T gy + oy Py
U= ag by toag pytoag ps Boag py
Vg = oy Pg T oag b oay by oag by

gdje su py. po. ... P gore navedene vrijednosti.

Zadatak je da nademo oy, «,. ¢y i 2, tako da se vrijednosti v,.
Vyy oo vy Sto vide pribliZe empirijskim vrijednostima pe .

ay, 1y, 3 1 @y nalaze se uz pomoé metode najmanjih kvadrata, tj.
da se potraZi minimum od

l (pf —w)?

uz uvjet

tj. minimum funkcije

F (e, as o a0) = O (fl—wi)2—21 >t
Tako dobivamo jednadzbe (2)

odnosno, ako uvrstimo pripadne vrijednosti, jednadZbe (3).

Tih 5 jednadzbi daje ovaj rezultat:

I

(3%

1,017159 uy = — 0,246214
ay = 0,297044 a, = — 0,068253

odnosno:

vi = 1,017159 pi — 0,246214 pia + 0,297044 pi 2 — 0,068258 fr .
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Ako uvrstimo u ovu formulu pripadne vrijednosti za p: dobivamo:

Broj rijeti

v = 0,33866 6122

v, = 0,29057 5253
vy = 0,21361 3862
vy = 0,11154 2016
vy = 0,08781 674
v — 0,00775 140
v, = 0,00056 11

1,00000 18078

Tabela 4

vy je ispao negativan, pa kako ne moZemo operirati sa negativnim
vjerojatnostima i ncgativnim brojem rijedi, mi smo taj negativni re-
zultat pribrojili vjerojatnosti v;. Prema tome v; znadi zapravo vrijed-

nosti vjerojatnosti za i = 7.

Kod Segedina polazimo od Poissonove razdiobe, koja odgovara
i =20 tj. od formule:

-

1i—1 . 1

b= G

a

odnosno tablice 6.
Tako dobivamo analogno kao i kod KrleZina teksta jednadzbe (4).

Te jednadibe daju ova rjefenja:

a; = 1,019156
ay = — 0,134546
a = 0,149979
ay, = — (,034300

odnosno:

v = 1,019156 p; — 0,134546 pix + 0,149979 p; > — 0,034300 p:
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Odavde dobivamo:

Broj rijeti

v, = 0,87482 6129

vy = 0,32534 5319
Uy 0,19308 3136
v, = 0,08026 1812
vy - 0,02230 365
vy 7 0,00399 65
v, == 0,00026 4

106000 16350

‘Tabhela 6

Za vy vrijedi isto $to smo spomenuli kod Krleze. Ako usporedimo
empirijsku 1 teoretsku razdiobu, dobivamo kod Krlefe tabelu 7, a kod
Segedina tabelu 8.

Ovi rezultati pokazuju priliéno slaganje empirijskih i teoretskih po-
dataka i to marodito u prvih 5 redaka. Ipak u smislu hikvadrat - testa
te su razlike prevelike. Te su razlike nastale uglavnom kod petero-
sloinih, festerosloznih i sedmerosloznih rijeéi, kojih ima premalo, pa
je uslijed toga relativna devijacija dosta velika. To, medutim, ne znadi
da moramo na$u hipotezu odbaciti. Ne smijemo, naime, jezitne zako-
nitosti mjeriti istim mjerilom kao bioloske, populacione i druge zako-
nitosti koje su i onda kad se sluZimo statistitkim promatranjem jo§ uvi-
jek podvrgnute prirodnim zakonima, dok je tvorba rijedi ipak sasvim
drugog karaktera. Da i ovdje postoji zakonitost moZe se pokazati na taj
nadin (vidi raniji rad) da promatramo podskupove od tisucu rijedi uzetih
iz gore navedenih skupova time da odredimo broj jednosloZnih, dvo-
sloZnih itd. rijedi u podskupu u razmjeru prema broju u osnovnom
skupu. Tako dobivamo tabelu 9.

Iz ovih podataka dobivamo x? = 2,585.

U ovom sluéaju imamo Cetiri stepena slobode, buduéi da je razdioba
bila unaprijed odredena zbrojem &lanova i aritmetitkom sredinom. U
smislu tablice hikvadrata, vjerojatnost da kod Cetiri stepena slobode
dobiveni z® = 2,535 jo§ mo¥e biti premaden, je 64%. To je tako velika
vjerojatnost da nemamo razloga odbiti hipotezu, tj. da je nafa formula
dobivena superpozicijom od 4 Poissonove razdiobe.
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Kako kod Krleie tako smo i kod Segedina stegnuli tablicu na 6 re-
daka. Tako se postupa buduéi da se hikvadrat-test ne primjenjuje kod
premalo elemenata. Iz tablice 9 izraluna se 72 = 0,945.

Vjerojatnost kod Cetiri stepena slobode da ovaj hikvadrat jo§ moZe
biti prema$en je 90%. Ta vjerojatnost, jo§ viSe nego u KrleZinu tekstu,
potvrduje nasu hipotezu.

Navedeni pokusi koji se ti¢u homogenih tekstova pokazuju da za-
pravo nema razlike izmedu nehomogenog 1 homogenog teksta slogovne
strukture hrvatskosrpskog jezika. Prema tome moZemo smatrati da je
za slogovnu strukturu hrvatskosrpskog jezika nadena formula, koja
glasi:

za nehomogeni teksi:
v = 1,0287 pi — 0,2305 pi + 0,2875 pi—» — 0,0859 pi—s
Krleta:
v, = 1,017159 pr — 0.246214 . | 0,207044 pio — 0,068253 pis
Segedin:
vi = 1019156 i — 0,134546 p; « + 0,149979 piz — 0,034300 pi—s

Vidimo, dakle kod KrleZina teksta potpunu analogiju s nchomoge-
nim, a izvjesnu devijaciju kod Segedina. Opafamo nadalje Einjenicu
da je

a1 >0
a, <0
as >0
a, <0

Nastaje pitanje da li to mora biti, narotito da su a, << 0, odnosno
ay << 0. Da to mora biti tako u moguénosti smo pokazati na ovaj natin:

Polazimo od pretpostavaka do kojih smo dosli na osnovi eksperime-
nata:

LBy > 6> > > (%)
2. Buduéi da traZimo da se tcorctske vjerojatnosti §to vile priljube
empirijskim, to moramo pretpostaviti:

v, >0,> . >y, >y (6)
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3. Kako je studij slogovne strukture pokazao da u hrvatskosrpskom
Jjeziku nema rijedi s vie od 9 slogova, imamo pravo pretpostaviti da ¢e
vjerojatnost za deseteroslofne rijedi biti jednaka nuli, odnosno da ¢e
se racunski mozda dodi 1 do negativnih vjerojatnosti, kao $to smo to

vidjeli u naprijed navedenim primjerima. Stoga imamo pravo pret-

postaviti:
vy S 0. (7)
Kako je
U = @y Pryg T 0p Pyt oag Py toag Py

i kako je

Py =0 p=10
to imamo:

U = g Py T ay 7 <00 (8)

4. Buduéi da traZimo u Poissonovoj razdiobi eno p, koje je najblife
py to imamo pravo pretpostaviti da ¢e biti priblizno
P=bi=
a kako je
vy =y
to je priblhizno
ap = 1. 9
5. Mora biti
@, - 0,9999 a, + 0,9991 ¢y + 0,9946 a; = 1
odnosno priblizno
agtoay toay oo, =1 (10)
odnosno priblizno
oy oy ooy = 0. (ll)
lako su sve te relacije pribliZne, netalnost je tako mala da ju smi-

jemo zanemariti.

6. 1z Poissonove tablice za i = 1 i1 = 1,1 vidi se da je
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Iz (6) slijedi:

Kako je

to je
odnosno

Iz (11)
slijedi da je
odnosno

jer je

Iz (8)

slijedi

Kako je
to 1z (14) shjedi da je
Kako slijedi iz (13)

ne moze zbog (15) biti
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vy >,y
a > py t e py
ay (py— o) > wr py .

b

ag py <O

a, < 0.

ay + oay+ oay =0

ag A ooy = —a,
ay + oay >0
ay < 0.

Ui = ay Py T oag P (0

Ps
- oaz.

g \<\—~p~
be<<p,
ag | < ay'.

ag + a, >0

uy < 0.

(12)

(18)

(14)

{15)



Kako je prema tome

g > 0
mora zbog (14) biti

a4, < 0.

Prednje pretpostavke i rezultate moZemo 1 numeritkl verificirati na

osnovi dobivenih rezultata. Imamo:

(a) vy = ay pg T oy p; = — 0,000025 Krleza
(B) vy = uy po T oy pr o= == 0,000002 Segedin
Krleza:
. b ‘ . _
(a) aq < fj my == — 0,037 Stvarno je -— 0,068 < — 0,637
Segedin:
) ~ bs .
b) ay = -- b 3 = — 0,030 Stvarno je — 0,084 <{— 0,030
ay + oay +oag +oag = 0,999736 == 1 Krleza
ay + oay +oay toag = 1,000289 == 1 Segedin

Tako sc do tih rezultata doflo iz relacija koje samo priblizno vrijede,
greske u tim relacijama tako su malene da u samom zakljuéivanju ne
dolaze do izraZaja. Bitno je da smo ovim ispitivanjem dofli do rezul-
tata da kod promatranja sloyovne strukture hrvatskosrpskog jezika
mozemo poéi od formule:

Vi ay Py oo Py oag e oy pis.

Za tu formulu pokazali smo 1 u ranijem radu kod istraZivanja ncho-
mogenog teksta, kao i v sadafnjoj radnji homogenog teksta, da se ta
formula vrlo dobro prilagoduje empirijskom tekstu. Znafenje te for-
mule je ovo:

Jako se razdioba rije¢i po slogovima ne moZe predoditi Poissonovom
razdiobom, mogude je tu razdiobu predotiti algebarskom superpozici-
jom od &ctiri Poissonove razdiobe (s dvije ili tri Poissonove razdiobe ne
dolazi se do prihvatljivog rezultata!).



Znalenje te superpozicije vidi se na slici (1), gdje su prikazane Cetir
Poissonove razdiobe i rezultat algebarske superpozicije za Krlefin tekst.
Kod toga su te Cetiri Poissonove razdiobe pomaknute jedna od druge u
fazi 1. Kod te superpozicije pribrajaju se prva i treta Poissonova raz-
dicba pomnozene s odredenim faktorom, dok se odbija druga i Cetvrta,
koje su pomnoZene negativnim faktorima. Zbog toga zovemo tu super-
poziciju algebarskom.

Osim navedenih ispitivanja promatrali smo 1 korelaciju izmedu du-
Zine rijedi i broja slogova pojedinih rijeéi. Kao §to smo olekivali dobili
smo vrlo jaku korelaciju koja u Krle¥inu tekstu iznosi 0,928, a u Se-
gedinovu 0,912.

U ovom radu saradivali su i mr ing. Vjekoslav Sinkovi¢ i mr ing.
Zeljko Paude. Sinkovi¢ je vrio potrebna brojanja uz pomoé stroja kon-
struiranog u Zavodu za telekomunikacije, a Paufe je sudjelovao u
izratunavanju nckih podataka.

Centar za numeritka istrativanja
Jugoslavenske akademije znanosti i wmjelnosti,
Zagreb

Institut za malematiku Sveudlilista,
Zagreb

Elektrotehnitki fakultet, Odjel za telekomunikacije.
Sventililte Zagreb

Primljeno za publikaciju 7. travnja 1967. u Odjelu za matematitke, fizicke i teh-
nitke nauke Jugoslavenske ukademiju w Zagrebu.
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Josip Bozi&evid

NOVI JUGOSLAVENSKI BETONSKI PRAGOVI
Z.1172.2

Uvob

Za izmjenu dotrajalib drvenih pragova JZ moraju nabavljati na
godinu oko 1,600.000 komada novih pragova. Domaéa drvna industrija
ne mofc dati viSe od 900.000 prageva na godinu, pa prema tome go-
di$nji manjak iznosi oko 700.000 komada pragova. Takvo stanje do-
vodi do stalnog porasta ve¢ 1 ovako velikog postotka dotrajalih pra-
gova u prugama.

Od ukupnog broja od 20,5 milijuna ugradenth pragova ima oko 3,7
milijuna dotrajalih, §to iznosi 18% od ukupnog broja ugradenih. Stanje
je zabrinjavajuée i ugroZava sigurnost prometa.

Buduéi da nada drvna industrija ne moZze davati vetu kolitinu pra-
gova od one koju smo spomenuli, potrebno je manjak nadomjestiti od-
govarajuéim brojem betonskih pragova, kojih je trajanje, kako se moZe
prosjeéno procijeniti, znatno duZe od trajanja drvenih pragova.

No i izmedu betonskih pragova postoje znatne razlike, kako u kon-
strukciji, tako i u proizvodnji, $to u znainoj mjeri utjefe na njihov
kvalitet. 1z tih razloga potrebno je pri odabiranju novog tipa praga
voditi ratuna o tomc da bude $to otporniji, a prema tome i trajniji, da
proizvodnja bude jednostavnija, da budu po moguénosti jeftiniji i sam
prag 1 nafin pri¢vriéivanja tratnice, a da se ne smanjuje efikasnost
veze.

Ako bi proizvodnja novog tipa pragova bila laksa od dosada$nje i
time se omoguéila proizvodnja veée kolidine pragova (nego $to je to
moguée sa sada¥njim proizvodnim kapacitetima), smanjio bi se pritisak
na na$ $umski fond, te bi se istodobno mogao postepeno smanjivati po-
stotak dotrajalih pragova u prugama.
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U usporedbi sa sadadnjim jednodijelnim betonskim pragom IM-2d
s prednapregnutom armaturom novi dvodijelni betonski pragovi Z. 1
i 7. 2 imaju neke prednosti, koje su prevagnule pri odabiranju novih
tipova nadih betonskih pragova. Nakon izvrienih opseinih proudava-
nja postojecih tipova kod raznih naprednijih Zeljezni¢kih uprava, spo-
menute prednosti treba posebno razmotriti s obzirom:
- na prag kao takav i
- na pri¢vrtivanje tralnice na prag.
Na slici 1 dat je opéi izgled sada$n)ih i novih betonskih pragova. a
tabeli 1 njihove dimenzije.

c

DVODIJELN! ! PRAGOV! 211 Z22

PREDNAPREGNUT! BETONSKI PRAG
M. 2d

‘ d o

ham— S - 7"‘1 ™

a |

; i
Slika 1. Opéi izgled novih betonskih pragova Z. 11 Z. 2, te sada¥njeg tipa IM. 2d

Dimenzije pragova

Tabela |
P i ! Mjera u mm Lefajpa | peyin,
ra m— wepeemeens co—=1 povriina

8 i a ' b [T Y d : em? u kg

Z.1 2260 290 207 | 189 | 760 {08 197
‘

Z. 2 2160 - 200 200 183 ' 660 3528 165
IM. 2d 2300 ; 248 190 19¢6) 793 4124 208

Opaska: Oznaka »b« znati firinu denje leZajne povriine praga.
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Treba imati na umu da se, koriste¢l se nekim postojeéim oprobanim
tipom praga, n¢ mora nuzno prihvatiti i nain pri¢vr§éivanja tralnice
koji se ma tom pragu upotrcbljava kod dotilne Zeljeznitke uprave,
ved se moZe prihvatiti ono pri¢vriéivanje traénice koje odgovara na$im
prilikama. Isto se tako moZe prema potrebama u toku vremena na po-
stojetem betonskom pragu mijenjati nadm pridvrilivanja tralnica.

U ovoj ¢e se studiji razmotriti osobine kolosijeka s trainicama 49
uz obiénu i pojalanu zastornu prizmu. za slutajeve podbijanja i suflaza,
za drveni i tri navedena tipa betonskih pragova alternativno s topolo-
vim 1 gumenim ulo$cima ispod noge tratnice.

U tim razmatranjima obradit ¢e se za sve spomenute sluajeve:

~ uzduzni 1 bo¢ni otpor kolosijeka

— krutost kolosijetne refetke

— najvedi razmak izmedu krajeva traénica koji moZe nastati u slu-
¢aju preloma trafnice kod ekstremno niskih temperatura

— velidina kriti¢ne sile koja moZe uzrokovati izvijanje {izbacivanje)
kolostjeka pri visokim temperaturama.

. KONSTRUKTIVNE OSOBINE PRAGOVA Z 1iZ 2

Pragovi Z. 1 1 Z. 2 sastoje se od dva bloka od obi¢nog vibriranog
betona s armaturom od obiénog betonskog Celika @ 6 1 8 mm, koji su
medusobno spojeni motkom od ¢clika za tratnice, koja je samo nefto
krata od praga.

Na slikama 2 i 3 prikazani su presjeci polovine hetonskih pragova
Z. 11 Z. 2 s alternativnim nadinom armiranja. Gornja i donja glavna
armatura sastoji se od &etiri, odnosno fcst Sipki, a sekundarna u prvom
slutaju (slika 2) sastoji se iz uobifajenih viljulaka, a u drugom (slika 3)
iz kontinuirane vastegnute spirale.

Stika 2. Presjeci pragova Z. 1 i Z. 2 sa sekundarnom armaturom od viljuiaka



Slika 8. Presjeci pragova Z. 1 i Z. 2 sa spiralnom sckundarnom armaturom

Da se donese odluka o tome koje od ovih armatura treba prihvatiti
pri izradi prvih serija pragova sto e se izradivati u pokusne svrhe, bila
su izvr§ena ispitivanja stati¢kim opterelivanjem 18 komada prvih pra-
gova Z. 1 i Z. 2, izradenih u tvornici » Jugobeton« u Zagrebu.

Ispitivanja su bila izviSena u laboratoriju tvornice u toku X mje-
seca 1966. godine, 1 to 30 dana nakon betoniranja. Razmak oslonca pri
statitkom optereenju iznosio je 40 cm. Optereéivanje je bilo vr§eno u
normalnom (+) poloZaju praga, tj. s pozitivnim momentom savijanja,
i u preckrenutom (—) poloZaju, tj. s ncgativnim momentom savijanja.

Karakteristike ispitanih pragova Z. 1 1 Z. 2

Tabela 11
Pra gi‘r); if" ‘ A Vrsta ar;nz}ygrr@ﬂ” B 777 Oznaka
Tip l kom. ! gornja donja sekundarpa “ armature
| 3 4ps | 6Bs | 406 I
Z 1 |8 408 . 6D 10 | 106 183
(osovinski | | | .
pritisak 20 t) Loy 108 : 608 i spirala I
| i b6
) 3 sps 608 | 406 | 1
Z. 2 3 1 4ps | 6p10 406 | 11
(osovinski ‘ 1 . !
pritisak 18 1) 3 | 408 | 6¢8 SP(gala | 11
I : 6 {
! ————— LR - [ P —

Prva faza ispitivanja

Svih 18 komada pragova bilo je opteredeno u normalnom poloZaju
(+ M) sa silom od 0 do 23 t, a zatim u obroutom poloZaju (— M) sa
silom od nula do 13 t.

Svi su pragovi izdrZali ovo optereéenje bez pojava naprslina.
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Druga faxa ispitivanja

Posto je prva faza ispitivanja pokazala da svi ispitani pragovi zado-
voljavaju zahtjevima, ali nije omoguéila da se utvrdi koja vrsta arma-
ture kod jednog i kod drugog tipa praga daje bolje rezultate uz eko-
nomi¢nost, uzet je iz svake grupe pragova po jedan i ispitivan je na
slitan natin kao u prvoj fazi ispitivanja, ali ovog puta do pojave pu-
kotina a zatim do loma. Rezultati ispitivanja vide se u tabeli 1IL

Tabela 111
) o O ﬁriw()ptcrecen]e u tonama )
Pragovi lipa i Oznaka 7 I
1 armature \" T I
| i pukntma [ lom | pukotma | lom
o i T . -
1 ; 2% ‘ # 15 40
Z. 1 l’ 11 i 28 | 50 21 ‘ 49
|
mo 96 | a8 S
! - e ———
! 1 i 23 40 13 i 38
{ ; ! !
Z.2 i 1 ‘ 24 2 18 : 41
oo e 45 20 43
I

Uzimajuéi u obzir tefinu potrebne armature, a prema tome i ckono-
mi¢nost i prednost lake izvedbe spiralne sekundarne armature koja se
moze izradivati »na tekucoj vrpci«, odluteno je da se kod pragova Z. 1
1 Z.2 primijeni armatura oznadena u tabeli IT oznakom IIT.

Pragovi Z. 1 predvideni su za osovinski pritisak od 20 tona, a pra-
govi Z.2 odgovaraju za osovinski pritisak od 18 tona. U prvo vrijeme
upotrebljavat e se za spojne motke stare tratnice predvidene za sla-
nje u Zeljezaru kao staro gvozde. Tralnice tefine vede od 20 kg/m rezat
¢e se po duZini kroz sredinu vrata, tako da ¢e i glava 1 noga s pripa-
dajuéim dijelom vrata salinjavati presjek spojne motke. Tradnice uza-
nih pruga telke 10-12 kg/m upotrebljavat e se u Citavom svom pre-
sjcku.

Na ove pragove ugradivat ¢e se tralnice bez {eli¢nih podlofnih
ploéa, a izmedu noge tralnice i betona ulagat ée se samo topolova ili
gumena podloZna plotica, standardnih oblika i dimenzija. U ovom slu-
¢aju gumene plolice nede imati dva suprotna udebljanja ruba. Za pri-
¢vr¥éivanje tratnice upotrebljavat e se standardne »krute« pri¢vrsne
plodice tipa Xa (DZ 51 i 52), koje se nele izravno oslanjati na odgova-
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Slika 4. Nacin priéveéivanis tradnice na pragovima Zo 1 i Z0 2

Slika 5. Izgled pragova Z. 1 i Z. 2 i ispitivanje

botnog otpora kolosijeka s tim pragovima



rajucu kosu plohu betona. nego (e se izmedu njih i betona ulagati e~
licne (kod topolovih plotica). odnosne gumene plotice (u sludaju gu-
menih podlofaka ispod noge tratnica) velitine 65/25/5 mm kod {elika.
odnosno 65/25/7 kod gume.

Stojeéi vijak usidren je na taj nalin da se odozgo uvladi u rupu oko-
mitu na osnovieu praga 1 uglavljuje se pomolu popreéne Sipke od
betonskog Celika @ 14 mm, koja se umede u popreéni otvor u pragu
1 prolazi kroz rupu u glavi vijka.

Natin pri¢vriéivanja traénice na pragovima Z. 1 1 Z. 2 vidi se na
slici 4, a njihov izgled na slici 5, na kojoj se vidi i ispitivanje bolnog
otpora kolosijeka na stanici Zagreb Gl. kolodvor.

IL USPOREDEN]JE PRAGOVA IM.2d SPRAGOVIMA Z 1 i Z.2

Usporedit éeme posebno same betonske pragove i posebno nadin pri-
dvriéivanja tralnica na pragove.

A. BETONSKI PRAG

Jednodijelni betonski pragovi s prednapregnutom armaturom imaju
pored pozitivnih karakteristika 1 neke negativne.

I. Kod nasih pragova 1IM. 2d skidaju se kalupi tek 24 sata nakon
vibriranja, $to ¢e reéi da jedan kalup daje za 24 sata 1 prag. Pragovi
Z. 11 Z. 2 vade se iz kalupa odmah nakon vibriranja, pa tako jedan
kalup daje za § sati oko 150 pragova. odnosno u usporedbi s prethod-
nim u roku od 24 sata (rad u 3 smjene} 450 komada pragova. To do-
voljno govori o investicionom ulaganju u priliéno skupe kalupe.

Osim toga, nakon skidanja kalupa s pragova IM. 2d CGtava »staza«
ostaje zauzeta tim pragovima u duZini od oke 100 m jo§ 3 do 6 dana.
do potrebnog stvrdnjavanja betona, 1 ne moZe s¢ za to vrijene isko-
riStavatl za betoniranje iduce skupine od oko 40 pragova. Ovo govori
samo za sebe o Investicionim tro$kovima za potrebne hale.

2. Za pragove IM. 2d za armaturu je potrebna Zica promjera 3 mm
od specijalnog celika ¢vrstoce cca 19.000 kg/cm®, kojl se uvozi 1 ne
moZe se nabaviti bex poteSkoca.

Za pragove Z. 1 1 Z. 2 upotrebljava se obifni betonski &elik
¢ 6—8 mm.
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3. Kratko vrijeme koje je proteklo od poletka proizvodnje pragova
IM. 2d nije jo& dovoljno da se utvrdi neée li dodi do eventualnog
»skupljanja« armature, tj. smanjivanja prednaprezanja, ¥to ovisi o
stvarnoj prionljivosti betona u svakoj seriji pragova. To moZe poka-
zati samo buduénost.

Pragovi Z. 1 i Z. 2 su od obitnog vibriranog betona, ¢ija évrstoda
moZe biti za 100 kg/cm? manja nego kod prednapetih pragova i imaju
armatury od obitnog betonskog Celika.

4. Prag IM. 2d, kao svaki jednodijelni betonski prag, osjetljiv je na
negativne momente savijanja, koji se pojavljuju u srednjem dijelu
praga i do kojih moZe doéi u toku ugradivanja ili kasnije u kolosijeku
ako zastor dospije ispod srednjeg dijela praga. Iz tih razloga armatura
se pojaava, a time i poskupljuje, jer se ta moguénost mora predvi-
djeti, ali iz ekonomskih razloga ona se ipak ne pojafava do te mjere
da bi se prag mogao oduprijei i negativnim momentima.

Kod pragova Z. 1 i Z. 2 eventualne negativne momente savijanja u
sredini praga lako preuzima u granicama elasti¢nosti Celitna spojna
motka, a u betonskim blokovima uopée ne moZe doéi do negativnih
momenata savijanja.

5. Na temelju stelenog iskustva i prakse dviju najjalib evropskih
zeljezni¢kih uprava (D.B i S.N. C. F.) doslo je do toga da je proiz-
vodnja pragova iste koncepcije kao IM. 2d veé odavno stagnirala, pa
je tezifte badeno na proizvodnju pragova prema drugim koncepcijama:

~ kod D. B. izraduju se jednodijelni betonski pragovi s armaturom

® 7—10 mm i bctonom marke najmanje 600 kg/cm?:

~ kod S.N.C.F. teZifte je baleno na proizvodnju dvodijelnih pra-
gova S.N.C.F. - R.S. s &elitnom spojnom motkom (izvadenom od
starih tralnica ili profiliranog Zeljeza), armaturom od obi¢nog beton-
skog Celika i s markom betona za oko 100 kg/ecm? manjom nego kod
D. B. Godine 1964. bilo je u devet evropskih zemalja ugradeno preko
10 mil. takvih pragova, a osim toga u prekomorskim zemljama oko 3
milijuna.

B. PRICVRSCIVANJE TRACNICE NA BETONSKI PRAG

Od natina pri¢vr$éivanja tranica na svaki prag, a narotito na be-
tonski, trazi se:
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1. Takva trajnost veze koja nikada ne dopuita da se na dodirima
»noga tra¢nice —~ podloZna plo¢a — prag« pojavljuju praznine koje bi
utjecaj promjenljivog prometnog optereéenja pretvarale u snaZne di-
namicke udarce, koji dovode do prijevremenog razaranja praga.

2. Da pri¢vricenje daje jak otpor klizanju i zackretanju tralnice na
pragu, $to je od narotlite vaZnosti kod dugih trakova traénica.

3. Uz navedene kvalitetne odlike veze tra’i se $to manja njezina
teZina, a prema tome i niZa cijena pri¢vrsnog pribora.

Razmotrit ¢emo razlike u nadinu priévriéivanja tratnica na sadasnje
betonske pragove IM.2d i nove Z.1 i Z.2. Ovdje valja napomenuti
da kod Z. 1 1 Z. 2 razmatramo sada¥njc »poluelasti¢no« pri¢vri¢ivanie
s na$im standardnim »kratim« pri¢vrsnim plodicama DZ. 51 i 52 (JUS.
P. B. 1. 171), jer tek predstoji studija moguénosti domace proizvodnje
»elasti¢nih« pri¢vrsnih plo¢ica koje bi dosle na pragove Z. 1 1 Z. 2.

a) Valoviti drveni &epovi u pragovima IM. 2d u koje su uvrnuti tir-
foni moraju se u toku trajanja pragova zamjenjivati novima u samoj
pruzi jer su izloZeni truljenju (unatol impregniranju) i mehani¢kom
razaranju. Pragovi Z. 1 1 Z. 2 ncmaju drvenih epova, a usidrivanje
stojetih vijaka. koje je bilo prije opisano, upotrebljava se takoder na
engleskim betonskim pragovima »Permali Limited« 1 otklanja nega-
tivnu stranu drvenih uloZaka. Kombinacija guma ispod noge tralnice
te izmedu pri¢vrsne plodice 1 betona i dvostruki groverov prsten ispod
matice stojeteg vijka mogli bi se vel smatrati »poluelastiénim  pri-
tvritenjemn«.

b) Rezultati mjerenja otpora protiv klizanja i zaokretanja traénice
na ova tri tipa pragova, koja su bila izvriena u Zagrebu, daju se od-
vojeno na kraju.

¢) Usporedni podaci o teZini Celitnog pribora i cijeni cjelokupnog
pri¢vrsnog pribora, ukljutujuéi topolove, felitne 1 gumene plotice kod

pragova IM.2d, Z. 1 i Z.2, dati su u tabeli IV.

Tabela 1V
{WAM? Te¥ina u kg Cuena n. rlin
Pragovi ‘1 {1 kn kolosij. | i] a1 km kelosij. i,
| pragi = 1500 pragova " | ! m;, | = 1500 praguvd ’
Drveni 24,77 ‘ 37155 100°% 69,58 104.370 | 100%
M. 2d L2050 80750 $2,79% 63,60 95.400 91,40
7.1 2.2 "

12570 33 8“/0‘ 38,51 57.165 55,3
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Kako se iz prednje tabele vidi, priévriéivanje tracnica na pragove
Z. 11 Z. 2 tra#i za 1 km kolosijeka (1500 pragoeva) za cca 18,2 tone
manje ¢clika 1 jeftinije je za oko 37.635.— n. dinara nego u sludaju
pragova IM. 2d. Tome treba dodati uStedu na barem jednoj do dvije
izmjene drvenih ¢epova. Uz sadas$nju pribliznu cijenu izmjena jednog
¢epa od oko 2,40.— n. dinara koSta jednokratna izmjena po 1 km (6.000
pragova) 14.400.— n. dinara, a dvokratna 28.800.— n. dinara.

Time bi se na pri¢vr$éivanju kod pragova Z. 1 i Z. 2 u odnosu na
IM. 2d postigla ufteda od 52.035.— n. dinara po jednom kilometru
kolosijeka.

IIL ISPITIVAN]JE OTPORA ZASTORA PROTILV
UZDUZNOG I BOCNOG POMICAN]JA KOLOSIJEGNE
RESETKE

Pomicanju kolosijetne refetke u uzduznom i bocnom smjeru suprot-
stavlja se otpor zastora. Odredivanje otpora zastora vrii se tako da se
kolosijetna redetka sa sedamn pragova (ili pet pragova), duiine 4.55 i,
horizontalno optereti hidraulickim prefama. &ji se pritisak prenosi na
trafnice. Na slici 6 data je shema uredaja za ispitivanje uzduZnog i
botnog otpora kolosijeka na stanici Zagreb Glav. kolodvor, a na pret-
hodnoj 3. slici vidi sc fotografski snimak uéinjen u toku ispitivanja.

ISPITIVANJE ISPITIVANJE
UZDUZNOG  OTPORA ) BOCNOG OTPORA
) 455 . e Gl A
D m s o g 5565@65@5}?

§ q
EA -
=

65_65_65_65

T O

65 65,
ot

ot

Y HIDRAULICKA  PRESA
2-DINAMOMETAR 3-MIKROURE

i

N

Slika 6. Shoma wredaja za ispitivanje uzduznog 1 bofnog otpora kolosijeka

Pritisak hidrauli¢kih prea na trainice prenosi se preko pricvriéiva-
nja trainica na pragove, koji su normalno poloieni u zastor. Veli¢ine
sila mjere s¢ pomodu dinamometara, koji se nalaze na svakoj predi. Na



drugom kraju kolosijetne refetke postavljene su mikroure, koje regi-
striraju pomak pragova.

Opetovana opteredivanja vrde se svaki put od nule do odredenc ve-
lidine 1 zatim se odmah svaki put vrii rastereéivanje do nule. Kod sva-
kog opteredivanja 1 rastereéivanja mjeri se odgovarajuée pomicanje.
Tako dobijemo ovisnost izmedu uzduinog odnosno botnog otpora i
odgovarajuéeg pomaka.

U godini 1966. bio je mjeren uzduZni i boéni otpur zastora kod ko-
losijeka na drvenim i betonskim IM.2d, Z. 1 1 Z. 2 pragovima polo-
Zenim s razmakom od 65 cm. Otpor je ispitivan kod kolosijeka u kojem
pragovi nisu bili zdstrti, nego su samo lezali na zastoru, te kod obitne
i pojadane zastorne prizme, i to za slufaj odrfavanja kolosijeka pod-
hijanjem i podsipavanjem (suflaZem).

Otpor zastora biu je ispitivan na pokusnom kolosijeku. koji u cije-
losti odgovara tek poloZenom koelosijeku kod remonta, i to prije pro-
laza vlaka, to jest u jo¥ nestabiliziranom kolosijeku. Takav tek polo-
7eni kolosijek ima najmanji uzduini 1 boéni otpor zastora, i prema tome

je mjerodavan za odredivanje velidine dilatacije u slucaju preloma
tralnice zimi 1 velitine kriticne sile pri kojoj mora doéi do izvijanja
kolosijeka. Da bi sc dobili tadni rezultati. bio je svaki pokus ponovljen
Sest puta. Srednje vrijednosti rezultata su prikazane u dijagramima.
Oznuke »a«, »b« 1 »c« v dijagramima znade:

a — nczastrti kolosijek, koji samo leZi na zastoru,

b — kolosijek s obi¢nom zastornom prizmom,

¢ — kolosijek s pojadanom zastornom prizmom.

A KOLOSIJEK NA DRVENIM PRAGOVIMA

Na slici 2 dati su popretni presjeci ispitivane zastorne prizme s ko-
losijekom na drvenim pragovima (2,60—16/25).
a) b)

c)
40, 260 40 4 260 4 40 260 40

i £ i
Slika 7. Popreini presjeci ispitivane zastorne prizme kod kolosijeka
na drvenim pragovima s razmakom od 65 cm

Na svakom od dijagrama na slikama 8 do 11 date su vrijednosti
otpora za slutaj zastornih prizama oznafenih slovima »a«, »be« 1 »cw,




a. Otpor zastora protiv wzduinog pomicanja kolosijcka
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Shka 8. Dijagrami uzduinib otpora kolosijeka na drvenim

podbijenim pragovima kod raznih tipova zastorne prizme
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Slika 9. Dijagrami uzduZnih otpora kolosijeka na drvenim pragovima koji
lete na podsipanom grusu kod raznih tipova zastorme prizme
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b. Otpor zastora protiv boinog pomicanja kolosijeka
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Slika 10. Dijagram boénog otpora kolosijeka na drvenim podbijenim pragovima
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Shika 11, Dijagram boénog otpora zastora na drvenim
pragovima koji leZe na podsipanom grusu

B. KOLOSIJEK NA BETONSKIM PRAGOVIMA IM. 2d

Na slici 12 dati su popredni presjeci ispitivane zastorne prizme s ko-
ssijekom na betonskim pragovima IM. 2d.

a) b) c)
50 230 50 50 230 50 50 230 50

PN A —— A\

Slika 12. Popretni presjeci ispitivane zastorne prizme kod kolosijeka
na hetonskim pragovima IM.2d s razmakem od 65 cm

a. Otpor zastora protiv wzduinog pomicanja kolosijeka
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Slika 13. Dijagrami uzduZnog otpora kolosijeka na betonskim podbijenim
pragovima IM.2d kod raznih tipova zastorne prizme
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25  Amm

Slika 14. Dijagrami uzdufnog otpora kolusijeka na betonskim pragovima [M.
koji lefe na podsipanom grusu kod raznth tipova zastorne priziae

b. Otpor zastora protiv boénog pomicanja kolosijeka

25 Vam

Slika 13. Dijagram bolnog otpora kolosijeka na
betonskim IM. 2d podbijenim pragovima

5 10 15 20 25 Yom

Stika 1. Dijagram bo¢nog etpora zastora na betonskim [M. 2d
pragovima koji leZe na podsipanom grusu
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C. KOLOSIJEK NA RETONSKIM PRAGOVIMA Z. 1

Na slici 17 dati su popredni presjeci ispitivane zastorne prizme s ko-
losijekom na betonskim pragovima Z. 1. ’

aj b) c) ‘
99 226 50 50,226 50 50 22550
4(”1. M £ ™\ £ e

Slika 17. Popredni presjeci ispitivane zastorne prizme kod kolosijeka
na betonskim pragovima Z. 1 s razmakom od 65 em

a. Otpor zastora protiv uzduinog pomicanja kolosijeka
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Slika 18. Dijagrami uzduinog otpora kolosijeka na betonskim podbijenim
pragovima Z. | kod raznih tipova zastorne prizme
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Slika 19. Dijagrami uzduinog otpora kolosijeka na betonskim pragovima Z. 1
koji lefe na podsipanom grusu kod raznih tipova zastorne prizmc

19 MATEMATICRI RAD
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b. Otpor zastora protiv boénog pomicanja kolosijcka

20 25 JYmm

Slika 20. Dijagram boinog otpora kolosijeka na betonskim
podbijenim pragovima Z. 1
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Slika 21. Dijagram boénog otpora zastora na betonskim pragovima Z. 1
koji lefe na podsipanum grusu

D. KOLOSIJEK NA BETONSKIM PRAGOVIMA Z.2

Na slici 22 dati su popreini presjeci ispitivane zastorne prizme s ko
losijekomn na betonskim pragovima 7. 2.
aj

Jon SN /—tﬁgﬁ—\ S a2
£ » v T £ B

Slika 22. Popretni presjeci ispitivane zastorne prizme kod kolosijeka
na betonskim pragovima Z. 2 s razmakem od 85 em

b) c)
50 216 50
& 206 ﬁ) 50 216 jg oy <16 Y
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a. Otpor zastora protiv uzduinog pomicanja kolosijeka
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Slika 23. Dijagrami uzduZnog otpora kolosijeka na betonskim podbijenim
Jag g otp ] p ]
pragovima Z. 2 kod raznih tipova zastorne prizme
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Slika 24. Dijagrami uzduZnih otpora kolosijeka na betonskim pragovima Z. 2

koji lefe na podsipanom grusu kod raznih tipova zastorne prizme

b. Otpor zastora protiv bofnog pomicanja kolosijeka
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Slika 25. Dijagrami bo&nog otpora kolosijeka na betonskim
podbijenim pragovima Z. 2
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Slika 26. Dijagrami botnog otpora zastora na betonskim pragovima Z. 2
koji leZe na podsipanom grusu

IV.ISPITIVANJE OTPORA KOJI SE SUPROTSTAVL]JA
ZAKRETANJU TRACNICE U ¢CVOROVIMA
KOLOSIJECNE RESETKE

Kolosijednu refetku salinjavaju traénice, koje su pomoéu pri¢vriéi-
vanja tralnica spojene za pragove i s njima ¢ine jednu cjelinu. U ovom
poglaviju ¢emo posebno razmatrati utjecaj koji pri¢vridivanje tratnica
za pragove ima na krutost kolosijeéne refetke. Krutost samih trafnica
uzet ¢emo u obzir tek kod proraluna kriti¢ne sile koja izaziva izvijanja
kolosijeka.

Pri deformaciji kolosijedne refetke uslijed pri¢vridivanja tralnice
za pragove nastaju okretni momenti, koji se suprotstavljaju zakretanju
tratnica u &vorovima kolosijelne reetke. Otpor pridvr§éivanja u &vo-
rovima kolosijeéne reSctke protiv zakretanja tralnica na pragu nije
konstanta 1 proporcionalan je kutu zackreta tradnice. Odnos izmedu
okretnog momenta koji proizvodi tralnica uslijed svojeg pri¢vriéivanja
na pragove 1 pripadajuleg kuta zakretanja »a«, koji predstavlja pro-
mjenu kuta $to ga zatvara os tralmice s osi praga, moZe se utvrditi na
ovaj nalin:

Tralnica pri¢vritena na pragove opteretuje se na slobodnom kraju
silom »Q«, koja u &voru kolosijetne refetke proizvodi okretni moment
M= Q-1 (slika 27), a pomoéu mikroura mjere se na drugom kraju
tradnice odgovarajule velidine kuta zakretanja.
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Slika 27. >hema pokusa

Na temelju izvrienih pokusa dobiveni su dijagrami zavisnosti izmedu
kuta zakretanja »a« i okretnog momenta »M«. Na slikama 28, 29 i 30
prikazani su nalini pridvriéivanja tracnice na drvene pragove i na
betonske tipova IM. 2d, Z. 1 1 Z. 2, a na slikama 31 do 35 odgova-
rajuét dijagrami dobivene ovisnosti.
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Slika 30. Nadin pri¢vri¢ivanja tralnice na betonski prag Z.1 1 Z.2

Godine 1964 u Zavodu za ispitivanje materijala 1 konstrukcija Gra-
devinskog fakulteta u Zagrehu i 1966. godine na Pokusnom odsjeku u
Zagrebu ispitivan je okretni moment »Me«, koji se suprotstavlja zakre-
tanju traénice na mjestu pri¢vriéivanja na prag.

Pokusi su izvrieni na drvenim pragovima i na betonskim tipovima
IM. 2d, Z. 11 Z.2. Ovisnost izmedu kuta »a« i momenta predolena je
u dijagramima, 1 to: za sludaj jako, normalno i slabo pritegnutih matica
na pri¢vrsnim vijcima. Pod jako pritegnutim stojeéim vijcima pod-
razamijevamo stanje kada viatna sila vijka iznosi 4.000 kg, pri nor-
malno pritegnutima 3.000 kg, a pri labavo pritegnutima 1.000 kg. Za
svaku vrstu praga i za svaki stepen priévriéivanja tralnice na prag
izvr§ena su po tri ispitivanja, a srednji rezultati prikazani su na dija-
gramima. Na slikama 31 do 35 prikazane su srednje vrijednosti otpor-
nog momenta »M« u &voru kao funkeije kuta zaokreta tratnice na pragu.

/{g(,,‘ﬂm‘&-S/LA Vh=iooolg T T
25000 b-SILA VUKA=3000kg i ok

c~SILA VIKA=1000
20000 (S7HA _VHKA=I000kg

15000 -

10000
5000 -

I B S
5 10 15 20 250

Slika 31, Drveni prag s rebrastim podloZnim ploticama i s topolovim umetkom
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7 ‘L/
—_— /
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= f—;
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Slika 32. Betonski prag IM. 2d s rebrastim podlofnim plodicama i s gumenim umetkor

kg cm |a-SILA V/JKA:wo[d{kg

25000 b~SILA VIKA=3000 kg—— .
20000 [S-SHA_VIUKA~1000 kg
15000 2 /4/
! """} /
10000 W 8 A
K A

) o
R O N 3
5 10 15 20 25 10
Slika 58. Betouski prag IM. 2d s rebrastim podlo¥nim ploticama i s topolovim umetkon
M o e

kg cmla-SILA VUKA=4000kg |
25000 -b-SILA VIJKA=3000-Hg———— e

20000 J-SILA_VIIKA=1000 kg e 4
15000 = ] e
2
10000 - = b
/ Lt
5000 1< €t S—
.—-————-——*"'_—%___—_—r—.—_ of
! 1 T [ 3
5 10 15 20 25 1

ika 34. Betonski pragovi Z.1 i Z.2 bez podloinih plofica s topolovim umetkon
1spod noge trafmice i Cclidnim plodicama fzmedu pri¢visnih plodica i betons
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kg cma-SILA VIUKA=4000 kg ' i
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Slika 35. Betonski pragovi Z. 1 i Z. 2 bez podloZnih plolica s gumenim
umecima ispod noge tra¢nice i izmedu pri¢vrsnih plofica i betona

V. PRORACUN MAKSIMALNE VELICINE DILATACIONOG
OTVORA KOJI NASTAJE NA MJESTU PRELOMA
TRACNICE U NEPREKINUTOM KOLOSIJEKU

Do preloma tra¢nica dolazi zbog nehomogenosti elika tra¢nice ili
tvornitke greSke u samoj tra¢nici. Niske temperature pospjesuju puca-
nje tradnica, vlane sile koje u njima djeluju izazivaju pojavu dilata-
cionog otvora na mjestu preloma trafnice, a tome se u isto vrijeme su-
protstavlja otpor kolosijeka (pod kojim se podrazumijeva otpor protiv
pomicanja tralnice na pragovima ili otpor pragova u zastoru, odnosno
onaj koji je od njih dvaju manji). Zbog toga ¢e se otvaranje lomne
dilatacije vr$iti do oncg momenta dok ne nastanc ravnotefa izmedu
vlaénih sila u tralnicama i aktiviranog otpora kolosijeka, odnosno
zastora.

Pri temperaturama ispod tatke smrzavanja otpor zastora se uvijek
poveéava. Ako je prije pada temperature zastor bio mokar, on ce se
smrznuti. Isti ée sluaj biti 1 onda ako je prije smrzavanja padao mokar
snijeg. U sludaju ako je padao suh snijeg, on e uslijed vibracija kolo-
sijeka prodirati u zastor i ispunjavati postojele praznine. Na taj natin
povezat ¢e se jale sastavni dijelovi zastora i uslijed toga povelati
njegov otpor protiv pomicanja pragova.
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Prema nalim dosada¥njim opaZanjima smrzavanje zastora nastupa
pri temperaturi od —5° C i zastor ostaje u tom stanju dok traju tem-
perature ispod tacke smrzavanja, odnosno dok konalno ne odmrzne.
Godine 1962. na pruzi Novska-Zagreb bilo je izvrieno ispitivanje
otpora smrznutog zastora od tuenca na pruzi na kojoj je prethodne
godine bio izvrien remont gornjeg stroja. U dugom traku koji je bio
»osloboden unutarnjih naprezanja« pri temperaturi tralnice od --20° C
bile su pri temperaturi tratnice od —13° C na etiri razna mjesta pre-
rezane tralnice. Pri tome su na mjestima prereza nastali otvori od pro-
sje¢no 13 mm. Proralun na temelju tih podataka slaie se s ispitiva-
njima koja su izvr§ena u inozemstvu, te se mofe uzeti da otpor smrznu-
tog zastora iznosi 25 do 80 kg/cm po metru kolosijeka.

Od odnosa koji ée u raznim prilikama postojati izmedu otpora zastora
koji se suprotstavlja pomicanju pragova u smjeru osi kolosijeka i natina
pri¢vridivanja traénica na pragove, koji sprefava klizanje noge tratnice
na pragovima, ovisit (e koji ée od ta dva elementa biti mjerodavan za
veliinu otvora na mjestu preloma tratnice.

Praksa sa sada$njim pri¢vriéivanjem tracnica 45 i 49 na rebraste pod-
lozne plotice s topolovim umetkom pokazala je da pri temperaturi trac-
nice ispod —5% C ofpor zastora nadmaduje otpor pritvritivanja traénice.
(] takvom slu€aju prije ée doéi do klizanja traénice po pragovima nego
do pomicanja pragova u zastoru. Pri temperaturi iznad —35° G situacija
je suprotna i ne dolazi do klizanja tracnice na pragovima, veé se pra-
govi pomi¢u u zastoru. Ova &njenica zahtijeva da se rezultati mjerenja
otpora zastora koji su izneseni u III poglavlju dopune podacima o mje-
renju otpora raznih tipova pri¢vri¢ivanja tratnica, kako s rebrastim
podloZnim ploticama (slika 2§ 1 29), tako i uz izravno polaganje trac-
nica s pri¢vrsnim ploéicama (DZ 51 i 52) na pragove Z. | i Z.2 (slika
30). Kod pragova Z. 1 1 Z. 2 traénice se polaZu izravno na betonski prag
uz podmetanje standardnih topolovih ili gumenih Zljebastih umetaka
ispod noge trafnice.

U Zavodu za ispitivanje materijala i konstrukcija Gradevinskog fa-
kulteta u Zagrebu izmjeren je otpor trenja protiv klizanja noZice trac-
nice na rebrastim podloZnim plodicama. Nakon izrade dvodijelnih be-
tonskih pragova Z.1 i Z.2 bio je na njima ispitan taj otpor na Po-
kusnom odsjeku Zeljeznitkog transportnog poduzeéa Zagreb. U ovim
ispitivanjima bili su dobiveni uz normalno pritegnute stojece vijke, tj.
zazor na dvostrukim groverovim prstenovima od 1,2 mm, ovi rezultati:
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Tubela V

Otpor protiv k]iZL;l)jil tratnice

Tip na pragovima u kg
Nadi i¢vréivanje S
praga adin pritvritivanja Na jednom Po tekuéem
pragu m kolosijeka
ETIN |
Drveni . Rebrasta podloina plodica s
betonski topolovi e 1400 2154
IM. 2d p m umetkom
. S topolovim umetkom ispod
noge traénice i s Celitnim
Dvodijelni i ploticama izmedu betona i 4800 7350
betonski pri¢vrsne plodice
pragovi ‘ S —— - SRS
Z.1i 7.2 i Ispod noge tratnice i izmedu
pri¢vrsnih plotica 1 betona 2000 3070

gumeni umeci

Velidina otpora po tekuéem metru kolosijeka data je za obje tratnice
uz razmak pragova od 65 cm.

Nakon preloma tralnice pojavljuje se na tom mjestu razmak medn
krajevima trafnica, koji se povelava dok ne dode do ravnoteZe sila.
Uzmemo li da se traénica sa svake strane loma skratuje na duzini »x,«
a van toga podruéja ostaje postojeéa ravnoteza izmedu viatne sile u
traénici i otpora kolosijeka, u tom slulaju ostali dio kolosijeka moZe se
smatrati kao upet. Pri tome ¢emo uzeti da otpor zastora »p« na obje
strane od lomne dilatacije ima istu vrijednost.

a) Slucaj nesmrznutog zastora

Ako zastor nije smrznut, mofe se uzeti da se odnos izmedu velicine
pomaka i vrijednosti otpora zastora mijenja po zakonu:

p)=po+ K. ¢Y)

Vrijednost koeficijenta »K« mora se pa¥ljivo odabrati i na temelju
dijagrama (slika 36) izraziti jednadZbom:

K=tgﬂ=p-,;p’q'

298



0 Ao Am

X K4 X

=
- O~ O+— O+— O— O0O— O-F
[ -p = - JR=t N

P :
i

DIJAGRAM UZDUZNOG OTPORA

DIJAGRAM UZDUZNOG  POMAKA

Slika 37. Dijagrami uzdufnih sila i pomaka na mjestu preloma
tralnice u neprekinutom kolosijcku

Velidina uzduznog otpora kolosijeka i uzduznog pomaka krajeva trag-
nice bit ée simetri€na s obzirom na mjesto preloma tra¢nice, kako se to
vidi na slici 37. Uslijed te simetri¢nosti maksimalna veli¢ina lomne di-
latacije bit ¢e jednaka sumi pomaka oba kraja tratnica na mjestu pre-
loma, pa prema tome postoji odnos:

b=214, @)
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gdje su:

6 = maksimalni otvor dilatacije kod preloma
/= pomak jednog kraja traénice.

Pomak jednog kraja tralnice »i« moZe se izratunati superpozicijom
rezultata djelovanja unutarnje vlaéne sile u tradnici, koja nastoji po-
vecati razmak krajeva tracnice i djelovanja otpora zastora, koji se tome
suprotstavlja. Uslijed djelovanja uzduZne vlalne sile »He«, ako ne bi
bilo otpora kolosijeka »p«, pomaknuo bi se kraj traénice za »/i«, a dje-
lovanje otpora kolosijeka moglo bi se prikazati kao pomak kraja trat-
nice u obratnom smjeru za »1y«. Ovo uzajammno djelovanje na elementu
duzine »dx« moie se predoditi jednadzbom:

d)=di,—di,, ®)

gdje je:
di;==a At dx
Hy-dx

di, =
7 EF

Kod toga su:

o = koeficijent linearnog istezanja Celika od promjene temperature
dt= razlika u grd (gradi, stupnjevi) izmedu temperature pri kojoj
jc dugi trak »osloboden unutarnjih naprezanja« i temperature
pri kojoj je dotlo do preloma tralnice
E = model elasti¢nosti &elika
F = popreéni presjek traénice.
Iz uvjeta ravnoteXe clementarne dufine »dx« slijedi:

dH, = p (i) dx.

Integrirajmo ovu diferencijalnu jednadzbu:

p (A dx.

=
f
Bl 8
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Uvrstivsi vrijednost »H.« u jednadibu za »d1p«, imamo:

dx ¢
dip= "7 f b (7) dax.

Dobivenu vrijednost uvrstimo u jednadibu (3) i podijelimo sa dx.

di 1
— = g At — — Ay dx. 4
= RRARkS ®
Ako tu jednadzbu deriviramo po »x«, dobivamo:
Ei_p "
dx* EF
U diferencijalnu jednadfbu {5) uvedimo supstituciju:
i _, &, de e p(h)
dx ' dx? di' di EF
Uzimajuéi u obzir da je za:
x=0; i=o0: Y /o, ®)
dx
dobivamo:
/ 2 7 o :
ﬁl E’J p(A)-di,
0
tj.
gl
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Rijesimo 1i jednadsbu (7) pe dx:

dx = — ——— ;(tiA =
2 by
/ - -di
l/ EF ‘ P
b
ili nakon integracije, uzevii u obzir poletne uvjete (6), dobijemo:
A
x::J S S — ®)
/ , 3
; l/;;r | p0-di
0
Ako u jednadZbu (8) uvrstimo jednadzbu (1) uzduZnog otpora kolo-
sijeka, dobijemo:
!
2
x == j 1,,,;(?,, S — (8 a)
H 1/E’F (K442 po 1)

Transformirajmo kvadratnu funkciju od »i«:

Kit+2p i =K (1.2+ 2n z) —K I(A + 12!)2_ %0:} ,
t.

Kt g 2po1— KA b0

K K

i uvedimo supstituciju u jednadfbu (8a):

Kid po—poz; di— dz; dA=o0; z

R S o

o
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Ki+po Kl+ko
fo o po
* -~ dz .
- EF
X = l EF - */riK “;t., = 1/ K
Vlz«‘ S
1 K K 1
t.
Ki+po
bo
x = V‘— arch z
1
ili
/ EF Ki+ po
= /=T 2L Po
2 l rch r (9
Iz ove jednadibe je:
Kitpo _ 4 (V K x)
bo EF
ili
i Po (’ch 1/ K 1) (10)
) = L0 D —1]
kK \" VEF ,

Duiina pomi¢nog dijela »xp« na mjestu preloma neprekinuiog kolo-
sijeka odredit éemo iz uvjeta ravnotefe temperaturne sile H, koja iza-
ziva pomak kraja dugog traka i sile otpora kolosijeka:

*h
H=—a EFdt = [
5

=p

pdx= | (bo+ KA dx.

0

Uvrdtavanjem izraza za »i« iz jednadZbe (10) imamo:

*p

~

(ch ]/{{, x) dx,
) EF

a EF At = p, ‘



tj.

'EF /'K
l’ by sh Vﬁ xp=a EF At

Iz ove jednadsbe izralunat {emo duZinu »xy« na mjestu preloma
tralnice u neprekinutom kolosijeku:

-] EF o «EFdt VK‘ ' an
K bo EF

Uvrstimo 1i u jednadibu (10) x = x,, dobijemo:

l=&[charsh —————— i—l]
K po

Kako je:

ch (arch z) == = V1 + sh? (arsh z) = V1 4 22,

promjena duZinc krajeva neprekinutog kolosijeka na mjestu preloma
»i« jednaka je:

/UK, :
i L 14 Po’ a? EF A% — 1] ' (12)

odnosno maksimalna dilatacija »d« u slufaju nesmrznutog zastora jed-
naka je:

b = H/1+ é(ﬁEFw—w (8)

b) Slulaj smrznutog zastora

U ovom slutaju mjerodavan je otpor protiv klizanja traénice na pra-
govima, koji ima konstantnu vrijednost za sve vrijeme klizanja, kako
su to pokazala izvriena ispitivanja. Uslijed toga jednadZba (1) dobiva
oblik:

phy=1. (14)
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Proratun u ovom sludaju vifi se na isti nalin kao kod nesmrznutog
zastora, s tom razlikom da u jednadibu (8) uvrstimo oipor zastora po
jednadzhi {14), te dobijemo:

4
TR L T e e
N ' o b di p2 2} 2
odnosno:
x ! (15)
ili
PR Y (16)

T 2EF

Duzinu pomiénog dijela »x,« na mjestu preloma neprekinutog kolo-
sijeka odredit Cemio iz uvjeta ravnotcie temperaturne sile »H«, koja
izaziva pomak kraja dugog traka 1 sile otpora kolosijeka:

“p

H = a EF At = ( pdx==px,.

0

iz ove jednadzbe izralunat temo duZinu pomitnog dijela neprekinutog
kolosijeka »x,« na mjestu pucanja trafnice:

xy — 2EE ) (17

Uvrstimo 1t u jednadZbu (16) x = x», dobijemo promjenu duZine
kraja neprekinutog kolosijcka »i« na mjestu preloma tradnice:

. @ EFAS
2p

odnosno maksimalna dilatacija »d« u slu¢aju smrznutog zastora jed-
naka je:

' (18)

2 2
3= 1 Eg‘d—t (19)
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VI PRORACUN KRITICNE SILE KOJA UZROKU JE
IZVIJAN]JE NEPREKINUTOG KOLOSIJEKA

Proratun kriti¢ne sile kod koje ée se kolosijek izbaciti pri visokoj ter:-
peraturi velina autora (Meier, Roab. Nemesdy, Numata. Fngel i dr.}
temelji na primjeni metode potencijalne energije, s time da na odre-
denoj duZini deformiranog kolosijcka postavi jednakost energije i me-
hani¢kog rada. Druga grupa autora (Sackmauer. Levi, Martinet i dr.)
izratunava vrijednost kritiéne sile pomoéu diferencijalne jednadibe
clasti¢ne linije. Tako ima izvjesnih nedostataka. kao $to je samovelino
pretpostavljanje oblika deformacije po kojoj ¢e se izbaciti kolosijek.
metoda potencijalne energije pokazala se kao najprihvatljivija za pro-
racun kriti¢ne sile. Izbacivanje kolosijeka pojavljuje se uvijek na onom
dijelu gdje postoji najnepovolinija deformacija smjera.

A. VRIJEDNOST FLASTICNOG POTENCLJALA U PROCESU
1ZBACIVAN]A KOLOSIJEKA

Pri porastu temperature u neprekinutom kolosijeku javljaju se u
traénicama tlalne sile »H«. koje nastoje izazvati izvijanje kolosijeka.
Izvijanju se suprotstavlja otpor prema savijanju obiju tratnica, boéni
otpor kolosijeka koji pruza zastor i krutost kolosijeéne resetke.

Vrijednost ukupnog elastiénog potencijala »®« dana je izrazom:
& == R, + R, + Ru — R, (20)
gdje je:
R¢ = radnja savijanja tranica
R, = radnja svladavanja otpora zastora
R« = radnja okretnog momenta pri deformaciji kolosijetne rejetke

R, = radnja tlatne sile »H«.

@) Radnja sile pritiska

Deformacija kolosijeka uzrokuje poveéanje njegove duine na mjestu
greske smjera, te uslijed toga dolazi do negativnog mehanitkog rada
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duzini » 4« u oba tratnicka traka, gdje je »dl« razlika izmedu duZine
iskrivljenosti na mjestu deformacije smjera i odgovarajude tetive.

i

Ry==-—H Ml =-—H

Kod kolosijeka u luku taj rad tladne sile dan je jednadibom:
Ry oo— H g,
he R

gdje jo o e

azlika izmedu duZine kolosijeka u luku prije pojave
deformacije smjera 1 one kod koje je nastupila deformacija smjera
(slika 38).

Slika 38. Dio luka na kojewm se nalazi deformacija kolosijoki

i

Cye 1 2
\’ Yidx — 2 t‘ yidx.
0 3

Alg o=

[y

odnosno prema slici 38

Y =y, + 7y



Nakon sredivanja gornjih jednad?bi vrijednost radnje tlatne sile
iznosi kod kolosijeka u luku:

i i
tdx+H Y|y dx. )
yidx 4 A fy x (22}

0

H
2

Ry =—

o

Vrijednost integrala u izrazu (21) i (22) moZe se prikazati za zadani
oblik krivulje kao funkcija strelice »f« i duZine »l«, te dobijemo:

.

Ry=—Ha, f (21 a}
2 I
Ryy=— Hay & —Hao 1 (22 a)

gdje koeficijenti @, 1 g ovise samo o obliku krivulje.

b) Radrja sevijanja traénica

Radnja savijanja traénica moZe se izraziti kao potencijalna energija
savijanja, te je njena vrijednost data izrazom:

i
R= %’ ¥yt dx, (28)
0

odnosno za zadani oblik deformacije kolosijeka:
2

R‘zgja,ll; , (23 a)

gdje a, ovisi samo o obliku krivulje.

¢) Radnja svladavanja otpora zastora

Boéni otpor zastora je ovisan o pomaku »y«, tj. o velidini deforma-
cije smjera kolosijeka. Na slici 39 dat je dijagram bolnog otpora za-
stora u ovisnosti o pomaku.

308



— Lt

L2 S

Slika 39. Dijagram botnog otpora kolosijeka

Velidinu bolnog otpora prema slici 39 moZemo aproksimirati linear-
nom funkcijom oblika:

(3 =qo+ By.
Vrijednost koeficijenta »B« dobije se iz dijagrama i iznosi

9 4o

Bi-tgp=
g f Yo

Radnja koja otpada na jedan kolosijeéni elemenat deformiranog
dijela kolosijeka duzine »dx« iznosi:

y
dRy=dx \ d}':dx\(qo+3y)dy
b
Ukupna radnja na &itavom dijclu deformacije smjera kolosijeka tznosi:

l\ ! i
— ([w+enardy=a [ yax+ 2 [ a9
00 b 0

odnosno za zadani oblik deformacije kolosijeka

Re=1ygoas {1+ Ba,f1, (24 a)

gdje a, i a, ovise samo o oblika krivulje.
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Radnju

viti pri deformaciji kolo

sijelne redetke uslijed pri-
uice za pragove vdredit demo pomodu okretnog momenta
»Ai«. Na slici 40, dat je dijagram ovisnosti okretnog momenta o pro-
mjeni kuta zakretanja.

M=0-2

(Y

vanja

OKRETNI
MOMENAT

Shka 42 Dijagram ovisnosti okretnog mementa o promjent kuta zakretanja

Uzmemo It vrijednost okretnog mometa kao konstantu »Mo«, u tom
slucaju na kolosijednu refetku s razmakom pragova »i« djeluju dva
momenta »Mow, te imamo:

m =

2,
1

Elementama radnja koja otpada ra jedan kolosijeéni elemenat de-
tormiranog dijeia kolosijeka dufine »da« iznosi:

dRm—=dx | 22 da.

-

)

U praksi gdje imamo veée deformacije smjera moZe se uzeti da je kui
zakretanja »a« jednak prvoj derivaciji deformacije smjera, tj. « =~ y'.
Prema tome, ukupna radnja na ¢itavom dijelu deformacije smjera iznosi:

: J )
2 M 2 M,
[ a
Ro—= || 2 avay =22 { e, (25,
0o 0

i [
odnosno za zadani oblik deformacije kolosijeka
R,,, == e g fv (25 a>

gdje a; ovisi samo o obliku krivulje.
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B IZRACUNAVAN]TE KRITICNE SILE »/1;,«

Velidinu kriti¢ne sile »Hyr« odredit éemo metodom energije tako da
temo promatrati dio kolosijeka dufine »l«, &iji je smjer deformiran.
Kriti¢na sila bit éc jednaka parcijalnoj derivaciji ukupnog elastitnog
potencijala po strelici deformacije smjera »f«, Grani¢no stanje ravno-
tere pojavljuje se kod vne sile pritiska »Hi« kod koje mala promjena
strelice »f« ne utjede na velidinu energije.

«) Kriticna sila kod kolosijeka w pravcu

O Ela ! I4+2Ba,!
af = az’i’a—%‘%aa + a lf 4+
2{”0%——2”(1] {:0.

H

1z te jednadZbe dobijemo vrijednost kriticne sile kod kolosijeka u
praveu, koja iznosi:

El a, as R My as 1
Hy, == - Bl —
* 2 a, +q°201 f _{ 111+ i @ f

ay

(26)

b) Kriticna sila kod kolosijeka w luku

“/(’;R — 2Bl a l’; b qoasl + 2 Ba, fI+
o
+ 2 sha L —ha, Lo
ia, 1 R

Iz te jednadibe dobijemo vrijednost kriti¢ne sile kod kolosijeka u
tuku, koja 1znosi:

El a + qo = + Bl"’ + Mo as 1

0 oa f i G f

Hy, = — =l (2n)
R a, 2

20,  Rf

a




VIL PRIMJERI PRORACUNA MAKSIMALNOG RAZMAKA
KOJI NASTAIE NA MJESTU PRELOMA TRACNICE
U NEPREKINUTOM KOLOSIJEKU

Veli¢inu maksimalne dilatacije koja nastaje na mjestu preloma tral-
nice 49 u neprekinutom kolosijeku na drvenim i betonskim pragovima
tipova IM.2d, Z.1 i Z.2 poloZenim s razmakom od 65 cm izralunat
¢emo pomolu jednadzbi (18) i (19).

Pri tome ¢emo pretpostaviti da jo neprekinuii tratni¢ki trak »oslo-
boden unutarnjih naprezanjae kod tako zvane »potrebne« temperature,
koja se obitno uzima sa +20° . 1 da je do preloma tralnica dofle kod
nesmrznutog zastora pri femperaturi tratnice od —5° G a kod smrznutog
zastora pri temperatorl tradnice od —30° C.

Pod »ostobadanjem: unutarnjih naprezanja« podrazumijeva se oslo-
badanje tralnica dugog traka od vlaénih i tlaénih naprezanja koja u
njima postoje zbog toza Yo nije bilo »potrebne« temperature pri ugra-
divanju 1 svarivanju tralni¢kih trakova. To se postife oslobadanjemn
tratnitkog traka veze s pragovima i omoguéivanjem da se tralnica pri
odredenoj »potrebnoj« temperaturi moZe potpuno produZiti, odnosno
skratiti.

Velidine »por 1 2K« iz jednadibe (13) dobit éemo iz dijagrama uz-
duinog otpora zastora datili u 11 poglavlju s time da ¢e se uzduini
otpor koji je dobiven po metru kolosijeka za oba tralnitka traka svesti
na jedan tracnitki trak 1 kao rakav uzeti u proraun. Za velidine otpora
kolosijeka »p« u jednadibic (19) uzet ¢emo kao mjerodavne ove vri-
jednosti:

~ kod pridvr$éivanja pomodéu rebrastih podloZnih plodica otpor tre-

nja izmedu noge trafnice i podloine plotice (2154 kg/m);

— kod praga Z.1 1 Z.2 otpor smrzoutog zastora (2500 kg/m).

U ovba slutaja vaZe ove ostale vrijednosti:

a = 0,0000115; E=2-10% kg/cm?; F = 62,48 cm®.

Ako polazimo od temperature tradnice od +20° C u toku »oslobada-
nja« temperature smrzavanja zastora od —3° C i ekstremno niske tem-
perature od —309 G, bit ée:

za sludaj nesmrznutog zastora 4¢ == 259,

za sluéaj  smrznutog zastora .f¢ = 50°

Uvrstimo li gornje vrijednosti u jednadibe (13) i (19), dobit éemo
konatne jednadibe (13a i 19a) za proradun velidine »d«.

312



) Za sluéaj nesmrznulog zastora vaii jednadzba:

2 po
& = p l1+[0 10,329 — 1 (13a)

Odgovarajuée izratunate vrijednosti »d« date su u tabeli:

Uelitine dilatacije w slufaju preloma tracnice pri temperaturi —5°C
kod nesmrinutog zastora

Tabela V1

\ \eluma maksimalne dllamm]e u mm

Oblik zastorne prizme Drveni - Betonski ' Betonski | i Bctonskl
prag  IM.2d zZ1 i Z.2
Obi¢na prizma, podbijena 223 26,6 21,9 23,1
Pojatana prizma podbijena L1792 247 | 203 22,3
Obi¢pa prizma, suflaz 263 293 22,6 25.4
Pojatana prizma, suflaz AR 287 21,6 22.6

b) Za slucaj smrznutog zastora:

Kod betonskih pragova IM. 2d i drvenih dolazi do klizanja traénice
po pragu, a kod pragova Z. 11 Z.2 pri¢vridivanje ne dopusta klizanje
tracnice, nego popusta zastor.

41,315

Vrijednosti »d« izradunate pomoéu jednadzbe (19a) date su u tabeli:

(19a)

Uelicine dilotacije w sluluju preloma trafnice pri temperaturi —30° ¢
kod smrznulog zastora

Tabela VI

Vrsta praga i Dilatacija u mm Popuita
Drveni prag 38.3 otpor
Betonski IM. 2d 38,3 .; prilvritivanja
Betonski Z. 1 38,1 otpor
Betonski Z. 2 33.1 | zastora
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Aku se promatraju rezultati prikazani u tabelama VI i VIL mogo

se izvesti ovi zakljulel:

I. Da su kod smrznutog i nesmrznutog zastora u kolosijeku s pra-
govima Z. 1 i 7.2 dilatacije na mjestu preloma tralnice manje
nego kod pragova IM. 2d za oko 15-20%¢

2. Kod nesmrznutog zastora najprije dolazi u svim slutajevima do
klizanja pragova u zastoru. pa stoga presudnu ulogu tma oblik
praga i zastorma prizma, te nadin stabilizacije pragova (podhija-
nje il suflaz). Uslijed toga imamo veliku raznolikost u vrijed-
nostima »d«.

3. Kod smrznutog zastora imamo manju raznolikost rezultata, tako da.
- kod drvenih 1 IM. 2d pragova koji imaju rebrastu podloinu plo-

Gicu (slika 28 1 29) popudta pri¢videnje 1 dolazi do klizanja
tratnice. Buduéi da je pri¢vriéenje isto, tmamo 1 iste vrijed-
nosti dilatacije »d«.

pri¢viséenje na pragovima Z. 1 1 Z. 2 (slika 30) ne dopusta kli-
zanje tracnice na pragovima, it dolazi do klizanja pragova u
zastoru. Veli¢ina »d« kod oba praga je ista, jer je zbog jedno-
stavnosti zanemarena mala razlika u dimenzijama ovih pragova,
pa je uzeta I manja vrijednost otpora zastora od 2500 kg/m.

t

VIIIL PRIMJERT PRORACUNA KRITICNE SILE PRYKOJO]
DOLAZI DO IZVIJAN]JA NEPREKINUTOG KOLOSTJERKA

Velidinu kriticne sile pri kojoj dolazi do izvijanja neprekinutog ko-
losijeka na drvenim 1 betonskim IM. 2d. Z. 1 1 Z.2 pragovima s raz-
makom od 65 ¢m izracunat ¢emo pomoéu jednadibe (26) za kolosijek
u praveu, a po jednadibi (27) za kolosijek u krivinama R = 600
i R = 300 m.

Veliine »gve 1 »B« izratunat ¢emo na temelju dijagrama boénog
otpora zastora datih u L. poglaviju. Koeficijent »ky« izralunat éemo
na temelju dijagrama zavisnosti okretnog momenta o promjeni kuta
zakretanja datih u [V poglavlju.

Za proratun kriti¢ne sile pretpostavit ¢emo da je kod kolosijeka doslo
do prethodne greske smjera u obliku sinusnog poluvala na duzini
[ == 6,0 m s veli¢inom strelice f = 2 cm. JednadZba oblika deformacije
ost kolosijeka data je izrazom:

. X
y==f sin 7



Vrijednost pojedinih koeficijenata ;. ay. ay, a4 1 a4

koji se nalaze

jednadzbama (26) i (27) za deformaciju u obliku sinusnog poeluvala

ratunat Cemo na ovaj nadin:

!
4 2 i ; p
1 ., o f? L ox 2
) J Y dx == V' ' cos? ! dx == 24674 4 a, F
o %
ay == 24674
!
¢ 2
2 , .
\ ¥y dx = nl.,/ sin® ’7['” dx = 24,3523 ?x» = as gg
! 7
‘ y dx = f sin ~"lx dx == 0,6375 fl = a* fl
o v
@ = 06375
i
! 2
; ! ¥ odx ’ f2 sin* l;f dx == 0,25 fA — ay FI
a, = 0.25
! i
! 'y dx == %f 1 cos f-ll)‘ dx = 2 f = a, |
o Y
ay == 2
! !
* e = 7 ( nx ) [
R ( Y dx = molx cos - dx == 0,637 o= Gp
@ o



U proralun lemo uzeti kolosijek s tratnicama 49, &ji je aksijalm
moment tromosti s obzirom na njithovu vertikalnu os [/ = 819 cm?, a
razmak pragova i = 65 cm.

Uvrstimo 1i gornje vrijednosti u jednad?be (26) i (27), dobit éemo:

Za slucaj kolosijeka u pravcu:
Hie = 34988 - 23200 g, -~ 36476 B - 3744 M,
Za sluéaj kolosijeka w luku:
H,, . 4988 + 23200 go A 36476 B + 3744 Mo

® 23200
1+ 2

Slika 41. Pokusno »izbacivanje« kolosijeka na betonskim pragovima uz umjetno
zagrijavanje trafnica parom iz lokomotive na stanici Zagreb-Borongaj

Proralun kritine sile za &etiri spomenuta tipa pragova kod kolo-
stjeka u praveu 1 u krivinama R = 600 m i R = 300 m izvrien je za Ce-
tirl vrste zastorne prizme po jednad’bama (26a) i (27a).

Dobiveni rezultati prikazani su u tabelama. Podstupci u tabelama za
betonske pragove s oznakama: »topol.« 1 »gumac znale:

- kod IM. 2d samo vrstu ulodka ispod noge trafnice

-~ kod Z.1 1 Z.2 »topol.« znali topolov uloZak ispod noge traénice
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1 celitne plodice izmedu priévrsnih plotica 1 betona, odnosno
»guma« — gumeni ulo$ci ispod noge tracnice 1 izmedu podloinih

plotica 1 betona.

Uelitina krititne sile kod kolosijeka w pravcu

Oblik |

zastorne
prizme

Obiéna
prizma,
podbijena

Pojatana
prizma,
podbijena
Obi¢na
prizma,
suflaz
Pojadana
prizma,
suflaz

Oblik
zastorne
prizme

Obitna
prizma,
podbijena
Pojatana
prizma,
podbijena
Obiéna
prizma,
suflai
Pojatana
prizma,
suflaz

Velifina kriti¢ne sile u kg

Tabela VIII

Uelicing krititne stle kod kolusijeka u hrivini R = 600 m

T Drveni Betonski IM. 24 Betonski 2.1 | Betonski Z.2
V}?rilg" | topol. guma | topol. ! guma | topol. i guma
210024 269929 258694 296790 288179 271431 262820
264712 827937 | 316707 ; 334902 . 326291 311702 | 303091

i :

i ;

| i
138487 234134 222902 259831 251220 253367 244750
229255 255349 244117 303750 295139 207782 289171

Tabela 1X

Drveni

prag

151467

190907

185935

Betonski IM. 2d

topol.

194670

236504

168855

184155

|

guma

186567

228405

160754

176117

" Velitina kritiéne sile u kg

Betonski Z. 1

ol
214041
241527
187387

219061

guma |
207881 |
235317

181177

topol.

H
t
i
195753
224796

182725

214757

Betonski 7.2

guma

189543
218586
176515

208547
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Uelicina kritiéne sile kod kolosijeka w frivini R — 300 m Tabela N
B Vehidina kritidne sile u kg

Oblik L -
zastorne Drveni | Betonski TM.2d Betonski 7. 1 Betonski Z. 2

prizme prag

topol. guma topol. guma topol. guma
Obi¢na !

prizma, 118437 152218 145883 167366 162510 153065
podbijena /

148209

Pojatana
prizma, 149276 184930 178597 185858 184002 | 175775 | 170919
podbijena | ‘
Obitna | ? '

prizma, o 106292 132033 125699 146524 141668 142879 . 138023
suflaz ; i ‘
Pojatana : :
prizma, 129281 | 143996 | 137662 ' 171291 |
sullaz : ! \

166435 1679

)

163069

Veli¢inu porasta temperature traénice »d ¢« iznad onc pri kojoj
fe dugi trak bio »osloboden unutarnjih naprezanja< do one pri kojoj
ée dodi do zvijanja kolosijeka moZemo izralunati pomoéu jednadzbe:

H;«i o Hir
20 - LF 2874,08

Vrijednosti ».1{«, za nale primjere izratunate po jednadzbi (28)
date su u 1duéim tabelama:

Ay

(28)

Razlika temperature » At izmedu skriticne« i one pri voslobadanjiu

kod kolosijeka u praveu Tabela XI
o E)hiik Velitina promjene temperature - i
zastorne Drveni Betonski IM. 2d Betonski Z.1 | Betonski Z.2
prizme | prag topol. guma topol. : guma topol. guma
Obiéna ' ; :
prizma, 73,07 1 9392 1 8001 10326 | 10027 | 94,44 ' 91,44
podbijena i :
Pojadana | ’
prizma, 92,10 | 11410 - 110149 11652 11353 | 10845 10546
padbijena .
Obitna
prizma, 63,58 81,46 77.55 90,40 87,41 88,15 85,16
suflag
Pojatana
prizma, 7977 8884 84,94 . 105,69 102,69 103,61 100,61
sufla i | | ;

318



kod kolosijeka u luku R = 600 m
Tabela XI1

Bgﬁv T T Velidina promjenc temperature A¢
zastorne Drveni | Betonski IM.2d  Betonski Z. 1 Betonski 7.2
prizime | prag ; topol. guma ftopol. | guma : topol. | guma
Obiéna |
prizina, 52,70 67.73 64,91 74,47 72,31 68,11 | 6595
podbijena
Poja¢ana } ]
prizma, 66,42 82,29 7947 84,04 81,87 7821 1 76,05
podbijena
Obifna : i
piizina, 47,30 5875 0 5543 6520 63,04 63,57 | 6142
suflaz i
Pojatana | ) |
prizma, 57.53 64,07 i H1.28 76.22 74,06 74,72 72.56
SULEY

Razlika temperature » At dzmedu »hritiénes | one pri »oslobadanju-«

kod kolosijeka v luka R = 300 m Tahela X1II
Oblik Velicina promjene temperature o
zasforne Drveni Betonski 1M, 2d Betonski Z. 1 : Betonskr Z. 2
prizme i PTEE o topol guma i topol. | guma topel. | guma
Ohi¢na ‘
prizma, 41,21 52.95 50.76 58,23 56,54 53.26 51,67
podbijena |
Pojadana
prizma, 5194 64,34 62.14 65,71 6402 1 6116 59,47
podbijena |
Obitna :
prizma, 36,98 45,94 43,73 50,98 4929 1 4971 48,02
sufla
Pojalana :
prizma, 14.98 50,10 47.90 59.60 57,91 5843 | 56.74
suflaz
Opaska: Sve vrijednosti za kolosijeke u krivinama R = 600 m i

R = 300 m odnose se na kolosijek bez »zaltitnih kapa<.
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U idutoj tabeli saZeti su rezultati triju prethodnih tabela na taj nadin
da su vrijednosti »4f« kod svih betonskih pragova za sve vrste za-
stornih prizmi i naine odrfavanja stabilnosti kolosijeka izraZene u
postocima u odnosu na drveni prag.

Tabelarni prikuz odnosa u Yo izmedu »4 t« kao rekapitulacija
triju prethodnih tabela

Tabela X1V
Oblik S A Luﬁ",’n u odnosu na drvene pﬁtgove I
zastorne | Drveni ‘ Betonski IM. 2d Betonski Z. L Betonski 2.2
prizme | prag topol. . guma  topol. uma topol. | guma
R fopol . guma . topel | guma | fopol. | .
Obitna | , ! ‘ ‘
prizma, | 100 129 | 128 ¢ 141 137} 180 | 125
podbijena i 1 |
Pojaana | | ! :
prizma, ‘ 100 124 J 119 | 126 128 ! 119 [ 114
podbijena | |
Obitna ‘ ' |
prizma, 100 124 18 | 187 138 135 129
suflaz i | '
Pojalana | | ‘ !
prizma, | w0 1 | 106 | 131 128 129 125
sutlaz | [ :
i : |

Promatrajuéi ovu tabelu, moZe se zakljuliti da je stabilnost kolosi-
jeka sa sva tri tipa betonskih pragova veca nego kod drvenih a da je
kod pragova Z.1 1 Z.2 opéenito veéa nego kod IM. 2d. Jedinu iznimku
predstavlja slu¢aj pojalane zastorne prizme s podbijenim pragovima.
gdje je stabilnost kod pragova Z.2 za 5% manja nego kod pragova
IM. 24, ali je za 14 do 19% vefa nego kod drvenih pragova. To po-
velanje stabilnosti, koja je izraZena u potrebnom porastu »d i<, iznosi
u odnosu na drveni prag:

~ kod IM. 2d s topolovim umetkom . . . . . . 11-—29%
- kod IM. 2d s gumenim umetkom . . . . . . 6—23%
~ kod Z.1 s topolovim umetkom . . . . . . . 31 —41%
~ kod Z.1 s gumenim umetkom . . . . . . . 28—37%
- kod Z.2 s topolovim umetkom . . . . . . . 29—30%
— kod Z.2 s gumenim umetkom . . . . . . . 25—29%
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Prema tome, uz sve ostale iste uvjete kolosijek s pragovima Z.1 i
Z.2 ima velu stabilnost nego s drvenim i betonskim IM. 2d pragovima
(iznimku gine jedino pragovi Z.2 u odnosu na pragove IM.2d kod
pojatane podbijene prizme).

Opéenito veéa stabilnost kolosijeka s pragovima Z.1 i Z.2 objal-
njava se time da je otpor zastora kod tih pragova u svim prilikama
veli, premda je krutost u &vorovima kolosijefne reletke nelto manja.
Ako analiziramo' rezultate proraluna prema jednadibama (26) 1 (27)
vrijednosti dobivenih po tim jednad’bama, koje su predolene u tabe-
lama, moZe se zakljuliti da je u ukupnom otporu kolosijeka prema izvi-
janju uéeSée pojedinih komponenata ovo:

- otpor tralnice prema svijanju . . . . . . . . 10-20%
— otpor zastora . . . . . . . ... 65—85%
— otpor kolosijetne refetke . . . . . . . . . . 3-—18%

Buduéi da utjecaj otpora zastora oplenito prevladava kod svih pra-
gova, a otpor zastora kod pragova Z.1 1 Z.2 takoder je oplenito vedi
nego kod IM.2d i uvijek veéi nego kod drvenih pragova, time se
objainjava da je 1 u konalnom rezultatu stabilnost kolosijeka s prago-
vima Z. 11 Z. 2 oplenito veda.

Ova tinjenica je znadajna jer moic dovesti do znatnih ulteda na te-
P, R o . \ S oo L.
Zini 1 vnjednosti pridvrisnog pribora na pragovima Z.1 i Z.2, kako
sadainjeg, tako i dvostrukog elastitnog pri¢vriéivanja, koje se proutava.

ZAKLJUGAK

Dvodijelni betonski pragovi Z.1 i Z.2 imaju znatne prednosti pred
pragovima IM. 2d i drvenima jer su jeftiniji, lakle se proizvode, traZe
manju tefinu pri¢vrsnog pribora, daju opéenito veéu stabilnost kolo-
sijeka protiv izbacivanja, te dopuitaju manji otvor na mjestu pucanja
traénice u dugim trakovima. Bududi da je i otpor protiv uzduinog kli-
zanja trafnice vedi, nije potrebno ugradivanje sprava protiv putovanja
traénica. Kako je i bolni otpor zastora vedi, potreban je manji broj
»zaftitnih kapa« u oftrim lukovima. Premda prednost sada¥njeg naina
pri¢vr¥éivanja pomocu pri¢vrsnih plotica DZ. 51 i 52 (Xa) daje uitedu
na tefini i cijent ¢eli¢nog sitnog kolosijeénog materijala, ne smije se na
tome stati, nego je potrebno nastaviti proutavanje mogucnoesti demade
proizvodnje elastiénih pri¢vrsnih plofica. Prednost »dvostrukog elastig-
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Slika 42. Pojedinaéne ugradeni pra na mjestu dotrajalih
drvenih pragova na pruzi Zagreb Gl kol-Zagreb Zap. kol

g 1

Slika 43, Pragovi Z.1 (u prvom planu) i Z.2 {u nastavku) u luku
R = 500 m va pruzi Zagreb Gl kol. — Zagreh Zap. kol.



nog« pricvriéivanja nije samo ckonomske prirode veé 1 tehnicke. jer
osigurava nepopustljiva vezu traénice s pragom 1 efikasno prigufuje
vibracije tralnica i pragova pri prolazu viakova.

Vodedi vatuna o kriti¢noj situaciji u pogledu nabavke drvenih pra-
gova za pojedinalnu zamjenu dotrajalih pragova u prugama, o kojoj
je bilo govora na potetku ove studije, izvi¥ena je pojedinacna zamjena
dotrajalih drvenih pragova na desnom kolosijekn pruge Zagreb Gl. kol.
- Zagreb Zap. kol 1 to pragovima Z.1 1 Z.2 (slika 42). Pruga jc na
tom mjestu u luku R = 500 m s nadvifenjem 4 = 100 mm.

Posebno treba spomenuti korisne upute i sugestije koje su dali autoru
prof. inz Milko Sinkovi¢ 1 prof. in%. Julij Gspan i time znatno olakali
izradu ove studije.
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Josir BozZitevid

NEUE JUGOSLAWISCHE BETONSCHWELLEN
Z.1 UND Z.2*

EINLEITUNG

Um die schadhaften Holzschwellen zu ersetzen muss die jugoslawische
Eisenbahnverwaltung jahrlich ungefdhr 1,600.000 Stiick neuer Schwel-
len anschaffen. Die einheimische Holzindustrie kann jedoch jahrlich
nicht mehr als 900.000 Stick Schwellen zur Verfiigung stellen, also
betragt der jdhrliche Ausfall ungefidhr 700.000 Stiick. Diese Umstinde
verursachen ein stetes Anwachsen des schon sowicso hohen Prozentes
schadhafter Schwellen in den Eisenbahngeleisen.

Von der Gesamtzahl von 20,5 Millionen eingebauter Schwellen sind
ungefdhr 3,7 Millionen schadhaft was 18% der Gesamtzahl der ein-
gebauten Schwellen ausmacht. Solche Zustinde sind besorgniserregend
und beeintrichtigen die Sicherheit des Verkehrs.

Unsere Holzindustrie ist nicht im Stande eine grossere Menge von
Holzschwellen als von der oben erwihnten Zahl zu liefern. Aus diesem
Grunde muss man den Fehlbetrag mit entsprechender Zahl von Beton-
schwellen ersetzen, deren durchschnittliche Lebensdauer wir ziemlich
hoher ansetzen kénnen als derjenigen der Holzschwellen.

Unter den Betonschwellen besteht jedoch ein ziemlicher Unterschied.
sowie in der Art der Konstruktion, als auch in den Erzeugungsmethoden
der Schwellen, was alles auf ihre Qualitidt bedeutenden Einfluss ausiibt.
Darum ist es notwendig bei der Auswahl der neuen Type der Schwelle
Rechnung zu tragen, dass die Schwelle widerstandsfihiger, infolgedessen
dauerhaftiger, dass die Erzeugung einfacher und infolgedessen nach
Moglichkeit billiger sein soll. Ebenso soll die Befestigungsart der Schiene
auf der Schwelle einfach sein ohne dass dadurch die Giite der Be-
festigung beeintriichtigt wire.

* Originaliiberschrift dieser Arbeit: Novi jugoslavenski betonski pragovi Z.1i 2.2
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Wenn die Erzeugung der neucn Typen der Schwellen cinfacher von
der jetzigen wire und dadurch die Erzeugunyg einer grisseren Menge
von Schwellen moglich wire, als das der Fall ist mit den heutigen Fr-
zeugungsmbglichkeiten, wiirde dadurch der Diuck auf unsere Wald-
bestinde verringert und dadurch erméglicht, das Prozent der schad-
haften Schwellen stufenweise zu verringern.

Im Vergleich mit den jetzigen einteiligen Betonschwellen 1IM. 2d mit
einer vorgespannten Armatur haben die neuen zweiteiligen Beton-
schwellen Z. 1 und Z. 2 gewisse Vorteile, dic bei der Wahl neuerer
Typen unserer Betonschwellen massgebend waren. Nach umfangreicher
Erforschung bestehender Typen bei verschiedenen fortschrittlicheren
Eisenbahnverwaltungen muss man die genannten Vorteile besonders
betrachten:

~ in Bezug auf dic Schwelle vorzugsweise und

— in Bezug auf dic Befestigung der Schiene aufl der Schwelle.

In Abb. 1 kénnen wir die allgemeine Ansicht der jetzigen und der
neuen Betonschwellen betrachten.

Wenn wir cine erprobte Type der Betonschwelle beniitzen wollen
ist es nicht unbedingt notwendig, dass wir auch diselbe Art der Be-
festigung der Schienc, die bei dieser Eisenbahnverwaltung angewendet
wird, benttzen. Im Gegentetl, wir kinnen diejenige Art der Befestigung
der Schienen beniitzen, die am meisten unseren Verhilltnissen entspricht.
Ebenso kinnen wir im Laufe der Zeit, wenn notwendig, auf der be-
stehenden Betonschwelle die Art der Belestigung der Schienen indern.

In dieser Abhandlung werden die [Ligenschaften des Gleises mit
Schienen 49 mit dem gewdhnlichen upd verstiarkten Querschnitt des
Bettungskorpers, dann das Verhalten des Gleises beim einfachen Unter-
stopfen oder bei der Soufflage der Schwellen, besonders fir die Holz-
schwelle und die erwithnten Typen der Betonschwellen, ausserdem noch
in der Alternative mit den Einlagen unter dem Schienenfuss aus Pap-
petholz oder Hartgummi betrachtet werden.

In diesen Auslegungen werden [ir alle erwihnten Fille betrachtet:

— der Lings- und Seitenwiderstand des Gleises,

- die Ramensteifigkeit des Gleisrostes,

- der grosste Abstand zwischen den Schienenenden, der beim Schie-

nenbruch bei extremen tiefen Temperaturen eintreten kann,

— die Grosse der kritischen Kraft, welche bei hohen Temperaturen

die Verwerfung des Gleises verursachen kann.



L DIE KONSTRUKTIVEN EIGENHEITEN DER SCHWELLR
Z.1 UND Z.2

Die Schwellen Z. 1 und 7. 2 bestehen aus zwei Betonklotzen aus ein-
fachem vibrierten Beton mit einer Armatur vom Standardbetonstahl
® 6 und ® 8 mm, welche miteinander durch einen Stab aus Schicnen-
stahl verbunden sind, welcher nur etwas kiirzer ist als die Schwelle.

In Abb. 2 und 3 sin die Querschnitte der Hilften der Betonschwellen
Z. 1 und Z. 2 mit der alternativen Art der Armicrung dargestelit. Die
obere und die untere Hauptarmatur besteht aus vier, beziehungsweise
sechs Stiben. die sekunddre Armatur besteht im ersten Fall (Abb. 2)
aus gewohnlichen gabelférmigen Stiben, im zweiten Fall {(Abb. 3) aus
einer ununterbrochenen ausgedehnten Spirale.

Die Schwellen Z. 1 sind fiir cinen Achsdruck von 20 Tonen bestimmt.
die Schwellen Z. 2 entsprechen einem Achsdruck von 18 Tonen. In der
crsten Zcit sind als Verbindungsstibe alte Schienen aus dem Abtall
vorgeschen. Schienen von grisserem Gewicht als 20 kg/m werden der
Linge nach in der Mitte des Schienensteges so geschnitten, dass de

Schienenkopf und der Schienenfuss mit dem zugehorigen Teil des Schie-

nensteges den Querschnite des Verbindungsstabes bilden. Schienen von
Schmalspurbahnen vom Gewicht 1012 kg/m werden mit threm vollen
Querschnitt ausgentilzt.

Auf diesen Schwellen werden Schienen ohne Stahlunterlagsplatten
eingebaut. withrend zwischen dem Schienenfuss und der Betonoberfliche
Untertagsplatten aus Pappelholz oder Hartgummi eingetegt werden, die
nach festgelegten Formen und Dimensionen verfertigt werden. In diesen
Falle werden die Platten aus Hartgummi nicht mit gegeniiberliegenden
verstarkten Rédndern versehen. Zur Beflestigung der Schiene auf der
Schwelle werden die normalisierten »starren« Befestigungsplittchen
Type Xa (DZ 51 und 52) verwendet. Diese werden sich nicht direkt an
dic entsprechende schicfe Fbene des Betons anlehnen, sondern es wer-
den zwischen den Plittchen und dem Beton Stahlplatten gelegt (bei
Platten aus Pappelholz), bezichungsweise Platten aus Hartgummi (im
Falle der Unterlagsplatten aus Hartgummi unter dem Schienenfuss) in
der Grésse 65/25/5 bei Stahl, bezichungsweise 65/25/7 bei Hartgummi.



Die Art der Schienenbefestigung aul den Schwellen Z. 1 und Z. 2
ersicht man aus der Abb. 4, ihr Aussehen aus der Abb. 5, aus welcher
gleichzeitig die Versuchsarbeiten zum Feststellen des Seitendurcks des
Gleises im Zagreber Hauptbahnhof ersichtlich sind.

1. VERGLEICHUNG DER SCHWELLEN IM.2d
MIT SCHWELLEN Z1 UND Z¢

Dic Vergleichung wollen wir abgesondert fiir die Betonschwellen vor-
zugsweise und abgesondert fiir die Art der Schienenbefestigung auf den
Schwellen durchfiihren.

A. Betonschwelle, vorzugsweise

Einteilige Betonschwellen mit vorgespannter Armatur haben neben
positiven Eigenschaften auch gewisse negative.

1. Bei unseren Schwellen M. 2d werden die Formen 24 Stunden nach
Beendigung des Vibricrens abgenommen, mit anderen Worten, eine
Form erzeugl in 24 Stunden ¢ine Schwelle. Den Schwelien Z.1 und
Z.2 werden gleich nach dem Vibrieren die Formen abgenommen. In
dem Falle erzeugt einc Form in 8 Stunden ungefdhr 120 Schwellen. Im
Vergleich mit den ersten erzeugt also eine Form in 24 Stunden (Arbeit
in 3 Schichten) 450 Schwellen. Daraus ersicht man sehr klar die Héhen
der Investitionen fir dic teueren Formen.

Ausserdem bleibt nach der Entnahme der Formen von den Schwellen
IM. 2d die »Laufbahn« mit diesen Schwellen in der Linge von ungefdhr
100 m noch durch 3 bis 6 Tage besetzt bis zum volligen Abbinden des
Betons und die »Bahn« kann wihrend diescr Zcit nicht beniitzt werden
zum Betonieren der folgenden Gruppe von ungefdhr 40 Schwellen. Da-
raus ersicht man auch die Hohen der Investitionen fiir die Arbeitshallen.

2. Bei den Schwellen IM. 2d ist {iir die Armatur ein Draht ¢ 3 mm
aus Spezialdraht von der Testigkeit cca 19.000 kg/cm?® notwendig. Die
Anschaffung dieses Drahtes kann man ohne Schwierigkeiten nicht durch-
{ihren, sie ist auch von der Einfuhr abhiingig.

Fiir dic Schwellen Z. 1 und Z. 2 wird gewohnlicher Stahldraht fir die
Betonarmatur von @ 6 — 8 mm verwendet.

3. Dic kurze Zeit seit dem Beginne der Lrzeugung von Schwellen
IM. 2d ist noch nicht hinreichend um feststellen zu koénnen, ob nicht
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eine eventuelle »Schrumpfung« der Armatur eintreten wird, d. h. ob zu
einer Verminderung der Vorspannung kommen wird, was von der
Haftspannung des Betons in den einzelnen Serien der produzierten
Schwellen abhingig ist. Das alles kann nur die Zukunft zeigen.

Die Schwellen Z. 1 und Z. 2 aus gewdhnlichem vibrierten Beton, deren
Festigkeit bis zu 100 kg/cm? niedriger sein kann von jenen mit vor-
gespannter Armatur, haben eine Armatur vom gewohnlichen Betonstahl.

4. Die Schwelle IM. 24 ist gleich allen einteiligen Betonschwellen
empfindlich auf negative Biegungsmomente, die sich im mittleren Teile
der Schwelle offenbaren und die im Gleis im Laufe des Finbaues oder
spiter erscheinen konnen, wenn sich das Bettungsmaterial unter dem
mittleren Teill der Schwelle ausbreitet. Aus diesen Grinden wird die
Armatur verstirkt, womit auch die Auslagen wachsen. Diese Méglichkeit
muss man voraussehen, doch aus dkonomischen Riicksichten nicht bis zu
dem Masse, dass die Schwelle auch den negativen Biegungsmomenten wi-
derstehen konnte.

Bei den Schwellen Z. 1 und Z. 2 iibernimmt die eventuellen negativen
Biegungsmomente in der Mitte der Schwelle in den Elastizititsgrenzen
leicht der Verbindungsstab aus Stahl, in den Betonklétzen kdnnen dic
negativen Biegungsmomente (berhaupt nicht auftreten.

5. Auf Grund der erworbenen Erfahrung und der Praxis zweier
grossten europiischen Eisenbahnverwaltungen (D.B. und S.N.CLF)
hat sich die Erzeugung von Schwellen derselben Konstruktion wie IM
2d schon lingst einem Stillstand genihert, dagegen ist der Schwerpunkt
auf dic Erzeugung von Betonschwellen nuch anderen Gesichtspunkten
ithcrgegangen,

~ bei der D. B. werden einteilige Betonschwellen mit einer Armatur
von ¢ 7—10 mm und mit cinem Beton mit der Marke wenigstens 600
kg/cm?® erzeugt,

~ bei S. N. (.. F. ist der Schwerpunkt iibergegangen auf die FErzeugung
von zweiteiligen Schwellen S.N. C.F. — R.S. mit einem Stahlverbin-
dungsstabe (verfertigt aus alten Schienen oder Profileisen) mit einer Ar-
matur von normierten Betonstahl mit der Marke des Betons fur cca 100
kg/cm? niedriger wie bet der D. B. Im Jahre 1964 waren in 9 europii-
schen Staaten tibcr 10 Millionen solcher Schwellen eingebaut, in den
iiherseeischen Lindern cca 3 Millionen Schwellen.
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B. Befestigung der Schiene auf der Betonschwelle

Es wird von der Art der Befestigung der Schienen auf jeder Schwelle,
besonders auf einer Betonschwelle, verlangt:

1. Eine solche Dauerhaftigkeit, die niemals erlaubt, dass an der Be-
rithrungsflichen »Schienenfuss — Unterlagsplatte — Schwelle« Teer-
raume entstehen kénnen, die den Einfluss der wechselnden Verkehrs-
belastung in kriftige dynamische Schlige verwandeln kinnen, was zur
vorzeitigen Zerstérung der Schwelle fiihren wiirde.

2. Die Befestigung muss einen iiberlegenen Widerstand dem Gleiten
und Verdrehen der Schiene auf der Schwelle bieten, was besonders
wichtig bei Langschienengleisen ist.

3. Neben diesen Qualititserscheinungen der Verbindung wird ein
moglichst kleines Gewicht verlangt und somit niedrige Auslagen {ir das
Befestigungsmaterial.

Wir werden die Unterschiede in der Art der Schienenbefestigung auf
den jetzigen Betonschwellen IM. 2d und den neuen Z. 1 und Z. 2 or-
wagen. Hier muss man bemerken, dass wir bei Z. I und 7. 2 die jetzige
»halb-elastische« Befestigung mit unseren normierten »starren< Befesti-

zuerst an einer Studie iiber die Moglichkeit cinheimischer rzeugung
»elastischer« Befestigungsplitttchen gearbeitet, welche man aul densel-
ben Schwellen Z. 1 und Z. 2 verwenden kénnen wird.

a) Hartholzdiibeln mit Schraubengewinde in den Schwellen IM. 2d,
in welche die Tirefonds eingeschraubt sind, missen wihrend des
Dauerns der Schwelle ausgewechselt werden mit neuen wihrend des
Verkehrs, da sie der Fiulnis (trotz der Tmpregnierung) und der mecha-
nischen Abnitzung unterliegen. Die Schwellen Z. 1 und Z. 2 haben
keine Holzdibeln und die Verankerung stehender Schrauben, wird wie
schon oben beschrieben, auch uuf englischen Betonschwellen »Permali
Limited« ausgefithrt. Damit werden die negativen Erscheinungen bei
Verwendung der Holzdiibeln vermieden. Dic Kombination von Hart-
gummi unter dem Schienenfuss und zwischen den Befestigungsplittchen
und Beton, sowie auch doppelte Federringe unter der Schraubenmutter
unter der stehenden Schraube kann man schon als »halbelastische Be-
festigung« ansehen.

b) Die Ergebnisse der Messungen des Widerstandes gegen das Gleiten
und Verdrehen der Schiene fiir die drei Typen von Schwellen, die in
Zagreb durchgefiihrt wurden, werden gesondert am Ende dieser Studie
angegeben.
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¢} Vergleichende Anguben tber das Gewicht des Stahlbestecks (Stahl-
kleinmaterials) und tber die Kosten des gesamten Befestigungsmaterials
cinschliesslich der Einlagsplatten von Pappelholz, von Stahl und von
Hartgummi bei Schwellen IM. 2d, Z. 1 und Z.2 sind in der Tabelle
IV angegcben.

Die Befestigung der Schienen auf den Betonschwellen Z.1 und
Z.2 benitigt fir ein Gleiskilometer (1500 Schwellen) cca 18.2 Tonen
Stahl weniger und ist ungefihr um 37.635— N. Din. billiger als im
Falle mit Betonschwellen IM. 2d. Dicser Ersparnis muss man noch
hinzufiigen die Ersparnis an der wenigstens ein- bis zweimaligen Aus-
wechslung der Holzdiibeln. Bei heutigen ungefahren Kosten der Aus-
wechslung eines Holzdiibels mit cca 2,40 N. Din wiirde die einmalige
Auswechslung von 1 km Gleislinge (6000 Schwellen) 14.400.— N. Din,
die zweimalige Auswechslung 28.800,— N. Din. kosten.

Damit wire bei der Befestigung der Schiene auf der Schwelle 7.1
und Z. 2 im Vergleich aufl jene mit IM. 2d eine Ersparnis von 52.035
N. Din per Kilometer Gleis erreicht,

II1. UNTERSUCHUNG DES WIDERSTANDES
DER BETTUNG GEGEN DIE LANGS-
UND SEITENVERSCHIEBUNG DES GLEISROSTES

Der Verschichung des Gleisrostes in der Liangs- und Seitenrichtung
wirkt der Widerstand der Bettung entgegen. Der Bettungswiderstand
wird so ermittelt. dass cin Gleisrost von sichen (oder finf} Schwellen
in der Linge von 4,55 m mittels h,\fdranliscvher Presse horizontal helaster
wird und der Druck auf Schienen tbertragen wird. In Abb. 6 ist das
Schema des Gerdtes zur Untersuchung des Lings- und Seitenwider-
standes des Gleises im Zagreber Haupthahnhof dargestellt. In Abb. 5
ist die photographische Aufnahme des Vorganges wilhrend des Ver-
suches wiedergegeben,

Der Druck der hydraulischen Pressen wird mittels der Schienen-
befestigung auf die Schwellen {ibertragen, welche sich in normaler
Lage n der Bettung befinden. Die Grossen der Krifte werden mittels
der Dynamometer gemessen, die sich auf jeder Pressc befinden. Am
anderen [Ende des Gleisrostes sind Mikrouhren, um die Verschiebung
der Schwellen aufzuzeichnen, aufgestellt.



Wiederholte Belastungen werden jedesmal vom Nullpunkt bis zur
bestimmten Grosse durchgefihrt, dann folgt jedesmal die Entlastung bis
zum Nullpunkt. Bei jeder Belastung und jeder Entlastung wird die
entsprechende Verschiebung gemessen. Auf diese Weise bekommt man
die Abhingigkeit zwischen den Lings- beziehungsweise Seitenwider-
stand und die entsprechende Verschiebung.

Im Jahre 1966 wurde der Lings- und Seitenwiderstand der Bettung
bei Gleisen auf Holz-, Beton-IM. 2d, Z. 1 und Z. 2 Schwellen mit einem
Abstand von 65 ¢m gemessen. Der Widerstand ist beim Gleis unter-
sucht worden, bei dem dic Schwellen nicht mit dem Bettungsmaterial
zugedeckt, sondern nur lose gelegt aufl die Bettung waren. Das wurde
bei der Bettung mit normalem Querschnitt sowie beim verstirktem
Bettungsquerschnitt durchgefthrt, und zwar im Falle der Unterhaltung
des Gleises mittels gewshnlichem Unterstopfens der Schwelle und im
Falle des Unterstreuens (Soufflage) des Bettungsmaterials unter der
Schwelle.

Der Widerstand der Bettung wurde auf einem Probegleis untersucht,
welches im Ganzen dem gelegten Gleis bei Gleiserncuerung catspricht
und zwar vor der Durchfahrt des ersten Zuges, d.i. auf einem noch
nicht stabilisierten Gleis. Ein solches Gleis hat den kleinsten Lings-
und Seitenwiderstand der Bettung und ist infolgedessen massgebend
zur Bestimmung der Grosse der Dilatation im Falle eines Schienen-
bruchs im Winter. Dasselbe gilt auch fiur die Grdsse der kritischen
Kraft, die die Verwerfung des Gleises verursacht. Um genaue Resultate
zu bekommen wurde jeder Versuch 6 Mal wiederholt. Die mittleren
Werte der Resultate sind in Diagrammen dargestellt. Die Bezeichnun-
gen »a«, »b« und »c« in den Diagrammen bedeuten:

a — nicht zugedecktes Gleis, nur gelegt auf der Bettung,

b — Gleis mit gewdhnlichem Querschnitt der Bettung und

¢ — Gleis mit verstirktem Querschnitt der Bettung.

In den Abb. 7, 12, 17 und 22 sind die untersuchten Querprofile der
Bettung auf Holz-, Beton-IM. 2d, Z. 1 und Z. 2 Schwellen dargestellt.
Der Widerstand gegen die Langsverschiebung ist dargestellt in den
Diagrammen in Abb. 8 und 9 fiir die Holzschwelle, in Abb. 13 und 14
auf der Betonschwelle IM. 2d, in Abb. 18 und 19 auf der Betonschwelle
Z. 1 und jn Abb. 23 und 24 auf der Betonschwelle Z. 2. Der Wider-
stand der Bettung gegen die Seitenverschicbung des Gleises ist dar-
gestellt in den Diagrammen Abb. 10 und 11 fir die Holzschwelle, Abb.
15 und 16 fir die Betonschwelle IM. 2d, Abb. 20 und 21 fir die Beton-
schwelle Z. 1 und Abb. 25 und 26 fiir die Betonschwelle Z. 2
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IV. UNTERSUCHUNG DES WIDERSTANDES GEGEN
VERDREHUNG DER SCHIENEN IN DEN
KNOTENPUNKTEN DES GLEISROSTES

Den Gleisrost bilden die Schienen, die mittels der Schienenbefestigung
mit den Schwellen verbunden sind und somit mit diesen ein Ganzes
bilden. Im diesen Kapitel wird besonders der Einfluss betrachtet, wel-
chen die Schienenbefestigung auf den Schwellen auf die Ramensteifig-
keit des Gleisrostes ausiibt. Die Steifigkeit der Schienen wird erst in
Betracht bezogen bei der Berechnung der kritischen Kraft, die die Ver-
werfung des Gleises verursacht.

Bei der Deformierung des Gleisrostes wegen der Schienenbcfestigun‘g
auf den Schwellen bilden sich Drehmomente, die sich dem Verdrehen
der Schienen in den Knotenpunkten des Gleisrostes widersetzen. Der
Widerstand der Schienenbefestigung in den Knotenpunkten des Gleis-
rostes gegen das Verdrehen ist nicht eine konstante Grésse, sondern
proportional dem Drehwinkel der Schienen. Das Verhiltnis zwischen
dem Drebmoment, welchen die Schiene mittels ihrer Befestigung auf
den Schwellen verursacht und dem zugehdrigen Drehwinkel »a«, wel-
cher die Anderung des Winkels, den die Achse der Schiene mit der
Achse der Schwelle bildet kann man folgenderweise bestimmen:

Auf die Schwellen befestigte Schienc wird auf ithrem freien Ende mit
der Kraft »(Q« helastet, die im Knotenpunkt des Gleisrostes das Dreh-
moment M = (-1 erzeugt (Abb. 27). Mittels Mikrouhren werden auf
dem anderen Ende der Schiene die entsprechenden Grossen der Dreh-
winkel gemessen.

Auf Grund der durchgefithrten Versuche haben wir die Diagramme
der Abhingigkeit zwischen dem Drehwinkel »a« und dem Drehmo-
mente »M« gewonnen. In Abb. 28, 29 und 30 sind die Arten der Schie-
nenbefestigung auf Holzschwellen, dann auf Betonschwellen IM. 2d,
Z.1 und Z. 2 dargestellt. In Abb. 31 und 35 sind entsprechende Dia-
gramme der gewonnenen Abhidngigkeit aufgezeichnet.

Im Jahre 1964 sind im »Forschungsinstitut zur Prifung des Materials
und der Konstruktionen an der Fakultit fir das Bauwesen in Zagreb«
Forschungen, cbenso im Jahre 1966 im Versuchsabschnitt in Zagreb
Versuche durchgefiithrt worden iiber das Drehmoment »Me«, mit dem
sich die Schiene der Verdrehung an der Stelle der Befestigung auf der
Schwelle widersetzt.
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Die Versuche wurden auf Holzschwellen, dann auf Betonschwellen
IM. 2d. Z. 1 und Z. 2 durchgefihrt. Die Abhingigkeil zwischen dem
Winkel »a« und dem Momente »M« ist in den Diagrammen dargestellt,
und zwar: fur die Félle, dass die Schraubenmutter stark, normal oder
schwach an den Befestigungsschrauben angezogen waren. DBei stark
angezogenen stehenden Schrauben hetrigt die Zugkraft der Schraube
4000 kg, bei normal angezogenen 3000 kg und bei schwach angezoge-
nen 1000 kg.

Fir jede Art der Schwelle und fiir jeden Grad der Befestigung der
Schiene auf der Schwelle sind je 3 Versuche durchgefiihrt worden. Die
mittleren Resultate sind in Diagrammen darvgestellt. In Abh. 31 bis 35
sind die mittleren Werte des Widerstandsmomentes »M« im Knoten-
punkt des Gleisrostes als Funktion des Drehwinkels der Schiene veran-
schaulicht.

Der Wert des Drehmomentes als Funktion des Drehwinkels fiir die
Holzschwelle ist in Abb. 31, fiir die Betonschwelle IM. 2d mit Hart-
gummicinlage in Abb. 32, mit der Pappelholzeinlage in Abb. 33, fir
die Schwelle Z. 1 in Abb. 34 und fir die Schwelle Z. 2 in Abb. 35
dargestellt. Die Bezeichnung »a« hedeutet dic Zugkraft der Schrauber
von 4000 kg, »b« von 3090 kg und »c» von 1000 kg.

V. BERECHNUNG DER MAXIMALEN GRUSSE
DES DILATATIONSABSTANDES AN DER STELLE
DES SCHIENENBRUCHS IM LUCKENLOSEN
LANGSCHIENENGLEIS

Der Schienenbruch wird verursacht durch den nichthomogenen Stahl
der Schiene oder durch einen Produktionsfchler in der Schiene. Tiefe
Temperaturen beschleunigen Schienenbriiche. Die Zugkrifte, welche in
thnen wirken, verursachen an der Stelle des Schienenbruchs das Er-
scheinen einer Dilatationséifnung. Gleichzeitig setzt sich dieser Erschei-
nung der Widerstand des Gleises entgegen. Unter diecsem verstehen wir
den Widerstand gegen das Verschieben der Schiene auf den Schwellen
oder den Widerstand der Schwellen in der Bettung, bezichungsweise
jenen der beiden Widerstinde, der kleiner ist. Deswegen wird das
Offnen der Bruchdilatation solange andauern bis das Gleichgewicht
zwischen den Zugkriften in der Schiene und dem hervorgerufenen
Widerstand des Gleises, bezichungsweise der Bettung nicht eintrett.
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Bei Temperaturen unter dem Gefrierpunkt wichst der Widerstand
der Bettung stindig. Wenn die Bettung vor dem Senken der Tempera-
tur nass war, wird sie zufrieren. Derselbe Fall wird eintreten, wenn vor
dem Zufrieren nasser Schnee gefallen ist. Im Falle, wenn ein trockener
Schnee gefallen ist, wird er infolge des Vibrierens des Gleises in die
Beitung eindringen und die leeren Riume ausfiillen. Auf diese Weise
werden die Bestandteile der Bettung mehr untereinander verbunden und
dadurch wird der Widerstand gegen die Verschiebung von Schwellen
wachsen.

Nach unseren bisherigen Beobachtungen beginnt das Zufrieren der
Bettung bei eincr Temperatur von —5¢ C. Die Bettung bleibt im diesen
Zustand bis die Temperatur unter dem Gefrierpunkt bleibt, respektive
bis die Bettung entfriert. Im Jahre 1962 war auf der Strecke Novska-
Zagreb die Erforschung des Widerstandes der gefrorener Bettung vom
Schlagschotter durchgefuhrt, also auf einem Streckenabschnitt, auf dem
m Vorjahr die Erneuerungsarbeiten des Oberbaues durchgefithrt wur-
den. lm Langschienenstrang, welcher von den »inneren Spannungen«
befreit war bei der Temperatur von 20° C, waren bei der Schienen-
temperatur —13" (0 die Schienen an 4 verschiedenen Stellen durch-
schnitten. Bei diesem Vorgang sind an den Stellen der Schnitte Offnun-
gen von durchschnittlicher Linge von 13 mm entstanden. Die Berech-
nung auf Grund dieser Tatsachen stimmt mit den Forschungsergebnissen
tbercin. die im Ausland gewonnen wurden. Auf Grund dieser Ergeb-
nisse kann man annehmen, dass der Widerstand der gefrorenen Bettung
25 bis 30 kg/em per Lingenmeter des Gleises betrdgt.

Vom Verhiltnis, welches unter verschiedenen Umstanden bestehen
wird zwischen dem Widerstand der Bettung, der sich der Bewegung der
Schwellen in der Richtung der Achse des Gleises widersetzt und der
Art der Befestigung der Schienen auf den Schwellen, welche das Gleiten
des Schienenfusses auf den Schwellen verhindert, wird es abhiingen.
welches von diesen zwei Elementen fiir die Grisse der Offnung an der
Stelle des Schienenbruchs massgebend sein wird.

Die Erfahrungen mit der jetzigen Befestigung der Schienen 45 und
49 auf Rippenunterlagsplatten mit Einlagen von Pappelholz haben ge-
zeigt, dass der Widerstand der Bettung bei einer Schienentemperatur
unter —5% ¢ den Widerstand der Schicnenbefestigung  dbertrifft. Im
solchen Fall kommt es frither zum Gleiten der Schienen auf den Schwel-
len als zur Bewegung der Schwellen in der Bettung. Bei der Temperatur
oberhalb —35°C ist die Lage umgekehrt. In diesen Falle gleiten nicht
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die Schienen auf den Schwellen, sondern die Schwellen bewegen sich in
der Bettung. Diese Tatsache verlangt, dass die Ergebnisse der Messun-
gen des Widerstandes der Bettung, die im Kapitel 111 dargelegt sind, mit
den Ergebnissen der Messung der Widerstinde verschiedener Arten der
Schienenbefestigung, wie z. B. mit Rippenunterlagsplatten (Abb. 2§
und 29) als auch durch das direkte Legen von Schienen mit Befestigungs-
pléattchen (DZ 51 und 52) auf Betonschwellen Z. 1 und Z. 2 (Abb. 30) er-
ginzt werden. Bei den Betonschwellen Z. 1 und Z. 2 werden die Schienen
direkt auf die Betonschwelle mittels normierter Finlagen von Pappel-
holz oder mittels rinnenférmigen Finlagen von Hartgummi unter dem
Schienenfuss gelegt.

Im Forschungsinstitut zur Prifung des Materials und der Konstruk-
tionen an der Fakultit fir das Bauwesen in Zagreb ist der Reibungs-
widerstand wahrend des Gleitens des Schienenfusses an den Rippen-
unterlagsplatten gemessen worden.

a) Der Fall it nichtgefrorener Bettung

Wenn die Bettung nicht gefroren ist, kann man annehmen, dass sich
das Verhaltnis zwischen der Grisse der Verschiebung und dem Werte
des Bettungswiderstandes dndert nach dem Gesetz:

pA)=ps + Ki. 1)

Den Wert des Koeffizienten »K« muss man sorgfaltiz wihlen auf
Grund des Diagrammes (Abb. 36).

Die Griosse des Langswiderstandes des Gleises und der Lingsver-
schiebung der Schienenenden wird in Bezug auf die Stelle des Schienen-
bruchs symmetrisch sein wie man das aus Abb. 37 ersieht. Wegen dieser
Symmetrie wird die maximale Grésse der Bruchdilatation der Summe
der Verschiebung beider Schienenenden auf der Stelle des Schienen-
bruchs gleich sein, also besteht das Verhiltnis:

8 = 21 2

Hier bedeutet:

4 = die maximale Uffung der Bruchdilatation,
A== die Verschiebung eines Schienenendes.

Die Verschiebung eines Schienenendes »1« kann man mittels der Su-
perposition der Ergebnisse aus der Wirkung der inneren Zugkraft in der
Schiene berechnen, welche bestrebt ist den Abstand der Schienenenden
zu vergrossern und dem Wirken des Bettungswiderstandes, der sich dem
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widersetzt. Wegen des Wirkens der Langszugkraft »H«, wenn der Gleis-
widerstand »p« nicht bestiinde, wiirde sich das Schienenende um »Aii«
verschieben, wihrend man die Wirkung des Gleiswiderstandes als Ver-
schiebung des Schienenendes in der umgekchrten Richtung um »2,« dar-
stellen konnte. Dieses gemeinsame Wirken auf das Lingenelement »dox«
kann man mit der Gleichung veranschaulichen:

di=di,—dl,, (8)
Dabei ist: di=oa-d¢ dx
dly = Hy-dx

EF
Hier sind:

a — Kocffizient der linearen Ausdehnung das Stahls bei
Temperaturverinderung.

At — die Differenz zwischen der Temperatur, bei welcher ein
Langschienenstrang »von den inneren Spannungen he-
freit« und der Temperatur, bei der der Schienenbruch
erfolgt ist,

E - Elastizitatsziffer des Stahles,
F - Querschnitt der Schiene.
Nach dem Ordnen der Gleichung (3) erhalten wir die Gleichung:
¢r_ph)

e L2 5
dx? EF )
Nach der Losung der Gleichung (5) mit Hilfe der Gleichungen (6) —
(9) erhalten wir:
I~ «
i=1to (ch /——Ig—'x——l). (10)
K EF

Die Linge des verschiebbaren Teiles »x,« an der Stelle des Schienen-
bruchs des lickenlosen Gleises bestimmen wir aus der Gleichgewichts-
bedingung der Temperaturkraft H, welche die Verschiecbung des Endes
des Langschicnenstranges und der Widerstandskraft des Gleises:

* *
H=a EF At = [ p(l)dx——'j (bo + KA dx.
0 [
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Aus dieser Gleichung bekommen wir durch weitere Umarbeitung die
maximale Dilatation »é« im Falle der nicht gefrorenen Bettung:

24,
3 a—P[V +p2‘ EF.Ap—1 (13)

b) Der Fall mit gefrorener Bettung

In dem Falle ist der Widerstand gegen das Gleiten der Schiene auf
den Schwellen massgebend, welcher einen konstanten Wert hat fiir die
ganze Zeit des Gleitens, was die durchgefithrten Versuche beweisen.
Deswegen nimmt die Gleichung (1) die Form an: p(2)=p...... (14)

Die Berechnung im diesen Fall wird auf dieselbe Weise durchgefihrt
wie bei der nicht gefrorenen Bettung mit dem Unterschied, dass wir in
die Gleichung (8) den Widerstand nach Gleichung (14) einreihen.

Die Grisse der maximalen Dilatation »d« im Falle der gefrorenen
Bettung ist:

a® E F 4¢?
|4

(19)

VI BERECHNUNG DER KRITISCHEN KRAFT,
DIE DIE VERWERFUNG DES LOCKENLOSEN
LANGSCHIENENGLEISES VERURSACHT

Die Berechnung der kritischen Kraft, die die Verwerfung des Gleises
bei hoher Temperatur verursacht, fithrt die Mehrzahl der Autoren
(Meier, Raab, Nemesdy, Numata, Engel u. a.) unter Anwendung der

Methode der potentiellen Energie durch, und zwar auf diese Weise,
dass diese Energie auf einer bestimmten Linge des deformierten Gleises
der mechanischen Arbeit gleichgesetzt wird.

Eine andere Gruppe von Autoren (Sackmauer, Levi, Martinet u. a.)
berechnet den Wert der kritischen Kraft mit Hilfe der Differenzial-
gleichung der elastischen Linie. Wenn auch die Methode der poten-
ziellen Energie gewisse Mingel aufweist, z. B. die eigenméchtige Voraus-
setzung der Form der Deformationslinie nach der sich das Gleis defor-
mieren sollte hat sie sich doch firr die Berechnung der kritischen Kraft
am annehmbarsten erwiesen. Die Verwerfung des Gleises erscheint im-
mer im jenen seinen Teil, wo die ungiinstigste Deformation der Richtung
besteht.
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VIL BEISPIELE DER BERECHNUNG DES MAXIMALEN
ABSTANDES, DER AN DERSTELLE DES
SCHIENENBRUCHS IM LUCKENLOSEN GLEIS
ENTSTEHT

Die Grosse der maximalen Dilatation, die an der Stelle des Schienen-
bruchs der Schiene 49 ant Holzschwellen im lickenlosen Gleis entsteht,
dann auf Betonschwellen der Tvpen IM. 2d, Z. 1 und Z. 2 verlegt mit
dem Abstand von 65 cmi, werden wir mittels der Gleichungen (13) und
(19) berechnen.

Dabei wollen wir annehmen, dass der lickenlose Schiencnstrang »be-
freit ist von den inneren Spanmungen« bei der sogenannien »notigen«
Temperatur, welche gewdhnlich mit —20° C angenommen wird und das
der Schienenbruch bei nicht gefrorenen Bettung und der Schienentem-
peratar von —59 ¢ erfolgte, wihrend cs dazu gekommen ist bei einer
gefrorener Bettung mit der Schienentemperatur von —30° C.

Unter der »Befreiung von den inneren Spannungen« versteht man die
Befreiung des Langschicnenstranges von Zug- und Druckspannungen,
welche in ihm bestechen, weil beim Finbau und der Schweissung im
Schienenstrange nicht die »nétige« Temperatur vorhanden war. Das
erreicht man durch Befreiung des Schienenstranges. vom Verbande
mit den Schwellen womit man der Schienc die Miglichkeit gibt, dass
sie sich bei bestimmter »ndtigen« Temperatur vollkommen frei aus-
dehnen kann.

Die Grossen »po«c und »K« aus der Gleichung (13) erhalten wir aus
den Diagrammen des Lingswiderstandes der Bettung aus Kapitel 11
auf die Weise, dass man den Lingswiderstand per Meler Gleis fir beide
Schicnenstriange auf cinen Schiencnstrang reduziert und als solchen in
die Rechnung einfithrt. Fiir die Grossen des Gleiswiderstandes »p« in
der Gleichung (19) nehmen wir an als massgebend folgende Werte:

— bei der Befestigung mittels Rippenunterlagsplatten den Reibungs-
widerstand zwischen dem Schienenfuss und der Unteriagsplatte
(2154 kg/m);
bei der Schwelle Z. 1 u. Z. 2 der Widerstand der gefrorenen Bet
tung (2500 kg/m). In beiden Fillen sind folgende {brigen Werte
giiltig:

a = 0,0000115;
E = 2.10% kg/cm?;
F = 62,48 cm®
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Von der Schienentemperatur von —20° C ausgehend, im Laufe »des
Befreiens« der Gefriertemperatur der Bettung von —5° C und mit den
extremen tiefen Temperaturen von —30° C folgt:

fiir den Fall der nichtgefrorenen Bettung 4¢ = 25°
fir den Fall der gefrorenen Bettung 4¢ = 50°.

Die Grésse der Dilatation beim Schienenbruch bei der Temperatur
von —35°C bei nichtgefrorener Beltung Tabelle VI

Grasse der maximalen Dilatation in mm

Querschitt der ‘ "Holz. | Beton- | Beton- | Beton-

Bettung ! schwelle | Schwelle | schwelle s schwelle
| IM.ad Z.1 Z.2

|
Gewdhnlicher Quersch. unterstopft i 22,8 . 266 21,9 [ 23,1
Verstirkter Quersch. unterstopft } 17.9 24,7 20,8 ’ 22,3
Gewbhnlicher Quersch. Soufflage | 263 20,3 226 | 254
Verstirkter Quersch. Soufflage | 218 28,7 21,6 22,6
g i 1

] l

Die Grésse der Dilatation beim Schienenbruch bei der Temperatur

von —30° C und gefrovener Bettung Tabelle VIT
Schwelle t Dilatation in mm ‘ Es gibt nach
. : _ e ; [,
Holzschwelle | 38,3 ' der Widerstand
Betonschwelle IM. 2d | 38,3 | der Befestigung
Betonschwelle 7.1 33,1 | der Widerstand
Betonschwelle Z. 2 ; 33,1 ; der Bettung

Wenn wir dic Lrgebnisse dargestellt in den Tabellen VI und VII
betrachten kinnen wir folgende Schliisse ziehen:

1. Dass bei gefrorener und nichtgefrorener Bettung im Gleis mit
Schwellen Z. 1 und Z. 2 die Dilatationen an der Stelle des Schie-
nenbruchs um cca 15-20% kleiner sind als bei Betonschwellen
IM. 2d.

2. Bei nichtgefrorener Bettung beginnen in allen Féllen die Schwel-
len in der Bettung zu gleiten. Deswegen hat die entschei-
dende Rolle die Form der Schwelle und der Querschnitt der Bet-
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tung, dann die Art der Stabilisicrung der Schwellen (Unterstopfung

oder Soufflage). Darum haben wir eine grosse Verschiedenheit in

den Werten »8«.

3. Bei gefrorener Bettung ist die Verschiedenheit der Ergebnisse klei-
ner so dass

- bei den Holzschwellen und den Betonschwellen IM. 2d, welche
mit der Rippenunterlagsplatte versehen sind (Abb. 28 und 29)
die Befestigung nachgibt und dic Schiene zu gleiten beginnt. Da
die Befestigung die gleiche ist, bekommen wir auch dieselben
Werte der Dilatation »d«.

- dic Befestigung auf den Betonschwellen Z. 1 und Z. 2 (Abb. 30)
das Gleiten der Schicne auf den Schwellen nicht zulidsst son-
dern s erfolgt das Gleiten der Schwellen in der Bettung.
Die Grisse »d« ist bei beiden Schwellen dieselbe weil wegen
der Einfachkeit die Diffcrenz in den Dimensionen dicser Schwel-
len vernachldssigt wurde, deshalb wurde auch der kleine Wert
des Bettungswiderstandes von 2300 kg/m angenommen.

VIIT. BEISPIELE DER BERECHNUNG DER KRITISCHEN
KRAFT BEI WELCHER IM LUCKENLOSEN GLEIS
DIE VERWERFUNG EINTRITT

Die Grasse der kritischen Kraft, bet welcher im lickenlosen Gleis die
Verwerfung eintritt auf Holzschwellen, auf Betonschwellen IM. 2d, Z. 1
und Z. 2 mit dem Abstand von 65 cm werden wir mittels der Gleichung
(26) berechnen fur das Gleis in der Geraden und mittels der Gleichung
(27) fir das Gleis in der Kriimmung mit R = 600 m und R = 300 m.

Es bedeuten:

J — Tragheitsmoment in Bezug auf die vertikale Achs
der Schiene,
! - Linge der Richtungsdeformation,
f - Scheitelhdhe der Richtungsdeformation,
go, B - Grissen aus den Diagrammen des Seitenwiderstandes
der Bettung,
Mo —~ Grisse aus dem Diagramm des Widerstandmomentes
»M« im Knotenpunkt des Gleisrostes,
i — Entfernung der Schwellen,
R — Halbmesser der Gleiskriimmung,
a, bis ag — Koeffizienten abhingig von der Form der Richtungs-
deformation.

o
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Fir die Berechns

der kyitischen Kraft werden wir voraussetzen,
dass im Gleis ein vorldufiger Fehler eingetreten ist in der Form einer
e in der Linge I == 6,0 m mit der Scheitelhohe f = 2
cm. Dic Gleichung der Form der Delormation der Achse des Gleises
ist dann mit der Relation gegcben:

halben Sinusw

Y
f-sin I

Dic gewonnenen Ergebnisse sind in den Tabellen VI, IX u. X
dargestellt.

Die Grosse des Temperaturzuwachses der Schiene »Adf« oberhalb
derjenigen Temperatur, bei welcher der lickenlose Schienenstrang
»befreit von den inneren Spannungen bis zur derjenigen, bei welcher
die Verwerfung des Gleises erfolgen wird, kann man mit Hilfe der
Gleichung (28) berechnen. Diese sind auch in den Tabellen X1, X11
und XTIT festgestellt

Beim Betrachien dieser Tabellen kann man folgern, dass die Sta-

bilitiit des Gleises len dret Typen von Betonschwellen grijsser ist

isser ist bei den Beton-
schwellen Z. 1 und 7. 2 als bei IM. 2d. Die einzige Ausnahme besteht
bei dem Fall des verstirkren Bettungsquerschnittes mit unterstopften
Schwellen, wo die Stabilitit bei den Schwellen Z. 2 um 5% geringer
ist als bei den Schwellen IM. 2d, aber doch um 14 bis 19%/ hoher als
bei den Holeschwellen. Diese Vergrosserung der Stabilitat, welche aus
gedriickt ist in der nitigen Erhohung »4 i« betrdgt in Bezichung auf
die Holzschwelle:

als bei hdlzernen, dunn dass sie allgemein

— bei IM. 2d mit der Einlage von Pappelholz . . . .. 11—29%

~ bei IM. 2d mit der Einlage von Hartgummi . . . . . 6—23%
— bei  Z. 1 mit der Kinlage von Pappetholz . . . . . 31—41%
~bei  Z. 1 mit der Finlage von Hartgummi . . . . . 28—37%
~ bei  Z. 2 mit der Finlage von Pappelholz . . . . . 29—30%
~bei  Z. 2 mit der Finlage von Hartgummi . . . . . 25—29%.

Also bei allen ibrigen gleichen Bedingungen hat das Gleis auf
eionschwellen Z. 1 und Z. 2 eine grossere Stabilitit als auf Holz-
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schwellen und Betonschwellen IM. 2d. Eine Ausnahme bilden nur Be-
tonschwellen Z. 2 im Vergleich mit den Betonschwellen TM. 2d bei
dem verstirkten unterstopiten Querschnitt der Bettung.

Im allgemeinen kann man sich die grésscre Stabilitdt des Gleises mit
Betonschwellen Z. 1 und 7. 2 damit erklaren, dass bei diesen Schwel-
len der Widerstand der Bettung in allen Fillen grosser ist obgleich die
Ramensteifigkeit in den Knotenpunkten des Gleisrostes etwas kleiner
ausfillt. Wenn wir die Ergebnisse der Berechnungen, nach Gleichun-
gen (26) und (27) gewonnenen Werte, dic in den Tabcllen vorgefithrt
sind analysicren, konnen wir den Schluss ziehen, dass im Gesamt-
widerstand des Gleises gegen Verwerlung folgende Beteiligung ein-
zehier Komponenten besteht:

- der Widerstand der Schiene gegen Knickung . . . . 10—20%,
- der Widerstand der Bettang . . . .. . .. .. S 65—85%,
- der Widerstand der Gleasrostes ... 000 L. 3—18%,.

Dass der Fmfluss des Widerstandes der Bettung allgemein bei allen
Arten von Schwellen  vorherrscht, der Widerstand der Bettung bei
Betonschwellen Z. 1 und Z. 2 auch allgemein grosser ist als bei IM. 2d
und immer noch grosser ist als bet Flolzschwellen, kann man sich damit
erkldren, dass auch im Endergebunis die Stabilitdt des Gleiscs auf Be-
tonschwellen Z. 1 und Z. 2 allgemein grosser ist.

Dicse Tatsache ist charakteristisch wetl sic zu bedeutenden Ersparnis-
sen an Gewicht und Wert des Befestigungsmatcrials auf Betonschwel-
len Z. 1 und Z. 2 fithren kann, sowie bei der jetzigen als auch bei dop-
pelter elastischen Befestigung, die sich erst im Stadium der Forschung

befindet.

FOLGERUNG

Zweitcilige Betonschwellen Z. 1 und Z. 2 haben bedeutende Vorteile
vor den Betonschwellen IM. 2d und vor den Holzschwellen, weil sie
bedeutend billiger sind, ihrc Erzeugung einfacher, sie brauchen ein
geringes Gewicht des Befestigungsmaterials, geben eine grissere Sta-
bilitat des Gleises gegen Verwerfung und erzeugen eine geringere
Liicke and der Stelle des Schienenbruchs in Langschienenstrangen. Da
auch der Widerstand gegen das Gleiten der Schiene in der Lings-
richtung grosser ist, ist der Einbau von Apparaten gegen das Wandern



der Schienen tberfliissig. Weil auch der Seitenwiderstand der Bettung
grésser ist, ist auch in grésseren Kritmmungen eine geringere Anzahl von
»Schutzschildern« notwendig. Wenn auch die heute gebrauchliche Art
der Befestigung der Schiene mittels Befestigungspldttchen DZ 51 und
52 (Xa) eine Ersparung an Gewicht und Kosten des Gleisstahlklein-
materials bedeutet, ist das noch nicht genug, sondern man muss mit
der Forschung einer Moglichkeit der Produktion einheimischer elasti-
scher Befestigungsplittchen fortsetzen. Die Vorteile der »doppelten
clastischen« Befestigung hat nicht nur eine wirtschaftliche Bedeutung,
sondern auch eine technische, weil sie eine unnachgibiege Verbindung
der Schiene mit der Schwelle sichert und wirkungsvoll das Vibrieren
der Schienen und der Schwellen gelegentlich der Durchfahrt der Ziige
diampft.

In Betracht auf die kritische Situation beziiglich der Anschaffung
von Holzschwellen fiir die Auswechslung einzelner schadhafter Holz-
schwellen in den Gleisen, wovon schon am Anfang dieser Abhandlung
die Rede war, ist die einzelweise Auswechslung schadhafter Holz-
schwellen im rechten Gleis der Strecke Zagreh, Gl kol. — Zagreb, Zap.
kol. durchgefithrt worden und zwar sowie mit den Betonschwellen Type
Z. 1 als auch mit Z. 2 (Abb. 42 und 43). Das Gleis befindet sich im
diesen Abschnitt in der Kriimmung von R -= 500 m mit einer Uber-
hohung der dusseren Schiene von 2 = 100 mm.

Angenommen zur Uersffentlichung am 23. X11. 1966. in der Abteilung fiir mathe-

matische, physikalische und technische Wissenschaften der Jugoslawischen Akademie
in Zagreb.
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