Neke vlastitosti trojina tocaka oskulacije
kod lemniskate.

Predao w sjednici matematicno-prirodoslovnoga razreda jugoslavenske akademije
2nanosti i umjetnosti dne 28. svibnja 1879,

DOPISUIUCI GLAN PROF. DR. K. ZAHRADNIK.

Lemniskata je, kako poznato, mjesto toSaka N te vlastitosti, da
je umnozak njezinih udaljenosti od dvijuh &vrstih todaka G, G!
(vidi lik) jednak &etvrtini kvadrata nad GG?, naime

NG. NG'= (3 GGY »
Jedna¢ba lemniskate u surednicih pravokutnih glasi:
(x*+y?)? — 227 (x* — y%) =0,
gdje je uzeta spojnica totaka G, G! za os X, te izhodite u sre-
dini tih todaka, tako da je G*' O =0 G = a.

Iz jednadbe krivulje je uvidljivo, da su imaginarne todke kruzne
i izhodidte koordinata dvototke lemniskate. Ima dakle lemniskata
maximalni broj dvoto¢aka, koji u obée krivulja &etvrtoga stupnja
imati moze a da se nerastavi u krivulje stupnja niZjega, rad toga
je racionalna, t. j. koordinate koje god totke krivuljine moZemo
izraziti kao racionalne algebraitke slomljene funkcije parametra sa
istim nazivnikom. Kao takav parametar rabiti moZemo polumjer
kruga, koji se dotica lemniskate u realnoj dvototki.* Svaki krug
presjeca naime lemniskatu u 8 todaka, nu ima imaginarne kruzne
totke zajednitke sa lemniskatom, §to valja za 4 presjeke, dalje ide

! Vidi razpravu Dr. Em. Weyr-a ,Die Lemniscate in racionaler Be-
handlung“ Ahhandl. d. kg. bohm. Gesellsch. d. Wissensch. VI Folge
6 Bd. 1873. Istoga parametra upotriebio sam kod ,Theorie kardioidy“
u Archiv mathem. i fysiky dio I. Praha 1875, koja razprava i kaSnje
njemacki izasla u Grunert-Hoppeovom Archiv fiir Mathematik und Physik.
Teil. 59. pg. 337—350.
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kroz realnu dvotodku lemniskate (izhodidte surednica), te se dotica
dvotangente u toj todki, $to nam dade tri presjeke, ukupno dakle
7, tim preostaje jo§ 1 presjek, kojega je poloZaj ovisan o velidini
polumjera kruga i to jednoznadno.? Oznatimo li sa « polumjer
ovakog kruga, dobijemo za koordinate totke # lemniskate (t. j.
todke odgovarajuce krugu sa polumjerom = u).

X=aly2 u(i‘2+‘:2)

a4 u
—at v 2 u (a? — u?) 2)
y=a’Vy i far

koje jednacbe jo$ jednostavnije moZemo pisati, staviv

u = at
te potom
ay 2=c, 3)
naime:
., A4t
=ec—7 T @
t(1—t?

y=C g T
2. Parametre presjeciita kruga kojega god sa lemniskatom na-
djemo, staviv vriednosti (4) u obéenitu jednadbu kruga, kao ko-
rene biquadraticke jednacbe s obzirom na t. Nu budué da tri todke
krug podpuno opredieljuju, treba da postoji relacija medju para-
metri presjecidta, koja nam dade uvjet, kada detiri totke leze na
jednom te istom krugu. Sravnamo li koefficiente spomenute biqua-
drati¢ke jednadbe, nadjemo namah ovu uvjetnu jednaébu, neovisnu
dakle o posebnom polozaju i velikosti polumjera kruga. naime:
£t t/u i — 1’ (5)
Krug krivosti ide kroz tri susjedne todke krivuljine, mora dakle
u tom sludaju biti
tll P tll/ — t//l/ — t,
a relacija (b) predje u
t 3= 1. (6)
Todka ¢ (t. j. todka, koja odgovara parametru #) u kojoj pre-
sjeca krug krivosti totke t lemniskatu, zove se pridrudenom
todkom.

2 t. j. svakoj toCki lemniskate odgovara samo jedini takav krug, te
obratno, svaki takav krug opredjeljuje samo jedinu tocku lemniskate.
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Budué da je jednagba (6) obzirom na ¢ stupnja trecega, sliedi,
da kroz svaku to¢ku ¢ lemniskate moZemo tri kruga krivosti pro-
loziti, te parametre njezinih todaka oskulacije dobijemo kao korene
jednaébe (6) naime

1
t3 = w 6"
obzirom na #. Oznadimo li ove korene sa t,, t,, t;, to bje poznata
vlastitost ovake trojine todaka oskulacije, da ujedno sa pridruzenom
totkom # leze na jednom te istom krugu.

Rabimo li obidne pokratke

(t)1=t1+t2+t3
(t>2=t1ta+t1 t3+t2t3

®); =1t ty &
sliedi iz jednadbe (67)

=0, =0, =— (0

t,
=
(=P | o
(A

za u = 3%, predpostaviv, da je X i p cieli beoj. Na temelju tih re-
lacija ¢emo neke daljnje vlastitosti trojina todaka oskulacije po-
kazati.

Mjesto tezifta trojina oskulacije.
3. Budi S (% n) teziste trojine oskulacije t;, t,, t, pridruZene

todki t¥, to je:

3 £ 2
B=(x)=c 2 h_gj"_ti’__)

h=1 1 + th

3th (1 — %) ©)

Bn=(y), =o % 1

.

! Pifemo sada za t' jednostavno t; rabimo dakle odsada (t), _—_—:

R. J. A. LIIL 13
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ili obzirom na relacije (8):

Tt (146 Q) (D) B (4, tD) (1—ti-tded)

= H (1) =c (1)
h=1 h=1
St (1—t9) (1td) (16) (b, —tf) (I—ti-tied)
= 1 (1449 =c 0oty
h=1 h=1

Nu budué da je s obzirom na (8)
Z (b4td) (I—ti-t3t3) = (%) -+ (1) (),
(4, —t]) A—tf4-tdt3) = — (t%) 4 )5 (t°):
B 1pn _ 1+,
h=1

sliedi za koordinate teziSta trojine oskulacije:
i — _C (t3)1 + (t)3 (ts)z —=c t (1 + tz)
=5 T I+ 4o
o =AM % _ ot (1A=t
S =N O 14
t. j. tezifte trojine oskulacije lezi u todki lemniskate ka kojoj tro-
jina oskulacije spada.

(10)
hn =

Mjesto tezi¥ta trojina toSaka oskulacije kod lemniskate je dakle
dana lemniskata sama.

Krug opisani trojini oskulacije.
4. Krug iduéi kroz tri totke (xn, yn) h=1, 2, 3 ima za jed-
nadbu
*+yhx oy 1
xt4+y5h %, ¥y, 1
X3 + Y3 Xg yar 1
X§+Y§> Xy ¥ar 1

ili razstavimo li taj determinant po elementih prvoga reda:
(x* -y ")y, 1= x[x® 4y v, Lylx >y, x, 1| —[x -y %, y| =0 (1)
gdje su radi kratkode pisani subdeterminanti

— 0,

Xy 1
X, ¥y 1
X3 ¥a 1

=|x,y1],
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xi+yi v 1
X313 ¥, 1 = [x™y% y, 1,
X34y5, s 1
te slitno i za [x%+y? x, 1|, |x*+y? x, y| valja.
Stavimo li sada za xu, yn vriednosti iz (4) u jednadbu (11), t. j.
uvedemo 1i uvjet, da tocke (xn. yn) h==1, 2, 3 leZe na lemniskati,
dobijemo nakon dulje transformacije:

| x 1] — 2¢*A [(t), ~ () (t)s]
Rk = i
2| 2 ___ 2c*A (181 (D +(0)F]

lx—l_}?y}1I'—~ l] (12)
| x2by? 51| =— 2c A[“1+(t)2r'l“(t)1(t)s+(t)§]
|xrmy = e

gdje je

A=]1,tt?]

te
- 3
H= 11 (1-4t9.
h=1
Kod spomenute transformacije upotrebili smo vlastitosti, da je
| 1, thy 5|
Pt
elemenata t,, t,, t,, predpostaviv, da %, & jesu cieli brojevi, te
I < h <<k Da je determinant |1,t" t*| djeliv sa determi-
nantom | 1, t, t* | je uvidljivo, jerbo deserminant | 1, t%, t* | sa-
drzaje kao faktore (t,—+t,), (t;—t,), (t;—t,). te umnozku tih fak-
tora jednak ' je upravo determinant |1, t, t* |, a da je koli¢nik
tih determinanta simetricka funkcija, je uvidljivo iz toga, da se
ne mienja; zamjenimo li na pr. t, sa ts.
Kod razvithi dolaze:
L4 88 =), | Lt =(),A
[1, 6% 6% | = (t)s [ 1,4t | = (1)A

= ciela simetritka funkcija

(13)

! Sravnaj: O determinantih pg. 15. Zagreb Albrecht et Fiedler
1876, ili Dr. Siegm. Giinther, Lehrbuch der Determinantentheorie, pg.
73, Erlangen 1875.

14%
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Uvedemo li sada u jednadbe (12) uvjet, da trojina tofaka (xu,
yn), h=1, 2, 3 je trojina todaka oskulacije pridruzena tocki t* (7),
t. j. da je krug (11) opisan trojini oskulacije, dobijemo:

[xyl|=0

x4y, y,1]= — ﬂl%—l_—@_%i
lx2+y2>x,1(=wv2ﬂ£n:ﬁ§l (14)
< yixy = wﬁﬁi‘[}%_w

S obzirom na ove vriednosti predje jednagba (11) u

L4 ®3x—[1—®i]y—2 @), =0 (15
ili (7)
Ta=0+)x+ (1 —1tHy— 2t = 0; (16)
Krug opisani trojini todaka oskulacije razpada se u dva pravea
i to u pravac Tm te u pravac bezkonano udaljeni, $to je prouzro-
deno tim, budué¢ da je
Ixy 11=0,
t. j. plostina trokuta trojine oskulacije jednaka je niitici, trojina
todaka oskulacije pridruzene toc¢ki t lezi na praveu, a da taj pra-
vac Ty ide kroz pridruZenu todku t trojine oskulacije, kao §to smo
prije veé¢ spomenuli, lahko se osvjedodimo, staviv koordinate ove
todke za x, te y naime
et (1 4 t%)
14 t*
— 1 —t)
y= 1 _+_ té

u jednacbu toga pravea (16).

Pravac T je zajednitka tetiva realnoga kruga krivosti iducega
kroz t sa lemniskatom. Opisuje li totka t danu lemniskatu, zamo-
tava pravac Tw stanovitn krivulju, te jednagbu zamotaljke (envel-
lope) dobijemo kao diskriminant jednadbe toga pravca obzirom na
t. Sravnamo li naime ovu jednatbu po uzmmozih od t, je

Tw =t*x—y)— 2t 4+ Ex-+y)=0
dakle je jednadba zamotaljke
HeExf—y?—c?=0, an
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Iz ove jednadbe upoznajemo zamotaljku pravea Tn kao istostra-
niénu hiperbolu (vidi lik) sa osi ¢ = OA, da ta hiperbola ima za
podnoziStnu krivulju danu lemniskatu, uzev pol u sredisti hiper-
bole, dade jednostavni radun. Iz ovoga sliedi konstrukeija todke
oskulacije reelnoga kruga krivosti iducega kroz t, do koje je sasma
drugim putem dofao Dr. Em. Weyr.! Konstruirajmo okomicu
u todki ¢ na spojnicu Ot. Presjecite ove okomice sa lemniskatom
je trazena todka oskulacije #*. Obratno moZemo naéi ku danoj
tocki ¢*, kao todki oskulacije pridruzenu totku t, kao presjeciste
kruga nad Ot sa lemniskatom. Nu budu¢ da konstrukcija normale
u todki t lemniskate nepruza nikakvih potezkoca, je tim i jedno-
stavna konstrukeija polumjera i sredista krivosti dana.

Pravac Ty je dakle tangentom hiberbole H, te M budi diraliste
i totka t podnozifte s obzirom na O kao pol. Nu jest i poznato,
da moZemo smatrati lemniskatu kao krivulju inversnu k istostra-
ni¢noj hiperboli H sa krugom inversije nad A'A kao premjerom.
Todki M hiperbole odgovara totka lemniskate N inversi. Jest naime

ON. OF = ¢

Smatramo li lemniskatu za podnoZidtnu krivulju hiperbole H, od-
govara to¢ki M (x, y) hiperbole totka t (%n) lemniskate, te sma-
tramo li lemniskatu za krivulju inversnu hiperbole H s obzirom
na krug I' (vidi lik) odgovara todki M (x,y) hiperbole togka
N (¢'n') lemniskate. Todke t te N jesu simetricke prama osi X;
jest naime

; _efx R ik
L= <2 -+ y‘z ' o = x? _{__ yz

t cty N ey (18)
1 == — m "ﬂl = ‘;{‘f?y—g‘7

8to nam ovu simetridnost todaka ¢ te N prama osi X dokazuje.
Da je polara Pn totke M obzirom na krug inversije I' tangentom
hiperbole, a da je diraliste M’ ove tangente simetriéno prama osi
X sa totkom M je uvidljivo; ovu vlastitost mozemo i drugadije
izreéi, naime: hiperbola H je sama sebi polarno reciproka obzirom
na krug I

1 Vidi Dr. Em. Weyr. 1. ¢. pag. 21,



