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Dr. VLADIMIR S. VRKLJAN

O PROBLEMU PROSIRENJA DIRACOVIH SPINORA
NA VISE KOMPONENATA

1. Diracova i Darwinova metoda

Poznato je, da se u Diracovoj teoriji elektrona moze
izvesti magnetski moment elektrona i pozitrona na tri razna
nacina (ili pomoé¢u tri razne metode). Prvi je nadin posve opée-
nit, samo uz obzir na Diracove uvjete za linearizaciju H a-
miltonove relativisticke funkcije!
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Ovaj uvjet, kako je poznato, zadovoljavaju kvadratske her-
mitske matrice, koje su najmanje Cetvrtoga reda, jer se ne
mogu naéi Cetiri matrice drugoga ili ’crecega reda, ko;e bi zado-
voljavale uvjete (1)

Drugi je natin (po Darwinu®) sa specijalizacijom D i-
racovih matrica, t. j., da eksplicite napilemo matrice, koje
zadovoljavaju uvjete (1) i njima pripadne linearne diferenci-
jalne jednadZbe, a zatim da od njih primjenom izvjesnih opera-
tora dobijemo diferencijalne jednadzbe drugog reda, u kojima
odmah poredenjem s poznatom Schrodingerovom val-
nom (0 vremenu nezavisnom) jednadZbom razabiramo u izrazu
za energiju magnetski momenat elektrona (ili pozitrona) u izno-
su Bohrova magnetona. Samo usput spominjem, da se u
izrazu za energiju dobije i imaginarni elektri¢ki moment elek-
trona (ili pozitrona). Medutim zadatak ove radnje nije studij
samih magnetskih momenata elektrona i pozitrona, veé pitanje
prosirenja spinora tih ¢estica na viSe od ¢etiri komponente. Po-
znato je naime, da se Diracovo rjeSenje problema elektrona
i pozitrona osniva s jedne strane na uvodenju Cetverorednih
kvadratskih matrica, a s druge strane na tom, da se uvedu
cetiri valne funkcije u ratun (umjesto jedne, kako je to uveo
Schrédinger). Poznato je nadalje, da te Diracove Ce-
tiri valne funkcije nazivamo komponentama spinora®.

1P. Al M. Dirac, Zur Quantentheorie des Elektrons, str. 91 (iz
knjige: H. Falkenhagen, Quantentheorie und Chemie, 1928); P. A.
M. Dirac, Die Prinzipien d. Quantenmechanik, 1930, str. 261—262,

2 C. G. Darwin, Proc. Roy. Soc. London (A), 1928, str. 654 (meni
nepristupaéno, citirano prema: A. Haas, Theor. Phys. II, 1930, str.
369 i prema: A. Haas, Mécanique ondulatoire, 1930, str. 178-—180).

3 P. Jordan. Anschauliche Quantentheorie, 1936, str. 211.



Na osnovi zadatka ove radnje postavlja se prije svega pi-
tanje, mogu li Diracove matrice biti osmoga reda i moze
li u vezi s tim spinor imati 8 komponenata. Lako se pokazuje,
da kvadratske hermitske matrice osmoga reda,
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gdje su a,, a,, b, i b, povoljni realni brojevi, zadovoljavaju
Diracove uvjete (1); za kontrolu toga navodim produkte
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dok je kontrola produkata prvih triju matrica sa Cetvrtom
tako lagana, da je ovdje ne navodim. MoZe se primijetiti, da
prve tri matrice (2) prelaze u matrice Cetvrtog reda, ako je
a,=b,=0* Diracove linearne diferencijalne jednadibe,
koje tim matricama odgovaraju, ako uvedemo osam valnih
funkcija ¥; (8=1,2, 3,4,5,6,7,8), dakle u smislu prosirenja
dosadanje definicije, t. zv. spinor sa 8 komponenata, glase za
elektri¢ki nabitu Cesticu u elektromagnetskom polju, poSto uve-
demo u raéun poznate operatore

hoo e hoo e
i 0w ¢ AP S Gy 4 =Py,
h 9 e - h 0 g

2mi 9z ¢ Tt Py 27 ot c V=P

(h je Planckova konstanta, # Ludeclfov broj, ¢ imagi-
narna jedinica, ¢ naboj Cestice bez obzira na predznak, A., A.

i A: su komponente vektorpotencijala A izvanjega elektro-
magnetskoga polja, dok je V skalarni potencijal izvanjega elek-
tri¢nog polja, m, masa Cestice u stanju mirovanja)
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4 Primijetiti valja jo§, da s ovako napisanim matricama Cetvrtog
reda (sa Cetiri elementa razli¢ita od 0) nijesu iscrpene sve moguénosti
Diracovih matrica Cetvrtog reda sa Cetiri od nule razli¢ita elementa,
(sve kad bi se i radilo to¢no o obliku, kakav je dan gore spomenutim
matricama); za dokaz toga mogu se navesti ove matrice:
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U svim ovim jednadzbama, gdje se nalaze naznafena 2
indeksa, valja uzeti ili prvi ili drugi indeks; na taj na&in imamo
pod (3) zapravo osam jednadzbi (mjesto Cetiri, kao dosada). Iz
ovih parcijalnih diferencijalnih jednadZbi prvoga reda moZemo
dobiti lako osam parcqalmh d1ferenc13a1mh jednadzbi drugog
reda; kao primjer éemo navesti ovaj: ako na prvu jednadibu
primijenimo (sprijeda) operator P, 4 m,c, na treéu operator

Loty
\la12+b“ v
a na cetvrtu
T et b P i) B,
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1
(4)
a —’;—zb
+VZ == [(Pwl—-PlPo Wys -+ (P, P,— Py P) Wy +
,t

b —ia,

\/a + i,
dakle zapravo opet dv1Je jednadzbe, jer svuda (. j. u &itavoj
jednadzbi) tamo, gdje su naznaéena dva indeksa, valja upotrije-
biti ili prvi ili drugi indeks. Analogno bismo dobili ostalih Sest
jednadZbi, tako da odavle razabiramo, da bismo na taj naéin
imali ukupno osam jednadzbi. Iz izraza PgP,— P,Pg(8, 7 =1,
2,3; 7 F A iPPs—PgP, (B=1,2,3), koji dolaze u (4), raza-
biramo, na osnovi onoga, $to je dosad poznato’, da nam u jed-
nadzbi dolaze u drugoj pribliznesti oni izrazi, koji poredenjem
sa Schrédingerovom jednadzbom daju dodatke energiji
zbog magnetskog ili elektri¢nog momenta elektrona u izvanjem
(elektromagnetskom) polju.

(PyP;—P; P)) w48x0,

5 A. Haas, Mécanigque ondulatoire, 1930, str. 180; A. Ha as, Theor.
Phys. 1I, 1930, str. 369; C. Schaefer, Theor. Phys. III-2, 1937, str.
465—466.
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Preostaje samo jo$, da se na osnovi jednadzbi (3) istrazi
statisticka gusto¢a naboja i statisti¢ka gustoca elektri¢ne struje.
U tu svrhu trebalo bi da napiSemo jednadzbama (3) konjugi-
rano-kompleksne jednadZbe i zatim da jednadZbe (3) mnoZimo

P
redom s konjugirano-kompleksnim komponentama ¥is5, a6, Y1

i P45 spinora i sve skupa zbrojimo, a spomenute konjugirano-
kompleksne jednadzbe da mnoZimo redom s komponentama
P15, Pas, P371Psg spinora i tako pomnoZene da zbrojimo, a onda
drugi zbroj da pribrojimo k prvomu; dobili bismo nakon ra-
¢una, koji se ovdje izostavljaju, jer su posve analogni onima,
koji su poznati® ve¢ iz slu€aja spinora sa Cetiri komponente,
jednadzbu analognu jednadzbi kontinuiteta, iz koje bismo
odmah razabrali ove izraze kao izraze za statisticku gustoéu
elektri¢nog naboja i za komponente statisticke gustote elek-
triéne struje

8

Q=¢ z i‘ﬂ @,
g=1

Na osnovi svega toga razabiramo, da kod ove (druge) me-
tode nema zapreke proSirenju Diracove teorije elektrona i
pozitrona na osam komponenata spinora pomo¢u matrica osmo-
ga reda, te je Diracovo rjefenje primjenom spinora sa ¢etiri

¢ 1. de Broglie, L'Electron magnétique, 1934, str. 158,
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komponente samo najjednostavniji sluctaj rjeSenja. U svojoj
su$tini ova (druga, Darwinova) metoda zapravo je identi¢na s
prvom metodom, pa prema tome nema nikakove zapreke, da
kod prve (Diracove) metode zamisljamo matrice ~osmoga
reda.

2. Metoda valnega paketa

Tre¢a metoda za izratunavanje magnetskoga momenta
elektrona i pozitrona jest ona pomoéu Darwinova valnoga
paketa’?, pak se stoga sada postavlja pitanje, postoji li mogué-
nost pro§irenja ove metode primjenom matrica osmoga reda na
spinor sa osam komponenata. Da se to istraZi, potrebno je, kako
je poznato, u tu svrhu napisati Diracove jednadZbe prema
matricama (2) odnosno kao specijalni sluéaj jednadzbi (3), ako
se Cestica ne nalazi u izvanjem elektromagnetskom polju; to
daje

h

(b, —igy,) agﬁ:‘s‘}—-m{)c@},w L
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ho 0.

+(b12+1a12) }+m>cw48+ Smic Ot =0.

L. deBroglie L’Electron magnétique, 1934, str. 167—179; C.

Schaefer, Theor. Phys. III-2, 1937, str. 468—474.
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Ako sada iz prve dvije jednadZbe izrazimo u Newtono-
voj pribliznosti ¥, i ¥, pomoéu ¥; i ¥,, odnosno ¥; i ¥ po-
moéu ¥, i P, aonda P34 i Prgpomotu Darwinova valnoga
paketa (p., y, - Su komponente impulza, U energija, a R »prak-
ticki« polumjer cestice)

(v, 1 F (¥ vy 2 b (3= e 2i

- = = Apyx4pyy+p,z—Ut)
Ui 4758 =A3418 € IR e ‘P y =

koji uzmemo za ¢as t==0 i tako dobivene izraze za ¥z (8=1, 2,
3,4,5,6,7,8,) uvrstimo u (5), dobivamo kao komponente sta-
titke gustote elektri¢ne struje
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D
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&h * * * * a
-+ Tamy [(Au‘l; + AsAs — A3 4y — A A) Fri
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a kao statisticku gustocu elektri¢nog naboja Cestice (izostavivsi
Y, W, 4 B, W, ¥ W, -+ ¥, ¥, radi neznatnosti)
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Definiramo li sada pomoc¢u jednadzbi
1 £h . . . . f i nb S a0

G J’ = 4ﬂm0c (_ A‘;A*—‘ A7 AS_A4A3-‘ASA7) e'— R

1 . L : : . e
GJy: nmyc (AA -+ AgAs— A3 A3 — A A) e T :
L= A A AA— Ay em T
4—;“47111'»002(3 1 A As— Al — Az Aq) @

N
vektor I, onda dobivamo uz obzir na jednu formulu elektro-
magnetizma

m = ! SJ dr,

an

gdje je I t. zv. magneti¢ka polarizacija (4%1 je magnetski mo-

menat jedinice volumena), ovaj sustav jednadzbi:

th * * * » ”' _ e 2 o s?

Moo= o (— A A Ay Ay — A Ay AcA) 5 e~ ® ds
N eyl

m, = Z;t’m—* (A,A4 +A;;Ag_"A';Ag‘_‘A-,A-,) S e K dt
th * * * * N s o e o

m, = 4:’!«'m0ci (A3 AL+ A As— A Ay — AzAY) S e ke dz,

a tu se integrali protezu na ¢&itav prostor. Ako sada jo$ na
osnovi jednadzbe za gustocu ¢ v;ero;atnostl ‘provedemo normi-
ranje putem integrala {odr=¢, onda iz (8) izlazi kao apsolutna
vrijednost magnetskoga momenta elektrona i pozitrona (ozna-
&ivsi ujedno 'sf=e)

eh

4wmge

m| = {AsAa +AA+

A A+ AAL -+ A A+ A4
AT A Ay Ab 2 A A Ay A, - 2 Ay A (2 A A — Ay A +
L 2AA QA A—AA) - 2A, A A A+ 2 A A Ay A

% |
+2A,AqA7Ang

|
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gdje izraz pod korijenom postaje jednak kvadratu nazivnika,
ako postavimo A A;= A, A, dakle
A; Ay
== = = 10
A A ’ (10)

To znaéi: ako su amplitude sedme i osme valne funkcije
proporcionalne amplitudi tre¢e i ¢etvrte valne funkcije, onda
nam jednadzba (9) daje iznos magnetskog momenta elektrona
ili pozitrona. Ali u tom slucaju proSirenje ove (trece) metode
(primjenom valnoga paketa) na matrice osmoga reda i s tim
u vezi na osam komponenata spinora postaje suvidna kompli-
kacija izvodenja, jer u stvari imamo CGetiri valne funkcije (Zetiri
komponente spinora), koje se ponavljaju. Cini se prema tome,
da je spinor sa Cetiri komponente onaj, koji ima fizikalno zna-
tenje, $to se tite rjesavanja magnetskog momenta elektrona i
pozitrona; u svakom slu¢aju ovakav spinor, kako pokazuje me-
toda valnoga paketa, ima za rjeSenje problema elektrona i po-
zitrona neko osnovno znacenje.

Prosirenje. pak Diracove teorije na spinor sa osam
komponenata kod druge (D ar winove) metode, koje je ovdje
naprijed izloZeno, jeste sasvim matematska stvar, jer se kod te
metode u stvari radi o konstrukciji diferencijalnih jednadzbi
drugog reda iz Diracovih jednadibi prvog reda.

3. Problem neutrona

Cini se, da se ovakvim prosirenjem metode valnog paketa
moZe rijeSiti problem magnetskog momenta neutrona i pro-
tona®. Iz relacije (10) izlazi naime, da samo amplitude sedme i
osme valne funkcije treba da budu proporcionalne amplitu-
dama treée i tetvrte valne funkcije; prema tomu, ako se, daka-
ko, ne radi o elektronu ili pozitronu, faktori ili funkcije pro-
pagacije vala ne bi ba$ morali biti identi¢ni kao u sluaju
elektrona i pozitrona. Medutim prije prijelaza na sam problem
neutrona valja re¢i, da je ve¢ Dirac® primijetio, da se
konjugirano-kompleksna jednadzba (ili konjugirano kompleksne
jednadzbe) od postavljene jednadzbe za gibanje elementarne

8 Pretpostavljamo, da oba nukleona (proton, neutron) kao elemen-
tarne ¢estice zadovoljuju Diracove jednadZbe (L. de Broglie,
La théorie du noyau, II, 1945, str. 83). — Objadnjenje magnetskog mo-
menta, koje je za oba nukleona dac Wick (isp.: L. de Broglie, La
théorie du noyau, II, 1945, str. 137—139) tesko bi se moglo prihvatiti
zbog pregrubxh rezultata

A, M. Dirac, Die Prinzipien d. Quantenmechanik, 1930,
str. 270

.
2 Rad Jug. Akad. 276 17



testice u elektromagnetskom polju dobije (uz izvjesne pret-
postavke o matricama, t. j., da su prve tri matrice realne, a
Cetvrta imaginarna) i na taj nacin, da se u postavljenoj jed-
nadzbi izvrne predznak naboja cCestice. To znaéi: ako u po-
stavljenim jednadZbama promijenimo predznak naboja cCestice,
dakle prijedemo od elektrona na pozitron ili obrnuto, onda tako
dobivene jednadzbe zadovoljavaju konjugirano-kompleksna
rjeSenja valnih funkcija. Ali ovako dobivene jednadZbe mogu
se dobiti iz postavljenih jednadZbi i na taj naéin, da postavlje-
nim jednadzbama naprosto napifemo konjugirano-kompleksne
jednadzbe.

Na taj se nac¢in mozZe pokazati u nauci veé¢ poznata stvar,
da se negativni elektron uz negativnu energiju vliada u elektro-
magnetskomu polju tako kao pozitivni elektron uz pozitivnhu
energijul®.

Medutim konjugirano-kompleksne jednadZbe k postavlje-
nim jednadzbama elektrona ravnopravne su postavljenima, t. j.
vrijede za istu Cesticu, te ih stoga upotrebljavamo u izvodenju
jednadZbe analogne jednadzbi kontinuiteta. .

Posljedica je svega toga, da je Diracova teorija sime-
tritna s obzirom na elektron i pozitron!!, $to znaéi, da je pred-
znak koji pripisujemo naboju ¢estice u odnosu prema energiji,
zapravo konvencija. Jo§ bolje razabrat ¢e se to iz daljih redaka.

Odaberemo 1i za dalja razmatranja prve tri matrice (a,, a, i
a,) pod (2) i kombiniramo li ih s matricom e, koju piSemo ovako:

—1 0 0 0 0 0 0 0

0 —1 0 0 0 0 0 0

a, = (11

0 0 Q 0 0 0 —1 Q

0 0 0 0 0 0 0 —1 |

10 Vidi i: A. Sommerfeld, Atombau u. Spektrallinien, II, 1939,
str. 312,

1 p A M Dirac, Die Prinzipien d. Quantenmechanik, 1930, str.
271; G. Wentzel, Die Physik in regelm. Berichten, 7, 1939, str. 2.
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S ovako promijenjenim matricama napisat ¢emo sada D i-
racove jednadZbe za slucaj Cestice izvan elektromagnetskog
polja, jedino s tom razlikom, da ¢emo prvu grupu jednadzbi
(za prva Cetiri retka matrica) napisati za pozitivhu energiju,
drugu grupu jednadzbi (za posljednja Cetiri retka matrica) za
negativnu energiju Cestice; u tom sluc¢aju su i komponente
impulza te Cestice negativne!?. To nas ne smije zavesti u blu-
dnju, kao da bi onda »ukupnac« energija Cestice bila jednaka
nuli, jer je vet¢ istaknuto, da se pozitron u elektromagnetskom
polju uz pozitivnu energiju vlada ba$ kao i negativni elektron
u istom polju uz negativnu energiju. Tako od spomenutih osam
jednadzbi prve Cetiri identi¢ne su s jednadzbama pod (6), jedino
s tom razlikom, da sada piSemo M, (masa neutrona u stanju
mirovanja) mjesto m,; druge Cetiri glase:

e {(“>+i"23(3ﬁ“ + 0+
e “‘2’ ]+M,.clp — %l; f?@i’ﬂ =
zmi 2y {(a’_””)( e ZZ‘“) -
~ (b, A-la))ﬁ} M, e W — zsfc id‘{; —0
N Zn‘\/"h”*fz?’ | = (@otib) 5 @by "57 -
T omi \/a};ﬁ{(%“ibﬂ) ”,;1:7 —+ (ayiby) M"‘ +

Mnozimo li medutim ove jednadibe s —1, prelaze one u
drugu grupu jednadzbi (6) i vrijede prema tome za elektron
(uz pozitivnu energiju), ali prema ovom izvodu ovdje (jer su
postavljene za negativnu energiju) vrijede za pozitron, pak
odatle razabiramo:

12 H. Danzer, Grundl. d. Quantenmechanik, 1935, str. 139; L. de
Broglie, La thécrie du noyau, II, 1945, str. 34.
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1. da bi nas jednadZbe (12) zbog identiteta s drugom grupom
jednadzbi (6) poznatim postupkom' dovele do jednadzbi (5),

2. da u jednadzbama (5) nacelno ipak ne moZemo nista
tvrditi o predznaku elementarnoga naboja ¢, te mozemo stoga
u njima pisati mjesto ¢ njegovu apsolutnu vrijednost e, i

3. da mozemo pokusati predznak naboja u jednadzbama (5)
odrediti zgodnim izborom valnih funkcija.

Prije prijelaza na izbor valnih funkcija, koji ¢e nas dovesti
do magnetskog momenta neutrona, rastavit ¢emo jednadZzbe za
komponente statisticke gustote struje po apsolutnom iznosu
elektri¢nog naboja!* iz (5) na dva dijela

1b1) (lilx v, — l;’:: ¥,) +

‘*‘ (a;—iby) (— 7‘2 v+ 7, W[)’

i,= = 25: lay + iby) () w, ¥, 7,) + o
ey —iby) (Vo )]
5= 29,0_* [+ iay) (F, W, — P, 7) +
va® by
(b —iay) (P, ¥, — P, )]
= tcb) (@ +ibs) (P 2 — P, 7)) +
+ (@ —iby) (— Ty W 0 )]
;=\—%— [ay + i) (B W, 4 By #,) + o
+ (a; — iby) (Y’.; v+ ‘1’: ;)] -
j;:m;%if_br [(bs -+ iay) (P ®, — ¥, 05) +

. *
T+ (by—ia) (¥ Py — ¥; ¥)]
1 Vidi na pr.. C. Schaefer, Theor. Phys., III-2, 1937, str. 457,
4 Da se Cestici moze pripisati viSestruk naboj elektrona (po apso-
lutnoj vrijednosti), znamo iz teorije mezona (L. de Broglie, La théo-
rie du noyau, II, 1945, str. 64). .
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koje prema zaklju¢ku, navedenom pod 2 i prema onomu §to je
postavljeno pod 3 piSemo s apsolutnim iznosom 2e naboja ¢e-
stice, kao da neutronu pripisujemo (po apsolutnom iznosu) dvo-
struki elementarni naboj 2e. To nije ¢udno, kad znamo, da
danas u nauci prevladava shvatanje, da se neutron moze (uz
izvjesne uvjete) raspasti na dvije Cestice s protivnim elemen-
tarnim nabojima, t. j. na pozitivni proton i na negativni mezon.
Jedino bi se ovdje moglo pitati, zaSto radimo s apsolutnim, a
ne s algebarskim iznosom naboja neutrona. MoZzda nam neki
putokaz u odgovoru na to pitanje daje barem donekle vet
spomenuta simetrija Diracove teorije prema protivnim
nabojima kod elektrona i pozitrona, a donekle mozda i Breit-
Condon-Presentova hipoteza'®, po kojoj nuklearne sile
ne zavise od parametra naboja (pa prema tome ni od predznaka
naboja).

Nadalje je potrebno, da se prije odabiranja valnih paketa
pokaze, da Cestici moZemo pripisati i takav de Broglie-jev
fazni iii fiktivni val, koji se opisuje takvom formulom, da nam
se ¢ini, kao da se §iri smjerom protivnim smjeru gibanja ¢e-
stice. Po L. de Broglie-u' pripada nutarnjem periodi¢-
kom pojavu »mirne« Cestice izvjesna frekvenca, koju oznadimo
na pr. s v,; u tom slu¢aju pripada istom tom pojavu kod Cestice
u gibanju (za mirnog motrioca) frekvenca

— -
— v
Yy = VI— =
P

(v je brzina Cestice s obzirom na motrioca). S druge pak strane
odredena je frekvenca faznog (fiktivnog) vala, za koji pomi-
fljamo da pripada Cestici, izrazom

Po de Broglie-u postoji kod gibanja Cestice u svakoj tocki
sklad faze (e'*) fiktivnog vala i faze (¢®) nutarnjeg periodickog
pojava &estice (ef? = ¢i®),

Giba 1li se Cestica na pr. u pozitivnom smjeru koordina-
tne osi x i pretpostavimo li, da je u ¢asu t==0 i na mjestu

¥ G. Breit. E. Condon and R. D. Present, The Physical
Review, 59, 1936, str. 825—845. — La théorie du noyau, II, 1943, str.
178—179.

a1, de Broglie Comptes Rendus 177 (1923), str. 507—510.



=0 .... 9 =01i®P,=0, onda je u ¢asu t>0 u ishodistu
valno stanje dano s 2avt, dok je u to¢ki x > 0 ono valno stanje,

koje ¢e iza vremena 3 biti u ishodistu, dakle
x
D= el
2w (t + " )
(u je brzina faznog ili fiktivnog vala). Za nutarnji pak perio-
di¢ki pojav Cestice bit ¢e u ¢asu t = % na mjestu x faza dana s
X
O, =2avit=2mv, o
Sklad faza trazi
X X
2 t — = -,
h2% ( -+ " ) 2w, "
dakle

ili

Ako sada u skladu s ovim $to je upravo receno i u skladu
s relacijom (10) odaberemo valne funkcije u obliku Darwi-
novih valnih paketa

1 oo + (o 02+ (o, 0 9
Wy y= ‘/‘: Asy e~ SR e & (Ut+pex+pyy+pez) =—
2 n
1 .
= ﬁ Az4 P (14a)
1 (e—v P 4 (y—2y 87 + (v, ) 9
Yi8= '?* A3y @7 TR @ i Wtmparmpy =P =
1 ”
_— ;/_5 Asg P (14b)

gdje nam R, oznacuje »praktitko« proSirenje valnog paketa
nove Cestice, a onda iz prvih dviju jednadzbi (6) i iz prvih dviju
jednadzbi (12) izradunamo %31 Y56 (u Newtonovoj pri-
bliznosti), dobivamo (za t==0) »malene« komponente prvog i
drugog spinora:
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1 f
2y2 Macyal + b7 |

+ _2_};; . —(by—iay) (A4x+Rsty) - (a;Fib) Az }P'

Py = —(a1+ib1) (A, p, + A; py)_(bx‘“ial) A,p, +

1 (15a)

T 2V2 Macyai Fbr
+ h (by+iay) (—Azx 4 Ay) + (@, — iby) Ay 2 \ P
271, an [
1 ( . )
Y. = — e .+ iby) (A A by —iay) Ay p,
T VT Mye yar Lo | @ (A A o B ie) Aup.

h —(by—ia) (Az+ Ay + (e Fib) Az |,
T ‘R F

{(«zl —iby) (A p,— A, p,) ~ (bs-iar) Ay p, +-

L (15b)

Yy = ’Nimﬁ—g? { (ay—ibs) (— Ay p -+ A, p,— (b, -+ia) Ayp, +
+ h (b)) (— Ay g+ Acy) (@ —iby) Ay 2 P
2m R.’

Ovima konjugirano-kompleksne komponente glase
. 1

b= }—(al—ibx)(A;p_r"F/;sp\)—(b1+ial)A*4P;+
nCyar + b ’
L mltie) At Ay @bl dz) g
27 R}
. 1 \ « . . (15¢)
v, = E’?M’T‘v;‘ﬁ f (a1 +iby) (A3 p,— Aip,) + (by—iay) Ayp,
V2 Macya?® b’ :
Lk e (—Art Ay +@tib)dz | g
2 R, |
- 1 « e . *
= M e var Lo {(@z—‘ibz) (Aip, 4 Ap)+ . +ia) Aip, +
nC 2" 2
L Gt Aot Ay +e—ib) Az |
2”1 R ! (15d)
=7 V2 Mac Va' + b° {(aﬂ i) (—Ayp,+ Aip) — (by—ia) Asp, +
nC 2 2

R —ia) (—Ast Ay bt ib) Az | g
+ 27 R, }P




Uvrstimo 1i izraze iz (14a), (15a) i (15b) u (13a), dobivamo
ove dijelove komponenata statisti¢ke gustoce elektri¢ne struje,
izrat¢unane prema apsolutnom iznosu elektri¢nog naboja cestice
u (13a)

Jo= (A A, A v, - 2R [z(A A—A 4
<= inM,
* = J B e o e -
*'(A4A4"A3A;;)()—Z]} R,?

. . . . ) ,
»= {—’ (4s 4+ A A ev, + anM, {("' Ay A — ALAY) i
A * a egvern (163)
— (A A,— A Ay ~]} phIEs
, . . . ;
n= {— (A A A Au) ev: + 4nM, [(A A — A Ay ox

. . 9 L Ehrts
—(—A4A—AA) @} } e Ha?

Supstitucija pak izraza (14b), (15b) i (15d) u (13b) vodi na
ove dijelove komponenata statisticke gustoce elektri¢ne struje,
izratunane prema apsolutnom iznosu elektri¢nog naboja &e-
stice u (13b)

* 2]
i (Ai A‘ A, A:a) 73; -

Wi

N * 0 _ "~
’—(AsAr"A:;A,s)EJ}e L

. Y * h
;,:{(A.-;AAALA» evet o

eh * * 7
>,= {(A A, —}-A Ay ev, -+ EaT [(~A3A4—A4A3} i

. c 0| ke (16D
— 4,4, A4 i e =
eh * * a
7 “]AA_{_A‘A)%'*TE (A4A4-—AJA;;)7,;*—
g

® * ) ]
—(—AA—A, 4 @—]} e H



Prema tome su totalne komponente statisticke gustoce
elektriéne struje u smislu jednadzbi (5), a na osnovi jednadzbi
(16a) i (16b).

. o e eh ..+, 2 v
=4t =2 TniL, [1 (A3 Ay — AL 4) 3y

* - 7]
— (A, A, — A5 AY) Tz]} e

N - 4
Y ¥y % 4nM, oz (17)

0
X

X . . eh b *
= ghi=2 oy [da— A4y

. . 9 v

—(—A:‘An«Amx)gy—J}e Re
Veé odavle razabiramo odmah, da u tim komponentama
nema gusto¢e vjerojatnosti za konvektivnu struju (od transla-
cije) kao na pr. u odnosnim komponentama za elektron ili
pozitron [vidi jednadzbe (7)], $to znaCi da se Cestica, opisana
ovim izvodom, prikazuje izvana neutralnom. Ali Cestica, opisa-
na ovim jzvodom, ima magnetski momenat, o ¢emu se lako
mozemo uvjeriti, ako izvedemo analogan raun, kao 5to je
ratun od jednadzbi (7) do jednadzbi (8) s jedinom razlikom u
normiranju, a to (normiranje) izvrSimo prema (integracija se

proteZe na ¢itav prostor)

flelds=2e(=2]¢) (182)
kao da neutronu — kako je ve¢ prije spomenuto nakon jed-
nadzbi (13b) — pripisujemo (po apsolutnom iznosu) dvostruki

elementarni naboj 2e . Prema tome jednadzba za normiranje

16 Primijetiti valja, da je kod elektrona i pozitrona svejedno, da li
izvodimo normiranje po apsolutnoj ili po algebarskoj vrijednosti naboja.
Mozda nije sasvim bez interesa spomenuti, da je »model« neutrona sa
dva elementarna elektri¢na naboja protivnog predznaka dao F. Ren-
ner u ¢asopisu »Die Naturwissenschaften«, god. 26, 1938, na str. 738.
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valnih funkcija — s obzirom na prvu jednadzbu pod (5), koju
pomislimo dakako pisanu sa 2e mjesto ¢ — imala bi da glasi:

8 =
S(\; v, T,a)dt———l (18b)
=1
a to zbog (14a) i (14b) vodi do ‘
C o _whyes
(A A+ A A) S e Ry* de=1" (18¢)

Spomenutim postupkom, za koji je veé naprijed reteno da
je analogan rafunu, kao §to je ratun od jednadzbi (7) do jed-
nadzbi (8), dolazimo do apsolutnog iznosa magnetskog momenta
Lestice

eh

=2 e a9

sto je, kako vidimo, dvostruk iznos t. zv. magnetona jezgre.
Podatak je pak, koji je za neutron izvela eksperimentalna fizi-
ka, ovaj

eh 17

— @k

i
. . eh 18
(1935 & 002) 77—

gdje M, zna¢i masu protona u stanju mirovanja.

Koliko god se i moglo eventualno prigovoriti!® ovom poku-
3aju objaSnjenja magnetskog momenta neutrona, a jedini bi
manje vi$e ozbiljniji prigovor mogao biti samo, §to se tice upo-

17 R. Fleischmann, Die Physik in regelm. Berichten, 8, 1940,
str. 22, .
8 J Mattauch — F. Fligge, Kernphysikal. Tabellen, 1942, str.
18, 58 i 100. — L. de Broglie, La théorie du noyau, I, 1943, str, 164.

1 Ne bi vrijedio prigovor, da jedan od spinora (14a) ili (14b) nije
mozda rjeSenje istog oblika jednadZzbi (6), ako je to drugi spinor, jer
bismo se o tom lako osvjedoé¢ili, kad bismo izveli ra¢un analogan onome,
kakav je izveden u knjizi L. de Broglie-a (L’Electron magnétique,
1934) na str. 162 ili u knjizi C. Schaefera (Theor. Phys., III-2, 1937)
na str. 460.
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trebe apsolutnih mjesto algebarskih vrijednosti naboja Cestice??,
ipak se ¢ini, da se ovaj pokusaj ne ¢e moc¢i sasvim odbiti, jer
je to prvo teorijsko objasnjenje onog momenta na osnovi D i-
racove teorije, a ono u svakom slutaju nije ¢udnovatije od
ideje magnetizma bez elektriciteta, kako ju je za neutron na-
bacio Sommerfeld

4. Problem protona

Cini se, da se na analogan naéin, kakav je upotrebljen kod
neutrona, moze izvesti pokuSaj objaSnjenja magnetskog mo-
menta protona. U tu svrhu ponajprije pomislimo, da je u jed-
nadzbama (13a) i (13b) svuda pisano 3e mjesto 2e, kao da pro- -
tonu pripisujemo (po apsolutnom iznosu) trostruk elementaran
naboj 3e™. Tome se ne smijemo ¢uditi, kad danas ima u nauci
misljenje, da se proton uz izvjesne uvjete moze raspasti na
neutron i pozitivni mezon.

Ako pak sada odaberemo u skladu s relacijom (10)

(e 0 (vebu, 7 (s 40, 0? i
Paq = ’év Ase @7 : V21?—' e~ S W pexbpyy e =
Vs ’
1 ’
= Aszq P (203)
V3
5 (gt 6 (y—t ) - (z~ v, 1)? i
¥y = Vi Az @ R 2 L S R
2 "
= \/V, Azq P (20b
3

gdje R, znaéi »praktitko« prodirenje valnog paketa sadasnje
nove ¢gestice, onda nas posve analogan postupak prema postupku
od (14a, b) do (16a, b) vodi do dvije grupe jednadzbi, a od njih
bi prva bila identi¢na sa (16a) do na M, i R., mjesto kojih
veli¢ina bismo sada pisali M, i R,, dok bi druga grupa glasila:

2 I elektron i pozitron mogli bi se takoder obraditi primjenom
apsolutnih vrijednosti naboja u jednadZbama (5), ako bismo samo oda-
brali zgodan valni paket, tako da nam statistitka gusto¢a konvektivne
struje (od translacije) dobije odreden predznak. Sto se magnetskog mo-
menta ti¢e, to nam metoda valnog paketa daje kona¢no i onako samo
apsolutan iznos magnetskog momenta.

** A. Sommerfeld, Atombau u. Spektrallinien, II, 1939, str. 665.

* (Vidi opasku ),
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* * ]
(= {2 s+ A ev. 2 e [ ot — Aiay) 5 —
. N R
—Aai— Ay |l e T

= {2 (A3A3 + AsA4) evy+2——~~—[(~AgA4—A¢A )——

[V 3

— i (AsAs — Aoy —0‘2]} e

. . . 2
=12 (AsAs + Asay) ev. 2 ,,,eh,_ [ (AsAy — Ashg) = —
| M, | X

—(— Aghy — As4y) d%]} e

Prema tome totalne komponente statisticke gustoce struje,
koje su izracunane po apsolutnom iznosu naboja Cestice na
osnovi jednadzbi (13a) i (13b), a te jednadzbe pomisljamo sada,
kako je malo prije re¢eno, pisane sa 3e mjesto s 2e, ili (16a) i
(21), glase:

[ i (fisAq — AAy) g _
’ l7y

. . . . TN eh
= = ! (A3 A- , . B
L=, T {( 343 + AyAy) ev, + 3 anM,

» . F)
— (A4Ay — A:;A;;) 7}:] } e K,:

. eh » * 0 o
=01, = { (dsas + Aeag evy 43 gy (— Asdi— Ay o
@2)
o SN I TR
— i (AsAs — A443) T ]I e 5

) L h *
=] )*712{(14 A5¢A4A4)eo +3~£—[(A1A4—«A;A)

P

* - F}
(= AyA,— Ay L
(— Asas— A1) oy]’e »
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Daljim rafunom izveli bismo analogno rac¢unu, kakav je
izveden za elektron i pozitron od jednadzbi (7) do jednadZzbi
(8), jedino s razlikom u normiranju, koje bismo dakako sada
proveli prema

{leldr =3e(=3[¢]) (23a)
gdje se integracija proteze na ¢&itav prostor®. Prema tome jed-
nadzba za normiranje imala bi da glasi [s obzirom na prvu
jednadzbu pod (5), koju pomigljamo sada pisanu sa 3e mijestc
tamosnjega ¢]

YW, v di=1 (23b)
a to zbog (20a) i (20b) daje

(AsAs + Ayap S e & dr=1, (230)

i tako bismo po malo prije spomenutom postupku dosli do
apsolutnog iznosa magnetskog momenta ovdje opisane cestice

eh
4 M, c

M o=3 (24)

Medutim je za proton izvedeno u eksperimentalnoj fizici

y__eh 2
— (2785 4 0°02) s
( = 4nM,c

a to je tako blizu teorijskim putem upravo izvedenoga iznosa
za magnetski momenat, te se ne moZemo oteti dojmu, da nam
ovdje izloZzeni izvod daje jezgru rjeSenja.

Mozda nije posve bez interesa, ako se spomene, da za
magnetski momenat protona mozemo dobiti i takvu vrijednost,
koja je posve u skladu s eksperimentalno dobivenom vrijed-
nos¢u. Ako naime ispred As4 u (20a) stavimo faktor 0~8 a

2

¥ Zanimljivo je navesti (kao neki putokaz) da je »model« protona
sa tri elementarna naboja dao na pr. F. Renner u ¢asopisu »Die Na-
turwissenschaften«, god. 26, 1938, na str. 738.

2 R. Fleischmann, Die Physik in regelm. Ber., 8, 1840, str.
21; J. Mattauch — S. Flligge, Kernphysikal. Tabellen, 1942, str.
18 i 100; L. de Broglie, La théorie du noyau, I, 1943, str. 158 i 164.
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3a o
ispred Assu (20b) faktorv%% mijesto sadasnjega v%, a na

desnoj strani jednadzbe (23a) stavimo 2'8e mjesto 3e (isto tako
pomislimo i u jednadzbama (13a) i (13b) pisano 2'8e mjesto 2e
za slucaj, kad se radi o protonu) kao da se zbog nekakvog
medusobnog djelovanja (Uinteraction) naboja protona radi po
apsolutnom iznosu o »efektivnom« naboju? 2'8e mjesto ukup-
noga 3e, onda bi nas ra¢un doveo do vrijednosti

. . eh
M =28 eSS

Sliéno bismo dobili i za magnetski moment neutrona vri-
jednost

. eh
194 and e’
kad bismo u jednadzbama (13a), (13b) i (18a) svuda pisali 1'94e
mjesto sadaSnjega 2e, kao da se i opet zbog nekakvoga medu-
sobnog djelovanja dvaju elementarnih naboja neutrona radi o
»efektivnom« naboju 1'94e.

5. Problem spina kod cestice sa dva spinora

Ovaj prikaz ne bi bio potpun, kad se ne bismo osvrnuli
jo$ 1 na problem spina kod Cestice sa dva spinora. Kako se
naime neutron i proton opisuju ovim prikazom sa dva spinora,
javlja nam se spomenuto pitanje, jer je Dirac pokazao samo
za Cestice sa jednim spinorom (elektron, pozitron), da im pri-
pada spin

U tu svrhu pomislimo matrice (2) rastavljene svaku u dvije
matrice prema shemi.

25 Pojam »efektivnoga« naboja jezgre nije ovdje spomenut prvi put,
ve¢ je poznat iz Bohrove teorije (isp. na pr.. A. Sommerfeld,
Atombau u. Spektrallinien, 1922, str. 90, 607), iako se ovdje o€ito ne
smije shvatiti od rijeéi do rije¢i u smislu bilo kakvog modela protona.
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Da pokazemo, da je spin Cestice sa dva spinora Zh; , pomi-

slimo Hamiltonov operator, koji odgovara matricama (25a)
i (25b)

_ h , 0 , 0 KA
H=cy5oo [(al P 5 +a) dz + az4 Moc) -+
d d 7 2 (26)
. 0 i
w 9 oL er L Rt 1@
(ax ix +a, iy e; 0 + R & M, C)] o),

gdje je @(y) skalarni potencijal nuklearnih sila, a pod njiho-
vim utjecajem neka se giblje ¢estica (nukleon: proton, neutrony;
nuklearne sile mozemo pomisljati ovdje »centralnec, t. j. Wi-
gnerova tipa. Za proton mogli bismo uzeti i to, da se nalazi
pod utjecajem Coulombove sile (problem dvaju tijela kod
spektra vodikova atoma).

Odredimo li sada izraz M H, — H. M, gdje je

N R )
- 2m<yaz ‘()y)

operator impulsmomenta oko X-osi, pa ako na taj operator
primijenimo sada oba spinora prema pravilu
4

8
ay ¥, = z (@g)ye 7o+ 2 (%)yo ¥

o1 Papey 3 2n
(y=1,2,3,4,5,6,7,8; §#=1,2,3.4)

izas$lo bi nam nakon ra¢una, koji je posve analogan onomu,
kakav je izveden kod elektrona i pozitrona®,

_ L [P L S L
(H My — M. H) ¥ = 472 ] ¢z & dy ) +
| (a o (28)
AT ez ! i)y)
Konstruirajmo sad operator
_h _h
Sy = 4 (a) - a)) (e +e)/) = o (@)@ —a, /) (29)

® C. Schaefer, Theor. Phys, III-2, 1937, str. 478—479,
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i odredimo HS,— S; H, tu bi nam dosli produkti od po tri
matrice o ili a”, a lako bismo zakljudcili, da je

e a0 =a,  qoe=-—a, @00 =000 @ 0ee=a,a
, . , (30a)
G0, =—a, eq0=q
@ee,=a,  ee,e=—, Q0= aan, 0=
‘e : . . (30b)
@@ =—a, o =a,

Primjena toga dala bi nam konafno spomenuti operator,
koji bismo opet primijenili na oba spinora prema pravilu-(27);
tako bismo dobili za (H S, — Sy H) ¥ izraz, protivno jednak
izrazu pod (28), i tako bismo kona¢no imali

[HM.+ S) — (M S)H ¥ =0
sto znadi, da je (M. + S.) ¥ konstanta. Kod toga bismo operator

M. impulsmomenta primijenili na oba spinora prema pravilu

h J 0 - "ot
MxY’:z-m(yT)(;—‘Zo—g)(as P4 )

gdje nam o, i «”; znaée ove dijelove osmoredne jedini¢éne
matrice
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0 0 0 0 o 0 1 o

0 0 0 0 0 0 0 1

a razabiramo, da je o'y 4+ o”;=1. Analogno bismo pokazali i
za (My-+Sy) ¥ i za (M. + S.) ¥ da su konstantne.

Dakle ¢estici, kojoj pripisujemo dva spinora, pripada spin
4%! , a to je, kako se drZ, spin sviju elementarnih Cestica [elek-

trona, pozitrona, neutrona i protonal*’.

(Primljeno na sjednici Odjeld za matematicke, fizicke
i tehnicke nauke dne 11. I11I. 1948.)

2 H. Kallmann, Einf, in die Kernphysik, 1938, str. 48—49; J.
Mattauch — S. Flugge, Kernphysikal. Tabellen, 1942 str. 18;
L. de Broglie, La théorie du noyau, 1, 1943, str. 80.
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Dr. RUDOLF CESAREC

O CIRKULARNIM RACIONALNIM KRIVULJAMA 4. REDA,
IZVEDENIM IZ IZVJESNIH KONOIDA

Uspravni elipti¢ni konoid 4. reda s kruZnom osnovkom, pre-
sjeten nekom opéenitom ravninom, daje kao presjek neku ravnu
krivulju 4. reda k* s tri dvostruke toc¢ke (dakle racionalnu kri-
vulju 4. reda), koja se na direkcionu ravninu konoida normalno
projicira u cirkularnu racionalnu krivulju 4. reda k. Jedna od
tri dvostruke tocke svake od tih dviju krivulja leZi neizmjerno
daleko, dok su ostale dvije u kona¢nosti. Jednom od ovih ide
»konaéna« dvostruka pravcasta ravnalica konoida, dok druga
potjece od njegove dvostruke izvodnice. Ali ako se uzme sasvim
planimetrijski, a priori je jasno, da te dvije »kona¢ne« dvostru-
ke tocke krivulje k moraju biti medu sobom ravnopravne, pa
odatle zakljutujemo, da mora postojati jo§ i drugi uspravni
elipti¢ni konoid 4. reda, kojemu kona¢na dvostruka pravcasta
ravnalica ide onom drugom konaénom dvostrukom totkom kri-
vulje k, a prva onda potjece od dvostruke izvodnice toga dru-
goga konoida. To znadi, da je krivulja k normalna projekcija
presjeéne krivulje toga drugoga konoida s izvjesnom ravninom,
i to projekcija na njegovu direkcionu ravninu.

Zadatak je ove radnje, da taj apriorni zakljucéak, koji bi se
mogao oznaciti i kao puko nasluéivanje, strogo dokaze. A izvest
¢emo to analitickom metodom, jer se jedino tako moze egzaktno
rijesiti naS zadatak. Pri tome ¢e se na posve jednostavan nacin
otkriti s obzirom na spomenute konoide i krivulje jo$ neke druge
geometrijske pojave i odnosi, koji bi u sinteti¢koj metodi ostali
sakriveni.

1. Ravnalice zadanoga uspravnog elipti¢nog konoida, koji
¢emo oznaditi sa K, neka su zadane ovako: konaéna dvostruka
pravéasta ravnalica neka je pravac m (sl. 1.), okomit na koordi-
natnu ravninu xy u tofki M (xo, Yo, 0), a neizmjerno daleka
dvostruka pravcéasta ravnalica neka je neizmjerno daleki pravac
n, ravnine xy, dok treéa, jednostruka i nuzno krivocrtna ravna-
lica neka bude elipsa e kao presjek cilindriéne plohe 4:

A @—p)+y—q=r &
i ravnine E:

axr + by +cz+d=0. (2)
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Koordinatna je ravnina xy dakle direkciona ravnina konoida,
a jednadzba (1) predotuje ujedno i kruznicu 1 u toj ravnini, koja
zna¢i normalni presjek i ravnalicu rotacione cilindri¢ne plohe
. Radi §to jednostavnijih raduna i grafiékih predogenja uzet
¢emo, da elipsa e dira ravninu xy (5to nikako ne ¢e umanjit
opcenitost nasih izvodenja); analiti¢ki- ¢e se to pokazati na taj
naéin, $to ¢e konstante iz jednacaba (1) i (2) biti medu sobom.
povezane izvjesnom relacijom. Ako je E; diraliSte elipse e i
ravnine xy, a e; trag ravnine E u ravnini xy, tada je jasno, da
¢e elipsa e dirati i taj trag ey u totki Ej. U to¢ki Eo* elipse e,
diametralnoj za to¢ku E;, bit ¢e tangenta e.* elipse paralelna
sa ej, a normalna projekcija e» ove tangente na ravninu xy bit
¢e tangenta kruZnice 1 u to¢ki Es, koja znali projekciju totke
Eo*, te ¢e biti es || e;. Tangentu e>* moZemo shvatiti 1 kao pre-
sjetnicu ravnine E s ravninom .4, koja je paralelna s ravninom
xy i dira elipsu e u to¢ki Eo* Oznac¢imo li udaljenost tih dviju
paralelnih ravnina sa v, bit ¢e ta veli¢ina v s konstantama iz (1)
i (2) vezana novom relacijom; v mozemo shvatiti i kao visinu
rotacionog valjka, kojemu je osnovka kruznica (1), a na pladtu
kojega se nalazi elipsa e tako, da dira obadvije osnovke valjka:
donju, I, u to¢ki Ey, a gornju u tocki Es*.

Odredit ¢emo najprije gore spomenute relacije, kojima su
medu sobom vezane konstante p, q, r, a, b, ¢, d i v, a onda
jednadzbu konoida K. Trag e; ravnine E ima jednadzbe

z=0, ax + by +-d=0, (3)

a uvjet za diranje kruznice (1) i pravca, predocenoga drugom
jednadzbom (3), glasi

N

(ap + bg + d)2 = (a2 - b2) r2, @
dok za diraliste E; imamo koordinate:
bp—abg—ad  —abp+a’q—bd
IR — 5 0].
= ( @’ +b* ’ a’ b ) )
Pravac eo* ima jednadzbe
z=", ax -+ by -~ (cv + d)y=10, (6)

dakle je uvjet za diranje kruznice (1) i pravca ez, predocenog
drugom jednadzbom (6):

[ap +bg + (v + AP = (@ +b2) 12 @
s diralistem

b-p~abq*a(cu+d) — abp -+ a’qg —b(cv -+ d)
Jess = et )

40



Si. 1.

dok tocka Es* ima istu apscisu i ordinatu kao totka Es, samo joj
je aplikata == v, a ne nula.

Iz jednagaba (4) i (7) izvodimo suptrakcijom jednadzbu
2(ap +bg+d) +co=0 9

kao prvu od trazenih relacija, dok se druga dobiva spomocu ove
iz jednadzbe (4) u obliku

4 (a? -+ b?) 12 = 22 (10y

Da nademo jednadzbu konoida K, poloZit ¢emo tofkom
P (xo, Yo, 2) dvostruke ravnalice m ravninu, paralelnu s koordi-
natnom ravninom xy i odrediti njezina sjeci$ta A*, Ao* (sl. 1.)
s elipsom e; pravei PA* PAo>* su izvodnice konoida. Aplikata
totaka A:*, As* jednaka je aplikati to¢ke P, t. j. z, a apscise i
ordinate dobiju se iz jednacaba (1) i (2), te imamo, uvazivsi rela-
cije (4) i (9), za njih izraze

1

o

e —}l——bz [a"’q —blap-tecz+d Tackzw—2z].

[bp—abg+cz+d) +beVzw—2)],
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Sastavimo li spomocéu toga jednadzbe izvodnica PA* PA.*,
uklonimo iracionalitete, sredimo po potencijama od z i uvazimo

relaciju
s __ (@b
5 (ap +bg+d) pos )

koja izlazi iz (4) 1 (9) dijeljenjem, i relaciju (10), dobivamo
jednadZbu konoida K u obliku:
de2r? [(x — x0)? + (¥ — yo)?] 2% —
—der? [by (x—x0)? — 2¢1 (T —x0) (Y —Yo) T a1 (¥ —yo)*] +
+ [be (x— 20} — a2 (¥ — y0)]* =0, (11)
gdje su uvedene pokrate
ay = 2a (p — x0) -+ cv, as == cv (p — xo) + 2ar?,
by == 2b (q— yo) -+ cv, by ==cv (q—yo) + 2br%.  (12)
¢y =b (p—x0) + a(q—yo);
Veli¢ine na lijevim stranama ovih jednacaba su poznate, jer su
one na desnim stranama zadane, dakako uz stege (9) i (10).
Konoid (11) je 4. reda, kako se vidi iz njegove jednadZzbe, a
Sto je u skladu i sa sintetickom teorijom algebarskih traénih
ploha. On ima jednu dvostruku izvodnicu h*, koja je paralelna
s tragom ey, a dobiva se kao presje¢nica ravnine E i ravnine
@, polozene dvostrukom ravnalicom m paralelno s tragom es;
dakle je i sama ta izvodnica h* paralelna sa e;. Njezine jed-
nadzbe jesu: jednadzba (2) kao jednadzba ravnine E i jednadzba
a(x—uxp) +b(y—yo)=0 (13)

kao jednadzba ravnine @; iz tih se dviju jednaéaba dobiva visina
dvostruke izvodnice h* nad ravninom xy:

z2=— Er(ax,)—}—byn—i-d). (14)

Torzalni pravei konoida, koji pripadaju ravnalici n., su pravci
ME; =t; i M.*E>*Zt2* gdje su M, M.* probodista dvostruke
ravnalice m s torzalnim ravninama xy i A, dakle s ravninama
z=101z=v. Prema tome jednadzbe tih torzalnih pravaca glase
spomocu (5) i (8):

a’ (q — yn) —bap + by 'i’ d)
b’ (p— x4) — a (ax, + bg -+ d)

- (g —y,) — b fap + byn = (cv +- )]
' b (p— ) —alax, - bg + (cv-+-d)]

Yy—y, = (x—x), 2z2=0;
(15)

(x—x), z=v.

y—
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2. Konoid (11) presjeéi éemo sada opéenitom ravninom I'
Ar + By + Cz+ D=0; (16)
njezini su tragovi gi, go* u ravninama xy i 4 dani jednadzbama:
z==0, Ax + By + D =0;
z=v, Ax -+ By + (Cv -+ D) =0,

dok je normalna projekecija gs traga go* na ravninu xy dana
drugom jednadzbom (17) u svezi s jednadZbom z=0.
Presjetna krivulja k* je 4. reda, jer je toga reda i sam ko-
noid; pojedine njezine to¢ke dobiju se kao probodista ravnine
I' s izvodnicama konoida (v1d1 to¢ke Bi*, Bo* na sl. 1.). Krivulja
k* ima tri dvostruke to¢ke, i to u probodistima M*, N%,, J* rav-
nine I’ s ravnalicama m i n,, konoida odnosno s njegovom dvo-
strukom izvodnicom h*, predolenom jednadzbama (13) i (14).
Koordinate tih dvostrukih totaka lako se dobiju i glase:

amn

M* (%0, Yy 20), No (—BrA10:0), J*(x, i, 23, (18)
gdje je
- {cB — bC) {ax, +-by,) + b (cD —¢ dC)
o c(aB— bA)
— (A —a0)(ax, —+byg) +a(cD— dC) (19)
v ¢(aB —bA)
1 . ! . .
zi= — —(ax, -+ by, +d), 2= — 5 (Ax, By, +D).
Aplikata zo toctke M* dobije se iz (16) za x = %o, ¥y =—%Yo; aplikata

z; to¢ke J* dana je jednadzbom (14), a apscisa i ordinata xi, ui
dobiju se spomoc¢u ¢injenice, da ta toka leZi na presjeénici s*
ravnina E i I, dakle su odredene jednadzbama (2) i (16). Sto se
tite koordinata totke N7, vrijedi ovo: neizmjerno daleka dvo-
struka pravcasta ravnalica n., konoida K lezi u direkcionoj rav-
nini xy, dakle ima aplikatu z==0; a buduéi da je N sjeciste
pravea g; iz (17) i pravea n., koji je dan jednadZbama

z2=0,t=0,

gdje je t éetvrta, homogeniziraju¢a koordinata naSega operacio~
nog prostora, izlazi iz druge jednadZbe pravea g;:

Ax -+ By =0, t. j. r:y=-—B:A

43



Krivulja k*=K X I' dana je jednad?bama (11) i (16), pa ¢e
se jednadzba njezine normalne projekcije k na ravninu xy do-
biti tako, da iz te dvije jednadZbe eliminiramo koordinatu z;
tako dobivamo za k jednadZzbu

4c?r? (Ax + By + D)? [(x — x0)® + (¥ —y0)?] +
- 4¢2rC (Ax + By + D) [by(x — x0)? —
— 2e1 (0 — ) (Y ~—Yo) + a1 (Y — yo)*] +
=+ C2 [bo(x — x0) — a2 (Y — Y0)]2 = 0.

No posluzivsi se pokratama

C =24, Sp=28, S¢=c;
c C C
C C
§a2=A2? e by =By; Ax, By, +D=D,

i identitetom
Ax+ By + Dz A (x —x0) + B (y —yo) -+ D1

i sredivsi tako preinafenu jednadzbu (20), izlazi za krivulju k
jednadzba u obliku:

[4 (x — x0) + B (y — y0))? [(x — x0)* + (y — y0)?] +
+ 2 [A (x — x0) + B (y — yo)] [(B1 -+ D1) (x —x0)2 —
—Ci(@—x0) (y—yo) + (A1 + D1) (y —yo)?] +
-+ [(B22 + 2 B1Dy -+ Dy2) (x — x0)2 — (21}
— 2 (AeBs -+ C1Dy) (& — x0) (¥ — yo) +
+ (A2? + 2 A1Dy + D12) (y —y0)2] = 0.

Iz same strukture ove jednadZbe ¢itamo: 1) krivulja k je cir~
kularna, jer grupa €¢lanova najviSe dimenzije sadrzava agregat
(@ — x0)2 + (¥ — Yo)? kao faktor; 2) krivulja k ima neizmjerno
daleku dvostruku to¢ku (— B : A : 0), jer ona ista grupa &lanova
sadrzava faktor [A(x— xo) + B (y — Y0)]? i 3) ona ima dvostru-
ku to¢ku (xo, yo), jer je grupa &élanova najnize dimenzije homo-
gena. kvadratna  u veli¢inama x— xo, ¥ — yo. To posljednje
dvoje razabira se uostalom i iz (19). Kako se naime dvostruke
toke neke krivulje normalno projiciraju opet u dvostruke to¢ke
krivulje-projekcije, to ée normalne projekcije M, N, J totaka
M* N3,, J* na ravninu ay biti dvostruke to€ke krivulje k (povrh

44



toga je jo§ i N, =N3,); treba dakle u (19) samo zabaciti apli-
kate, da se dobiju apscise i ordinate to¢aka M, N, , J. Analiticka
je verifikacija toga za tocke M i N, otevidna, dok se za totku
J mora provesti, i to tako, da se pokaZze, da koordinate te totke
zadovoljavaju jednadzbu (21), kao i jednadZbe, koje se iz nje
dobiju jednokratnim parcijalnim deriviranjem po x odnosno y.
Neizmjerno daleka dvostruka totka N%, moZe se uostalom shva-
titi i kao zajednitko probodiste ravnine I' i onih dviju izvodnica
konoida K, koje su paralelne s tom ravninom.

Obadvije su krivulje k i k* racionalne krivulje 4. reda (jer
imaju maksimalni broj dvostrukih to¢aka, $to ih krivulja 4. reda
moze imati), samo §to je krivulja k jos i cirkularna, dok krivulja
k* nije.

Sto se ti¢e smjestaja krivulje k u ravnini xy, mo¥emo reéi,
da se ona sva nalazi u pruzi (91, g2), omedenoj paralelama g,
gs (sl. 1.), Sto odgovara Cinjenici, da se krivulja k* nalazi sva
u pruzi (g1, g=*), omedenoj paralelama g;, go* u ravnini I', a to
opet izlazi odatle, §to se konoid K nalazi sav izmedu paralelnih
ravnina xy i 4, dakle u sloju, §to ga u prostoru odreduju te dvije
ravnine. To sve vrijedi dakako samo za realne dijelove krivulja
k, k* i konoida K, dok se u svom imaginarnom dijelu te tvore-
vine prostiru i izvan spomenutih pruga odnosno sloja. Krivulja
k* dira pravce g1, g=*, koji omeduju prugu (g1, 92*), u tockama
Ty, Ts*, u kojima torzalni pravei ty, to* konoida sijeku svoj pri-
padni trag g: odnosno go* (sl. 1.); krivulja k, kao xy-projekcija
od k*, dira dakako pravce gy, g2 u pripadnim to¢kama Ty, To.

i Ova slika prikazuje u ortogonalno-aksonometrijskoj projekeiji
(prikrate na osima x, ¥y, # su 46 : 29 :45; u sl 3. je orijentiranim prav-
cem n dana normalna xy-projekcija vidne zrake, t, j. smjera, u kome
gledajuéi dobivamo sl. 1. odnosno 4. i 5) konoid X, zadan elipsom

(@ —2)2 4 (y—3)2==25, 182 4 24y—25% + 42=—=0,
praveem m (x,—-5, y,==9) 1 pravcem n, u ravnini xy kao ravnali-
cama; visina je konoida prema (9) v==12. Krivulja k* je presjek toga
konoida i ravnine 6 x-—12y -+ 23 2z 96—0. JednadZba konoida glasi:

25 [(x + 5)2 + (y—9)2] 22 —12 [49 (x -+ 5)? + 10 (= + 5) (y—9) +
4 (y—92lz+ 144 B (e +58) +2(y—9Nl2=0,
a jednadZba krivulje k:
25 [(x 4+ 5)—2(y—N[(x +5)2+ (y—9)2] +
+2[(x +5)—2(y-—9)1[152 (x -+ 5)2 -+
+ 230 (x+5) (y—9)—883 (y—9)2] +

-+ [3019 (& + 5)2 + 24380 (x + 5) (y —9) + 39313 (y — 9)2] =—=0.
Dvostruke tocke krivulje k* jesu:

37 1257 1(58) .

234 ’
23 ) N (2:1:0.0 'ﬂ(’i%" 250 %5

M*(——S,B,



3. Iz prostornoga izvodenja ravne krivulje 4. reda k, koja je
utvrdena kao cirkularna racionalna, moZemo lako izljustiti nje-
zinu planimetrijsku konstrukeciju. Zadana je kruZznica 1 jed-
nadzbom (1) i njezine dvije paralelne tangente eq, es (sl 2.)2
jednadzbama

y_yx_}_élv '.'/‘-—_7’95"{‘527 22)

zatim Gvrsta totka M (x0, Yo) i dva paralelna pravca g1, g2 s jed-
nadzbama

y=ax+5, y=axtp. (23)

Veli¢ine «, #1, po — planimetrijski uzeto — posve su slobodne
(to su uostalom bili i koeficijenti A, B, C, D u jednadzbi (16)
ravnine I'), dok su veliéine y, 84, d2 vezane medu sobom i s kon-
stantama kruznice (1) relacijom

do=q—ypFrVIi4y. 24)

2 Krivulja k u ovoj slici je ona ista, koja je u sl. 1. predo¢ena akso-
nemetrijski.
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Sjeci$ta Sy, So pravaca e; i g1 odhosno es i g2, odreduju pra-
vac s, koji u nasoj prostornoj konfiguraciji (sl. 1.) zna¢i normal-
nu xy-projekciju presjetnice s* ravnina E i I'. Bilo koja para-
lela a s ey u pruzi (e, e2) sijefe kruznicu I u to¢kama Aj, As,
pravac s u to¢ki S, a pravei MA,, MA, sijeku pravac b, povucen
totkom S paralelno sa g1, u totkama By, B»® koje pripadaju na-
$oj krivulji k. Ta krivulja izlazi dakle kao ‘geometrijsko mjesto
toéaka B, B», te je tako proizvod dvaju pramenova pravaca,
koji se nalaze u (1, 2)-znalnoj projektivnoj korespondenciji;
dvostruki pramen ima vrh u to¢ki M, a jednostruki je paralelan
(sastoji se od pravaca b) s vrhom u neizmjerno dalekoj tocki
pravea g3, dakle u toéki N,.

Provedemo li sve ove geometrijske operacije analiti¢ki, do-
bit ¢emo za krivulju k poslije priliéno opseznih racuna jed-
nadzbu

(y—0)? [(y —yo) — a (x—x0)]2 [(x— 20)2 + (¥ — y0)2] —
—2(y—9) [y —yo) — u(x—x0)] [Plx—20)*+

+ Q@ —x0) (¥ —Yo) + Ry —yo)?l —
L [G (x — x0)2 + 2H (x — x0) (Y —Yo) + K (¥ —y0)?] =0,

(25)

gdje je
P=a@y—o)axo—(—a) Yo—1)+y (6—a)p,
Q=—(0—a) [(p—xo) —7(qg—yo)], (26)
Ro=(y—a) (ox) -+ 1) —(y—0)yo— (0 —a) q;
G=P? 452 (0 — w2 [(q—ya) — 73],

= — () [(p—20) P—y (¢—yo) R—y 6—0) 73], (20)
K= R? 4 (6—a)? [(p—x0)* —1?] .

Na desnim stranama ovih jednacaba poznato je (upravo zadano)
sve osim veli¢ina ¢ i 7, kojih se geometrijsko znafenje razabira
iz jednadzbe pravea s: ’
Y=o0x -+ 7. (28)
A buduéi da je pravac s odreden sa dva para paralela (22) i (23),
to ¢e o, 7 biti funkcije konstanata iz tih jednacaba, i to:
a(dy—d,) —y(B,—p) B 0, — 3,0,

T =) T ) — gy

s Totke 4, A4, B, B, su u sl 1. normalne xy-projekcije tocaka
A%, A%, B*, B,
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Tako odredena krivulja k ima dvostruke totke M, N, J
s koordinatama

M(x, y)), Ne(1:a:0), J(xil y;), (30)‘
gdje je
o= T W) yr— 0lyy =y 31)
i y—a Y —0a

Za prve se dvije totke to vidi iz jednadzbe (25), a za totku J
se to pokazuje sliéno kao u ¢l 2. za toéku J* spomoéu ¢&injenice,
da je J=h X s, gdje je h paralela sa e;, povucena totkom M.
Povutemo li naime pomoéni pravac a upravo tockom M tako,
da je a = h, past ¢e unj i pravei MA,, MA,, i zbog toga ¢e tocke
By, B krivulje k pasti zajedno, i to upravo u toéku h X s=J,
te je prema tome tocka J doista dvostruka toc¢ka krivulje k. To
Cisto planimetrijsko zakljucivanje dade se provesti i za ostale
dvije dvostruke totke M i N.. Za to¢ku M imamo: pomoéni
pravac b.. I g1, povuéen upravo totkom M, sijede pravac s u tocki
Sw., a pripadni pravac a. Il eq kroz S. daje na kruZnici 1 dvije
totke AT, A7, koje spojene s vrhom M spomenutoga dvostru-
koga, za krivulju k izvodnoga pramena pravaca daju dva prav-
ca, a njihova sjecita By', B7Y sa b, padaju opet zajedno, i to
upravo u to¢ku M tako, da je tocka M doista dvostruka tocka
krivulje k. Za neizmjerno daleku to¢ku N, pravca g; vrijedi
napokon ovo: isti onaj pravac b. sijete kruznicu ! u totkama
Ay, A" (sl. 9. a; u sl. 2. su te dvije tocke imaginarne), a paralele
@', a” sa ey, povucene tim dvjema totkama, sijeku kruznicu 1 po
drugi put u to¢kama As’, 4,” i pravac s u totkama S’, S”, koji-
ma idu pomoéni pravei b, b” Il g1; tako su za krivulju k dobivene
totke By' = MA{ X b',By'=MA>" X b’ odnosno B{"=MA," X b”,
2" = MAS" X b”, pa je iz same konstrukcije jasno, da ¢e tocke
B, i By” biti u konaénosti, dok ¢e tocke By’, B2” biti neizmjerno
daleko (kao sjeciSta dviju paralela), i to upravo u smjeru pravca
g1. No taj je smjer predofen ba$ neizmjerno dalekom to¢kom
N.., koja tako izlazi kao dvostruka toéka B; = By” krivulje k.
A jasno je iz svega, da smo u pravcima b’, b” dobili asimpto-
te krivulje k, kao i to, da se njihov realitet ravna po realitetu
to¢aka Ay, A2”. No o tome ¢ée biti govora jo§ u &l 11. Krivulja
k ide totkama, u kejima pravac s sije¢e kruznicu I; u tom naime
slu¢aju padaju pripadne totke A; i B zajedno, i to u sjeciste
I X's (sl 2.). .
Ako su tangente my, mo iz dvostruke totke M na kruZnicu l
realne (ravnine mm,, mms su dakle dvije torzalne ravnine, koje
pripadaju dvostrukoj ravnalici m), raspada se po njima pramen



pravaca u vrhu M u dva dijela: jedan od njih sastoji se od pra-
vaca, koji na sebi nose osim dvostruke tocke M jo§ i po dvije
realne toc¢ke krivulje k (u tom se dijelu ravnine nalazi i sama
kruznica 1, vidi sl. 2.); drugi dio pramena &ine pravci, za koje
su te dvije to¢ke imaginarne, a prijelaz iz jednoga dijela u drugi
predocavaju upravo one dvije tangente my, mg, pa je odmah
jasno, da ¢e to biti tangente i za krivulju k. A nije tesko odre-
diti i pripadna dirali§ta; treba samo dirali§te pravea m; i kru-
Znice 1 shvatiti kao totku Ay, pa spomoc¢u pomoénih pravaca
a i b odrediti pripadnu totku B; na krivulji k (sl. 2.1 8.¢). A iz
svega toga izlazi, da krivulja k leZi sva u ona dva vrSna kuta
(mq, ms), od kojih u jednome leZi i kruznica !; u drugim dvama
vrinim kutovima leZi imaginarni dio krivulje.

Kada je dvostruka to¢ka M u unutrasnjosti kruznice I, tada
svaki pravac pramena [M] sijeée krivulju k realno, u dvije tocke,
jer su dvije ve¢ u totki M (sl. 9. a). Isto to vrijedi i onda, kad
to¢ka M lezi na samoj kruZnici I, samo $to tada krivulja dege-
nerira u krivulju 3. reda i pravac (sl. 10.); tangente m¢, me pa-
daju tada zajedno u tangentu kruZnice | u to¢ki M.

Sve to, Sto je receno o dvostrukim tockama, asimptotama,
o to¢kama | X s i o tangentama my, mo za krivulju k, moze se
uz odgovarajuée preinake prenijeti na prostor, t. j. na krivulju
k*=K % I'. Tako su na pr. tangente m;*, mo* iz dvostruke to¢ke
M* na krivulju k* odredene kao presje¢nice ravnine I' krivulje
k* i tangencijalnih ravnina valjka (I, v), kojima su tragovi u
ravnini xy upravo tangente my, ma (gl sl 1., gdje su odredena
i pripadna diraliSta na k* odnosno k).

Da su izrazi za x,y; u (19) i (31) ekvivalentni, pokazuje se

vrlo lako spomocu relacija

A e . cA—al
B’ b’ cB—bC
. (32)
¢ D—ac - claB—b4)
¢cB—bC = * b(cB—b() ’

od kojih se prve dvije dobivaju isporedivanjem jednadaba (23)

i (16), odnosno (22) i (2), dalje dvije isporedivanjem jednadZbe

(36) pravea s=E X I' s jednadzbom istoga pravca u obliku
(cA—aC)x + (¢B—bC)y -+ (¢cD—dC) =0, (33)

koja je dobivena iz jednadaba (2) i (16) eliminacijom prostorne
koordinate z; a posljednja relacija (32) izvedena je dakako iz
druge i trece.
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Za dalje naSe izvode treba istaknuti vaznu &injenicu, da ko~
natne dvostruke totke M, J leze u pravcu h, koji je paralelan
sa ey, te prema tome s obzirom na (22) i (30) vrijedi vazna
relacija

v

m—z, Li y—y=vE—a). (34)

Osim toga valja uzeti na um i ¢injenicu, da dvostruka toc¢ka J
leZi na praveu s, dakle mora biti:

yy=o0x,+. ©(35)

Spomoc¢u ove dvije posljednje relacije dobivaju izrazi za P, @,
R i H u (26) i (27) oblik, koji ée nam jo§ trebati:

¢

P=(y—a) (y—o) (& —x0) + 7 (6—a) (p—x0),
Q= — (0 —a) [(p—x0) —y (@q—yo)], 36)
R={(y—a) (y —o0) (xi— x0) — (6 —a) (g — Yo) ;

H=(y—0) (y —0) (x.—x) Q-7 (7 - @)? [(p—x0)>+(q—Y0)>—72] .

4. Poslije tih priprava prelazimo na rjeSavanje naSega pro-
blema: odrediti, da 1i postoji drugi konoid, od koga nastaje ista
krivulja k u ravnini xy na analogan naéin, kako je nastala od
konoida K, s tom razlikom, da je sada sve osnovano na dvostru-
koj tocki J mjesto na dvostrukoj toéki M; pa ako postoji takav
konoid, odrediti njegove elemente. Zato ¢emo uzeti, da on po-~
stoji, oznaditi ga sa K', a sve njegove odredbene i izvedene ele-
mente istim slovima, kojima su bili oznacenj i pripadni elementi
konoida K, samo $to ¢éemo svako to slovo oznaditi i crticom. Tako
¢e m/, n'y, € znaéiti ravnalice od K, a ', v’ kruznicu-bazu, od-
nosno visinu valjka, koji nosi elipsu €', dok ¢e E" znaditi ravninu,
koja iz tog valjka izrezuje elipsu e; dalje ¢e p’, ¢, r' biti koor-
dinate sredista i polumjer kruZnice U, a ey’, e2™ tragovi ravnine
E’ u ravninama z = o, z =1, dakle es’ normalna projekcija od
ex'* na ravninu xy; napokon ¢ée g, g2"*, go' imati analogno zna-
¢enje za ravninu [, koja konoid K’ sije¢e u krivulji k™* s nor-
malnom xy-projekcijom k' = k. A taj je identitet upravo odlucan
moment u na3em problemu, jer ée nam on omoguctiti, da taj
problem rije§imo. Za krivulju k' = k zahtijevamo dakle, da bude

M=J, N, = N, J'=M, (37)
$to znaéi, da mora biti
x/=ux, y'=y;: B:A=B:A;, x/=x, y/=y, (38




A jasno je, da ¢e za konoid K' i krivulje k'* i k"= k vrijediti
sve dosada zadane ili izvedene jednadZbe, relacije, formule i
izrazi, koje imamo za konoid K i krivulje k* k s tom razlikom,
da se sve konstante moraju oznaéiti i erticom.

U prvom je redu za nas vazna »planimetrijska« jednadzba
krivulje k' = k oblika (25), jer je ideja rjeSavanja problema dru-
goga konoida ova: da se isporedivanjem tako postavljene, crti-
cama oznalene jednadZbe krivulje k'= k i originalne jednadzbe
(25) dobiju relacije izmedu odredbenih elemenata jo$ nepozna-
tog konoida K’ i odredbenih elemenata zadanoga konoida K,
relacije, koje ¢e ujedno biti odredbene jednadZbe za elemente
od K'. No prije nego $to prijedemo na to, istaknut éemo, da
zbog razmjera u (37), t. j. zbog N, = N.,, mora biti s obzirom
na prvu jednadzbu (32):

o =a; (39)

a kako iz (37) izlazi, da je pravac M'J =JM, t. j. W' = h, mora
s obzirom na drugu jednadzbu (32) biti:

a:b'=a:b, t. . Vvo=y. (40)

I i

Spomoc¢u tih jednakosti glasit ¢e prema (25) jednadzba kri-
vulje k"

(r—0)? ¥y —yo) —a (x—x0)]? [(x—20)? + (Y —y0')?] —
—2(—0) (¥ —yo) —a(@—wx)] [P(x—x0) +

= Q@ —x0) Y—yo) + R (y—yo)?] +
=G (x—x) + 2H (x—2x) (y —yo) - K'y—y0)?1=0,

gdje su veli¢ine P, @, R, G', H, K' prema (36) odnosno (27)
dane formulama:

(40

== —0) (& —x) Ty (0 —a) (p—x0),
Q = —(6—u) [(p\ —x0) — 7 (q — )], (42)
R=(—a) —0) (r;)—x0)— (0 — &) (¢ —yo);
G =P+ 32 (6 —a)? (¢ —yo)?—r7],
H' = (y—a) (;—0) (xj—x0) @—y (0'—)? [(p'—a0)?+
+ (g —yo)?—7r], (43)
K =R?2+ (6 — )2 [(p/ — x0)2 — 72] .



Ali treba jo§ uvaZiti i jednakosti (38), t. j. treba u (41), (42)
i (43) svuda mjesto xo’, yo' odnosno x;, y, pisati poznate, zadane
veli¢ine x, y, odnosno x¢, Yo; tako ¢e lijeva strana od (41) izaéi
kao funkeija veli¢ina x —zx;, y—1y,;, a desne strane u (42) i (43)
kao funkcije veli¢ina xo—x, y,—y; 1 P —x, ¢—y;. No
buduéi da je lijeva strana jednadzbe (25), s kojom Zelimo ispo-
rediti jednadzbu (41), funkecija veli¢ina x— a9, ¥ — Yo, MoCi
éemo to isporedivanje izvr§iti tek onda, kada bude i lijeva stra-
na od (41) funkcija tihistih veliéina x — xo, ¥ — %o, a ne veli-
¢ina x—x,, y —v,. Treba dakle jednadzbu (41) transformirati
na taj oblik, a to ¢emo uéiniti spomoéu identiteta:

X—x; = (x—x) — (x,- — %),
Y=y 2y —Y) — @ —Yo) = (Y —vo) — 7 (3, — 2},
gdje je za drugu jednadzbu uvaZena osnovna relacija (34). Une-~
semo li dakle te izraze u jednadZbu (41) mjesto veliéina x — x¢/,
y—yo i tako dobivenu jednadzbu sredimo po dimenzijama u
veli¢inama x— g, ¥ — Yo, dobit éemo jednadzbu:
(7 —0)? [(y — yo) — a (x — x0)]2 [(x — x0)? + (¥ —yo)*] —
—2(—0) [(y —yo) —a (x—x0)] [(P1(x—x0)*+
+ @1 (x—x0) (¥ —Yo) + R1 (y —yo)*] +
+ [G1 (x—x0)? -+ 2 Hy (x — x0) (¥ —Yo) + K1 (¥ —y0)?] =0,
gdje je :

(44)

Pr=P + (y—0) (y~— 2a) (x;— x0),
Q1=Q -+ (y—o) (1 —up) (;— ), (45)
Ri=R+ (y—0) 2y —a) (@,— x0) ;
G1 =G '+2 (y—0') [(y—30) P—ayQT (@}—x0) +
+(—0)2 [(1-+a?) y*—6a (y—a)] (x; —x0)?,
H{ =H'-+2 (}—0) [P'+(y—a) @ —ayR'] (x;/—x0) —
— (7—0")* [Ba(l+7y%) —2y (1-+a?)] (x;—0)?,
K; = K'4-2 (y—0) [+ (8y—0a) R] (x;—ax0) +
+(—0")? [(1+a?) 46y (y—a)] (x;—x0)*.

(46)
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U jednadzbi (44) trebalo bi zapravo da jo§ dodu grupe &la-
nova dimenzije 1 i 0 u veli¢inama x — xy, ¥y — Yo, no te su grupe
identicki jednake nuli; konstantni ¢lan u toj jednadzbi je naime
rezultat supstitucije vrijednosti x =z, y =y, u jednadzbu (41),
a taj mora biti jednak nuli, buduéi da totka (x, y;) lezi na kri-
vulji (41); a koeficijenti su od x — x9 i ¥ — yo u linearnoj grupi
parcijalne derivacije lijeve strane jednadzbe (41) po x odnosno
y, izratunate na mjestu x==x,; Yy =1y, i prema tome su opet
jednake nuli, jer je totka (x;, y;) dvostruka totka krivulje (41).
Isporedivsi sada dvije ekvivalentne jednadZbe (25) i (44) dobi-
vamo jednakosti

P P, Q Q R R,

= = ——7-—0;

-, B

y—0  y—o Y — 0 y—0

G G H H, K K

(47
G T G G o)
iz kojih spomocu (36), (27), (45) i (46) izlazi:

Pl ety =) wmi—x) + 70— @ (p ),
Q= 7*‘: {ay =Dy o) (xi—x)—(7—a) [(p—x)—7(q -},
R=" 70— @—x)—0—a@—y);

o= (&Tj)z [T+ 2eyU + ¥V,

y—0

== (I=7) T4 @ DU+, (49)
TR

K = (y*(r) [T+ 20U +V)

s pokratama
T=(1+ %) (—0) (& —=z0)?, ,
U= (y—o) (6—u) (&;—x0) [(p—20) +7 (@—¥)], (50
Ve=(6—a)? [(p—x0)> + (g —yo)* —72].

(4¢



5. Spomocu jednacaba (48) i (49) izrazene su velitine P, @',
R, G', H, K, a preko njih na osnovu relacija (45), (42) i veli¢ine
Py, Q1, Ry, G1, Hy, K; kao funkcije jedne jedine nepoznate ve-
li¢ine o', jer je sve ostalo poznato sa zadanim konoidom K. A ve-
li¢ina ¢’ neda se nikako eliminirati iz nasih ratuna, $to ima geo-
metrijski razlog, koji ¢éemo doskora upoznati; ona dakle ostaje
u izrazima (46), (47), (48) i (49) kao slobodan parametar. Ali taj
parametar dolazi u formulama (48) i (49) u takvom sastavu, da
nakon uvrstenja tih izraza u formule (45) i (46) dobivamo za Py,
@1, R1, Gy, Hi, Ky izraze, koji uneseni u jednadzbu (4421) daju

upravo jednadzbu (25) krivulje k, mnozenu sa (zj) . Time

je onda zapravo izvr§ena verifikacija rezultata (48), (49).

No formule (48) i (49) nisu konaéni cilj, nego imaju vaznu
sluzbu: spomoéu njih ¢emo odrediti koordinate p’, q" sredista i
polumjer " kruznice l', na kojoj je zasnovan traZeni drugi ko-
noid K’, ¢ime ¢ée onda biti rijeSen na$ zadatak. Iz jednacaba
(42), koje ¢emo sada spomocu (38) pisati u obliku:

P=—({y—a)(y— oY ui—a,)+y(0 —a) (' —x1),

Q=—(0"—ap —x)—7(—y),
R=——a)@y—0) (xi—x)—("—a)q —y),
izlazi naime, odbivsi tre¢u jednadzbu od prve:
2 gy = PR
Y ) @ ==
dok druga daje:
) — ) = —
P —x)—v{d—y)= —a

a te dvije jednadzbe daju rjeSenje:

o Y R)—Q 'y PRI Ay Q@
Prs=afme—e 1TV aEe—a

No spomoéu (48) izlazi odatle:

—0 o—a
p—x= Z’j& [(I;— x) pr— (p— xz))] ;

(1)

, —a'r o—a
gy = ;t [“ (& — )+ g (@ Ayn)] ,

o .

&ime su koordinate p', q' sredifta L’ kruZnice U konatno odre-
dene, osim slobodnog parametra o'
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Polumjer 7" kruZnice I’ moZemo izratunati iz bilo koje od
tri jednadzbe (43); iz trete na pr. imamo najprije
2 (pf 2 R*—K
7%= (p'— x) + e
a ako ovamo unesemo vrijednost za p’_—— x; iz (51), te za R iK
iz (48) 1 (49), dobivamo kona¢no:

o ';\/A..'.o/ 2 f;‘jf{ 2 5 + N
SR o

Iz jednacaba (51) i (52) zakljuCujemo, da ima o' kruZnica 1,
od kojih svaka mozZe sluZiti za konstrukeciju konoida K'; toliko
naime realnih vrijednosti moZe primiti parametar ¢’>. Po tome
je jasno, zaSto se veliina ¢ nije dala eliminirati iz nasih rezul-
tata, pa je to onaj geometrijski razlog, koji je bio nagovijeSten
na pocetku ovoga ¢lanka. Sredi§ta L’ svih tih kruznica 1 leze
na praveu, koji je parametric¢ki predo¢en jednadzbama (51), ako
u njima p’, ¢’ shvatimo kao koordinate bilo koje njegove tocke
i ozna¢imo ih sa x, y. A implicitna jednadZba toga pravca dobi-
va se iz (51) eliminacijom parametra ¢, te glasi:

[a(y—0) (x;—z0) + (6 —a) (q—¥o)] (x—=a)—
—[r—0) (x,—x0) + (60— (Pp—xo)] (y—y)=0,

a odatle se odmah razabira, da taj pravac ide dvostrukom toé-
kom J= M krivulje k (sl 3.).

4 Za numeri¢ki primjer u biljeSci ! imamo:

- o O L 4o 8
r T~ 7 %er—n T \5 T2 —1/°
5 U sl 3. predo¢ene su kruznice I’ sa r' = 2,3, 4, 5, 6, dakle za
F—_ 19 8 8 94 9
T2 620 52 427 82
odnosno za
L 54 49 4 39
T 11z’ T 1227 T 182 T 1420 152
U sl 2. je kKruZnica " sa »'=— r=—»5 upotrebljena (prema ¢&l. 6.) za
konstrukciju krivulje K:=k; tu jeoc =o= — Qi i prema tome s'!s.
Napokon je u sl 4. spomoéu kruZnice I' s =7 za ¢ = — }20;% kon-

struiran konoid K°.



Kruznice 1" ¢ine uostalom sustav homotetiénih kruznica s toé-
kom M’ =J kao sreditem homotetije. Za dokaz toga dovoljno
je pokazati, da sve te kruZnice imaju zajednicke tangente iz
totke M'; jednadzbe tih tangenata mi’, mo’ (sl. 3.) lako se izra-
¢unaju i glase:

) @—y) =V ) gy
i (pl - x,’)2 —r?

(x—x;). (53)

i

A unesemo li ovamo vrijednosti za p'—x, ¢ —vy, i 7" iz (51)
i (52), dobivamo jednad?bu, u kojoj vise nema parametra o,
a ni crticom oznacenih veli¢ina, nego dolaze samo elementi za-
danoga konoida K. Tangente m,’, ms mogu biti i imaginarne,
a to su onda, kada dvostruka totka J= M’ lezi u unutraSnjosti
jedne, dakle i svih kruZnica l'; tada je naime izraz pod kori-
jenom u jednadzbi (53) negativan. Takav slucaj imamo na sl
9.a za sustav kruZnica l: tu su tangente m,, m, iz dvostruke
totke M na kruznicu ! imaginarne, jer su to ujedno tangente i
na Citav sustav od o1, iz dvostruke totke M homoteti¢nih, kru-
znica 1, kojemu ¢emo postojanje utvrditi u ¢l 9.

Pravei (53) su u smislu nasih izvoda iz €l 3. ujedno tangente
krivulje k' k, koje se daju na nju povuéi iz dvostruke tocke
J=M'. Ali po opéenoj teoriji algebarskih krivulja u ravnini
mora racionalna krivulja 4. reda biti 6. razreda, dakle se iz
svake totke P ravnine dade na na$u krivulju k'=k povuéi Sest
tangenata; ako je totka P na samoj krivulji, tada dvije od tih
Sest tangenata padaju zajedno u tangentu krivulje u tocki P,
dok se preostale cetiri tangente od nje razlikuju; ako totka P
postane dvostrukom to¢kom krivulje, dakle u nas totkom J = M/,
tada padaju dva puta po dvije od onih Sest tangenata zajedno,
i to u one dvije tangente, koje krivulja ima u toj svojoj dvo-
strukoj tocki, dok se jo§ preostale dvije tangente razlikuju od
tih dviju. To su upravo nasa dva pravca (53).

Tangente my’, my’ vaZne su dakako za konstrukciju krivulje
k'=k; no u malo prije spomenutom njithovu karakteru, kao
ostatku od onih Sest tangenata, leZi njihova jo§ veca vaznost:
spomoc¢u njih se da na$§ problem drugoga konoida rijeSiti jo$
na jedan naéin, koji se razlikuje od naSega, prikazanog u ¢l. 4.
i 5. Taj drugi nadin je sasvim planimetrijski, dok na$ operira
prostornim tvorevinama. Odredimo li naime po teoriji algebar-
skih krivulja skupnu jednadZbu Sest tangenata iz totke J= M’
na krivulju k, zatim prema jednadzbi (89) iz ¢l. 11. skupnu
jednadzbu dviju tangenata te krivulje u toj samoj dvostrukoj
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to¢ki, pa kvadrat te jednadibe odcijepimo od prve jednadzbe,
dobit ¢emo skupnu jednadZbu tangenata my, my. Simetrala
kuta tih dviju tangenata je geometrijsko mjesto sredi§ta L’ kru-
znica U, a okomica iz bilo koje totke L’ te uvijek realne cen-
trale na jednu od dviju tangenata m4’, my’, daje polumjer r’ pri-
padne kruznice I” kao duzinu L'D’, gdje je D’ noZiste, $to ga ona
okomica odreduje na odnosnoj tangenti. Ako su te tangente
imaginarne (dakako: konjugirano), tada je imaginarna i ona
okomica, ali tako, da je noziSte D’ ipak realno; uvijek je dakle
realan i polumjer 7, a prema tome i kruZnica I. A njom je
odreden i sam drugi konoid K', kako ¢éemo vidjeti u iduéem
¢lanu.

6. Od drugoga konoida K’ znamo dosada njegove dvije dvo-
struke pravaste ravnalice m’ =i, gdje je i okomica na ravninu
xy dignuta u dvostrukoj to¢ki JZ M (sl. 1.), te nb = ne,, t. j-
neizmjerno daleki pravac ravnine xy. Od njegove treée ravna-
lice, elipse e, znamo samo to, da lezi na uspravnom valjku ko-
]emu Je osnovka kruZnica U', odredena jednadzbama (51) i (52),
i u izvjesnoj ravnini E, od kO]e je zasada poznat samo trag er,
naime tangenta kruznice I s diralistem E.’, paralelna sa eq; gor-
nji trag e te ravnine, dakle ni visina v valjka, jo§ nisu po-
znate. Ravnina E” ima jednadZbu

ax-+by-+cz+d =0, (54)

buduéi da s obzirom na relaciju (40) i zbog homogenosti koefi-
cijenata u jednadzbi ravnine moZemo uzeti:
" d=a b =b. (55)
Pri tom su konstante p), ¢/, r'; @, b/, ¢, d’; v’ konoida K’ vezane
istim uvjetnim relacijama kao i pripadne konstante zadanoga
konoida K, te imamo prema (9) i (10):
2(ap +bg +d)+cv =0,
(ap” =+ bg + d) + / (36)
4(a® 4+ b r2=c2w?2.

Toénije odredenje veli¢ina ¢, d’, v, koje su tu jo§ jedine
neodredene, dobit éemo na osnovu zahtjeva, da taj drugi konoid
K/, presjeten ravninom [”, koja s obzirom na (38), dakle s obzi-
rom na jednakosti

A=4, B =B, (57)
ima jednadzbu
Ax+ By +Cz+4+ D =0, (58)



mora dati krivulju k', istovetnu s krivuljom k. Ova istovetnost
k' = k ima naime nuznu posljedicu, da prema onome, $to je rece-
no na koncu ¢l. 2., mora biti g1"= g1, g2” = go, dok g2™* moZe biti
eventualno i razli¢ito od go*. No pravei gy, go’ imaju prema
(58) jednadzbe:
z=0, Ax+ By +-D =0;
z=0, Ax 4+ By + (C'v' -+ D) =0,
a to, isporedeno sa (17), daje za g =gy :
D'—=D, (59)
i spomocu toga za g2 Zga :
Cv' =Cuv. (60)
Ovo su dvije vazne relacije, jer znaée odraz osnovnog, »pla-
nimetrijskog«, identiteta k'=k na prostornu konfiguraciju na-
Sega problema. Spomoc¢u njih moZemo naime odrediti sada one
jo$ neodredene veli¢ine ¢’, d, v/, i to ovako: iz pretposljednje
jednadzbe (38) izlazi s obzirom na (19), zatim s obzirom na (55),
(67 1 (69):
(B—bC’) (ax,/+by)) +b(D—d'C)
c(@aB—bA)

=2x,; (61)

no s obzirom na prve dvije jednadzbe (38) i opet na jednadzbu
(19) [ili geometrijski: iz ¢injenice, da je MJ !l ey, §to nalazi svoj
analiti¢ki izrazaj u jednadzbi (34)] imamo:

axy + bye = ax, - by, == axy + byo (62)
tako, da iz (61) izlazi

(¢’B— bC") (axo + byo) + b (¢ D —d'C’) = c (aB— bA) x,.
PomnoZzimo 1i to sa v’ i uvaZimo relacije (56) i (60), dobivamo
za d’ formulu
2(ap’+bq) (Az, - By, -+ D) - Colax, +-byy) 45,
2(Az, + By, + D)+ Cv ’

spomocu ¢ega prva jednadzba (56) daje:

d'=—

L, Cola (' —xy) -+ b(g — yy)
V=2 e 0 S 64
2(Ax, | By, 4 D) | Cv 6
Time su veliine d’ i ¢'v’ odredene kao funkcije parametra o',
jer su kao funkcije tog slobodnog parametra odredene i veli¢ine
P, ¢, vidi formule (51).



Zbog (59) i (60) glasi dakle jednadzba (58) ravnine I":
Ax+By+%,—Cz+D=0, (65)

a odatle se vidi, da ¢e za z=—=0 i z = biti doista g;" = g1 odno-

sno go = gse. No iz te se jednadZzbe razabira i to, da se ravnina

1" dade izvesti iz ravnine [' spomo¢u jedne posve specijalne

afine transformacije, naime spomoc¢u pruZzanja u smjeru osi z
/

v . . T
po modulu 5 Za odnos ravnina E i E" to ne vrijedi, jer prema

(63) i (64) velidine d’ i c'v” u jednadzbi ravnine E' zavise zbog
(51) jo$ i od slobodnog parametra o/, a zbog toga nije viSe ni
e;’Ze; ni ex = ey, dakle nema moguénosti za ono pruzanje.

Visina v" drugoga konoida K’ uopc¢e se ne da izratunati, ona
ostaje slobodna, kao$to je kod izrac¢unavanja planimetrijskih ve-
ligina p’, ¢, r’ ostala slobodna veli¢ina o', Ova mijenja na ool
nadina osnovnu kruznicu !’ konoida K', kako smo to vidjeli u
¢l. 5., a v’ mijenja na oc' naina prostorne elemente toga ko-
noida (naime ravninu E’ i s njom elipsu ¢) i krivulje k™ (t. j.
ravninu I"). A ta su dva mijenjanja medu sobom posve neza-
visna, t. j. parametri 6" i v" mogu se po volji odabirati nezavi-
sno jedan od drugoga, a ipak ¢e za svaki njihov izbor biti sigur-
no k'Zk.

Ima dakle oot konoida K/, koji se medu sobom razlikuju po
svojoj visini v', dakle i po svojoj elipsi-ravnalici e’, dok im je
kruznica 1" zajedni¢ka. Zajedni¢ke su im i obadvije pravdaste
dvostruke ravnalice m =i i n., =n., za koje ¢emo u iduéem
¢lanu vidjeti, da zapravo predotavaju mnosioce degeneriranih
elipsa e'.

Zadav$i vrijednost od ¢, poznate su prema (51), (52) i (63)
veli¢ine p’, ¢, 7" i d, a zadavsi vrijednost od v, poznate su pre-
ma (60) i (64) i veli¢ine ¢/, C', te je prema tome tada potpuno
odreden i konoid K' i ravnina I", a s njima i krivulja k' = k.

U sl. 4. predoéen je (u aksonometrijskoj projekeiji kao u
sl. 1.) uz zadani konoid K jo§ i konoid K’ iste visine kao zadani
(v' == v ==12), a osnovka I’ mu ima polumjer " == 17; tu je povrh
k'zk jo§ i k*=k* Nad tom istom osnovkom ! konstruiran je
jo§ i drugi konoid K, za koji je v'=F v i to v' == 18; tu je dakako
jos k'=k, ali k™ ¢ k*, jer jesadaiE % E.

7. Parametar ¢' znadi geometrijski koeficijent smjera pravca
s’, koji je xy-projekcija presje¢nice s™ ravnina E i I"” i koji pre-
ma (28) ima jednadzbu

y=0cx+1.



A zbog istih geometrijskih razloga, zbog kojih pravac s prolazi
dvostrukom to¢kom J krivulje k, iéi ée pravac s dvostrukom
totkom J =M krivulje k'=k (sl. 2.). Geometrijska je zadaéa,
koju parametar ¢ ima pri tome, ova: kada se o neprekidno
mijenja, opisuje pravac s" pramen, kojemu je vrh totka J =M;
svakom praveu s* toga pramena pripada posve odredena ravnina
E’ (posto je odabrana po volji, ali onda drzana ¢évrstom vrijed-
nost visine v’ konoida K') i posve odredena kruznica l', dakle i
posve odredena elipsa-ravnalica e’ (sl. 4.), a prema svemu tome
i posve odredeni konoid K. Ravnina E’ izvodi pri tom svezak
ravnina, kojemu je os dvostruka izvodnica h™* konoida K'; ta
se odreduje posve jednako kao dvostruka izvodnica h* konoida
K :h'* je naime presjeénica ravnine E’ i ravnine @, koju smo
trebali ve¢ u ¢l. 1., a koja je sada odredena kao ravnina dvo-
strukom ravnalicom m’ =i konoida K’ paralelna sa e, || e;. Zbog
MJ= J M il e; mora dakako biti K =hz=M J.

Jednadzbe dvostruke izvodnice h'* glase prema (13) i (14) i
s obzirom na (62):

a{x—umx¢) +b(y—yo)=0,

1
2= — o (axo + by + d),
gdje za ¢, d’ treba unijeti vrijednosti iz (63) i (64).

U svesku ravnina [R'™*] su dvije osobite ravnine E', za koje
degenerira valjak (I', v'), a s njim i elipsa-ravnalica €. To su
ravnine @ i II', od kojih je prva okomita na ravninu xy, a dru-
ga paralelna s ravninom xy; u prvom je sluéaju e/’ = e =R/, te
se kruznica I’ steze na totku M = J, a valjak i elipsa na duzinu
MM.*; a u drugom slufaju odmakli su pravei ey, es’ u besko-
na¢nost ravnine xy, te je kruznica U, a s njom i valjak i elipsa
u neizmjerno dalekom pravecu n, te ravnine. Prvom slucaju
odgovara vrijednost ¢ =1y, jer je s"=h/, a drugom vrijednost
¢ =a, jer je s'll g1, pa nam spomoéu tih vrijednosti za ¢ for-
mule (51) i (52) potvrduju i analiti¢ki ¢injenice, koje smo malo
prije izrekli na osnovu geometrijskih razmatranja.

Te dvije medu sobom okomite ravnine @ i /I’ dijele prostor
u Cetiri kvadranta, a svezak ravnina [h™*] u dva dijela tako, da
se jedan dio sastoji od ravnina E’, koje, prolaze¢i kroz os h™*
sveska, leze u jednom paru vr$nih kvadranata, a drugi od ravni-
na E’, koje leze u drugom paru. A pri tom treba istaknuti vaznu
¢injenicu, da duzina E;" Eo', t. j. dodirni promjer kruZnice I za
paralelne tangente e;’, e;’, mijenja svoj smisao u protivni, kada
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ravnina E’, vrteéi se oko osi h'* prijede iz jednog od ona dva

dijela sveska u drugi (sl. 3.). Smjer te duZine E; E» ostaje da-
kako nepromijenjen, naime okomit na évrsti smjer e;. Jo§ to¢-
nije mozemo opisanu pojavu oznaéiti ovako: tragovi e;’, es’ rav-
nine E’ mijenjaju kod prijelaza te ravnine kroz ravninu @ ili
II' svoj polozaj prema praveu h' = h (ostajuéi uvijek s njim pa-
ralelni); ako su prije toga prijelaza bili na protivnim stranama
pravea h', tada to ostaju i poslije njega, samo $to zamijene te

strane (sjedinjuyuéi se u Casu prijelaza u praveu h'); no ako su
bili na istoj strani pravea k', tada zajedno prelaze na drugu stra-
nu, ali tako, da onaj od njih, koji je prije bio blizi praveu k',
bude poslije dalji i obrnuto. U svakom se dakle sluc¢aju ta dva
traga ey, e’ prebace jedan preko drugoga (sl. 3.) i zbog toga
orijentirana duZina E;" E2’ mijenja svoj smisao.

Sve ravnine E’ iz jednog od opisana dva dijela sveska [h'*]
pripadaju vrijednostima o', koje se nalaze u intervalu (q, y), dok
ravnine E’ iz onog drugog dijela dobivamo za vrijednosti ¢
izvan toga intervala; medama intervala, t. j. vrijednostima
o =a i o' =y, odgovaraju one dvije osobite ravnine @ i II’
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A kruZnice U, za koje je u ¢l. 5. utvrdeno da ¢ine sustav od ool
homoteti¢nih kruznica s to¢kom M’ =J kao srediStem homote-
tije, te pravcima my’, my’ iz (53) kao zajednickim tangentama,
nalaze se posredstvom ravnina E’ sveska [h'*] u recipro¢no jedno-
znaénoj korespondenciji s pravcima s pramena [J'=M], i to
tako, da za vrijednosti ¢ iz intervala («, y) dobivamo kruZnice 1,
$to leZe u jednom od ona dva vrina kuta (my, ms’), u kojima se
uopée nalaze sve kruZnice I (sl. 3.), a za vrijednosti o izvan
onoga intervala kruznice 1" u drugom od ona dva vréna kuta.
Medagnim vrijednostima ¢’ == « odnosno ¢ ===y pripadaju, kako
je veé spomenuto, degenerirane kruznice 1, naime totka M'=J
odnosno neizmjerno daleki pravac n,, ravnine xy.

Svaka ravnina E’ sijete svoj pripadni valjak (I,v") u posve
odredenoj elipsi e kao nepravéastoj ravnalici konoida K. Taj
ima dakle co! elipti¢nih ravnalica, koje su u toj svojoj funkciji
medu sobom posve ravnopravne, t. j. svaka od njih moze sluziti
za izvodenje konoida K'. Tim je elipsama osobito svojstvo, $to se
na ravninu xy kao direkcionu ravninu konoida normalno pro-
jiciraju u kruZnice, naime u kruZnice . A to svojstvo ima svoj
izvor u tome, §to elipsa-ravnalica e originalnog konoida K lezi
na kruznom valjku. Ova je kruznost uostalom i uzrok cirkula-
riteta krivulje k.

I mijenjanje drugog slobodnog parametra v povlaéi za sobom
mijenjanje izvjesnih geometrijskih veli¢ina i objekata. U prvom
se redu mijenja visina valjka (I', '), dakle i konoida K'. Zatim
se mijenja ravnina E’, ali tako, da joj trag e’ ostaje nepromi-
jenjen, ako je — kako sada moramo uzeti -— ostala nepromi-
jenjena kruznica I' kao osnovka onoga valjka; mijenja se gornji
trag ex* = E' X A" (sl. 4.), gdje je A’ ravnina, paralelna s ravni-
nom zy u udaljenosti v’ od nje. Napokon se sa v’ mijenja i rav-
nina I", ali opet tako, da joj trag ¢g; ostaje nepromijenjen, a trag
g2*=I" < A mijenja se zajedno s ravninom .'. Tragovi e.”,
g2’* moraju po svom znagenju biti uvijek u istoj ravnini A"
No pri svem tom je vazno, da xy-projekcije tih tragova ostaju
nepromijenjene kakogod se mijenjala visina v’ (za ¢vrstu kru-
znicu l), a to zbog geometrijskih razloga, koji su o¢evidni (pogo-
tovu na osnovu nasih slika).

Sve se to moZe lako i sasvim analiti¢ki izvesti iz formula
(63) i (64) za ravninu E, odnosno (49) i (60) za ravninu I". Na
osnovu jednalaba (63) i (59) sigurno je, da ¢ée e;" i g’ ostati za

¢ Svaka od tih elipsa e’ znadi u dru$tvu sa dvostrukom izvodnicom
h'* degeneriranu krivulju 4. reda kao presjek konoida K’ s pripadnom
ravninom E’.
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svaku vrijednost v” isti, jer u njima uopée ne dolazi taj para-
metar. Za pravce e2’, go’ vrijedi to isto tek onda, ako u jednadzbi
(54) i (68) ravnine E’ odnosno I” stavimo z==v', jer kako veli-
¢ine ¢v’ i C'v', dane formulama (64) i (60), ne zavise od v, izlazi,
da su onda i ¢itavi »konstantni« &lanovi ¢v’ +d i Cv' -+D u
jednadzbama (54) i (58) konstantni s obzirom na veli¢inu v". No
te jednadzbe, uzete zajedno s jednadzbom z ==0, znace upravo
pravee eo, go', dok zajedno s jednadibom z=1v" daju pravce
ex"*, go'*; ta se dva pravea dakle mijenjaju sa v, dok ona dva
ostaju nepromijenjena. Iz jednaéaba (59), (60), (63) i (64), kojima
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su odredene veli¢ine D', C', d', ¢/, vidi se uopée posve jasno ovo:
veli¢ina D’ je konstanta u odnosu na promjenljive parametre
6 i/, velitina C" zavisi samo od v, a veli¢ina d' samo od ¢
(taj je sadrzan u p’ i q), dok veli¢ina ¢ zavisi od obadva para-
metra ¢' i v". Sve te &injenice imaju geometrijsko znacenje, koje
smo ve¢ dovoljno objasnili.

Iz jednacaba (60) i (64) moZemo napokon izvesti zakljucak,
da je za v' = v veli¢ina C’ = C, dakle konstantna i prema tome
I"=T, dok je veli¢ina ¢’ zavisna jo§ samo od parametra ¢, na
$to se onda nadovezuje sve ono, §to je reteno o mijenjanju rav-
nine E' u prvom dijelu ovoga ¢lanka, gdje smo razmatrali mije-
njanje parametra c'.



Za negativne visine v’ nalazi se elipsa ¢’, dakle i konoid K,
a s ovim i presje¢na krivulja k™, ispod ravnine xy. jer tada
prema formulama (64) 1 (60) mijenjaju svoj predznak veli¢ine
¢ i C’, a to znadi, da onaj dio ravnine E' i I", koji generira elipsu
e’ odnosno krivulju k', odlazi ispod ravnine xy.

Za &vrsto o' i promjenljivo v" ¢ine dakle ravnine E’ sve-
zak ravnina, kojemu je os trag ei’, a ravnine I” svezak s osi
g1 Elipse ¢’ u ravninama E’ leZe sve na istoj cilindri¢noj plohi
s bazom 1, idu dakle sve istom to¢kom E'; i imaju u njoj zajed-
nic¢ku tangentu ey, te se zbog toga i one same u toj to¢ki diraju
(sl. 4.); tocke Eo™* tih elipsa, dijametralne to¢ki E¢, leZe sve na
istoj izvodnici one cilindri¢ne plohe. Za krivulje k* imamo sli-
¢an odnos: sve se one diraju u to¢ki Ty (sl. 4.), jer tu imaju
zajedni¢ku tangentu g1, dok totke To* leze sve na istom praveu,
dignutom u to¢ki T okomito na ravninu xy; ta je okomica
izvodnica cilindri¢ne plohe 4. reda, kojoj je ravnalica krivulja
k u ravnini xy i na kojoj leZe sve krivulje k™.

Sve se te ravnine E’, sve elipse ¢, svi konoidi K/, sagradeni
na ovima, zatim sve ravnine I"” i sve krivulje k™ nalaze u spe-
cijalnom afinom srodstvu: pruzanju u smjeru osi z.

8. U svezi s izlozenim moZemo sada objasniti geometrijsko
znacenje dvoznacnosti, koja je sadrzana u formuli (52) za kva-
drat polumjera 7', odnosno u drugoj formuli (56) za kvadrat
veli¢ine ¢, jer iz tih formula izlazi:

. y—0o o—a s P B e

=4 Ve y—a r, cdv=-4+2rVa+b, (66)
gdje veli¢inu V a® +b* treba sada uzeti apsolutno. Posljednja
dva faktora na desnoj strani u prvoj od te dvije jednadzbe
imaju posve odredeni stalan predznak, jer u njima dolaze same
zadane veli¢ine, naime veli¢ine odredene zadanim konoidom K.
Predznak prvoga faktora se mijenja, te zavisi o vrijednosti pa-
rametra ¢": ako se ta vrijednost nalazi u intervalu («, y), tada

. —0 ) . . s
Jje razlomak g,_—a pozitivan, dok je u protivnom slu¢aju nega-

tivan; na medama intervala je vrijednost toga razlomka za
¢’ =y jednaka nuli, a za ¢ ==« neizmjerno velika, te na tim
mjestima ona mijenja svoj predznak.

Ne ulazeéi u poblizu analizu svih mogué¢ih slucajeva, koji se
mogu javiti s obzirom na kombinacije predznaka posljednjih
dvaju faktora, mozemo kao rezultat te analize re¢i ovo: ako
jedan od dva vrsna kuta (m1’, ms'), u kojima se nalaze kruZnice
U, oznadimo sa I, a drugi sa II' (sl. 3.), sve ée kruZnice u I’ imati
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polumjere 7' istoga predznaka, jer su sve duZine E; E»" istoga
smisla, dok ¢e polumjeri 7" svih kruZnica u II’ imati opet isti
predznak, ali ¢e taj biti protivan predznaku u I'; tada naime
sve duZine E;{ Eo’ imaju smisao protivan smislu u I', kako je
bilo istaknuto u ¢l. 7. Uzmimo sada, da smo se u prvoj formuli
(66) odlucili za predznak -, a predznaci triju faktora desne
strane neka su takvi, da zajedno s tim predznakom - ¢ine sve
polumjere 7" u I’ pozitivnima, i prema tome polumjere u II’ ne-
gativnima; tada bi predznak — u prvoj formuli (66) znacio samo
to, da su polumjeri v’ u I’ negativni, a u II' pozitivni. No ta pro-
mjena nema nikakva geometrijskog znalenja, jer nije vazno,
koji predznak imaju polumjeri " u I’ odnosno u II', veé je vazno
to, da u I' imaju predznak protivan predznaku u II'. A to je osi-
gurano jednako predznakom - kao i predznakom -~— u onoj
formuli; dvoznaénost te formule dakle ne donosi geometrijski
nista novo, nego naprosto znac¢i dvovrsno, medu sobom posve
ravnopravno, predznacivanje geometrijskih objekata, koji veé
postoje. Na osnovu toga moZemo dakle u prvoj formuli (66)
uzeti predznak -+ i pisati definitivno jednoznaéno':

= e (67)

Prelaze¢i na istrazivanje dvoznaénosti u drugoj formuli (66),
konstatirat ¢emo najprije, da za veli¢inu ¢'v’ imamo dvije for-
mule: upravo spomenutu formulu (66) i formulu (64). Ta ro-
sljednja daje ¢v" kao funkciju parametra o, koja ima posve
odreden predznak; a prva mora dati za veli¢inu cv’ onu istu
funkeciju od ¢/, samo §to ta sada ima dvostruk predznak. A jasno
je, da od ta dva predznaka treba uzeti onaj, koji je u skladu
s predznakom, 8to ga daje formula (64). Oznaéimeo li dakle desnu
stranu formule (64) sa w, njezin predznak sa sgnw, morat ¢emo
drugu formulu (66) pisati u obliku

v = (sgnw) 2r' V a® -+ b’ . (68)

No i s tako utvrdenim predznakom na desnoj strani mijenjat
ce veli¢ina c¢'v’" svoj predznak s predznakom polumjera r* (koji
je sada jednoznacan), jer smo malo prije vidjeli, da +" mijenja
svoj predznak, kada kruZnica I’ prijede iz podru¢ja I' u podruéje

7 Po formuli (67) izlazi u sl. 3. [koja je crtana po numerié¢kim po-
datcima slike 1. 1 2., vidi biljeSke 1 i 2] kut I’ kao kut pozitivnih, a I’
kao kut negativnih polumjera #". U biljesci » jo§ nismo razlikovali pozi-
tivne i negativne polumjere »’, nego su svi uzeti apsolutno.



II'. Za ¢évrsto odabranu visinu v’ to znaéi, da ée tada ¢’ mijenjati
svoj predznak, a to je posve u skladu s tinjenicom, koju smo
utvrdili u €. 7., da naime kod prijelaza kruznice I iz I' u II'
dodirni promjer Ei" Eo" mijenja svoj smisao ili za ovaj ¢as jo§
toénije, da se tragovi e1/, ey’ kod spomenutoga prijelaza preba-
cuju jedan preko drugoga. Ravnina E’ pri tom mijenja svoj po-
lozaj prema osi z tako, da kut, §to ga ona &ini s pozitivnim smi-
slom te osi, postaje iz oStroga tup ili obrnuto, a to upravo znadi,
da treéi koeficijent smjera normale ravnine E’ mijenja svoj
predznak.

S,

No javlja se samo od sebe pitanje, $to zna¢i onda onaj drugi
predznak u drugoj formuli (66), dakle predznak -—sgnw. Nije
teSko uvidjeti, da ¢e tada za ¢vrsto odabrano v’ svaka ravnina
E’ prijeci u svoju antiparalelnu ravninu E’ s obzirom na ravninu
@ (¢l. 1.1 7) i to onu, koja ide polovistem osi pripadnog valjka
(U, v); tim poloviStem ide dakako i sama ravnina E’ (sl. 5.)®. Ako
dakle »tragove« ravnine E' oznadimo sa &', &, &»"*, mora biti

2,

e Zey, ey’ Tey, (69)

s Ova slika pripada zapravo ¢lanu 9., jer vrijedi za analogna razma-
tranja o velidini cv i pripadnim elementima, koji nisu crticama oznaceni:
ravnini E, njezinim tragovima ¢, é. é,* i t. d.; no ona moze ipak dobro
posluziti kao ilustracija nasih sadasnjih razmatranja s time, da sve nje-

zine elemente, koji pri tom dolaze u obzir, zamislimo u slici oznacene
crticom.
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dok trag é.™* lezi u ravnini I (€l. 7.) tako, da njegova xy-pro-
jekecija pada u ey’. Elipsa e’ prelazi pri tom u svoju »antipara-
lelnu« elipsu €, a konoid K’ u svoj »antiparalelni« konoid K',
koji ¢emo unaprijed zvati konoidom-blizancem konoida K'. Pri
svem su tome pravcéaste ravnalice m":i in, =n, ostale ne-
promijenjene, a jednako je ostala nepromijenjena i presjeéna
ravnina I”, ova zbog toga, $to u formulama (59) i (60) za D' i C’' ne
dolazi veli¢ina cv’, dakle promjena sgnw u — sgnw ne utjece
na predznak veli¢ina C' i D". A jasno je po sebi, da ¢emo tada
mjesto krivulja k™ i k'Zk imati neke druge, s onima »antipa-
ralelne« krivulje k™ i k"= k (sl. 5.).

Identiteti (63} mogu se uostalom izvesti i analititki. Ako
naime izraz za cv’ iz (66) unesemo u prvu jednadzbu (56), dobi-
vamo jednadzbu ’

d'=—(ap' - bg) T Vb, (70)

a zbrojivéi to s drugom jednadzbom (66), imamo:

v d = — (ap’ +bg) £ Vb (71)

Ravnina E' iz (54) ima u ravnini 4 s jednadzbom z:= v trag
eo*, a xy-projekcija es’ toga traga ima spomoéu (71) jednadzbe

=0, ax-Fby—lap+bg) T r Vb |=0; (12
u drugu pak ruku trag e; ravnine E u ravnini z=0 ima iz
(54) spomoéu (70) jednadzbe:

z=0, av-Fby—lap +bq) + Vi + b |=0. (13)

No jednadzbe (72) i (73) predocuju isti par pravaca, samo §to
je prvi pravac postao drugim, a drugi prvim; ako su dakle u
(72) pravei eq’, ep” a u (73) pravei ey, &, dobivamo isporediva-
njem tih dviju jednacaba nase identitete (69).

Skupna jednadzba za dva konoida-blizanca K i K’ dobiva
se vrlo lako: konoid K’ ima jednadzbu oblika (11) s dopunskim
jednadzbama (12) tako, da u (11) i (12) sve konstante piSemo
s crticom i onda uvazimo relacije (38) i (55); no unesemo li u
tako preudeSenc relacije (12) za ¢v’ dvoznaéni izraz iz druge
jednadzbe (66), dobili smo jednadzbu, koja istodobno predoéuje
obadva konoida K i K'.

Posve analogno se iz jednadzbe (21) krivulje k i njezinih
dopunskih jednacaba dobije skupna jednadzba za krivulje-bli-
zanke k' 1 k', a pri tom treba uvaziti ve¢ spomenutu ¢injenicu,
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da je I'=I". Krivulje k' i K leze u istoj pruzi (g, g2)=(g1, 92) =
= (g1, g2) i diraju medaSne pravce njezine u totkama T1'= g3 Xt1/,
Ty =ge X ts’ odnosno 7, =0 ><t1, Ty Zgo X to (sl 5.). Za dvo-
struke tocke M', J', N,,Q iM,J, N, krivulja k', K ~vrijede iden-
titeti M’ = M, I\I = N, dok je dvostruka tocka J’ razligita od
J" (u sk 5. vruedl to isto za elemente, koji nisu oznateni crti-
cama).

Za presjecne krivulje k* i k** u ravnini I vrijede sli¢ni od-
nosi kao za njihove projekcije k' i k..

9. Dokazav$i u prethodnom razlaganju postojanje drugoga
konoida K, iz kojega izlazi krivulja 4. reda k u ravnini xy bas
onako kao i iz originalnoga konoida K, dobili smo potvrdu nase-
ga zakljucka, istaknutog u uvodu ove radnje, koji smo izveli
iz apriorne spoznaje, da konaéne dvostruke totke M i J krivulje
k moraju biti medu sobom ravnopravne. A iz te iste ravno-
pravnosti zaklju¢ujemo sada obrnuto, da sva ona svojstva ko-
noida K/, koja smo nasli dokazujuéi njegovu egzistenciju, mo-
raju vrijediti i za prvobitni konoid K. Medu tim svojstvima
najbitnija su ova dva: 1) da za izvodenje konoida K’ postoji ool
elipsa-ravnalica e’, svaka na svom valjku (I, ), i 2) da se visina
toga valjka, dakle i samoga konoida K’, moze mijenjati po volji,
a pri tom krivulja k' = k ostaje nepromijenjena. Kad bismo htjeli
ta dva svojstva dokazivati za zadani konoid K, morali bismo
ponoviti naSa razmatranja i izvodenja od ¢l. 4. do ¢&l. 7. s tom
promjenom, da konoidi K i K’ i njihovi pripadni ili popratni
elementi zamijene medu sobom svoje uloge. No to nije viSe
potrebno, jer rjeSenje (51) - (67), (59) + (60) i (63) -+ (64) pro-
blema drugoga konoida K’ sadrZzava u sebi veé i rjeSenje »pro-
blema« prvoga konoida K. Uolimo 1li naime toénije strukturu
jednaéaba (51) 1 (67), spoznajemo lako, da su te jednadzbe u
sebi simetri¢ne s obzirom na elemente dvaju konoida K, K'. Ta
je simetrija o¢igledna, ako spomenute jednadzbe spomocu rela-
cija (38), (39) 1 (40) piSemo u obliku:

o—a , 6—a

y— (p — ) — ) = p— (p — X)) =~ Xy,
o' —a' 0'
e —_ —_ = - Co 7
7’ (q yu) a \u P (q ) QX ( 4)
d—a o—a
g T = r
y —a y—0
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Simetrija jednacaba (59) i (60) u crticama oznacenim i njima
neoznalenim veli¢inama ocigledna je, a jednadzbe (63) i (64),
koje su naoko nesimetri¢ne, daju se dovesti na simetri¢an oblik;
tako na pr. iz jednadzbe (10) i druge jednadzbe (56) izlazi:
‘=7 (75)

T T

2

Prema tome postoji i za konoid K oc' elipsa-ravnalica e,
svaka na svom valjku (I, v), gdje je 1 kruznica, koja za pro-
mjenljivi parametar ¢ izvodi sustav od ~' homoteti¢nih kruz-
nica s dvostrukom totkom M kao srediStem homotetije (sl.
3).° A kad smo utvrdili kruZnicu I, tada nad njom ima oo'
konoida K, koji odgovaraju isto tolikim vrijednostima visine v.

Iz svake po volji zadane kruznice I" dadu se izracunati kruz-
nice | spomocu jednacaba (74), koje treba radi toga pisati ovako:

e POy L T
P, T a [(.\i N A p— (p .\u)],
—y =TT ey e o]
q Y; a B [a(-\,- xy) ¥ Py (q Yo )]7 (76)

Te su jednadzbe to¢ni dualistikum jednaéaba (51) i (67); u njima
su a, y 1 sve crticama oznacene veli¢ine sada poznate, p, q, 7
nepoznate, a ¢ je slobodan parametar. Kruznica 1. zadana u (1),
od koje smo posli u naSim razmatranjima, samo je jedan indi-
viduum iz sustava od ~c! kruZnica, odredenih jednadzbama
(76); u sl. 3. ta je kruznica nesto jace iscrtana.

Zajednicke tangente m,, m. kruznica l, povucene iz sredi§ta
homotetije M, ujedno su tangente, koje se daju iz te to¢ke kao
dvostruke totke krivulje k povuéi na tu krivulju (vidi konac
¢l. 5.); one su dane jednadzbom, koja je »recipro¢na« jednadzbi
(53) tako, da u njoj zamijenimo medu sobom pripadne elemente
dvaju konoida K i K.

Svaka kruznica ! sustava (76) pripada jednom odredenom
pravcu s pramena, kojemu je vrh dvostruka toc¢ka J krivulje k,
praveu § izvjesna ravnina E sveska, kojemu je os dvostruka

® U toj su slici predoéene kruznice I sa r== -4 2,3, 4 4,45, -6
a za vrijednosti parametra o to¢no jednake vrijednostima u biljeSci 3
(obrazloZenje u tekstu).
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izvodnica h* konoida K, a ravnini E posve odredena elipsa-rav-
nalica e toga konoida; pravac s je xy-projekcija presjeénice
s*=E X I', a elipsa e je presjek valjka (I, v) s ravninom E. Za
mijenjanje tih elemenata, t. j. praveca s, kruznice I, ravnine E
i elipse e, vrijedi sve ono, $to je u ¢l. 7. refeno za mijenjanje
pripadnih crticama oznaéenih objekata.

S tim u svezi treba istaknuti zanimljivu ¢injenicu, da su nai-
me za dvije jednako velike kruZnice I, I', kojima su polumjeri
oznaceni jednakim predznacima, pripadni pravci s, s medu so-
bom paralelni. Analiti¢ki to izlazi za v =r iz treée jednadibe
(76), a geometrijski iz &injenice, da su pruge (e, e2) i (ey’, e2)
sada jedna s drugom paralelne, jednake $irine i jednako orijen-
tirane, Sto se ti¢e smjeStaja njihovih medaSnih pravaca; iz toga
svega naime izlazi, da su pripadne ravnine E, E' medu sobom
paralelne, dakle vrijedi isto i za njihove presjeénice s*, s™* s rav-
ninom I', a po tome onda i za njihove projekcije, t. j. pravce
s, s

U ¢l. 6. smo vidjeli, da su parametri &', v’ konoida K' medu
sobom nezavisni, a isto vrijedi onda i za parametre ¢, v konoida
K. A 3to se ti¢e zavisnosti parametara o', v" o parametrima o, v
i obrnuto, moZemo reéi ovo: dokle god ostajemo samo kod zahtje-
va k'=k, sva su ta Cetiri parametra medu sobom posve neza-
visna, jer se u jednadzbama (74), (60), (63) i (64) daju estale kon-
stante udesiti tako, da pripadni konoidi K i K’ ispunjavaju onaj
zahtjev. Bit ¢e to dakako pod uvjetom, da opéenito uzevsi bude
k* £ k* jer jetadail” I' [ma da je gi = g1, g2'= ¢=, ipak moZe
biti go™* = g»*, vidi jednadzbe (16) i (65)]. Takav slucaj predoéen
je u sl. 4. Tek ako poo$trimo zahtjev traZeéi, da bude jo§ i k™*=k*,
dakle i /"= I', mora po jednadzbi (65) biti v == v, a to znaéi, da
parametar v’ tada viSe nije slobodan. (U tom je sluaju krivulja
k™ = k* samo jedan dio presjeka odnosnih dvaju jednako visokih
konoida K, K’ (sl. 4.}, pa bi se moglo pitati, kakav je njihov pot-
pun presjek. No istraZivanje toga, kao i geometrijskih tvorevina.
koje su s tim u svezi, izlazi iz okvira ove radnje).

Napokon za dvoznatnost veli¢ine cv, za koju iz jednadzbe
(10) izlazi izraz
cw=+2rVa* b,
vrijedi sve ono, $to smo u prethodnom ¢lanku kazali o dvoznac-
nosti veli¢ine ¢'v’, a to se sve moZe skupiti u ovo: svaki konoid
K ima svoj konoid-blizanac K, a svaka krivulja k* odnosno k
svoju krivulju-blizanku k* odnosno k. U sl. 5. predocen je ko-
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noid K i krivulje k* k iz sl. 1. sa svojim konoidom-blizancem
i krivuljama-blizankama, i to u istoj aksonometrijskoj pro-
jekeiji*®

10. Pokazat ¢emo jo§, kako se iz graficki zadanih planime-
trijskih odredbenih komada krivulje k, dakle iz zadane kru-
znice 1 i njezinih dviju paralelnih tangenata e;, es, dvostruke
totke M i tangenata gy, g2 krivulje k iz neizmjerno daleke dvo-
struke totke N, " konstruira bilo koja krunica I'. Sve, §to je
potrebno za tu konstrukeiju; imamo ve¢ izloZeno u prethodnim
¢lanovima na raznim mjestima, a sada treba samo skupiti to
u jednu cjelinu. Prije svega odredimo treéu dvostruku toéku J
kao sjeciSte pravaca h i s (sl. 6.) gdje je h paralela sa e; dvo-

10 JednadZba ravnine | glasi: 18 -+ 24 y -+-.25 =z + 42==0, a konoida K :
25 [(x + 5) + (y—9)2] 2212 [(x -+ 5)2—10 (x + 5) (y —9) +
G 46 (Y -—9)2] z + 144 [(x + 5) + 5 (y—9) ]2 =0,
<ok je ravnina /" ==/". Krivulja &k ima jednadzbu:
25 (2 +5)—2(y—NPHz+ 52+ (y—932] —2[(x+5) —
e 2(y-—9)1[952 (¢ + 5)2 + 230 (® + 5) (y—9) — 83 (y —9)2] +
4+ [38347 (o4 5)* + 39100 (x + 5) (y-—-9) + 8401 (y — 9)2] =0,
a dvostruke toc¢ke krivulje k¥ jesu:

W= ML NG, == N i JF (

313 843 ;132).
125 7 250 7 25
prema tome je J* razliéif;f) od J*, ali tako, da su tri todke M*, J*, J*
kolinearne, buduéi da je h == h (radi ¢ =& ; gl. sl. 5.).

1 Ti komadi odgovaraju prostorno zadanoj konfiguraciji, koja odre-

duje krivulju k: valjku (I,v), ravnini ¥, dvostrukoj ravnalici m i time
konoidu K i ravnini /'



strukom totkom M, a s spojnica sjecista S; Ze; g1, SeZ ez X gz
(¢l. 3.); zatim odredimo tocke Ty, T2, u kojima »torzalni« pravei
t; = ME,, t2= ME- sijeku pravac g; odnosno gz, jer su to totke
krivulje k, i to dirali§ta njezina s pravcima gy, go (¢l. 2.); pravei
JT;, JT2 moraju biti »torzalni« pravci ti',ts" krivulje k' =k, jer
jeJ=M,T:=T,,T,=T,'(&. 2.); a buduéi da tangente ey, es' svake
kruznice 1" moraju biti paralelne sa e;’ i to tako, da njihova
dirali§ta E;’, Eo’ sa I’ moraju leZati na ey’ odnosno ey’ (¢l. 1.), i
prema tome mora dodirni promjer E{Es" biti ockomit na ey,
treba samo povuéi bilo koju okomicu pravca e; i odrediti nje-
zina sjeciSta E;’, Eo" sa t;’ odnosno to': tako dobivena duzina
EE;’ promjer je kruZnice I, a po tome je onda ta kruZnica
odredena. Odmah je jasno, kako bi se sada konstruirala i kruz-
nica 1" zadane velitine, t. j. zadanoga polumjera 7.

Ta je konstrukcija kruznice I’ dana u klasi¢nom, sinteti¢kom
stilu, no ima jo$ i druga, »analitiéka« ili »koordinatna«; ova se
osniva na formulama (51) i (67), kojima je kruZnica !’ odredena
analiti¢ki, t. j. spomoéu koordinata, pa zbog toga i sama ta druga
konstrukeija radi s koordinatnim sustavom Oxy. S obzirom na
geometrijsko znafenje veli¢ina a, y, o, ¢/, koje dolaze u spome-
nutim formulama, uvest ¢emo za kutove, $to ih pripadni pravei
g1, €1, 8, 8 Cine s pozitivnim smislom osi « oznake A, C, S, S
bez bojazni, da bl mogla nastati zabuna zbog toga, $to su tim
slovima oznagene u nas$im razmatranjima veé neke druge veli-
&ine ili objekti. Imamo dakle:

a=tgA, v=tgC, o6=tgS, 0o=tgs (77)
i odatle:
y—o cos Asin (C—S) y—0o _ cosAsin(C—S)

T—a  cosCsin(S—A)’ F—a =~ cosCsin(S—a) O

Kruznica 1 (L, r) i dvostruke totke M, J krivulje k neka su ucr-
tane u koordinatni sustav (sl. 7. a)'?; totkama M, J povutemo
paralele s koordinatnim osima i time dobivamo pravokutnik
MPJQ, gdje M i P leZe na paraleli s osi Ox. Za totke L (p, q),
M (xo, Yo), J (x;, y;) imamo iz slike po veli¢ini i po predznaku:

sz — Xy, Mé = g — Yo, (79)

a ako je K sjeci$te praveca MP i paralele s osi Oy totkom J, opet
je po veliéini i po predznaku:
MK = X — X (80)

12 Ta je slika crtana prema sl. 2. po numeri¢kim podacima iz sl 1.
99

s tim, da je =6 2a ¢ = — ——.
! ‘ 32
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U formulama (51), koje sada kanimo grafi¢ki iskoristiti, dolaze
upravo veli¢ine (78), (79), (80) i prva veli¢ina (77), a ako jo$
uvedemo oznake

MP=p —x'=p—x, MQ=p—y =qd—y, 6
analogne oznakama u (79), mijenjaju formule (51) svoj analiti¢ki
nhhk u ovaj planimetrijski:

sin(S— A) sin (C —S") = cos A sin (C— S’
sin(C—3S) sin (' — A4) P cos C sin (S — A) MK,
sin(S-«A)sin(C~S) — sin A sin (C - »S) fffff

sin (C — ) sin (8" — MQ + cos C sin (S’ — A) MK,

M'P' ==

WG =

koji se moze grafi¢ki interpretirati ovako (sl. 7.a): iscrtamo pravac
MJ = h, totkom M povutemo pravac a | g1 i pravac s, a totkom
J pravac s; zatim odredimo redom tocke Py, Py, P3, P4 tako, da
je PPy || Oy i Py na praveu h, PiPsfai Psna s, PP, lsiPs
na h, zatim P3Py ||Ox i P4 na pravcu PPy, a posve analogno i
tocke @1, @2, Qs Q4 Projiciravsi tada totku T, u kojoj pravac
a sijete paralelu sa s’ totkom J, normalno na pravce MP i M@



u to¢ke U, V, odredivsi sjeciSta U, V; pravaca P3P, Q:Q.
s pravcima povuéenim totkama U i V paralelno sa h, te povu-
kavsi to¢kama P4, @4 paralele sa JU; odnosno JV, dobijemo na
paralelama, povuéenima toékom J s koordinatnim osima, toctke
P’'i @, koje kona¢no odreduju s toékom J =M’ srediste L’ tra-
zene kruznice l': to je tetvrti vrh pravokutnika, odredenog tri-
ma to¢kama M', P, Q.

Za polumjer r’, dan formulom (67), postupamo ovako: neka
je LR polumjer kruznice I, paralelan s osi Ox u pozitivnom smi-
slu te osi tako, da Je LR =T, a tome pripadni polumjer kruZnice
U neka je TR =1r"; tada formula (67) dobiva spomoéu izraza
(78) oblik:

—mr sin (S— A)sin (C— §) -

PR = c=sme—a “F (83)
spomocu kOJega se posredstvom todaka Ri, Ra, P), R, kon-
struira totka R', kako je to naznaceno u slici (RR1 Oy i Ry
na paraleli b sa h kroz L RiR2]la i Rs na paraleh sa s” kroz L;
ReRy | siRsnab; RsRs | OxiRyna RRy; RyR | RsL i 'R’} Ox}

Ta se konstrukcija kruZznice !’ znatno pojednostavi, ako se
zadovoljimo napose kruznicom 1, za koju je r" = r, dakle prema
prethodnom ¢lanu ¢ =0 i kut S == S§. Tada naime jednadzbe
(82) i (83) glase:

s oy _Cos Asin(C—S8)
MP'=MP + 5 —a) MK

///// S Asin(C—S)
VO = | sin
MQ =MQ T cosCsin (S — A)

a pripadna konstrukcija je izvedena na sl. 7. b. Ovim se poseb-
nim sluca;em uostalom i moZemo zadovoljltl jer dobiv§i jednu
kruznicu ', lako dobijemo spomoéu homotetije iz totke J kao
srediSta i svaku od ostalih. .

(84)
MK, L'R'=LR,

11. Preostaje jo$ da razmotrimo, kakve vrsti mogu biti dvo-
struke tocke M, J, N,, nase krivulje k. Iz jednadzbe (25) te kri-
vulje izlazi odmah skupna jednadzba para tangenata u dvostru-
koj toc¢ki M (xq, Yo):

G (x—x9)* + 2H (x —x0) (Y —Yo) +— K (y — yo)? =10, (85)

a vrst te dvostruke totke upravlja se po predznaku diskrimi-
nante te kvadratne jednadzbe: u to¢ki M ima krivulje k uzao,
siljak ili izoliranu tocku prema tome, da li je izraz

A=H—GK 0

= (86)
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Uvazimo li pak vrijednosti (27) za G, H, K, nalazimo, da je
A= — o OX, - T)2 (y\) ax, - ﬁ]) (yw —ax, '1"".) (87)

tako, da kriterij (86) sada glasi:

—

(Yo exo— ) (y, —ax,— ) 0. (88)
>

Geometrijsko znacenje toga bit ¢e odmah jasno, ako se sje-

timo da »tragovi« gy, ge ravnine I' imaju jednadzbe (23). Znamo

naime, da je veli¢ina y,— ax,-— g, samo onda jednaka nuli,

x

kada to¢ka (xo, yo) leZi na praveu y ~— ax — g, = 0, dok ¢ée ona
biti za sve tocke (xo, yo), koje leze na jednoj strani toga pravea,
pozitivna, a za sve totke (xo, yo) na drugoj strani, negativna.
Kriterij (88) dakle kaZe, da ¢ée krivulja k u svojoj dvostrukoj
toCki M (xo, Yo) imati uzao, Siljak ili izoliranu to¢ku prema tome,
da li to¢ka M leZi u pruzi (g1, ¢2), na kojem od njezinih meda-
3nih pravaca gi, g= ili izvan te pruge. No to je jasno i geome-



trijski, buduéi da prema izvodima na kraju ¢l. 2. mora krivulja
k leZati sva u pruzi (g1, g2), pa mogu izvan nje lezati samo izo-
lirane to¢ke krivulje, naime to¢ke, koje su doduSe realne i leze
na krivulji, ali s realnim potezom krivulje nemaju realne sveze.
Sve se to moze uostalom vrlo lijepo objasniti i spomoéu kon-
strukcije za pojedine toCke krivulje k opisane u ¢l 3.

Mogla bi se jo$ uzeti u obzir &injenica, da je 4=0 i onda,
ako je u (87) veliina yo— oxp — 7 jednaka nuli, $to bi s obzi-

J <

8l 8.a

rom na jednadzbu (28) znacilo, da tot¢ka M lezi na praveu s, a
kako svi pravci s prolaze dvostrukom to¢kom J, bilo bi s= MJ = h.
No u tom je slutaju o ==y, pa prema izvodenjima u &l 7. mora
biti ravnina E= @, a poradi toga se kruznica | steze na toku
M, te uopce ne moZe sluziti za izvodenje konoida K, dakle ni
krivulje k. Ostaje prema tome samo kriterij (88). U sl. 2., 8.a, 8.b
predocena su spomenuta tri slu¢aja redom, kako su navedena u
tom kriteriju.

Posve ista razmatranja mozemo sada uciniti za dvostruku
to¢ku J= M’ s tim, da podemo od jednadzbe (41) mjesto od jed-
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nadzbe (25). Tako imamo najprije, s obzirom na (38), jednadzbu
para tangenata krivulje k u to¢ki J:

G'(x—xi)z—{—ZH’(x—x;) —y) +Ky—yl=0, (89

gdje su koeficijenti G', H, K’ dani formulama (43). A kriterij,
da totka J bude uzao, Siljak il izolirana totka, glasi analogno
prema (88):

(v ;= ) (g — axi— ) S 0, (90)

gdje su veli¢ine x;, y, dane u (19) odnosno (31). Geometrijska
je interpretacija toga kriterija dakako posve ista kao i inter-
pretacija, koju smo dali za kriterij (88), jer lijeve strane u (88)
i (90) imaju posve istu strukturu.

SI. 8.0

Ali kako je dvostruka to¢ka J odredena zadanim elementima
konoida K i presjetne ravnine I', a medu tima se nalazi i tocka
M kao xy-probodisSte zadane dvostruke pravéaste ravnalice m
konoida, zakljutujemo, da ¢e vrst dvostruke tocke J zavisiti od
polozaja dvostruke tocke M. I doista, nije teSko u tom pogledu
doé¢i do toga rezultata: dvostruka toéka J je uzao, $iljak ili izo-
lirana toCka prema tome, da li dvostruka tocka M leZi w pruzi
(e, e,), na kojem od njezinih medainih pravaca e,, e, ili izvan
te pruge. Tada naime xy-projekcija h dvostruke izvodnice h*
konoida K sijete pravac s u to¢ki S, koja se nalazi na duZini



Sl 8.c

S1S2, u jednoj njezinoj krajnoj to¢ki Sy, S, ili izvan te duZine,
te se stoga totka J mora nalaziti u pruzi (91, g2), na njezinoj
medi ili izvan te pruge. A to je upravo sadrzaj kriterija (90),
koji je prema izlozenome, a s obzirom na jednadibe (22), ekvi-
valentan s kriterijem

(Yo 70— 6) (o — 7, — 6,) i 0. 1)

Ova se ekvivalencija mora dakako dati dokgzati i &isto anali-
ti¢ki, U sl. 8.b (ili 2.), 8.8, 8.¢ predolena su redom tri sludaja (90).

Prema svemu, $to je naprijed refeno o vrstima dvostrukih
totaka M i J, jasno je, da svaka vrst tocke M moZe doéi za-
jedno sa svakom vrsti totke J tako, da u svemu ima devet
kombinacija tih vrsti. Ako sluéaj uzla, Siljka 1 izolirane



totke u M ozna¢imo — prema kriteriju (86) — sa M™,
M° M—, i analogno za tocku J sa J*, J°, J , tada imamo u sl. 2.
kombinaciju (M*, J*), u sl. 8.a (M° J%, usl. 8b (M—, J"),au

“ sl 8. (M, J ). U slucaju dvaju siljaka padaju to¢ke M, J da-

kako zajedno, i to u jednu od tofaka Si, Sa; geometrijski razlog
toga je nakon navedenih objasnjenja otevidan. Kako planime-
trijska konstrukcija krivulje k ne zadaje nikakvih poteskoca
fopisana je na pocCetku ¢l. 3., a vidljiva je jasno na sl. 8.c i do-
nekle na sl. 2.), ne ¢e biti tesko niz nasih slika upotpuniti tako,
da bude graficki predoceno svih devet prije spomenutih slu-
Cajeva.

Kao posljedica dokazane ravnopravnosti dvostrukih toéaka
M, J izlazi iz zavisnosti totke J od totke M, da se i obrnuto,
iz polozaja dvostruke tot¢ke J dade izvesti kriterij za vrst dvo-
struke toc¢ke M. Treba samo toéke M, J shvatiti kao tocke J', M’
i posluZiti se prugom (e,’, e») mjesto prugom (e;, e).

Trec¢a, neizmjerno daleka dvostruka totka N, krivulje k
trazi za odredenje svoje vrste neSto drukéiji postupak. Tan-
gente krivulje k (dakako dvije) u toj to¢ki N, asimptote su
krivulje, pa se vrst te dvostruke totke upravilja po realitetnim
odnosima tih asimptota. Geometrijski je to pitanje veé rijeSeno
u ¢l 3., gdje je realitet asimptota zavisio o realitetu tocaka
Ay As” (sl 9.a); a s obzirom na znafenje tih totaka moZemo
odmah izre¢i stavak: asimptote krivulje k realne su i razliite,
realne i sjedinjene ili (konjugirano) imaginarne prema tome,
da li pravdc b., povucen dvostrukom tockom M paralelno sa
g1, sijece, dira ili ne sije¢e kruinicu L.

Analiticki se mogu asimptote krivulje k odrediti na dva na-
¢ina: ili tako, da se iz jednadzbe (25) krivulje k odrede jedna-
dzbe asimptota spomocu koje od metoda iz teorije ravnih kri-
vulja ili jednostavnije tako, da se uprave spomenuta geome-
trijska razmatranja i operacije iz ¢l. 3. provedu analiti¢ki. Prvi
naé¢in daje jednadzbe asimptota u obliku:

Y = ax o, (92)
gdje je
(P+Qa~+Ra?) - |V (P-Qa+Re®) - - (14a*) (G- 2Ha + Ka?)

(14 a) (y—o0)

za veli¢ine P, @, R, G, H, K iz (26), (27) i (36), te ¢ iz (29). A
drugi na¢in vodi do jednadzbe :

—a)i—(0 - @) [y —yx)—(y — ) W]

== GX -
v ' v

-, (94)

(93



gdje je veli¢ina v dana u (29), a W formulom

_ (p—x)talg—y) VI +a) 7 [(q—yo)— @ (p—x)]
(140 (y—0)
1,2 tu znadi apscise spomenutih toéaka Ay, A", od kojih zavisi
realitet asimptota. Jednadzbe (92) i (94) su ekvivalentne, te nji-
hov definitivni zajedni¢ki oblik glasi:

2
w = x5 (95)

y :ax—{— (y— @) [(xi——x(,) -+ ‘-(—1_1_(;—;.(;‘:_—0—)* W] . (96)

Analiti¢ki kriterij za realitet asimptota ¢ita se sada naprosto
iz izraza (95) za W: asimptote su realne i razlicite, realne i sje-
dinjene ili (konjugirano) imaginarne prema tome, da li je

(14 a1 —[(q—y,) — @ (p— X i: 0. o7)

A to geometrijski znad¢i, da udaljenost sredi§ta L kruZnice 1 od
pravea, povucenoga dvostrukom toctkom M paralelno sa g, da-
kle spomenutoga pravca b., mora biti manja od polumjera r
kruznice 1, jednaka tom polumjeru ili ve¢a od njega. No to je,
drugim rije¢ima reeno, ono isto, §to smo veé¢ naprijed kazali.
A moze se za formulaciju toga kriterija upotrebiti i pruga, ome-
dena tangentama kruznice ! paralelnima sa g;.

Po analogiji triju vrsti skonacne« dvostruke totke ima se
neizmjerno daleka dvostruka to¢ka N, u slucaju realnih i razli-
¢itih asimptota smatrati uzlom, u slu¢aju realnih i sjedinjenih
asimptota Siljkom, a za imaginarne asimptote izoliranom to¢kom.
U prva dva sluéaja su gy, go tangente, koje se daju iz te dvo-
struke tocke N, povuéi na krivulju k, analogne tangentama
m1, Mo iz dvostruke tocke M.

Sva tri sluCaja realiteta asimptota krivulje k imamo predo-
¢ena u sl. 9.a, 9.b i 2.; za sl. 9.a treba napomenuti, da totka M
ne mora leZati u unutrasnjosti kruznice I, da asimptote budu
realne, a za sl. 2., da mjesto nje moZe u sada$nju svrhu sluziti i
svaka od slika 8.a, 8.b, 8.c. U svim se slucajevima, gdje su
asimptote imaginarne, jasno vidi, kako krivulja k tezi prema
neizmjerno dalekoj izoliranoj dvostrukoj to¢ki N ; tako u sl. 2.
teZe k toj to¢ki obadva luka omedena dvostrukim totkama M,
J. To je tezenje dakako mnogo jade, ako je izolirana totka u
konaénosti (vidi sl. 8.b i 8.c).






Svaka od tri vrsti dvostruke totke N, moZe do¢i u kombi-
naciju sa svakom od devet kombinacija vrsti konaénih dvostru-
kih totaka M, J tako, da u svemu imamo 27 kombinacija vrsti
dvostrukih to¢aka M, J, N.Tako sl. 9.a prikazuje kombinaciju
(M+, J*, Nt), sl. 9.b sludaj (M+, J*, N9,), dok je na pr. sl 2.
tipa (M*, J¥, N3).

Posve nezavisno o toj shemi predotena je napokon u sl. 10.
krivulja k za sluéaj, kada dvostruka totka M leZi na samoj kruz-
nici 1, $to prostorno znaéi, da je dvostruka pravtasta ravnalica
m postala izvodnicom valjka (I, v) i prema tome sijete elipsu-

ravnalicu e. Po opéenoj teoriji tra¢nih ploha, konoid K je tada
3. reda, a zbog toga krivulja K X I' treba biti 3. reda. No u
planimetrijskom izvodenju krivulja je k jo§ 4. reda, samo $to
se raspala u krivulju 3. reda i pravac p; krivulja ima sada Cetiri
dvostruke totke, naime tot¢ku M i svoja tri sjeci§ta s pravcem
p (od kojih je jedno totka J, drugo totka N a treée, P, lezi
na tangenti my; =mg od | u to¢ki M), Sto je u skladu s opéenom
teorijom ravnih algebarskih krivulja, po kojoj krivulja, koja
ima vi8e dvostrukih totaka, nego $to je to po visini njezina reda
ide, nuzno degenerira.

(Primljeno na sjednici Odjela za wmatematicke, fizicke
i tehnicke nauke dne 11. II1. 1948.)
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Dr. Ing. RAJKO KUSEVIC

RJESAVANJE TROCLANIH JEDNADZBI ELASTICNOSTI
POSTUPKOM NEODREDENIH KOEFICIJENATA

Proratunavajuéi najvaznije u viSem stupnju hiperstaticke
sisteme nosata, nailazimo na grupe tro¢lanih linearnih jednadz-
bi oblika .

Xy0y + Xo0yps = Ny,
Xy 0s + Xo 0o + X3 0 = N,,
(1) X1 Opsn 4 X Ok + Xiwr Ongrn = N,
Xy-20u—1n—2+ Xy10n—1.n-1+ Xa0sq.0= Ny,
XKn—10u 01 + X Oun = N»,

s matricom simetri¢nom prema glavnoj dijagonali (di == 6y).
Tako ve¢ imamo opée obrasce za rjeSavanje takvih jednadibi,
izvedene po skratenom Gaussovu algoritmu ili po supsti-
tucionom postupku Miller-Breslaua, jo§ zasluzuje pa-
Znju taj vazni algebarski zadatak gradevinske statike. Pokazat
¢emo ovdje, da se i upotrebom postupka neodredenih koefici-
jenata dolazi do podesnih opé¢ih obrazaca za proracunavanje
nepoznanica iz tro¢lanih jednadzbi elasticnosti. Oni su zanimlji-
vi po svom sastavu kao i s obzirom na prakti¢nu izvedbu pro-
racuna, i to bilo da se radi o istraZivanju nosac¢a za neko odre-
deno stanje optere¢enja, bilo da se trazi opCe rjeSenje grupe
jednadZbi (1) u obliku
(2) Xy = E Bki Niy

iw1
t. j. da se trazi konjugirana matrica.

Pomnozit ¢éemo redom uvjetne jednadibe (1) sa zasada ne-
odredenim koeficijentima /i, Z,, ... /4, zbrojit ¢emo zatim sve
jednadzbe i ¢lanove srediti po nepoznanicama; time dobivamo
jednadzbu



XAy 611 + 22 0,)
+ X241 019 + 22020 + 43 03)

3) R i T I
+ Xnei(An—20n—2n—1+ A1 0i—1n—1 + 4y O net)
+ Xn (a1 0usn + Au0ui)
= ? /{i N;.
T

Za n neodredenih koeficijenata 4; postavit ¢emo n uvjeta:
1) Faktori u zagradama svih nepoznanica u jednadzbi (3)
osim jedne, po volji odabrane X,, jednaki su nuli; to daje
n—1 jednadzbi za odredivanje koeficijenata 4;, koji opéenito
uzevsi zavise od broja k, te ¢emo ih stoga oznaditi sa /7.,“":
’ 4) [ AP 6 i+ A6+ AR b =0,
| G=t2. k—Lk+L.n Ln; 28 =0, 200, =0
i jednu jednadZzbu za odredivanje nepoznanice X, :
X (A 0 ih + 2 0y + lffq)u 5}3_1,k = 2 AP N
n .
s rjeSenjem:

2 AP N

1
&) 1) (k3 :
Akly Op1 ke + A3 Ok + A1 Opprn

(3)

2) Jedan od koeficijenata 4,1 to prvi, 4", uzet ¢emo jed-
nak jedinici. Iz prve do (k— 1)-ve od jednadZbi (4) moZzemo
pocevsi sa AP =1 rekurzijom odrediti vrijednosti koeficijenata
lék’ do lik).Buduéi da one ne zavise od rednog broja k, oznaédit
¢emo ih opéenito sa 4';, tako da rekursioni obrazac za njihovo
izratunavanje, izveden iz (i — 1)-ve od jednadzbi (4), glasi:

’ 2;— 6;’ i— ]-;—- (3,'.‘ i—
©® @ a = Ll “'j;_ill Lisl o G<K).
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Ostale koeficijente lk+1 do AP proracunat ¢emo iz n —k pre-
ostalih jednadzbi (4), koje su sustav tro¢lanih jednadzbi tipa
(1), i to tako, da ¢emo poceti s proratunavanjem tih koeﬁcije—
nata odozdo prema gore, polaze¢i umjesto od nepoznate vri-
]ednostl A od po volji odabrane vrijednosti A =1; na taj
¢éemo nacin dobiti iz n-te do (k + 1)-ve jednadzbe (4) po re-
kursionom obrascu

™ P = Aig2 6igniqs + Aig1 0iprig1 i n,

— it
koeficijente A1 do A&, . Vrijednost kojega god od ovih koefici-
jenata 4, o¢igledno ée biti povezana s pravom vrijednosti
AP odnosom

-

P 1 “
n—s T U0 s s
2o
pa je prema tome
®) A=A h
Napose je
A= g

. . . ok , N .
a budu¢i da je za vrijednost 2" veé nadeno prorafunavanjem
koeficijenata 4;

W=,
izlazi odatle
Pt
A
i opéenito iz (8)
(9 A = l—’i I
2

Prema tome moZemo rjesSenje (5) za nepoznanicu X, na-
pisati u obliku:

k n
o

\2N, LE;,
1 1h+1

10 X, =t ek

At Otk + Ak Oup + 7 A Ok 1k
k



ili i u obliku:

.k n
Lo Lo
7'7 \T A Ni + ;‘)1 A N;
(102) X, = *
—/' A1 0k 1k + Ax Okr + 124.1 Okp 1k
i

Uvedu li se oznake

[ Ly =41 0p—1s + 4 O4r + 7} A1 Oigik,
an ) :
l Ly = Tj Ah1 Oyt + A O + Aiger Ogpr i,

dobivamo iz (10) i (10a) rjeenje X, u obliku:

.
N Zn;

(12) X, = b + -

Ly Ly

Isporedimo li ovaj obrazac s opéim rjeSenjem (2), dobivamc
neposredno izraze za vrijednosti ¢lanova konjugirane matrice

4
za i < k: i = T,
(2 ﬂk Lk
(13) P
za i >k o=
> Bi L
Zamjenom indeksa i i k dobivamo odatle:
A
za i > k: i ==,
> Bir %
(14)
A
za i < k: i = — .
Bir L
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Kako je zbog simetrije matrice danih jednadzbi (1) prema
glavnoj dijagonali i konjugirana matrica simetritna prema
glavnoj dijagonali, t. j. B = By, izlazi iz (13) i (14):

i i

L. Li’
i
L. L

ili
1 A 1
L py L’

15) .

( 1A 1
Lot i L

Iz prve od jednadzbi (15) dobivamo za i = 1, uzimajuéi u
racun, da je A, =1,
1 I ,,,‘,

(16) —
L. L,

a iz druge zai==nii, =1
(16a) = Ay
Veli¢ine

Iy Ly = Ay 0y + 7 0y,
17 ) ) )
| Lo=Zis dumrn + 4o b

dobivaju se kod proratunavanja koeficijenata 4; ili 4;, po obrascu
(7), ili (6); to su brojnici u izrazima za 4; ili 4,. Prema tome
otpada potreba, da se napose proratunavaju sve vrijednosti
L, i L; po obrascima (11); opée rjeenje (12) dobiva oblik

k n
e AN A X AN
(18) X, = L + Les

Ly L



1z obrasca (16) izlazi dalje za k=n 1 A,==1 (ili iz obrasca
(16a) za k=11 7, =1):

L1
L. Li’
dakle
1oyw Lp=1Li =L

i prema tome dobivamo iz (18) konat¢an obrazac za
ratunanjekojegodnepoznanice Xy, za neko odre-
deno stanje opterecenja:

k

(20) Xe=p (AR AN+ 4N 7N,
1 k41

koji je, kako ¢e se vidjeti na brojéanom primjeru, vrlo zgodan
za tabelarno ratunanje. On se moze oéigledno pisati i u obliku

1 k—1

(20a) Xo=1 (;_j;. >
-1

BN+ 2N 7N,
Tk
Sto moze posiuziti za kontrolu u samom racunanju.
Za ¢lanove konjugirane matrice dobivamo neposredno iz
prethodnog obrasca (20) u vezi sa (2) [ili takoder iz obrasca
(13) i (16)1:

za i < k: Bei =

(21)
@i>k.  fu= A

1) Taj rezultat ima dakako svoje dublje znadenje. Jednadzbe (4) za
odredivanje koeficijenata 'A'; imaju za k==n zbog simetrije matrice
jednadzbi (1) isti oblik kao i analogne jednadZbe za prorafunavanje
koeficijenata 8,; DPo obrascu (2) kao nepoznanica, kad su svi apsolutni
¢lanovi osim ¢lana N, =1 jednaki nuli. Isto tako imaju jednadzbe (4)
za odredivanje koeficijenata 1, za k=1 isti oblik kao analogne jedna-
dZbe za prorafunavanje Koeficijenata ﬁli kao nepoznanica, kad su jednaki
nuli svi apsolutni ¢lanovi osim N, =—1. Prema tome ¢e koeficijenati 4, ili
,Z'i, biti proporcionalni koeficijentima 8, i By Buduéi da je By = By 2
mi smo uzeli 2'; = A, (=1), mora postojati odnos (19).
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Za praktitno izvodenje ratuna konjugirane matrice po-
treban je — zbog simetrije te matrice prema glavnoj dijagonali
— samo jedan od tih obrazaca, koji su takoder izvanredno
zgodni za tabelarno ra¢unanje. Ako je k broj stupca, a ¢ broj
reda matrice, dobiva se po prvom od obrazaca (21) gornji dio
matrice s glavnom dijagonalom, a po drugom donji.

Odnos (19) posluzit ¢e nam s jedne strane kao vrlo korisna
kontrola lan¢anih ra¢una kod odredivanja vrijednosti koeficije-
nata ;i 4 , a s druge strane za dalje pojednostavnjenje brojca-
nih ra¢una. Ponemo li naime lancani ratun koeficijenata 2
mjesto od vrijednosti Ay=1 od vrijednosti

107
(22) Ae =1 - T
uzimajuéi pri tome za r zgodan cio broj — najbolje za jedinicu
manji od broja cijelih mjesta u L — dobit ¢emo lancanim ra-
¢unom koeficijente

(23) 1 = 2,

s kontrolom na kraju ratuna
(24) Ly = 4 0y + 4 0y = 107

Prema tome ¢e biti

pa obrazac (20) za ratunanje nepoznanica dobiva jednostavan
oblik:

(25)

Obrasci (21) za racunanje konjugirane matrice glasit ¢e ovdje

[ za i <k: B — 1077 4 2,

(26) —r 4w
t za i >k By = 1077 4 4



U naroc¢itom sluc¢aju, kad je matrica danih jed-
nadzbi sunetncna i prema sporednoj dijagonali, bit ¢e opéenito
Ay = /.1+\ , pa je prema tome potrebno izvrsiti samo jedan
lan¢ani racun, na primjer racun koeficijenata . Kolona koefi-
cijenata 4 dobiva se inversijom kolone koeficijenata A Ovdje
stoga otpada kontrola lan¢anog ra¢una po obrascu (19); ona u
ovom sluéaju nije ni toliko potrebna.

Praktitna primjena i upetrebljivost postupka

Najprije ¢emo rijesiti pitanje, da 1li je racionalnije racu-
nati nepoznanice po obrascu (2), t. j. upotrebom konjugirane
matrice, ili neposredno po obrascu (20) ili (25).

Uzmemo li, da su svi apsolutni ¢lanovi razli¢iti od nule,
zahtijeva ratunanje nepoznanica po obrascu (25) za neko odre-
deno opterecen;e — ako je ve¢ prije toga izvrSeno odredivanje
koeficijenata i di— svega 4 (n —1) multlphkacua i3(n—1)
algebarskih adicija sa po 2 sumanda, t. j. svega 7 (n — 1) osnov-
nih ra¢unskih operacija.

Radi li se naprotiv po obrascu (2) spomoé¢u konjugirane
matrice, treba, ne obaziruti se opet na ratunanje koeficijenata
4; i 4;, za iznalaZenje konjugirane matrice, koja ¢e posluZziti za
bilo koji broj pojedinih sluc¢ajeva opterecenja, izvrsiti %(n- 1)
multiplikacija, a zatim za svaki odredeni sluc¢aj opterecenja
n? multiplikacija i n algebarskih adicija sa po n sumanada, t. j.

zajedno n (n -+ 1) osnovnih racunskih operacija. Po tome je
na primjer potrebno kod

E oo obr. @ po obr, (2)

s Slai 1 ez 1Zracuna-

Jednadzbi sa | po obr. (25) | (o L Nionsug |za samo izratunavanje
matrice konjug. matrice

4 nepoznanice 21 20 6 osnov. raé. oper.

6 nepoznanica 35 42 15 » » »

8 » 49 T2 28 » » »

12 » ‘ kil 156 66  » » »

Opc¢enito je dakle daleko povoljniji rad po obrascu (25),
po kome se mogu sve prekobrojne veli¢ine prora¢unati naj-
kra¢im putem nezavisno jedna od druge, kao i pri

90



upotrebi konjugirane matrice. Za samo iskori§¢enje gotove kon-
jugirane matrice pri proracunu po obrascu (2), dakle bez obzira
na rad za racunanje te matrice, potrebno je vise (a donekle i
tegobnijih) osnovnih raéunskih operacija nego za rad po obra-
scu (25). Isto vrijedi i onda, kad su samo neki od apsolutnih
¢lanova razliéni od nule. Kod dvostruko simetriéne matrice
danih jednadZzbi razmjer je ne$to manje nepovoljan za racu-
nanje spomo¢u konjugirane matrice.

Izra¢unavanje nepoznatih veliina za odredeno stanje opte-
retenja mozZe se uostalom i po ovom postupku, kao i kod pri-
mjene skratenog algoritma po Gaussu ili supstitucije po
Miiller-Breslauu, izvrsiti i tako, da se izvede samo je-
dan lanéani raéun neodredenih koeficijenata, na primjer Z, pro-
ratuna posljednja nepoznanica po obrascu (12):

@ Xo= - ¥ 4N,
1

b*\»-\

i s njome izracunaju ostale nepoznanice rekurzijom odozdoe
prema gore iz n-te do druge od danih jednadZzbi elasti¢nosti.
Cio racunski rad tako se doduSe smanjuje skoro na polovicy,
ali otpada moguénost kontrole rac¢una u vrijeme samog rada:
kontrolu daje tek na kraju rada prva jednadZba, koja se ne
iskoriSéuje za ra¢un nepoznanica.

Poredenjem izvedbe ratunanja po naprijed izloZenom po-
stupku s radom po navedenim postupcima Gaussa i Mil-
ler-Breslaua dolazimo do ovih zakljucaka:

Za samo ralunanje koeficijenata 4; i 1 treba izvriti nesto
vie osnovnih racunskih operacija nego za poznato odredivanje
eliminacionih koeficijenata #; i #; (2n multiplikacija viSe). Taj
je nedostatak ve¢ donekle ublazen ¢injenicom, da se uvijek
izvode po dvije multiplikacije s jednim multiplikatorom, a ve¢
u sluéaju sistema od pet jednadzbi posve je kompensiran uste-
dom u broju ratunskih operacija kod primjene obrasca (25) za
odredivanje nepoznanica umjesto obrasca (2) s upotrebom kon-
jugirane matrice. S porastom broja jednadzbi odnos postaje
sve povoljniji. Tezim se ¢ini prigovor obrascima za ratunanje
koeficijenata 4, a time i cijelom postupku, da se ti koeficijenti
dobivaju kao nepravi razlomei, jer u obrascima za 4; i 4; dolazi
u nazivniku jedan od sporednih koeficijenata dix. Zbog toga
rastu sukcesivne vrijednosti koeficijenata 4, pa ¢e biti potrebno,
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da se oni ractunaju s veéim brojem znamenaka. Kako se me-
dutim lanéani rafuni u suvremenoj gradevinskoj statici (pa
tako i ratuni eliminacionih koeficijenata u; i i kod naprijed
spominjanih poznatih postupaka), da se ukloni umnoZavanje
pogreSaka, opcenito vrse ratunskim strojem s veéim brojem
mjesta, gubi spomenuti prigovor svoje znatenje. Ako razmjer
izmedu glavnih koeficijenata d; i sporednih koeficijenata dy u
danoj matrici uvjetnih jednadzbi nije suviSe nepovoljan, a to
je svakakp Ve}ika vetina slucajeva, moéi ¢ée se raéunanje koefi-
cijenata 4; i 4; s obzirom na prakti¢no potreban stupanj to¢nosti
u rezultatima ipak vrsiti i spomoéu logaritmi¢kog racunala, $to
¢e nam pokazati i brojéani primjer na kraju rasprave.

Glavna prednost prikazanog postupka sastoji se u jedno-
stavnosti dobivenih obrazaca za proratunavanje nepoznanica i
u njihovoj narotitoj podesnosti za pregledno tabelarno odredi-
vanje. Koeﬁcqentl ik nalaze se po obrascima, kO]l se mogu
smjesta oc¢itati iz matrice danih jednadzbi, kako ¢e biti poka-
zano na praktitnom primjeru. Na kraju dvostrukoga lanc¢anog
ratuna automatski se dobiva kontrola ra¢una. Svi koeficijenti
Bki u konjugiranoj matrici ratunaju se po jednom vrlo jed-
nostavnom obrascu nezavisno jedan od drugoga, po volji
uzetim redom. Kod ratunanja po Gaussu ili Miller-Breslauu
najprije se ra¢unaju po jednom obrascu koeficijenti u glavnim
dijagonalama, a iz njih po drugom obrascu sporedni koeficijenti,
sukcesivnim mnoZenjem s eliminacionim koeficijentima w; ili
;. Dovoljno je zapamtiti jedan od jednostavnih obrazaca (21),
ili (26), ili samo shemu za tabelarno rafunanje matrice f?,
da se smjesta prema definicionom obrascu (2) napiSe opce rje-
Senje (20), ili (25). Nepoznanice se po tim obrascima ratunaju,
kako je veé¢ spomenuto, nezavisno jedna od druge, po volji oda-
branim redom, to je naro¢ito zgodno, ako se radi o prethodnom
ratunanju sustava nosata, gdje veé¢inom nije potrebno odmah
naéi vrijednost svih nepoznanica.

PredloZeni postupak ima dobrih strana i onda, kad se ra-
¢unanje sistema nosa¢a za neko odredeno optereéenje vrsi spo-
moc¢u samo jednog lantanog rafuna, odredivanjem nepoznanice
X, po obrascu (27), a ostalih nepoznanica rekursijom iz danih
jednadzbi. Apsolutni se ¢lanovi ne uvlate u lanéani ra¢un kao

) U vertikalan niz uz matricu napisu se koeficijentid’; do 4',, u hori-
zontalan red nad matricom koeficijenti 4,” do 4,”; multiplikacijom Z," 4,
dobiva se koeficijent By na sjeciStu k-toga stupca i i-toga reda.
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kod primjene Gaussove eliminacije i pogotovu Miiller-Bre-
slauove supstitucije, nego se dobivaju jednostavnim multipli-
ciranjem — koje se vr8i k tome usporedo s multiplikacijama
za odredivanje koeficijenata 4; — i sumiranjem. Time je ne
samo olakSano ra¢unanje, nego je uklonjena moguénost uvla-
¢enja daljih pogreSaka.

Najpodesnije sastavljanje tablica za izvedbu proratuna
pokazat ¢e ovaj

Brojéani primjer
Dana je matrica sistema od osam tro¢lanih jednadzbi ela-

sti¢nosti, kao osnov statitkog proracuna kontinuiranog nosaca
na elastitno okretnim lezistima po sl. 1, s leZidnim momentima

e _— n
A AR 4 =18 t loe 2
(s G i’ g ts } PARZ]
4 Z;L.«i
St 1
e LT T e
- I
} |
- ‘L .
Sl 2
M, ..., M, kao stati¢ki neodredivim veli¢inama. (Tablica I).
Proratunat ¢emo najprije momente M, ..., My od opterecenja

po sl 2, a zatim konjugiranu matricu.

Tablica I pokazuje ujedno i shemu jednadzbi za ractunanje
koeficijenata 4’ (nepoznanice lijevo, apsolutni ¢lanovi dolje) kao
i shemu jednadsbi za ra¢unanje koeficijenata Z; (nepoznanice
desno, apsolutni ¢lanovi gore). Te se jednadzbe prema tome
¢itaju vertikalno.



TABLICA 1

TR TA ‘ My | M| My | Mg | M | Mg —f
L“| o | o 0 0 0 0 0 N\
| 4| N
1 2| M
Ay 15 66 | — 36 A Ny
LAy —36| 66| 15 o A1 N
e 15| 57 |—g7 IR
i ; —27| 63| 18 | N
A 18| es|—27 |4 | N,
A —21| ea|a | N
A \ 0 o 9 ! o 0 o |1

Tablica II sadrzava proralun koeficijenata 2. Ispod slom-
ljene crte, koja ogranifuje prema dolje glavnu dijagonalu, pre-
pisane su iz dane matrice negativne vrijednosti sporednih
koeficijenata d;,;—1; to su divizori u obrascu (6) za proratun
4;.8a Ay =1 pomnoZen je prvi red dane matrice (to su ¢lanovi
desno od stepenaste linije) i upisan u korespondentni red ta-
blice II. Iznad matrice unesen je u koloni 1 brojnik u izrazu
za /'y, t. . /'y 6,; = 57. Divizijom te vrijednosti s koeficijentom
— d,, = 27 ispod slomljene crte dobiven je koeficijent 2’,. Sa
4, je pomnozen drugi i treé¢i koeficijent u drugom redu dane
matrice; produkti su uneseni na korespondentna mjesta tablice
II. U koloni 2 je izvrSeno sumiranje ¢lanova nad slomljenom
crtom, i suma [brojnik u izrazu (6)] razdijeljena sa ¢lanom
1spod slomljene crte (nazlvmkom u izrazu (6) za 72';); to daje
i w1t d. Konatno je nakon izratunavanja koeficijenta 2y su-
miranjem ¢lanova nad slomljenom’ crtom u koloni 8 dobivena

vngednost L, =—117 187,50, iz koje je proratunat koeficijent
10 000
/Ig = — 1 m = —0,5818182.
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U tablici III izvrSen je na analogan nagin pocevsi od tako
dobivene vrijednosti 28 proraéun koeficijenata /l do 7 U po-
sljednjoj je koloni dobivena sumiranjem élanova 1sp0d slom-~
ljene crte vrijednost L”; =10 000,001, te je prema tome pro-
raéun koeficijenata 4; i 4] totan.

Tablica IV sadrzava potpun proratun nepoznatih mome-
nata savijanja M, do M, za slutaj opteretenja po slici 2. U
prve dvije kolone upisane su naprijed proratunate vrijednosti
koeficijenata 4; i 4/, a u treéem stupcu vrijednosti apsolutnih
¢lanova:

o plil _ _ 3pla’ly
Ny= 3 , Ny = N3 = —
N = 3P oo LI 3Pl
Ny=N; = 1 y No=N; = — n , Ny = 4
(p= 1 t/'m)

Stupci (IV) do (X) sadrzavaju sam proratun, kojemu ne treba
objadnjenja.

Tablica V pokazuje potpun proratun konjugirane matrice.
U stupcu lijevo kraj matrice upisane su redom vrijednosti
koeficijenata 4;, a u redu iznad matrice vrijednosti koeficijenata
4, . Multiplikacijom jedne vrijednosti zl'k',’s koeficijentima 4;, do
i==k, dobiveni su koeficijenti 8;; u gornjem dijelu konjugirane
matrice, zajedno s koeficijentima na glavnoj dijagonali.?)

Svi brojéani ra¢uni izvrSeni u tablicama I do V ponovljeni
su nezavisno i spomoéu logaritmi¢kog rac¢unala duZine 50 cm.
Razlike tako dobivenih rezultata prema taénim vrijednostima
iznose kod ¢lanova konjugirane matrice 1—2%,, kod neposred-
no po shemi tablice IV proradunatih nepoznanica isto tako
1—2%,, izuzetno 3%,. Radunanje s pomoéu logaritmi¢kog ratu-
nala dalo je prema tome, s obzirom na potrebe prakse, viSe nego
dovoljno toéne rezultate.

3) Proradun je izvrSen namjerno po obrascima (25) i (26), da se
pokaZe njihova praktitna primjena, U konkretnom sludaju time stvarno
nije postignuta usteda u radu, jer se zbog specijalnih vrijednosti koefi-
cijenata nepoznatih u danim jednadzbama dobivaju za koeficijente A°
vrijednosti daleko pogodnije za radunanje, nego Sto su vrijednosti 7”',_
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TABLICA IIL

Proraéun koeficijenata 4"

- N
X |
;\f 1 2 3 ' 5 6 7 8
1 13264,350 27 232,7078
i
2 —3264,349 | 6981403 | — 15 | 120,9018
i
3 608.281  -—2676,480 36 ~~ 40,55272
4 . 82,953 | —1582080 | — 15 - 23.97091
; "\ _
s 122,182 464,2909 27 8,145455
z N
6 | ~-104,7273 244,3637 | — 18 3,878783
7 [ —24,4364 | —85,52729 27 - 1,357576
!
8 15,70808 | — 38,65455 -— 0,5818182
\ |
10000,001 6283,112  — 1813,527 | — 1459.898 | 359.5636 | 219,9273 | — 69,81820 | — 36,5455
[ i i !




TABLICA IV

|

] k
il P | N, 2N, S AN,
. ! | 1
i | \
i |
m ) | (1) av) = (1 - (am )
1 1.0 eag707s | — saavs | —  sas7s | —  s437s
2 2l | 1209018 j — 253125 | — 534372 | — 6187,47
3 |— 62 — 40,56272 — 253125 15 749,99 9 562,52
4 |— 10527 | — 23,9709 — 2531,25 26 648,49 36 211,01
5 31,38 8145455 | — 2531,25 | — 79453,15 | — 43242,14
6 60,416 3878789 | — 648,00 | — 89150,02 82 392,16
7 |— 164,3750 | — 1,357576 | — 648,00 106 515,00 24 122,84
= T |
8 |— 3432639 | — 0581818 = — 135000 463 406,27 487529,11 |
— — (tm?2) (tm?2; (tm?2)
TABLICA V
102 4, =
S~ 5 !
1\/2 232,7079 120,018 — 4055272 | — 23,97001
L )
1,00 2,327079 1,200017 | — 0,405527‘2 —  0,239709
2,1 2,552372 | — 0856114 | — 0506053
— 62 2,523981 1,491524
— 10,527 2,523604
31,38
60,416
— 164,3750 |
.
— 343,2639 | |
1 2 3 4
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Prora¢un nepoznaanica M,

i M, =
i n i k n 4 [ 4 l:
27N |y aty, i AN ot x| (’Z" 2 AN,
| ket 1 k+1 .
E Ay A N,)
| k+]
vp = () - i v w_(:'(‘:f; :"(v) 10_4“:)) jvm ) (Vi + (%)
(—106347,20)  (—360521,01) | — 196347 | — 164174 | — 360521
30603268 | —16417372 | — 748076 | + 29,0481 | — 448595 |
 102649,07 14185896 | — 887786  — 243978 | — 63,1759
T 6067637  + 3920089 | — 868011 | 22,5094 | — 64,2017 |
T 2061818 | — 2146648 | — 352027 | — 26627 | — 87,8854
— 251346 | — 84830 | — 31,8532 | 100603 | — 218978
879,71 166516 32740 — 12,9108 | — 161857
785,45 785,45  — 28,3653 - — 28,3653
i {t mzi)wml (tm?) ) (tm) ! (tm)r I W(im) o
Konjugirana matrica
10224 (m)
51454565 3,878789 '! — 1387576 | — 0,581818
0,081455 0038788 | — 0013576 | — 0,005818 1
0171860 | 0081886 | — 0028660 | — 0012288 | 2 |
| — os0eE9 | — opaaa7 | 01084471"": 0,036252: N
| — 0857536 | — 0,408350 0142922 0,061263 4
| 2856767 | 1,217507 | — 0426127 | — 0182626 5
[ 2,343434 | — 0820201 | — 0351515 | 6
2,231512 0956364 | 7
{ 0997172 8
% 5 6 7 } 8 N

(Promijeno na sjednici Odjela 21 matewm., fiz. i tehn. nauke 12. IT1. 1948.)
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Dr. FRANJO 1. HAVLICEK

O PROBLEMU PROMJENLJIVE
KONSTANTE GRAVITACIJE

Ovaj pokus$aj diskusije o utjecaju promjenljive konstante
gravitacije uglavnom na Friedmannove jednadzbe polazi od
nekih opé¢ih pretpostavaka.

Pretpostavke. Gradnja svemira je problem, koji je sam
sobom zanimljiv, ali isto tako i vaZan za opcu fiziku. NaSe da-
nadnje znanje ograniCuje se na neke ekstrapolacije, uglavnom
na temelju opée teorije relativnosti, i na neke markantne efekte,
kao na pomak spektralnih linija prema crvenom udaljenih
spiralnih magla, koliko je pristupatan nasim teleskopima, i
konstantnu srednju gusto¢u u svemiru. Pomak spektralnih linija
obitno se tumadi kao Dopplerov efekt, i ovo tumacenje trazi
brzine udaljenth spiralnith magla, koje mozemo usporedivati s
brzinom svjetlosti. Te velike brzine traze i goleme kineticke
energije, a nije nam poznato, iz kojeg rezervoara dolaze ove
energije. No pomak spektralnih linija prema crvenom mozemo
tumaciti i kao efekt jakih polja gravitacije, U ovom smislu
pokuSat ¢emo ovdje da damo sliku svemira.

Zavisnost konstante gravitecije od vremena. Kako spektri
udaljenih spiralnih magla pokazuju veliku sli¢nost sa spektrima
bliskih magla, moramo uzeti, da se ove magle sastoje od iste
vrste zvijezda. Ho¢emo 1i zato tumaciti pomak prema crvenom
kao efekt gravitacije, moramo tamo pretpostavijati vecéu
konstantu gravitacije, odnosno vremensku zavisnosf konstante
gravitacije. Fizikalna dimenzija konstante gravitacije f jest
cm? gr—t sec™. Ako ¢emo upotrebljavati samo donekle pristu-
paéne veli¢ine, mora se uzeti, da je

1
@ f o= T

gdje je T vrijeme od momenta, kada se neki dio svemira
stvorio, a ¢ je gustota svemira, koju smatramo konstantom u
skladu s dosada$njim mjerenjem. Za prilike naSega galaktitkog
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sustava T je ca. 10! god., odnosno 3.10' sec. Konstanta je
gravitacije 6,7-107® cgs; dakle je prema (I) gusto¢a svemira

1 1

T Fr T 67108 -9 10%
Ova je veli¢ina u skladu s prakticnim procjenama, koje daju
10726 do 1073° gr/cm?.

Princip kosmogonije. Elektromagnetski valovi, a vjerojatno
i polje gravitacije, $ire se brzinom svjetlosti. Prostor svemira
siri se dakle stalno tom brzinom. Pretpostavljamo li, da je
gustoéa ¢ konstantna, pretpostavljamo, da se trajno mase
materijaliziraju na rubu svemira, ako on nije u sebi zatvoren.
Ekstrapoliramo 1i unatrag, moramo poceti s nekom prvom
jezgrom materijalizacije, oko koje se svemir razvija.

Linijski je element u trodimenzionalnom euklidskom pro-
storu, koji je zakrivljen po Cetvrtoj dimenziji, radiusa zakriv-
ljenosti R == R (T) ovaj:

ds® = —c*dt’ - RdX? + R®sin® X d 92 4- R? sin® X sin* ¢ d ¢*
ili, uvrstivii X = x,; ¥ =xy; @=1y; ct = x,:
ds® = g,y dx,® + g dixy? + gsadan® + gy da?.

Iz toga linijskog elementa izlaze Friedmannove jednadzbe

=1,7 - 107# gr/cm’

1
Gy — o ik G —2g,; =

1 [/dR\? d*R ;
! 14— [(E’f) +2R'd¢fz]““Rzl (i=k=1)

Postupat ¢emo u smislu opée teorije relativnosti, stavimo

7 f

i %= gcz’ , dakle u nasem slucaju = —==8a/c?.1/p T?,

xT”:_uBéR i xT,,=xg, azap=20
3¢t 3 (dRy 6 AR,
R Rﬂ(dT) TR ar T °*C
3¢ 3 dR\? . 2 2
B +R2(dT) =Act+xoct.
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Suptrakcijom izlazi diferencijalna jednadzba
1 d*R 1 in 1

_ = A —

R dT* ~ 3 R

Geometrijska diskusija daje za ovu jednadzbu rjeSenje

d’ — ERN —
dTZr“constRzaT 2Ty, R=ce

j=v}

Procjenjujuéi kosmolodke konstante / nailazimo na tegkoce,
jer moramo nesto kazati o materijalizaciji, koja se vrsi ovdje
diskontinuirano zbog pocetnih negativnih R. Dijelimo li na
primjer masu protona 1,7-1072* s p, izlazi volumen 10*' cm?,
odnosno neka linearna dimenzija veli¢ine oko 14 cm.

S relacijom r=c¢T nalazi se u smislu principa Sirenja
prostora od pocetne jezgre T,, 14/3-100=5.10""" sec, a /
prema

1, 4n 1 , __  4nm
3¢ g g2 =0 fTATY
Neki veéi T, daje, dakako, manji 4, manji T, veéi 1.
Analogni trodimenzionalni model svemira imao bi oblik:

= 0,05

R ec}’f/}f lokal

Kako R eksponencijalno raste, nastali bi znatni efekti zakriv-
ljenosti samo na rubu svemira. Prema A. Haasovoj relaciji
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energija je mase svemira po prilici jednaka negativnoj energi:
gravitacije masa svemira., Zakon energije ne ¢ini dakle u ovc
teoriji teskoce, jer se bilancija energija stalno izjednaduje.

Pomak spektralnih linija. Prema Chandrasekharovoj for
muli postoji izmedu mase m i radiusa p zvijezde priblizn
relacija

p A2 m' .
Kako sa spiralnih magla dolazi uglavnom svjetlost G-zvijezde

mozemo napisati formulu za pomak spektralnih linija prem
crvenome zhog polja gravitacije

dp=Adm o Im

- A = m"—’f'* = om'l

pet omif

dakle

Ty == A2

Za Sunce je pomak prema crvenom A2 — 0,012 A kod 6000 Z
Vrijedi dakle

Ay €1 ¢ 42, ¢ cdl
I VA N R VY /1( 72 Rl A
odnosno
_cd2 o 3-100.12.10%
Av= T te dw, = e o = 10",

U ekstremnim slutajevima je .f /=290 A kod 3890 A, dakl

3.100.29.10° .
Ay = TTT3890% 10-10 = 5,7-10".

Ako je sada T, = 10" god., onda je

T 10% - 1,;2 - nekoliko godina.

ok = A

Za udaljenost D naSeg sustava od drugoga s pomakom frekven
cije, koji odgovara vremenu Tk, pa, ako je na$ poloZaj centre
lan, vrijedi

D D s
— -+ Tlok 4 —=T, ili D= < (T — Tl(,;;)J
c C 2 .
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D= ; (10‘“—10‘-** h%f) godina svjetlosti.

Te ekstrapolacije daju samo red veli¢ina. No svakako bismo
norali o¢ekivati promjene ekstremnih spektra u dogledno vri-
eme. Hubbleova relacija traZila bi razmjerno malene promjene
a veoma udaljene spiralne magle (Novi teleskop s promjerom
» m u Kaliforniji morao bi nam pokazati rub svemira, odnosno
isimetrije s obzirom na kuglinu simetriju, jer mozemo pret-
rostaviti, da se ne nalazimo bha$ u sredistu svemira).

Spiralne magle. Spiralne magle vjerojatne nastaju zbog
contrakcije prvobitnog plina. No spiralna se struktura moZe
1 okviru ove teorije tumaciti jakom zakrivijeno$éu ruba sve-
nira i brzom promjenom te zakrivljenosti ba$ na potetku kon-
rakcije. Za masu spiralne magle uzimamo da je ca 10** gr,
adius r ca 2000 parsec — 6. 10% cm.

Kutna brzina vanjskih dijelova izlazi iz

= mf -, 10%-6,7-108

= Pom oIS 8 107 te g = 0,6 10716
@ o za @ 022 10" 3-1 ¢ ==0,6-10

Ja 1017 sec rotira dakle magla za

T 1 [
U= = 0,6-107%- 0 ~= 1.
T 27

Yazdjeljenje zvijezda odgovara toj procjeni.

Konstanta drugog Keplerova zakona je za vanjske slojeve

c=r-p=12@==36 - 102206 10710 = 22 - 10% cm® sec.

‘a radius u vrijeme T = 10 sec nalazi se

> 02
e

= __.m
o T oeTEt
akle
r o= T2 gici
m
akle
L, L7-1072.5. 105 .
r= 10" L 10 5719,,,., 210" em.

10%



Omjer radiusa r,,'" i 7,,'® iznosi 1:10% Sto znatno reducira
prosjetnu udaljenost pojedinih zvijezda, a to je i potrebno za
tumadenje razmjerno velikog broja dvostrukih zvijezda. Skoro
sve moderne teorije dvostrukih zvijezda pretpostavljaju kao
uzrok postanja njihova bliske prolaze medu zvijezdama.

Suncani sustav. Udaljenost je nekog plansta od Sunca
p gz €6
m
Omjer radiusa za vremena 10'7 i 10'® sec bit ¢e dakle 1:100.
Planet Pluton trebalo bi da se nalazio u vrijeme 10'® sec udaljen
ca. 0,4 danaSnjega radiusa puta Zemlje oko Sunca, to jest u
danas$njoj udaljenosti planeta Merkura. Kako ono, §to vrijedi
za danasnje nazore o kosmogoniji dvostrukih zvijezda, vrijedi
i za suncani sustav, ova je teorija prikladna i za tumacdenje
suncanog sustava.
Zanimljive su posljedice te teorije za problem Mjeseca.
Keplerova konstanta je s obzirom na Zemlju 4.10% cm?/sec.
Radius je njegova puta dakle

1,7 -1078.16-10%
55 - 10%°

r=T> =4,9.107% . T2,

Mjesec bi se raspao svakako, ako vrijedi relacija

m
T
72

M
7{2’ f - fr
gdje je M masa Zemlje, R udaljenost povrsine Mjeseca od sre-
dista Zemlje, m masa Mjeseca i r njegov radius.
Dakle za minima'nu udaljenost R’

M ) 1 .
e e =17-10"Y.. S =154 10" cm.
B=ryn v 0,0122

Udaljenost sredista Zemlje i Mjeseca je prema tome 17,1.10%
cm, ¢emu odgovara vrijeme

1,54 107
4,9 107%
Mjesec nije dakle mogao biti pratilac Zemlje dulje od

30 10" —56- 10" = 2,4 - 10" sec.

T2 = =0,31- 10" jli T=15,6"-10" sec.

Ovaj je rezuitat u skladu s vjerojatno ekstraterestrickim pori-
jeklom Mjeseca. .
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Zakljucak. Da se diskutira utjecaj promjenljive konstante
gravitacije, uvodi se, pored relacije izmedu konstante gravita-
cije, gustote svemira i galakti¢koga vremena, koja u okviru
danas$njih mjerenja daje ispravne rezultate, princip kosmogo-
nije, koji tvrdi, da se svemir radijalno §iri iz jedne jezgre brzi-
nom svjetlosti, pri ¢emu se mase materijaliziraju s prosje¢hom
gustoé¢om svemira. Ovaj princip kosmogonije je potreban, jer
se ne mogu bez njega tumaciti razli¢ita lokalna vremena odno-
sno pomak spektralnih linija prema crvenom iz jakih polja
gravitacije udaljenih spiralnih magla. Kako je prema A. Haaso-
voj relaciji energija mase svemira po prilici jednaka negativnoj
energiji gravitacije masa svemira, ne donosi ni zakon energije
teSkoce. Primjena pretpostavaka na Frizdmannove jednadzbe
pokazuje diskontinuiranu materijalizaciju maséa, koja je u vezi
s kosmoloskom konstantom. Iz oblika ruba svemira moZe se
tumadciti spiralna struktura magla, a posljedice za galakticki
i sun€ani sustav u skladu su s danasnjim nazerima o postanku
dvostrukih zvijezda i planeta. Hubbleova relacija nije u okviru
ove teorije linearna, i ta teorija trazi razmjerno brze promjene
u spektrima vrlo udaljenih spiralnih magla.

(Primljeno na sjednici Odjela za matematicke, fizicke
i tehnicke nauke dne 1. IV, 19}8.)






Dr. VILIM NICE

O STROFOIDALI I PROSTORNOJ KRIVULJI
4. REDA NA KUGLI

U v od: Odaberimo u ravnini po volji tri tocke S, S, 1 5.,
a totkama S;, S, neka je odreden pramen kruznica (S, S.).
Totka S neka je vrh pramena pravaca, koji je projektivno
pridruzen pramenu (S, S.) kruznica tako, da svaka zraka pro-
lazi sredi$tem njoj pridruZene kruznice. Proizvod ovih dvaju
pramenova bit ¢e cirkularna krivulja 3. reda roda prvoga, ako
totke S,, S, ne padaju skupa, kojoj je totka S Cetverostruki
fokus!. Uz realan par rastavljenih to¢aka S, S, raspada se ova-
kova krivulja u dva dijela. K. van Rees nazvao je ovu krivulju
fokalnom krivuljom, dok ju M. Lagrange zove strofoidalom,
a tako ¢emo je i mi zvati. Ovom krivuljom bavilo se osim spo-
menutih 1 dosta drugih matemati¢ara, kao Chasles, Schroter,
Durege, J. Steiner i drugi, koji su otkrili mnogo njenih osobina,
po kojima se ona raziikuje od ostalih cirkularnih krivulja 3.
reda. Postoje medutim jo$ neka njena zanimljiva svojstva, koja
spomenuti pisci, ¢ini se, nisu zapazili, ili ne barem u ovakvom
obliku, a koja ¢emo mi u ovoj radnji izvesti pomocu vrlo jedno-
stavnih sredstava. Kao specijalan slu¢aj ovakve krivulje javlja-
ju se strofoide, pa ¢e naSa razmatranja bitl prenesena i na te
krivulje. Svaku cirkularnu krivulju 3. reda mozemo smatrati
sterengrafskom slikom neke prostorne krivulje 4. reda na kugli.
Na temelju toga prenest ¢emo nadene osobine i na kugline
prostorne krivulje 4. reda.

1. Uzmimo u uvodu spomenute toc¢ke S, S; 1 S, kao zadane
nosioce spomenutih pramenova. Na simetrali m duZine S, S.
nalaze se srediSta svih kruznica pramena (S; S,). Povutemo li
totkom S bilo koju zraku i njome presije¢emo pravac m u tocki
M, tada kruznica, koja prolazi totkama S,;, S., a sredite joj
je u tocki M, sije¢e tu zraku u to¢kama nase strofoidale k (vidi
sliku). Poznata je ¢injenica, da se totke S, S; i S, nalaze no
toj krivulji. Uzmemo 1i u pramenu kruZnica (S, S,) onu kru-
’nicu ¢, koja prolazi to¢kom S, tada ¢e se u to¢ki S, na pridru-

! G. Loria: Spezielle algeb. und transc. ebene Kurven, Bd. I, str. 35



zenoj zraci ove kruznice, nalaziti dvije to¢ke krivulje k. Kru-
znici ¢ u pramenu (S; S,) pridruzena je zraka t u pramenu
pravaca (S), pa ¢e prema tome ta zraka biti tangenta krivulje
k u tocki S. Treéu totku krivulje k na toj zraci t oznatimo s
G. Zraka t sijeCe prema tome krivulju k u to¢ki G i tangira u
to¢ki S. Povucimo to¢kom S tangente na krivulju k. Osim jed-
nog para obi¢nih imaginarnih tangenata postoji tu i par izo-
tropnih tangenata®, t. j. ove posljednje imaginarne tangente
diraju krivulju k u apsolutnim to¢kama ravnine. Diralifte jedne

tangente, povulene iz totke G na krivulju k, mora takoder
lezati na tom neizmjerno dalekom pravcu, jer to izlazi iz po-
znate Cinjenice: Ako meki pravac sije¢e krivulju 3. reda u tri
realne tocke, a iz ovih povuéemo tangente na tu krivulju, tada
po tri dirali§ta ovih tangenata leZze opet na jednom pravcu?.
U naSem smo sluéaju krivulju presjekli pravecem t u tri tocke,
od kojih dvije padaju zajedno u tocki S, a trecta je totka G.
Prvim dvjema povucene su izotropne tangente s diraliStima u
apso.utnim to¢kama ravnine, dakle mora po upravo navede-
nom stavku i diraliSte jedne tangente, povulene iz totke G,
imati svoje diraliSte u neizmjerno dalekom pravcu ravnine. Iz
toga izlazi, da je ova tangenta t, asimptota, dakle je totka G

2 G. Loria: Cit. pod 1), str. 34.

# H. Durége: Die ebenen Curven dritter Ordnung, ¢l. 383, str, 210.
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glavna toc¢ka* krivulje k. Buduéi da se neizmjerno daleka tocka
krivulje k nalazi na onoj zraci pramena (S), koja je okomita
na spojnici S, S, (pravac je S; S, naime kruznica pramena {S,
S.), kojoj je srediSte neizmjerno daleko); tada mora biti i
t, LSy S, t j. t Im

Produzimo 1i spojnicu S; S do pravea m, a ovo sjeciste
uzmemo kao sredi$te nove kruznice u pramenu (S, S,), tada
u totki S ima ova kruznica i krivulja k dvije totke zajednitke,
t. j. tangenta t, ove kruznice je i tangenta krivulje k u toj
toc¢ki. Bududi da je t; L S, S, a duzina SG promjer kruZnice c,
to mora i tangenta t, krivulje k u toc¢ki S prolaziti tockom G.
Posve analogno prolazi totkom G i tangenta t, krivulje k u
tocki S,. Tockom G idu dakle ¢etiri tangente krivulje k, naime
t, t,, t,, t; pa zato njihova diralista S, S,, S, i neizmjerno
daleka totka S, krivulje k ¢ine totki G pridruZenu ¢etvorku
korespondentnih to¢aka (Punktquadrupel)®.

Za ovakvu ¢etvorku totaka izvest ¢emo sada jednu njihovu
osobinu, koja ¢e nam kasnije trebati. Znamo, da tangente kri-
vulje u tockama neke Cetvorke korespondentnih totaka prolaze
jednom i istom totkom G te krivulje. Spojimo po dvije totke
ovakve Cetvorke i presijecimo tima dvjema spojnicama nasSu
krivulju k u totkama L,, L,. Iz poznatih svojstava krivulja 3.
reda proizlazi, da ¢e tangente krivulje k u totkama L,, L, pro-
lazitl sjeci$tem te krivulje s njenom tangentom u tocki G.
Toc¢ke L,, L, mogu biti ili obje na ovalu ili obje na beskonaéno
dugom dijelu krivulje k. Radi Sest moguéih spojnica postoje
tri ovakva para totaka L,, L, od kojih je uvijek jedan na
beskonacéno dugom dijelu, a dva na ovalu. Buduéi da je za
svaku realnu ¢etvorku korespondentnih totaka totka G uvijek
na beskonatno dugom dijelu, a na tome se dijelu nalazi i gje-
cite krivulje k s njenom tangentom u totki G, to svaki par
tocaka L,, L, mora biti jedna i ista to¢ka. Iz svake to¢ke na
beskonatno dugom dijelu krivulje moZemo naime povuéi samo
dvije tangente na oval i samo dvije tangente na beskonaéno
dugi dio te krivulje, a ne Cetiri odnosno tri, kako bi to bilo,
kada bi totke L,;, L. bile rastavljene. Vidimo dakle, ako tocke
neke ¢etvorke korespondentnih to¢aka u parovima spojimo, tada
se tri dobivena medusobna sjecista tih spojnica nalaze na toj
krivulji. Ovu ¢injenicu spominje veé i J. Steiner, ali bez dokaza.

Oznatimo na nasoj slici kutove, $to ih ¢ine pravci t, ¢, t, t,
ikutS,; 8,8 sa, «,1ia Buduci dajeSS, Lt, 18,5, Lt, izlazi,

4 G. Loria: Cit. pod 1), str. 33.
* H. Durege: Cit. pod 3), ¢l. 378, str. 207.



da je «,=a. A kako se vrhovi S., G nalaze na istoj kruznici,
kojoj je SS, tetiva, izlazi, da je «, == «. Odavle konatno pro-
izlazi, da su kutovi «,, a, jednaki.

K. van Rees, a kasnije 1 J. Steiner nasl su, da se ovakve
krivulje k mogu definirati i kao geometrijsko mjesto tocaka,
iz kojih se dvije zadane duZine vide pod jednakim kutovima®.
Uzme li se u racun i suplementni kut, tada je pokazao J. Stei-
ner, da postoje dvije takve krivulje.

Vet iz definicije ovakvih krivulja po K. van Reesu i Stei-
neru izlazi, da su u krajnjim to¢kama ovakvih duzina odredene
i njihove tangente u tim totkama, a na njima se nalaze i sva
tri sjeciSta parova spojnica u parovima spojenih zadanih Ceti-
riju krajnjih tocaka, jer i ta sjeciSta zadovoljavaju definiciju.
Iz jednakosti kutova @ = a; = a, kao i ¢injenice da toéke S, S,,
S, 1 S, ¢ine ¢Cetvorku korespondentnih tocaka izlazi, da sve
navedeno vrijedi i za nasu krivulju k odnosno njene tocke S,
S, S,y S,. Nada krivulja k je prema tome i geometrijsko mjesto
to¢aka, iz kojih ¢e se obje duZine omedene tockama S, Sy, S,, S,
vidjeti pod jednakim kutovima, jer se spomenuto geometrijsko
mjesto kao krivulja podudara s krivuljom k u vise od devet
tocaka.

Uzmemo li prema tome duzine SS, i S.S. kao zadane, tada
mozemo nasu krivulju k shvatiti i kao geometrijsko mijesto
to¢aka, iz kojih ¢e se ove dvije duzine vidjeti pod jednakim
kutovima.

Znamo, da totke S, S;, S, 1 S, ¢ine ¢etvorku korespondent-
nih to¢aka krivulje k, pridruzenih to¢ki G na toj krivulji, a za
svaku cetvorku ovakvih totaka postoji ovaj poznati stavak:
Ako iz neke totke krivulje 3. reda povuéemo sve Cetiri tangente
na tu krivulju, a Cetiri dobivena diralista spojimo s bilo kojom
to¢kom te krivulje, tada ove spojnice sijeku krivulju u takve
dalje cetiri tocke, da ¢e njene tangente u tim to¢kama prolaziti
opet jednom tockom te krivulje?. Spojimo li prema tome bilo
koju to¢ku K krivulje k s totkama S, S;, S., S, 1 tim spojni-
cama presijetemo krivulju k, tada nastala Cetiri sjeci$ta ¢ine
opet ¢etvorku korespondentnih totaka pridruZzenih nekoj tocki
na krivulji k. Putujemo li neprekinuto s to¢kom K po krivulji
k, dobit ¢éemo svih oot ¢etvorki korespondentnih to¢aka na ovoj
krivulji. Realne ¢etvorke korespondentnih tolaka daju uvijek
njima pridruzenu to¢ku G (njom prolaze tangente krivulje u
tim totkama), koja se nalazi na onom dijelu nase dvodijelne

Steiner: Gesam. Werke, Bd. II., str. 487.

6 J.
7 H. Durege: Cit. pod 3), str. 210.
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krivulje k, na kojoj se nalazi njena realna neizmjerno daleka
to¢ka. Nazovimo ovaj dio krivulje k njenim beskonaéno dugim
dijelom. Na ovom dijelu nalaze se uvijek dvije tolke svake
realne Cetvorke, dok se preostale dvije nalaze na ovalu krivulje.

Na temelju malo prije spomenutog stavka smo vidjeli, da
se iz naSe c¢etvorke S, Sy, S., S, korespondentnih to¢aka moze
dobiti svih ool takvih ¢etvorki N, Ny, N,, N, na naSoj krivulji.
Neka je jedna takva Cetvorka nastala pomocu neke totke K iz
tocaka S, S,, S., S,. Potrazimo li sada geometrijsko mjesto
tocaka, iz kojih ¢e se duzine NN,, N,N, vidjeti pod jednakim
kutovima, to ¢e se na toj krivulji sigurno nalaziti totke N, N,
N, N, i K, kao i apsolutne to¢ke ravnine. Spojimo 1i tocke
N, N, N,, N, u parovima, tada se i sva tri sjeciSta tih Sest
spoinica nalaze na toj krivulji, jer se spomenute duZine i iz
tih sjecita vide pod jednakim kutovima. Ali ovih deset to¢aka
nalazi se i na na$oj krivulji k, dakle je to jedna i ista krivulja,
jer je iskljuena i moguénost pramena takvih krivulja, kao
kada bi ova bila odredena samo sa devet toCaka.

Sto vrijedi za Cetvorku totaka S, S, S,, S, vrijedi prema
tome i za svaku drugu realnu ¢etvorku korespondentnih totaka
na krivulji k. Mozemo dakle za naSu krivulju k napisati ovaj
stavak:

Spojimo li parove tocaka neke cetvorke korespondentnih
to¢aka na strofoidali u dvije duZine, tada se ove duZine vide
pod jednakim kutovima iz svake tocke ove krivulje.

Ovaj stavak zapravo je ve¢ poznat u drugom obliku nekim
starijim autorima (na pr. H. Schréteru), ali izveden i izrefen
na ovaj nac¢in vodi nas on direktno do novog, dosada ¢ini se
nezapazenog stavka. Buduéi da nade duzine mogu biti i tako
postavljene, da se jedna nalazi u ovalu, a druga u beskonacno
dugom dijelu, a te se vide pod jednakim kutovima iz svake
totke beskonatno dugog dijela, dakle i iz one totke G, u kojoj
se sastaju tangente te krivulje u totkama cetvorke, izlazi odavle
eto 1 na$ nagovijeSteni stavak, koji je zapravo veé¢ sadrzan u
gornjem stavku:

Oba dijela dvodijelne strofoidale vide se iz svake tocke
njena beskonaéno dugog dijela pod jednakim kutovima.

2. Odaberemo li pramen kruZnica (S;S,) u to¢. 1. tako,
da ove dvije totke padnu skupa, t. j. sve kruznice ovog pramena
imaju zajednicku tangentu i diraliste, tada ovakav pramen
kruznica i pramen pravaca (S), projektivno pridruzeni na opi-
sani nacin, daju kosu strofoidu®. Ako se to¢ka S nalazi na

* H. Wieleitner: Spezielle ebenen Kurven, (Sam. Schuhb. LVI), str. 38.



spomenutoj zajednitkoj tangenti, onda je nastala strofoida
uspravna. Vidimo dakle, da su strofoide samo specijalni slu-
tajevi strofoidale. Od Cetiri tangerfte ove krivulje, povutene iz
neke totke na toj krivulji, padaju dvije skupa, t. j. kod stro-
foida prelaze u spojnicu s dvostrukom toc¢kom, jer dvostruka
toc¢ka je ono mjesto, koje dijeli oval od beskonaéno dugog dijela
ove krivulje.

Na temelju dosadasnjih na§ih izvoda i zakljucaka kod stro-
foidale moZemo prema tome i za kosu i za uspravnu strofoidu
napisati ovaj stavak:

Spojnica svake toc¢ke uspravne ili kose strofoide s njenom
dvostrukom tockom raspolavlja kut tangenata ove strofoide
povulenih ovom to¢kom.

Odavle direktno izlazi i poznata &injenica, da su tangente
strofoida u dvostrukoj toc¢ki medusobno okomite.

Definiramo i strofoidalu kao geometrijsko mjesto tolaka,
iz kojih se dvije zadane duZine vide pod jednakim kutovima,
tada ¢e ova krivulja prije¢i u strofoidu, ako zadane duZine
imaju jednu zajednitku krajnju tocku. Strofoidu moZemo pre-
ma tome definirati i ovako:

Strofoida je geometrijsko mjesto tofaka, iz kojih se dvije
iste stranice nekog zadanog trokuta vide uwvijek pod jednakim
kutovima.

Parovi konjugiranih totaka na nekoj krivulji 3. reda roda
nultoga su diraliSta tangenata ove krivulje povucenih iz tofaka
te krivulje. Ovi parovi analogni su ¢etvorkama korespondentnih
totaka na krivuljama 3. reda roda prvoga. Primijenimo 1li nasa
dosadasnja razmatranja na strofoidali u to¢. 1. na obi¢ne stro~
foide, u vezi s parovima njenih konjugiranih tocaka, tada za
ove mozemo izre¢i i ovaj stavak:

Spojimo li bilo koji par konjugiranih toéaka strofoide s bilo
kojom mjenom toékom, tada spojnica ove tocke s dvostrukom
tockom te strofoide raspolavlja uvijek nastali kut.

Iz ovoga stavka izlazi poznata &njenica, da tangente ovih
krivulja u dvostrukoj to¢ki raspolavljaju oba kuta, $to ga ¢ino
spojnice svakog para konjugiranih to¢aka s dvostrukom to¢kom.
Ove su medu sobom okomite tangente dvostruke zrake involu-
tornog pramena zraka, §to ga Cine spojnice dvostruke tocke s
parovima konjugiranih tocaka.

O strofoidama postoji obilna literatura, naro¢ito starijeg
datuma, pa su opisana svojstva tih krivulja bila po svoj prilici
poznata nekim autorima. No njihov je put do otkri¢a bio vje-
rojatno razli¢it od naSega, a za nas su izvedena svojstva od
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osobitog znafenja upravo zato, §to smo ih na tim krivuljama
izveli kao na specijalnom sluéaju strofoidale. Da je strofoidala
zapravo posve opéena strofoida, naSao je ve¢ M. Lagrange.

3. Rezultate nasih razmatranja na strofoidama i strofoida-
lama u to¢. 1. i 2. prenest éemo sada i na neke prostorne kri-
vulje 4. reda. Na ravnini naSe krivulje k postavimo kuglinu
plohu tako, da ona stoji upravo na tofki S nase slike. Dijame-
tralno iznad toCke S postavljenu tocku O na toj kugli uzmimo
kao srediSte stereografske projekcije ove kugle na ravninu kri-
vulje k. Projiciramo li krivulju k iz tocke O na ovu kuglu, tada
¢e nastala krivulja na kugli biti prostorna krivulja 4. reda (ci-
klitna krivulja). Realna neizmjerno daleka to¢ka krivulje k
projicira se u tocku O. MoZe se vrlo jednostavno pokazati, da
ova krivulja moze nastati i kao potpuni prodor s jednoplodnim
hiperboloidom, koji je nastao kao proizvod dvaju projektivnih
svezaka ravnina, kojima su osi spojnica SO i spojnica slika
totaka S;, S, na kugli. KruZnice pramena (S; S,) moZemo sma-
trati stereografskim slikama presje¢nih kruznica kugle s ravni-
nama ovoga drugog sveska, dok su pravci tocke S stereografske
slike presje¢enih kruznica kugle s ravninama sveska osi SO.

Poznato je, da se cikli¢na krivulja 4. reda na kugli proji-
cira stereografski u cirkularnu krivulju 3. reda onda, ako je
centar projiciranja na toj cikli¢noj krivulji. Uzmimo na naSoj
kuglinoj plohi neku drugu cikliénu krivulju 4. reda, koja pro-
lazi tockom O, ali ne i dijametralnom totkom S. Njena stereo-
grafska projekcija na ravninu krivulje k bit ¢e opet neka cir-
kularna krivulja 3. reda k,. Promjer OS naSe kugle ima smjer
konjugiran (okomit) smjeru ravnine na$ih slika s obzirom na
nasu kuglu, dakle imaginarni par tangencijalnih ravnina kugle,
postavljen promjerom OS, dira tu kuglu u apsolutnim to¢kama
te ravnine. Tim apsolutnim to¢kama prolaze i naSe cirkularne
krivulje k i k;, dakle ¢e izotropne presjetnice naSe ravnine
slike s parom spomenutih imaginarnih tangencijalnih ravnina
kugle morati biti tangente krivulja k i k; u apsolutnim totka-
ma, t. j. stereografska slika tocke S je Cetverostruki fokus kri-
vulje k. Odavle izlazi, da se dijametralna totka centra proji-
ciranja O projicira stereografski uvijek u Cetverostruki fokus
projicirane cirkularne krivulje 3. reda. Taj fokus bit ¢e na
krivulji k,, odnosno k, samo onda, ako cikli¢na krivulja 4. reda
na kuglinoj plohi prolazi i dijametralnom to¢kom centra O (u
naSem sluCaju tockom S). Vidimo dakle, da ¢ée se neka pro-
storna krivulja 4. reda na kugli moéi stereografski projicirati
samo onda u strofoidalu ili strofoidu (ako ima dvostruku to¢ku),
ako sredi$tem projiciranja na toj kugli i krivulji prolazi jedna
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takva njena bisekanta, koja prolazi i sredi§tem kugle. Qvakve
bisekante mogu postojati samo dvije?, dakle na svakoj prostor-
noj krivulji 4. reda na nekoj kugli postoje najvise dva para
tocaka, iz kojih se ta krivulja moze stereografski projicirati u
strofoidalu ili strofoidu, ako ta cikliéna krivulja ima dvostruku
tocku.

Svaka bisekanta ove prostorne krivulje na kugli, koja pro-
lazi tockom O, daje na nasSoj strofoidali k jednu to¢ku, a tan-
gencijalne ravnine te prostorne krivulje, polozene ovom bise-
kantom, sijeku ravninu krivulje k u njenim tangentama. Bu-
duei da stercografska projekcija preslikava konformno, bit ce
jednaki kutovi, u kojima tangencijalne ravnine prostorne kri-
vulje, poloZene jednom bisekantom totke O, sijeku tangencijal-
nu ravninu kugle i ravninu krivulje k u njenim probodistima.
Kako se oba dijela strofoidale vide pod jednakim kutovima
iz svake tocke samo njezina beskonatno dugog dijela, a cenfar
O se strereografski projicira u neizmjerno daleku tolku, mo-
zemo na temelju nasih razmatranja na strofoidali, kao i na
prostornoj krivulji 4. reda na kugli, za te posljednje napisati
ovaj stavak:

Na prostornoj krivulji 4. reda na nekoj kugli, koja se sa-
stoji iz dva dijela, mogu postojati najviSe dva para ovakvih
to¢aka: Parovi tangencijalnih ravnine na oba dijela ovakve
krivulje, poloZenih bilo kojom bisekantom, koja prolazi jednom
od spomenute Cetiri toCke i sijece isti dio krivulje, sijeku obje
tangencijalne ravnine kugle u probodistima tih bisekanata u
praveima, koji su krakovi jednakih kutova.

Iz dosadasnjih razmatranja ocito izlazi, da ove totke u
parovima leZe na promjerima kugle.

Ako prostorna krivulja 4. reda na kugli ima dvostruku
tocku, njena ¢e stereografska projekcija iz spomenutih tocaka
biti strofoida. Na temelju onoga, $to smo naprijed kazali za
strofoide, moZemo izre¢i jo§ i ovaj stavak:

Na prostornoj krivulji 4. reda na mekoj kugli, koja ima
dvestruku tocku, mogu postojati najvise dva para ovakvih to-
caka: Tangencijalne ravnine poloZene na tu krivulju bilo kojom
bisekantom ovakve tocke, koja sijece tu krivulju na istom di-
jelu (oba dijela rastavija dvostruka tocka), sijeku tangencijalne
ravnine kugle u probodistima te bisekante u pravcima, koji su
krakovi jednakih kutova, koje uvijek raspolavljaju presjecnice
tih ravnina s ravninom te bisekante i dvostruke tocke.

(Primljeno na sjednici Odjela za matematicke, fizicke
i tehnicke nauke dne 18. V. 1948.)

Th. Reye: Die Geometrie der Lage, Abtf. III., str. 34.




Dr. VILIM NICE

O PLUCKEROVU I NEKIM DRUGIM KONOIDIMA
3. 14, REDA

U vod. Plickerov konoid sigurno je najjednostavnija, alt
i najzanimljivija pravéasta ploha 3. reda. Taj konoid javlja se
vrlo ¢esto u prostornoj geometriji, a najpoznatiji je kao geome-
irijsko mjesto okomica spustenih iz tocaka kosog presjeka ne-
kog uspravnog kruZnog valjka na jednu njegovu izvodnicu.
Postanak njegov definiran je medutim jo§ na nekoliko raznih
natina.’ Radi toga istraZzivan i istrazen je on temeljito tako, da
mu danas poznajemo veliki broj zanimljivih osobina. Ima ipak
jo$ takvih njegovih osobina, koje nisu nigdje direktno zabilje-
Zene, iako bi se spomoc¢u poznatih dale indirektno naéi. Ali kako
se one dadu odrediti i direktno spomoc¢u vrlo jednostavnih sred-
stava, saop¢it ¢emo ih u ovoj radnji. Radi se o takvim svojstvi-
ma toga konoida, koja su u vezi s cetverostrukim fokusima cir-
kularnih projekcija ravninskih presjeka toga konoida na njegove
direkcione ravnine. NaSa razmatranja prenijet ¢emo i na neke
konoide 3. i 4. reda, koji imaju svojstva analogna Pliickerovu.

1. Neka su Pliickerov konoid i neki pravac p zadani tako,
da taj pravac bude mimosmjeran i okomit na dvostruki pravac
toga konoida. Izvodnice i,, i,, koje prolaze kona¢nim probodi-
$tima toga pravca s konoidom, sijeku se na dvostrukom pravecu
konoida, recimo u tocki V, a leze zajedno s tim pravcem u di-
rekcionoj ravnini ¢. Pravac p neka sijece te izvodnice u to¢kama
J,, J.. Svaka ravnina pravca p sije¢e na$ konoid u nekoj krivulji
3. reda roda nultoga, a sve te krivulje prolaze totkama Jy, J..
Tangente ovih krivulja u tim to¢kama bit ¢e presje¢nice ravnina
tih krivulja s tangencijalnim ravninama konoida u to¢kama
J,, J., dakle ¢e se sjeéi na presjecnici s tih tangencijalnih rav-
nina, koja prolazi toctkom V.

Uzmimo sada, da se pravac p nalazi u neizmjerno dalekoj
ravnini. U toj ravnini nalazi se takoder par imaginarnih, i to
izotropnih izvodnica naSega konoida.? Pravac p neka sijete te

1 E. Miller-J. Krames: Vorlesungen {iiber darstellende Geometrie
(Leipzig 1931.), Bd. III., str. 204.—214.
? E. Miller-J. Krames: Cit. pod 1), str. 204.

M7



1zvodnice u paru neizmjerno dalekih konjugirano imaginarnih
totaka Jy, J,. To¢ka V je u tom slu¢aju neizmjerno daleka tocka
dvostrukog pravca konoida. Ravnine pravea p dat ¢e u kona-
¢nosti svezak usporednih ravnina, koje konoid sijeku u krivu-
ijama 3. reda roda nultoga. Parovi imaginarnih tangenata ovih
presjeénih krivulja u njihovim imaginarnim neizmjerno dalekim
totkama J,, J,, sje¢i ¢e se u realnim totkama. Ova realna sje-
ci§ta leze na pravcu s, usporednom s dvostrukim pravcem ko-
noida, jer on prolazi neizmjerno dalekom totkom V toga dvo-
strukog pravca.

Projiciramo li sve ovo u smjeru dvostrukog pravca na
jednu direkcionu ravninu toga konoida, projicirat ¢e se imagi-
narne toc¢ke J,, J, u apsolutne totke ove ravnine projekcija, a
pravac s u jednu njenu tocku. Budué¢i da se parovi tangenata
presjeénih krivulja u to¢kama J,, J, sijeku na pravcu s, svi ¢e
se ti parovi projicirati u jedan zajedni¢ki par tangenata pro-
jiciranih presje¢nih krivulja s ravninama neizmjerno dalekog
pravca p. Ovaj ¢e par tangenata dirati sve te projekcije pre-
sjeénih krivulja u apsolutnim tot¢kama ravnine projekcija, koje
su im svima zajedni¢ke. Sve su te projekcije dakle unikurzalne
cirkularne krivulje. Probodiste praveca s s ravninom prejekcija
bit ¢e zajednicki Cetverostruki fokus ¢itavog nastalog pramena
unikurzalnih cirkularnih krivulja 3. reda roda nultoga u rav-
nini projekcija. Sije¢emo li dakle Pliickerov konoid sveskom
paralelnih ravnina i presje¢ne krivulje projiciramo u smjeru
dvostrukog pravca na jednu direkcionu ravninu, imat ¢e cirku-
larne krivulje 3. reda roda nultoga tako nastalog pramena u toj
ravnini zajednicki ¢etverostruki fokus.?

Jedna cirkularna krivulja ovog pramena raspada se u kru-
Znicu i pravac, jer je jedna izvodnica konoida usporedna s tim
ravninama presjeka. Sredifte ove kruZnice bit ée taj cetvero-
struki fokus. Ova ¢injenica omoguéuje nam uostalom vrlo jed-
nostavnu konstrukciju toga ¢etverostrukog fokusa.

I1. Vratimo se sada na pravac p u ravnini g realnih izvod-
nica i,, i,. Negdje na tom pravcu odaberimo po volji to¢ku S,
koja neka bude vrh pramena pravaca p u ravnini g. Zrake
ovog pramena sijeku izvodnice i, i, u perspektivnim nizovima,
a poznato je, da su totke izvodnica vitopere pravtaste plohe
projektivno pridruzene tangencijalnim ravninama plohe u tim
to¢kama, t. j. ravninama sveska, kojemu je os ta izvodnica.*
Vrtimo li prema tome pravac p u ravnini ¢ oko to¢ke S, bit ¢e

3 Vidi radnju: Cetverostruki fokqs unikurzalnih cirkularnih kri-
vulja 3. reda i neki osobiti pramenovi tih krivulja. Rad, knj. 271.
4 E. Miiller-J. Krames: Cit. pod 1), str. 68.
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svakom tom praveu pridruzen neki pravac s (vidi sprijeda), a
svi ¢e ti pravei s Ciniti izvodnice nekog stoSca 2. reda s vrhom
V, na kojemu ée se nalaziti dvostruki pravac konoida kao. i
izvodnice i, i,. Svi pravei s nastaju naime kao proizvod dvaju
projektivnih svezaka ravnina, ¢ije se osi iy, i, sijeku u tocki V.

Prenesimo sada ta naSa razmatranja na onaj slucaj, kada
se pravac p nalazi u neizmjerno dalekoj ravnini para izotropnih
izvodnica konoida. Tofkom S, odnosno pramenom pravaca p
u neizmjernosti, dano je u konaénosti co! svezaka paralelnih
ravnina, koje su paralelne s jednim konacnim pravcem nosi-
ocem neizmjerno daleke toéke S. Presjetne krivulje konoida
s ravninama svakog ovog sveska, projicirane u smjeru dvostru-
kog pravea (t. j. iz neizmjerno daleke to¢ke V) na jednu direk-
cionu ravninu, imat ¢e, kao §to smo vidjeli, zajedni¢ki ¢etvero-
struki fokus. Svi takvi fokusi svih oo! svezaka paralelnih
ravnina lezat ¢e na nekoj kruznici, koja prolazi projekcijom
dvostrukog praveca. U proslom odjeljku spomenuti stozac 2.
reda pretvorio se naime ovdje u uspravan kruzni valjak radi
neizmjerno dalekog para izotropnih izvodnica i,, i, i neizmjerno
dalekog vrha V na dvostrukom pravcu konoida.

Poznato je, da se Cetverostruki fokus unikurzalnih cirku-
larnih krivulja 3. reda moZe odrediti ovako:® dvostruka totka
spoji se s tangencijalnim to¢kama neizmjerno daleke totke (te
su spojnice medu sobom okomite) i istom se totkom povuce
okomica na asimptotu. Prebacimo li ovu okomicu oko jedne
spomenute spojnice simetriéno na suprotnu stranu i na taj
pravac prenesemo od dvostruke totke pola udaljenosti tange-
nata krivulje usporednih s asimptotom na stranu vitice krivulje,
dobit ¢emo njezin cetverostruki fokus.

Imamo 1i sada neki pravac r, koji probada torzalne ravnine

dvostrukog pravea d na naprijed spomenutu ravninu to¢ke
R’y, R, (vidi sliku), vidi se iz naprijed opisane konstrukcije
¢etverostrukog fokusa, da ¢e promjer kruznice svih spomenutih
¢etverostrukih fokusa biti jednak polovini udaljenosti izmedu
to¢aka R’;, R’,. Pravci t',, t’, neka su projekcije torzalnih pra-
vaca konoida. Uzmemo li pravcem 7 takvu ravninu, kojoj ¢e
tragovi u torzalnim ravninama konoida biti okomiti na pro-
jekeiji toga pravea r, imat ¢e projekcija presjetne krivulje ove
ravnine svoj Cetverostruki fokus najudaljeniji od projekcije
dvostrukog pravea odnosno dvostruke totke te krivulje, jer je
u tom sluéaju najsiri horizontalni razmak spomenutih tragova

5 Vidi radnju cit. vod 3).
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ravnine, koja prolazi pravcem 7, a jednak je duljini R’; R,.
Spojnica je dakle, dvostruke tot¢ke s ovim &etverostrukim foku-
som promjer trazene kruznice. Na temelju spomenute konstruk-
cije ¢etverostrukih fokusa, kao i poznatog pravilnog poretka
izvodnica na Pliickerovu konoidu, izlazi, da ¢e se promjer, a
prema tome i srediSte te kruZnice, nalaziti na projekciji one

izvodnice konoida, koja se u dvostrukom pravcu sastaje s onom
izvodnicom kojoj ¢e projekcija biti paralelna s duzinom R’; R’,.
Vidimo dakle, da za Pliickerov konoid mozemo izre¢i jos ovakav
stavak:

Projiciramo li usporedno s dvostrukim pravcem na jednu
direkcionu ravninu presjeéne krivulje Plickerova konoida
s ravninama usporednim s nekim pravcem r, leZat e Cetve-
rostruki fokusi mastalih oo® wnikurzalnih cirkularnih krivulja
3. reda u toj ravnini na jednoj krufnici, koja prolazi projek-
cijom dvostrukog pravca toga konoida. Polumjer te kruZnice
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jednak je Cetvrtini udaljenosti projekcija obadvaju probodista
toga pravca s torzalnim ravninama, a srediSte joj se nalazi na
projekciji one izvodnice, koja dvostruki pravac sijee u istoj
toc¢ki kao i ona izvodnica, kojoj je projekcija uspceredna s pro-
jekcijom spomenutog pravca.

Ako je « prikloni kut pravca r prema ravnini projekcija, a
a duljina razmaka izmedu torzalnih ravnina konoida, promjer
je kruznice d=4%acotg«, jer je 2d==R’; R’y =a cotga.

U okviru spomenute konstrukeije ¢etverostrukog fokusa,
kao i poznatih osobina Pliickerova konoida, moze se vrlo lako
zapaziti ¢injenica, da je spomenuta kruznica svih ¢etverostru-
kih fokusa projekcija one presjetne elipse konoida, kojoj rav-
nina prolazi izvodnicom okomitom na pravcu 7, a tangens
njenog kuta nagiba prema ravnini projekcija dvostruko je veéi
od tangensa kuta priklona pravca r prema istoj ravnini. Ovo
izlazi odatle, 5to je promjer spomenute kruznice jednak polovici
duljine R’, R’,.

II1. Zadamo li ¢etverostruki fokus u ravnini projekcija una-
prijed, tada je na temelju spomenute konstrukeije takva fokusa
lako odrediti smjestaj ravnina, kod kojih ¢e projekcija njihovih
presjeénih krivulja u smjeru dvostrukog pravca imati zajed-
nic¢ki upravo taj cetverostruki fokus.

Zadamo li unaprijed ¢itavu nasu kruznicu cetverostrukih
fokusa, tada ¢emo smjer pravca r, s kojim su usporedne rav-
nine onih Kkrivulja, kojih cirkularne projekcije imaju svoje
cetverostruke fokuse upravo na toj kruZznici, odrediti na ovaj
naéin: spojit ¢emo sjeciSta torzalnih pravaca s ravninom one
elipse na konoidu, koja se projicira u zadanu kruznicu. Toj
spojnici smanjit ¢éemo prikloni kut prema direkcionim ravni-
nama tako, da joj tangens priklona bude polovina tangensa
njenog vlastitog priklona. Tako dobiveni pravac, iz prikionice
ravnine one elipse, daje trazeni smjer.

IV. Uzmimo na nekom kosom kruznom valjku po volji neki
ravninski presjek (elipsu) kao ravnalicu, a jednu izvodnicu
toga valjka kao dvostruki pravac nekog konoida. Ravnine jed-
nog sveska paralelnih ravnina kruznih presjeka toga valjka
neka su ravnine parova izvodnica toga konoida, koje se sijeku
(direkcione ravnine). Taj konoid bit ¢e 3. reda s takvim parom
imaginarnih neizmjerno dalekih izvodnica, koje prolaze sjeci-
Stima neizmjerno dalekog jednostrukog pravea toga konoida
s apsolutnom ¢unjosjeénicom.b Projekeije svih ravninskih pre-

% Ove imaginarne neizmjerno daleke izvodnice nisu izotropni pravei,
jer ne diraju apsolutnu ¢unjosjetnicu kao kod Pliickerova konoida.
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sjeka ovakvog konoida, u smjeru dvostrukog pravca na jednu
direkcionu ravninu, bit ¢e unikurzalne cirkularne krivulje 3.
reda kao kod Pliickerova konoida, jer sve prolaze apsolutnim
totkama ravnine projekcija. Ovakve projekcije svih ¢unjosje-
¢nica toga konoida bit ¢e prema tome i ovdje kruznice. Iz istih
razloga kao kod Pliickerova konoida (to¢. I.) imat ¢e i ovdje
opisane projekcije paralelnih ravninskih presjeka zajednicki
¢etverostruki fokus. U ravnini projekcija imat ¢emo prema
tome posve istu sliku kao kod Pliickerova konoida, t. j. projici-
ramo li na opisani nacin sve ravninske presjeke paralelne s ne-
kim pravcem r, lezat ¢e Cetverostruki fokusi tih projekecija na
jednoj kruznici, kojoj ¢emo promjer odrediti analogno kao kod
Pliickerova konoida. Prostorna razmatranja u vezi s ovom
kruznicom bila bi kod ovog konoida identi¢na s razmatranjima
kod Pliickerova konoida.

Probodimo sada pravcem r torzalne ravnine toga konoida,
a duljinu omedenu tim probodistima projicirajmo u smjeru
dvostrukog pravea na jednu ovu torzalnu ravninu, koja neka
bude ravnina projekcija. Udaljenost od te projekcije onog pro-
bodista, koje smo projiciraii ozna¢imo s a, a kutove, $to ih pra-
vac r i dvostruki pravac konoida ¢ine s tom projekcijom ozna-
¢imo s a i . Malo prije spomenuta projekcija duljine, omedene
probodiStima pravca r s torzalnim ravninama, bit ée jednaka
a (cotg a — cotg B). Znamo jo§ od Plickerova konoida, a na
temelju poznate konstrukcije Cetverostrukog fokusa kod uni-
kurzalnih cirkularnih krivulja 3. reda, da je opisana projekcija
te duljine jednaka dvostrukom promjeru naSe kruznice tetvero-
strukih fokusa. Taj je promjer prema tome kod ovakvog ko-
noida jednak fe(cotge—cotgf). Kod Pliickerova konoida je
kut f=90° dakle cotg # =0, odnosno d = }a cotg «, kao §to
smo to tamo i spomenuli.

Uzmimo opet neki kosi ravninski presjek uspravnog ili
kosog kruznog valjka kao ravnalicu konoida, kojemu je konaéni
dvostruki pravac usporedan s osi toga valjka, a ravnine su mu
kruznih presjeka (kod kosoga valjka jedan svezak takovih rav-
nina) direkcione ravnine. Dobiveni konoid bit ée 4. reda, kojemu
u prvom sluéaju neizmjerno daleke izvodnice ¢ine par izotrop-
nih pravaca, dok u drugom slu¢aju par neizmjerno dalekih ima-
ginarnih izvodnica samo prolazi sjeciStima neizmjerno dalekog
dvostrukog pravca toga konoida s apsolutnom ¢unjosjecnicom,
tako da je te izvodnice ne doti¢u. Projekcije ravninskih pre-
sjeka tih konoida u smjeru kona¢nog dvostrukog pravca na
direkcione ravnine bit ¢e i tu cirkularne krivulje, jer ée i ovdje
sve prolazitli apsolutnim totkama ravnine projekcija. Takve
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projekeije presjeka s ravninama jednog sveska paralelnih rav-
nina bit ¢e i ovdje konfokalne na isti na¢in i iz istih razloga
kao kod takvih konoida 3. reda. Uzmemo li konacno i ovdje
sveske paralelnih ravnina paralelno s nekim praveem r, bit ¢e
i tu na temelju razmatranja u tocki II. ove radnje ¢etverostruki
fokusi presjeka toga konoida s tim ravninama, projiciranih u
smjeru dvostrukog pravca na neku direkcionu ravninu, na ne-
koj kruznici. Ova kruZnica prolazi sjeciStem konaénog dvostru-
kog pravca s tom ravninom projekcija. Polumjer, kao i smjesta]
te kruznice u ravnini projekcija, ovisi o obliku ovakvih konoida,
a konstruktivno moZe se ona odrediti spomoéu poznate kon-
strukcije ¢etverostrukog fokusa kod unikurzalnih cirkularnih
krivulja 4. reda s jednom neizmjerno dalekom dvostrukom
to¢kom.”

Skupimo li sve ono, §to smo nasli zajedni¢ko na svim do
sada razmatranim konoidima, moZemo to izreé¢i ovim stavkom:

Svaki uspravan ili kosi konoid 3. ili 4. reda s neizmjerno
dalekim imaginarnim parom izvodnica, koje prolaze sjecidtima
apsolutne Cunjosjeénice s jednostrukim odnosno dvostrukim
neizmjerno dalekim pravcem toga konoida, odlikuje se ovakvim
svojstvom: ravninski presjeci takvih konoida, projicirani u
smjeru dwvostrukog pravca ma jednu direkcionu ravninu, daju
cirkularne krivulje. Uzmemo li sve ravninske presjeke tih ko-
noida usporedne s nekim pravcem (njih oo%), letverostruki fo-
kusi projekeija svih tih presjeka, projiciranih na spomenuti
nadin, leZati e na jednoj kruZnici.

V. Svaka presjetna krivulja Pliickerova konoida, projici-
rana u smjeru dvostrukog pravea na jednu direkcionu ravninu,
ima svoj cetverostruki fokus. Ovaj je fokus projekcija neke
totke u ravnini toga presjeka. Pogledat ¢emo sada, gdje se u
prostoru nalaze ovakve to¢ke svih ravnina nekog pravea r. Iz
prvog stavka u tocki I. izlazi, da je geometrijsko mjesto ovakvih
totaka na uspravnom kruznom valjku. Buduéi da ovo geome-
trijsko mjesto moZemo smatrati proizvodom triju projektivnih
svezaka ravnina (vidi to¢ku IL), ono je prostorna krivulja 3.
reda na uspravnom kruznom valjku, dakle prostorna kubna
kruZnica.

Potpuno isto vrijedi i za uspravan konoid 4. reda s izotrop-
nim neizmjerno dalekim parom izvodnica. Kada bismo mjesto
uspravnog konoida 3. ili 4. reda imali kosi takav konoid, kojega
imaginarni neizmjerno daleki par izvodnica prolazi sjeci§tima

7 Vidi radnju: O cirkularnim krivuljama 4. reda roda nultoga s ne-
izmjerno dalekom dvostrukom totkom. Rad, knj. 271



apsolutne ¢unjosjefnice s neizmjerno dalekom ravnalicom tog
konoida, dobili bismo analognim putem prostornu kubnu elipst

Znamo, da u svakom svesku paralelnih presjeka Plicke
rova konoida ima po jedna elipsa, jer po jedna ravnina svake
takvog sveska prolazi jednom izvodnicom toga konoida. Spc
menute projekcije presjetnih krivulja toga konoida, s ravnine
ma takvog sveska, imaju, kao $to znamo, zajednicki €etverc
struki fokus. Buduéi da se ovdje radi o paralelnom projiciranji
taj je Cetverostruki fokus projekcija sredi§ta one jedine elips
u svesku takvih paralelnih presjeka. Odavle, kao i iz nase
prvog stavka, izlazi jo$ i ovaj stavak:

Srediita elipsa Pliickerova konoida, kojih su ravnine uspc
redne s nekim pravcem, leZze na jednoj kruZnici u ravnini okc
mitog para izvodnica toga konoida.

Polumjer i srediste te kruznice izvedeni su u tocki II. ov
radnje uz pretpostavku, da je ravnina okomitog para izvodnic
ravnina projekcija. U ravnini okomitog para izvodnica lezi {
kruznica zato, jer su u toj ravnini sredista svih ¢unjosjeénic
toga konoida.

To vrijedi analogno i za kosi konoid 3. reda, kojemu nei:
mijerno daleki par imaginarnih izvodnica prolazi sjeciStim
apsolutne ¢unjosjetnice s njegovom neizmjerno dalekom ras
nalicom.

(Primijeno na sjednici Odjela za matematicke, fizic
i tehmicke nouke dne 22. VI. 1948.)
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Dr. MIROSLAV KARSULIN, ANTONIJA TOMIC i ANTE LAHODN’

STUDIJE O BOKSITIMA
I

(Fizikalno-kemijska istraZivanja strukture boksita)

IskoriS¢ivanje boksita predstavlja upravo tipican primje
o potrebi poznavanja mineraloske i fizikalno-kemijske struktur
rudnih sirovina, i to gotovo sve do najsuptilnijeg detalja, St
jedino omogucéuje ne samo ispravno odabiranje metode pre
radivanja, ve¢ zahtijeva i shodno vodenje procesa u pojedinir
fazama proizvodnje. No studijem strukture boksita postignu
podaci ne sluZe samo pri tehnologkom iskoriséivanju ove rude
Istrazivanjima ovakve vrste stvara se gotovo redovno veom
vrijedan eksperimentaini materijal, koji dopuSta stvaranje de
lekoseznih zakljuéaka takoder s obzirom na nacelna pitanja
vezi sa strukturom materije uopce, tako da studije ove vrst
neminovno vode na podruc¢je problema ¢isto teoretske nauke

Kako pak Jugoslavija raspolaze golemim koli¢inama bok
sita, posvetili smo naro¢itu paznju svestranom prouavanju ov
rudne sirovine u prikazanom smisiu. U nizu publikacija objavi
¢emo rezultate nasih studija boksita, koje su poduzete sa svr
hom, da postignemo $to dublji uvid u fizikalno-kemijsku struk
turu te rude, te da time omogué¢imo njeno najracionalnije teh
nolosko iskoriSéivanje.

Uvazivsi tehnolosko znatenje poznavanja strukture rud
uopée, a napose boksita kao vazne domace sirovine nase indu
strije, objavit éemo rezultate viSegodiSnjeg rada o struktw:
boksita s raznih nalazi§ta u dinarskom sistemu. Kod toga j
posve prircdno, da se ovaj rad oslanja na prva mineraloska
kemijska istrazivanja jugoslavenskih boksita uopée, a to s
radovi M. Kispati¢a i F. Tucana, koji su poéevsi od godine 190¢
posvetili narotitu paznju prouc¢avanju nasih boksita. U velikc
mjeri pak sluzio nam je precizni istrazivalatki rad F. Tuéanc
koji se odnosi ne samo na sastav, ve¢ i na genezu krskih boksite
te prema tome predstavlia vaznu podlogu za nasa istrazivanj:
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Na temelju istrazivanja francuskih boksita dolazi ve¢ A.
Lacroix! do zakljutka, da boksit nije odreden mineral, ve¢ da
predstavlja smjesu minerala, dakle kamen. Tako i F. Tuéan?
izrijekom istite, da boksit ide medu kamenje, te nas se ¢udno
doima, ako unato¢ toj stotinama analiza utvrdenoj konstataciji
i u novoj literaturi® nailazimo na oznac¢ivanje boksita kao mi-
nerala, sastava Al,O,.2H,0. Eksperimentalno je nesumnjivo
utvrdeno, da je boksit smjesa makrokristaliénih ili pak koloidno-
disperznih kriptokristaliniénih minerala, i to aluminijskih hi-
droksida, kremiéne kiseline, alumosilikatnih hidrata, Zeljeznog
oksida i hidroksida, najzad titanova dioksida. Osim toga nalaze
se u boksitima u manjoj koli¢ini joS i spojevi kalcija i magne-
zija, vanadija, kroma, cirkona, mangana, fosfora i dr. Vrijednost
boksita za tehnolosku preradu u glinicu (Al,O,) odreduje se
po komercijalnim uzancama obi¢no jednostavnom kemijskom
analizom, i to odredivanjem procentualnog sastava, $to se tice
sadrzaja na ALO,, SiO,, Fe,O, i gubitka Zarenjem (gubitak
zarenjem = kemijski vezana voda). Zahtijevanje S$to veteg
sadrzaja rude s obzirom na Al,O, kao i laka raséinljivost oksida
sami su po sebi razumljivi, Maksimalno dopustena koli¢ina
kremitne kiseline medutim odredena je tehnoloskom metodom
ra8tinjavanja boksita. Dode li ra3¢injavanje boksita mokrim
putem pomocu natrijeve luzine, na pr. po K. F. Bayeru,
utjete procenat kremi¢ne kiseline u boksitu u naroéito] mjeri
na racionalnost procesa. Iznosi li sadrzaj SiO, u boksitu viSe
nego 5%, nastaju veliki gubici skupe natrijeve luzine, tako da
proizvodnja glinice pomoéu Bayerova procesa nije viSe ekono-
micéna. Jasno je medutim, da reakcijom luZine s kremi¢nom
kiselinom uvjetovani gubici ovise o tome, da li je kremic¢na
kiselina u boksitu u slobodnoj ili u vezanoj formi, a to dalje
dovodi do pitanja o molekularnom stanju SiO, u boksitima.
Spojevi silicija u boksitima nisu medutim samo od interesa za
proces rastinjavanja te rude radi dobivanja glinice. Tako se
na pr. u S. A. D. odavno upotrebljavaju boksiti s visokim pro-
centom SiO, u proizvednji sredstava za bruSenje, kao i u
keramicke svrhe, a naroCito pak za proizvodnju visokovatro-
stalnog materijala (vatrostaini boksitni kamen).

U Jugoslaviji raspolazemo bogatim nalazi$tima boksita s
niskim sadrZzajem kremi¢ne kiseline (do 49%), no poznato jel,
da postoje i goleme zalihe boksita s ekstremnim procentom

" A. Lacroix, Mineral. de la France, 3, 432, (1901)."

2 F. Tuéan, Zentralbl. Mineral. etc., 16, 495 (1913).

3 Jahrb. f. Keramik Glas, Email, str. 44 (1943).

t C. C. Fox, Bauxite and Aluminous Laterite, London 1932.
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Si0,. Moguénost upotrebe ovakvih boksita za svrhe keramicke
industrije, kao i ¢injenica, da ne raspolaZemo glinama podesnim
za finu keramiku, nuZno nas vode do studija molekularne
strukture kremiéne kiseline u boksitima, a to narot¢ito boksita
s visokim procentom SiO,.

Rezultati nasih studija o strukturi boksita odnose se prema
gore refenom na ove sisteme:

1. ALO, — H.O, 2. 8i0, — H,0, 3. AL,O, — Si0, — H.O
i 4. Fe,0; — H,O0.

U ovom radu izvjestit ¢emo o istrazivanjima sistema
Al,0, — SiO, — H,0, koji je ne samo zanimljiv s obzirom na
njegovu genezu u boksitima, nego je i od narotite tehnicke
vaznosti u vezi keramickih svojstava boksita.

Sistem Al.OQ3 — SiO, — H.O u boksitima

F. Tuc¢anova' rasprava o mineralnom i kemijskom po-
znavanju lickih boksita bila je polazna totka u nasim eksperi-
mentalnim istrazivanjima sistema alumosilikatnih hidrata u
boksitima. U ovoj raspravi autor objavljuje niz kemijskih ana-
liza boksita s visokim procentom kremi¢ne kiseline, te na teme-
Iju tih analiza, kao i mikroskopskih i rentgenografskih istra-
zivanja, postavija virtualni mineralni sastav istraZenih uzoraka
boksita. U vezi nasih istraZivanja narocito su znaéajne analize
dvaju uzoraka lickih boksita, i to:

1. Analiza rude s boksitnog leZiSta na Skocaju':

ALO, ...3921% TiO, ..... 1,09% CaO ... 075%

Si0, ... 4400% TFe,O,..... 0,03% MgO ....008%

H,0* ... 1390% BaO ..... 0,06 P,0. .... tragovi
HO ..... 1,20%

Isporedivsi sastav ove rude s analizom ¢istog kaolinita
Al 0, . 25i0,. 2H,0 (ALO, == 39,56%, Si0, = 46,50%, H.O —
13,94%), F. Tuéan dolazi do zaklju¢ka, da uzorak rude sa
Skocaja predstavlja kaolinit, $to potvrduje uostalom i rentge-
nografska® analiza rude.

1 F. Tué¢an, Rad jugosl. akad., 249, 46 (1934).

1 U potetku godine 1947. imao sam priliku da zajedng s prof. F.
Tucé¢anom i doc. M. Tajder om posjetim nalaziste boksita na Sko-
¢aju i da ponesem oveéu koli¢inu bijelog »boksita« u svrhu strukturne
analize.

> W. F. de Young u Delftu istrazivao je rentgenografski licke
boksite, koje mu je dostavio F. Tuc¢an (vidi: Rad Jugosl. Akad. 249,
46 (1934).



2. Analiza boksita iz Mazina:

ALO, ..... 43,73 ¢ ZrO, ...... 0,05 %
Si0, ... 34,13 % Cr,0, ...... tragovi
Fe,O, ..... 11,87 % MnO ...... 0,035
H.O" ..... 8,17 % CaO ..., 0,69%
TiO, ..... 1,35 % MgO ...... 0,15%
V,0, ..... 0,038% HO ... 0,29%

Na temelju ove kemijske analize i rezultata mikroskopskog
istraZivanja mazinskog boksita F. Tu ¢ an dolazi do zakljucka,
da se u ovoj rudi nalazi alumosilikatni mineral pirofilit, kako
to izlazi iz navedenog virtualnog sastava:

Hidrargilit (ALO,-3H,0) ... .. 2,03%¢
dijaspor (Al,O,-H,O) . . . . .. .. 32,86%¢
irofilit (ALO,.4Si0,.H,0) . .. 51,16%
Fe,O, ©:vvii i 11,87%¢
ZrO, .o 0,05 ¢
TiO, i 1,35%

Ovaj nalaz pirofilita u boksitnoj rudi zanimljiv je ne samo
zato, $to predstavlja prvi nalaz tog minerala u boksitima, ve¢
i zbog njegove vaznosti s obzirom na genezu alumosilikata u
boksitima Krsa.

Na temelju ovih nalaza alumosilikatnih hidrata u boksitima
i u smislu ovdje iznesene nauéne kao i tehnoloske problematike
poduzeli smo pokuse, da bismo rijesili ova pitanja:

1. Koje eksperimentalne metode omoguéuju prepoznavanje
i odredivanje alumosilikatnih hidrata, u prvom redu kaolinita,
u boksitima.

2. O kojima fizikalno-kemijskim parametrima zavisi nasta-
janje kaolinita i pirofilita u boksitima.

3. Kako se kaoliniti s boksitnih leZi$ta, odnosno kaolinitni
boksiti vliadaju u termi¢kom pogledu, narocito kod temperatura
iznad 1000° C, dakle u podru¢ju mulitne faze (3A1,0, . 2Si0.,),
koja odlucuje stvaranje kerami¢kog crijepa.

Radi eksperimentalnog odredivanja kaolinita i pirofilita u
boksitima primijenili smo metodu odredivanja odvodnjavanja
u ovisnosti o temperaturi zarenja, diferencijalno termi¢ku ana-
lizu i rentgenografsku analizu po Debye-Scherreru.
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1. a. Termicka dehidratacija boksita

Proces termitke dehidratacije boksita pratili smo odredu-
ju¢i gubitak Zarenjem (= hidratna voda) usitnjenih i ked
105° C suSenih uzoraka rude, i to u podru¢ju temperatura izme-
du 200° i 1100° C. To¢no odvagnuti uzorci rude (ukupne tezine
oko 1 gr) ostavlijeni su 2 do 3 sata kod stalne temperature, a
zatim je odreden gubitak Zarenjem. Zasebnim pokusima odre-
den je za svaku temperaturu period vremena zarenjem, u kojem
se uspostavlja konstantan gubitak tezine. Sl 1. prikazuje tok
krivulja gubitka Zarenjem (u % gubitka H,O, na ordinatama)
u ovisno$ti o temperaturi (° C, na apscisi), i to uzorka crvenog
boksita sa Skocaja. Tok krivulje je tipican za sve boksite s

“r Boksif Skoc'a/
2 a0, 4512%
w0l Sig, 2364
| Fe0, 1420
| 70, 950
S6Fci 1isu

200 wo ew s ¢ fum
Sho1.

visokim sadrzajem kremiéne kiseline. Prvi strmi uspon kri-
vulje, §to dolazi izmedu 400° i 500° C, odnosi se na gubitak
jednog mola vode, koji u tom podru¢ju temperature otpusta
molekula Al,O, . H,O (monohidrat). Da li se pri tome radi o
dehidrataciji ; — Al,O,.H,O (bemit) ili o0 « — Al,O,.H,0
(diaspor), to se iz toka krivulja ne da zakljuciti, §to je razum-
ljivo, ako uoéimo malu razliku, koja postoji u ¢évrstoéi veza
vode izmedu diaspora i bemita'. Druga, mnogo slabije izraZena
stepenica dehidratacione krivulje nalazi se izmedu 550° i
650° C i indicira gubitak dviju molekula vode iz kaolinita,
Al,0,.2S8i0, 2H,O. Cini se prema tome, da bi se iz dehidra-
tacionih krivulja relativno lako dao odrediti procenat alumini-
jeva hidroksida i kaolinita u boksitima, i to jednostavnim mje-

*H. Schwiersch, Chemie d. Erde 8 (1933) 252. G. F. Hiittig
i E.v. Wittgenstein, Z. anorg. allg. Chem. 171 (1928) 323.

9 Rad Jug. Akad. 276 129



renjem visina pojedinih stepenica krivulja, kojima je odredena
koli¢ina vode u ALO, - H,0, odnosno u ALO, . 2Si0,.2H,0, a
time i koli¢ine ovih minerala u boksitima. Ovako jednostavno
kvantitativno odredivanje aluminijeva monohidrata i kaolinita
u boksitima ipak nije u svakom slutaju moguée, narotito ako
se radi o boksitima s visokim sadrzajem kremi¢ne kiseline. To
jasno proizlazi iz sl. 2., koja prikazuje tok krivulje odvodnja-
vanja uzorka sivog boksita sa Skocaja kao i dehidratacionu
krivulju uzorka kaolinita sa Skocaja, koja je na grafu oznacena
crtkanom linijom. Iz toka krivulje kaolinita razabiramo, da
njen strmi uspon pada u podruéje izmedu 450° i 600° C, te da
se dakle krivulje odvodnjavanja monohidrata i kaolinita po-
krivaju. Odatle izlazi da je stepenica krivulje, koja indicira

ol bakﬁfjknéy, sivi
25 a0, 6264
w0} Sio, 1988
o 8} 76 120 /
S 70 202 !
N6k 1426 !
s i
L . ]
Kaolinit Skocaj ——~— !
Zr /
0 e .
200 400 600 Jo0  °C 1000
Sl 2.

dehidrataciju aluminijeva monohidrata, nastala sumiranjem gu-
bitka vode i monohidrata i kaolinita. Sastoji 1i se na pr. uzorak
boksita iz veoma malo Al-monohidrata i mnogo kaolinita, re-
zultirat ¢ée krivulja, koja viSe ne pokazuje stepenice, ve¢ zbog
slijevanja krivulja monohidrata i kaolinita dobiva kontinuiran
tok. Prema tome omoguéuje metoda obitne termicke analize
kvalitativno prepoznavanje kaolinita u boksitima, koji ne sa-
drzavaju ekstremno visok procenat kremi¢ne kiseline, a tek
ako je koli¢ina kremicne kiseline razmjerno mala, t. j. ispod
ca. 6%, ovaj na¢in analize dopusta i kvantitativno odredivanje
aluminijeva monohidrata i kaolinita. Da bismo sigurno odredili
kaolinit u boksitima i kod visokog sadrzaja kremicne kiseline,
morali smo upotrebiti metodu, koja omogucuje to¢nije odredi-
vanje temperature, kada nastaje endotermni efekt dehidra-
tacije. Kao najpodesnija metoda dolazi ovdje u radun diferen-—
cijalno-termicka analiza.

139'



I. b. Diferencijalno-termicka analiza boksita

Tom metodom termitke analize odreduju se temperaturne
razlike, koje nastaju zbog grijanja izmedu istrazivane materije
(na pr. hidroksida) i jedne u termit¢kom pogledu inertne sup-
stancije (standard), koja dakle bez kemijskih i strukturnih pro-
mjena dobiva temperature, §to vladaju u peéi. Kod nasih pokusa
upotrebili smo kao standard ¢« — Al,O, (korund), te prema
tome diferencijalni termodlanak: Pt, Rh—Pt—Pt, Rh pokazuje
razlike temperature izmedu uzorka rude i standard supstancije
u podru¢jima temperature peéi, u kojima dolazi do endoterm-

Sive boksit v
Skoéaj é

A temp

nog procesa dehidratacije komponenata boksita, t. j. minerala
sistema AlL.O, — H,O, ALO, — SiO, — H,O i Fe,0;, — H,O.
U grafickim prikazima sve su razlike temperature nanesene
na ordinatama, dok su temperature peéi, kojima odgovaraju
te razlike, nanesene na apscisi. Slika 3. prikazuje tok diferen-
cijalno-termic¢ke krivulje dehidratacije sivog boksita sa Sko-
¢aja. Krivulja pokazuje dva maksimuma, i to jedan kod 528¢ C,
koji odgovara gubitku vode Al-monohidrata, dok drugi maksi-
mum kod 625° C nastaje zbog gubitka dvaju mola vode iz
kaolinitne molekule. Iz toka krivulje lako se razabira, da je
dio krivulje, koji spaja maksimume, nastao adicijom pojedi-
na¢nih krivulja, t. i. monohidratne i kaolinitne, kojima je tok
skiciran crtkanim linijama. Slika 4. prikazuje tok diferencijalno-

131



termicke krivuije odvodnjavanja boksita iz okoline Ljubuskog;
ta je krivulja, apstrahirajuci od dijela, koji se odnosi na dehi-
drataciju limonita, posve analogna krivulji, §to smo je dobili
analizom boksita sa Sko¢aja. Kod ekstrapoliranja toka krivulja,
koje se odnose na aluminijev monohidrat odnosno na kaolinit,
postupili smo tako, da smo ponajprije upotpunili tok diferen-
cijalno-termicke krivulje kaolinita, i to prema krivuljama, koje
smo dobili diferencijalno-termitkom analizom wuzorka ¢istog
kaolinita. Odbivsi od eksperimentalno dobivene sumarne kri-
vuije za kaolinitnu komponentu ekstrapoliranu krivulju, posti-
gli smo tok bemitne komponentne. Iz toga medutim proizlazi,
da je polozaj pravog maksimuma bemitne komponente po-
maknut prema ne$to nizim temperaturama, negoii je to kod
maksimuma aditivne krivulje. No osim ovog posve na geome-

Boksit Ljubuski

ALO, 45,39%
S0, 17.72
Fe,0, 1387
7ig 2,50
¢.i 1502

Kkaolinit

L
300 “00 500 600°C

trijskim razlozima osnovanog pomalka polozaja maksimuma
dehidratacije aluminijeva monohidrata dosli smo u na$im istra-
zivanjima do zakljuc¢ka, da postoje jo§ neki faktori, koji utjecu
na polozaj maksimuma dehidratacije. Razmjer ovih pomaka
proizlazi iz slike 5., na kojoj je zabiljeZen niz diferencijalno-
termickih krivulja, i to za:
. sivi boksit sa Skocaja,
. boksit iz Stolca,
. boksit iz Ljubuskog,
. monohidratni maksimum boksita iz DrniSa,
. maksimum sintetskog monohidrata (bemita),
. kaolinit sa Skocaja i
. kaolinit iz Moravske (maksimum).

Siroko podruéje varijacije poloZaja maksimuma pokazuje
dakle to, da poloZaj maksimuma odvodnjavanja smjese alumi-
nijskog monohidrata i kaolinita ne zavisi od iskljuéivo aditivnih

~I DD U s W DD ke
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razloga, ve¢ da na nj moraju djelovati jo§ i drugi faktori. Radi
se po svoj prilici o takvim faktorima, koji se odnose na struk-
ture kristalnih resetki pojedinih komponenata i na njima uvje-
tovanom izmjeni¢nom i medusobnom djelovanju sila. Te sile
utjeéu na évrstocu veza hidroksilnih grupa u molekulama alu-
minijskog monohidrata i kaolinita, $to se ispoljuje kod dehi-
dratacije nizom odnosno viSom temperaturom, kod koie dolazi
razgradivanje reSetki ovih molekula.

Procesi, koji se zbivaju pri termi¢koj dehidrataciji spojeva,
$to pripadaju sistemima Al,0,—H,O i Al,0,—Si0,—H,0, bili
su zbog teoretske kao i prakti¢ne vaznosti ovih sistema veoma

4 temp

¢esto predmet brizljivih istrazivanja. Iz opsezne literature, koja
se odnosi na ta istrazivanja, dade se medutim razabrati, da se
podaci raznih autora ¢esto razilaze, i to naroéito, $to se tice tem-
perature, pri kojoj dolazi maksimalna dehidratacija istrazenih
sistema. To razilaZenje ide i tako daleko, da neki autori drze,
da molekuli kaolinita pripada formula AlLO, - SiO, . 1':H,0,
umjesto uobi¢ajene formulacije sa 2 mola H,O. Misljenja smo,
da su sva razilaZenja o strukturi spomenutih sistema uzroko-
vana Cinjenicom, da se pri termickoj dehidrataciji ovih sistema
ne uspostavlja prava termodinamska ravnoteza. Ta ¢&injenica
postaje jasna, ako uo¢imo strukturne razlike, koje postoje
izmedu kaolinita, dikita i nakrita. Ova tri minerala posjeduju
identiéni stehiometri¢ki sastav AlLO,.2Si0,.2H,0, no razli-
kuju se bitno, §to se ti¢e temperature dehidratacije. Uzrok toj
razlici moramo traziti u razli¢itoj konfiguraciji kristalne reset-
ke, i to narotito s obzirom na simetriju poredaja iona u smjeru
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osi ¢. Kako pak ova simetrija ovisi o uslovima geneze doti¢nog
sistema, mora po tome ¢vrstota OH-veza u spojevima sistema
Al,O, — Si0, — H,O biti ovisna o genetskim prilikama. Da
bismo provjerili ispravnost toga naSeg naziranja, ufinili smo
niz pokusa, kod kojih smo promjenom termodinamskih para-
metara, i to pritiska i temperature, na sistem AlL,O, — SiO, —
H,O, htjeli utjecati na évrstoéu OH-veza, dakle i na poloZaj
maksimuma dehidratacije.

Atemp.

50 500°C

Sl 6.

Slika 6. prikazuje rezultate pokusa kod uzorka kaolinita
iz Moravske?!, a usporedno nanesene su i diferencijalno-termicke
analize kaolinita s boksitnih leZiSta na Skodéaju (Lika) i kaolinita
s boksitnog nalazista kod Careva Mosta (N. R. Crna Gora). Ke-
mijska analiza tih kaolinita dala je ovaj sastav:

Kaolin Kaolinit Kaolinit

(Moravska) (Skocaj) (Carev Most)
Al,0, —  ALO,....3836% ALO,....3958%
Si0, .... 46,84% Si0, .... 4450% SiO, .... 43,48%
Fe,O, — Fe,0,.... 1,59% Fe,0p.... 0,09%
G. % — Gz ....1430% G.z ....1330%
TiO, .... 1,26% TiO, .... 150%
: CaO .... 1,88%
MgO .... 0,37%

! Rezultati pokusa kod sistema AlO:—H:0 potvrdili su takoder
nasu pretpostavku. O ovim pokusima izvijestit ¢emo u posebnom sa-
opcenju.
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Kako iz Seste slike razabiramo, diferencijalno-termicka
analiza uzorka kaolina iz Moravske daje tok dehidratacije, kako
ga prikazuje krivulja 1, s maksimumom kod ca. 570° C. Kri-
vulja 2 snimljena je takoder s kaolinom iz Moravske, no sada,
posto je bio izloZzen hidrotermalnim prilikama. U tu svrhu sta-
vljeno je 1,5 gr kaolina i 8 ml dest. H,O u celi¢tnu bombu
(Styria-specijal celik), koja ima zapreminu od 37,5 ml Her-
metski zatvorena bomba ugrijana je na 350° C, $to odgovara
pritisku od 168 atm. i ostavljena je na toj temperaturi 81/2
sati. Nakon ohladenja bombe izvadili smo preparat, susili ga
kod 105° C i izveli diferencijalno-termi¢ku analizu. Rezultat te
analize prikazan je na slici 6. krivuljom 2, kojoj je maksimum
kod 575° C. Isporedujuéi krivulje 1 i 2 vidimo, da, posto je
kaolin bio podvrgnut hidrotermalnim prilikama (350° C, 160
atm.), nastaje jasan pomak diferencijalno-termi¢ke krivulje, t. j.
dehidratacija kod ovog preparata nastaje kod viSe temperature
negoli kod kaolina, koji je bio analiziran u dostavnom stanju.
Sam pomak maksimuma iznosi doduSe tek ca. 5° C, ali pomak
silazne grane krivulje kod hidrotermalnog preparata jasno po-
kazuje realnost takvog pomaka.

Ovim pokusom dokazali smo, da polozaj maksimuma dehi-
dratacije razli¢itih kaolinita moZe varirati i da ove varijacije
ovise o prilikama, kojima je mineral bio izlozen. Krivulje 3 i 4
prikazuju tok i maksimume diferencijalno-termic¢kih krivulja
uzoraka sa Skocaja (3) i sa Careva Mosta (4). Iz termic¢kih ana-
liza ovih preparata proizlazi, da temperature maksimalne dehi-
dratacije mogu varirati u prili¢no Sirokim granicama, koje pre-
ma nadim dosadas$njim mjerenjima obuhvacaju podrucje izmedu
550° do 575° C.

PoSlo nam je za rukom poluciti analogne pomake maksi-
muma diferencijalno-termic¢kih krivulja i na preparatima sin-
tetskog bemita (y — Al,O,.H,0), bemitnih boksita kao i kao-
litnih boksita, i to takoder stavljanjem ovih preparata pod
hidrotermalne uslove. O rezultatima ovih pokusa referirat ¢emo
u nastavku rada, koji se odnosi na istraZivanja sistema Al,O; —
H,O u boksitima. Moramo medutim ve¢ i ovdje istaknuti, da
hidrotermalni parametri, kojima raspolazemo u laboratoriju
nisu jedini faktori, koji utje¢u na oblik i maksimum dehidra-
tacionih krivulja. To vrijedi naro¢ito za vremensku koordinatu,
koja kod zbivanja u prirodi dobiva dominantan znacaj i koja
stoga moze da potisne utjecaj temperature i pritiska, bilo ve¢
u stadiju izgradnje ili kasnije s obzirom na stabilitet ve¢ izgra-
denih kristalnih regetki.



U vezi primjene diferencijalno- termicke analize kod stu-
dija strukture boksita moZemo resimirajuéi kazati, da ova me-
toda omoguéuje jednostavno i sigurno kvalitativno odredivanje
bemita i kaolinita u boksitima. StoviSe, diferencijalno-termi¢kom
analizom moZzemo zakljuliti i o stabilitetu ovih komponenata
boksita. Ovi se zakljutei dadu verificirati i drugim fizikalno-
kemijskim metodama istrazivanja, kao Sto su na pr. reakcije
pod hidrotermalnim uvjetima i rentgenografska strukturna
analiza. Dalji pokusi u smislu kvantitativnog odredivanja alu-
minijskog monohidrata i kaolinita u boksitima pomoéu diferen-
cijalno-termitke analize ve¢ se vrie.

I. c.-Rentgenografska analiza boksita

Radi provjeravanja ovdje iznesenih rezultata termiéke kao
i diferencijalno-termic¢ke analize istraZili smo boksite rentge-
nografski po Debye-Scherrerovoj metodi (rentgenskim spektro-
grafom stavljenim susretljivo na raspolaganje po prof. Sahna-
zorovu, predstojniku Zavoda za mehan. tehnologiju Tehni¢kog
fakulteta u Zagrebu). Kod odredivanja strukture preparata
upotrebili smo kobaltovu cijev, a monohromaziju postigli smo
filtrom iz aluminija. Usitnjeni preparati stavljeni su u cjevéice
od specijalnog stakla, koje su bile montirane u Debye-Scher-
rerovoj kameri promjera 5,7 cm. Napetost je iznosila ca. 39 kV,
struja 20 mA, a vrijeme ekspozicije 100 do 160 minuta. Spektre
smo snimili na Dupont-filmu i zatim razvijali u specijalnom
rentgen-razvijatu.

Snimili smo ove preparate: 1. sintetski bemit, dobiven gri-
janjem aluminijeva hidroksida (Merck) u autoklavu (2000 C.
15 atm., 4 sata), 2. kaolin (Schering), 3. kaolinit s boksitnog
lezista kod Vel. Skoéaja i 4. uzorak bijelog boksita s Bijelih
Poljana (N. R. Crna Gora).

Kemijska analiza bijelog boksita s Bijelih Poljana dala je
ove rezultate:

ALO, ...... 60,13%
Si0. ... 20,36%
Fe,O, ...... 2,01%
TiO, ...... 3,00%
G %5 ... 14,66%

Diferencijalnom termi¢kom analizom ustanovljeno je na-
dalje, da ovaj uzorak boksita sastoji iz bemita i kaolinita te
da mu je prema tome mineralni sastav:
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bemit ...... 50,38 G

kaolinit .... 43,76%
Fe,0, . 1,5H,0 3,08%
TiO, ...... 3,00%

Iz sl. 7. razabira se identitet rentgenskih spektrograma
skotajskog »bijelog« boksita i Scheringova kaolina, te je prema
tome potvrden nalaz kemijske i diferencijalno-termic¢ke analize,
da se kod rude sa Skocaja radi o ¢istom kaolinitu.

Bemit
(sintetski)

Boksit
(Bijele Poljane)

Kaolinit
(Skocaj)

Kaolin
(Schering)

SL 7.

Nadalje vidimo na sl. 7., da se rentgenogram bijelog boksita
s Bijelih Poljana sastoji iz interferencija koje pripadaju kaoli-
nitu i bemitu, a time je takoder potvrden nalaz diferencijalne-
termilke analize, po kojoj je ovaj boksit smjesa ovih minerala.



Zakljucak

1. Termickom, diferencijalno-termickom kao i rentgeno-
grafskom analizom boksita po$lo nam je za rukom eksperimen-
talnim putem odrediti molekularni vez kremicne kiseline u
boksitima.

2. Naprijed navedenim metodama utvrdeno je, da kremic-
na kiselina u boksitima dolazi vezana i u obliku hidratiziranih
alumosilikata.

3. Na temelju podataka fizikalno-kemijske strukturne ana-
lize kao 1 na temelju rezultata kemijske analize boksita omo-
guteno je izratunavanje procenata bemita i kaolinita u bo-
ksitima.

4. Termitkom i diferencijalno-termitkom analizom bijelih
boksita iz Like i Crne Gore ustanovljeno je, da se ovi boksiti
sastoje iz bemita i kaolinita.

5. Ovaj nalaz potvrden je odredivanjem strukture boksita
rentgenografskim putem, i to metodom po Debyeu i Scherreru.

6. Podaci diferencijalno-termi¢ke analize, t. j. pomaci de-
hidratacionih maksimuma kaolinita, 1 to bilo &istog ili sadrZanog
u boksitima, zatim utjecaj hidrotermalnih parametara na polo-
zaj ovih maksimuma, pokazali su potrebu studija o procesu
stvaranja kaolinita u boksitima.

7. U narednoj publikaciji objavit ¢e se rezultati studija
geneze kaolinita u domaé¢im boksitima. Ona je vazna s obzirom
na molekularno stanje komponenata, koje satinjavaju rudu, a
to. stanje u velikoj mjeri utjete na smjer i racionalnost tehno-
loskog preradivanja boksita.

IstraZivanja o strukturi domacih boksita jzvrSena su u Za-
vodu za fizikalnu kemiju Tehnickog fakulteta Sveudilista u
Zagrebu, a u suradnji s Institutom za industrijska istraZivanja
Ministarstva industrije N. R. Hrvatske i Centrale za istrazivanje
boksita i aluminija, koja radi u sklopu Instituta.

Mnoga od navedenih mjerenja omoguéena su samo time,
§to mi je Institut za industrijska istrazivanja dodijelio surad-
nike ing. A. Lahodnog, ing. T. Tomi¢evu, ing. A. Metlenka i
1. Schneidera i $to je potpomagao rad aparaturom i kemika-
lijama.

Zagreb, dne 22. VI. 1948.

Primljeno na sjednici ‘Odjela za matematicke, fiziéke
i tehnicke nauke dne 18 I1X, 1948.



Dr. HRVOJE IVEKOVIC i Dr. SMILJKO ASPERGER

KONDUKTOMETRIJSKO ODREDIVANJE
UGLJICNOG DIOKSIDA

(Iz Zavoda za opcu, anorgansku i analitiCku kemiju Farmaceutskog
fakulteta, Zagreb)

L. Mjerenje kod konstantne temperature

Promjena elektri¢ne vodljivosti razrijedenih luZina, uzro-
kovana apsorpcijom uglji¢tnog dioksida, upotrebljava se kao
metoda za kvantitativno odredivanje tog pilina kao i kod ana-
lize karbonata i svih onih tvari, koje pod izvjesnim uvjetima
mogu razvijati uglji¢ni dioksid. Kad se kao apsorpciono sred-
stvo uzima natrijeva ili kalijeva luZina, uvodenjem uglji¢nog
dioksida vodljivost se smanjuje, jer je vodljivost otopine kar-
bonata pribliZzno za polovicu manja od vodljivosti otopine hi-
droksida iste koncentracije!. Kad se kao apsorpciona tekuéina
uzima otopina barijeva hidroksida, nastali barijev karbonat
prakticki ne sudjeluje u vodijivosti, te je efekt promjene vod-
ljivosti znatno veéi.

Mnogi autori?, koji su nastojali razraditi ovu posljednju
metodu, primijeniv$i je i za odredivanje veoma malenih koli-

M. D, Thomas, Ind. Engin. Chem. (Anal. Ed.) 4. 253. (1932).

2J. R. Cain, L. C. Maxwell Journ Ind. Eng. Chem, 11. 852
(1919). — H. A. Spoehr, H Mc. Gree, Journ. Ind. Eng. Chem. 16.
128. (1924). — A. C. Raymond, H M. Winegarden, Journ. biol.
Chem. 74. 189. (1927) . — L. E. Bayliss, Bioch. Journ. 21. 662. (1927).
— W. O. Fenn, Proc. of the soc. f. exp. biol. and med. 23. 714. (1926);
Ber. ges. Physiol. 38. 636. — XK. Gordon, J. F. Lehmann, Journ.
scient. Instruments 5. 123. — A. P. Matwejew, J. B. Pronin,
O. I. Frost, Zurnal prikladnoi himii, 3. 1223. (1930). — J. Derks,
Arch. Hyg. Bakteriol. 110, 329. (1933). — W. D. Treadwell, Th.
Zirrer, Helv. chim. Acta 17. 869. (1934). — A. S. Smith, Ind. Eng.
Chem. Analyt. Edit. 6, 293 (1934). — S. Hatta, M. Katori, J. Soc.
Chem. Ind., Japan 37. 278. (1934). — K. W. Gorbatschew, Himi-
teski Zurnal. Ser. B. Zurnal prikladnoi himii 8. 1508. (1935). — R. G.
Newton, Ann. Botany 49. 381. (1935). — J. G. Waugh, Ind. Eng.

Chem.; Analyt. Edit. 9. 96. (1937). — A. Lassieur, C. R. hebd.
Séances Acad. Sci. 206, 606, (1938). — T. Krasso, Techn. Kurir 9.
63. (1938), — D. G. Clark, J. Shaperjr, O. F. Curtis, Plant.

Physiol. 16. 643. (1941).



¢ina ugljiénog dicksida (R. G. Newton i dr.), nasli su ponaj-
prije pogodne koncentracije apsorpcionih sredstava. Zatim su
tabelarno ili graficki prikazivali, kako se smanjuje vodljivost
apsorpcione otopine odredene koncentracije nakon apsorpcije
poznate kolid¢ine ugljicnog dioksida. Iz tako dobivenih po-
dataka mogli su retrogradno odrediti nepoznatu koli¢inu uglji¢-
nog dioksida mjerenjem promjene vodljivosti iste apsorpcione
otopine.

Koncentracija apsorpcione tekué¢ine ne smije biti suviSe
velika, jer se u tom slucaju dobiva premalena promjena
vodljivosti. S druge strane apsorpcione otopine malih koncen-
tracija ne mogu kvantitativno apsorbirati uglji¢ni dioksid, pa
su stoga neki autori konstruirali komplicirane ¢elije za apsorp-
ciju. StoviSe neki primjenjuju cirkulaciju uglji¢nog dioksida
kroz apsorpcionu tekuéinu.

Krivulje bazdarenja, koje su autori dobili uz pomoé po-
znate koli¢ine ugljicnog dioksida, prikazivale su zavisnost
izmjerenog otpora (odnosno vodljivosti) apsorpcione otopine
od apsorbirane koli¢ine ugljiénog dioksida. Tako dobivene kri-
vulje bazdarenja specifiéne su za apsorpcionu tekuéinu odre-
dene koncentracije, i zato je potrebno, da se kod ovakvih
konduktometrijskih analiza prirede apsorpcione otopine on a-
k v e koncentracije, s kakvom je vr3eno baZdarenje. Medutim
kod barijeva hidroksida, koji je za uglji¢ni dioksid najzgodnije
apsorpciono sredstve, upravo to predstavlja izvjesnu poteskocu.

Da toj potesSko¢i izbjegne, A. Lassieur je apsorpcione
otopine, pomoc¢u kojih je izvrsio baZdarenje, konzervirao u
ampulama i s takvim je otopinama vriio konduktometrijsku
analizu, dok je W. D. Treadw el nastojao na¢i opéeniti ma-
tematski izraz za zavisnost koli¢ine uglji¢nog dioksida od izmje-
rene vodljivosti. Treadwelov izraz moZe se dobro pri-
mijeniti samo za koncentracione uvjete krivulje baZzdarenja,
a za druga koncentraciona podruéja potrebno je ipak izvr§iti
nova empirijska bazdarenja.

Sirdozi Hatta i Matuwaka Katori odredivali su
otopljeni ugljiéni dioksid u vodi, i to iz razlike promjene
vodljivosti barijeva hidroksida dodanog vodi, koja sadrzava
ugljiéni dioksid, i u onoj, iz koje je uglji¢ni dioksid istjeran
kuhanjem. Trazeni CO, odreduje se iz koncentracija barijeva
hidroksida nakon taloZenja barijeva karbonata, a te se koncen-
tracije odreduju iz vodljivosti otopine prema izvedenoj ekspo-
nencijalnoj jednadzbi. Pored toga rezultati su samo priblizno
toéni,
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Na$e nastojanje iSlo je za tim, da se nade opé¢i izraz za
primjenu ove metode, kako bi se omogu¢ila njena upotreba
i za kontinuirana odredivanja uglji¢nog dioksida, koji
se oslobada iz nekog reakcionog sistema, t. j. i8lo se za tim,
da se omoguéi brzo, jednostavno i kontinuirano mjerenje oslo-
bodenih koli¢ina ovog plina kao funkcije reakcionog vremena,
a nezavisno od koncentracije apsorpcione otopine. Istrazivanja
koja smo u tom pravcu izvr$ili, pokazala su, da se koli¢ina
ugljitnog dioksida moze odrediti ra¢unski, i to na temelju
mjerenja promjene vodljivosti otopine barijeva hidroksida, bez
obzira na njenu pocetnu koncentraciju, koja moZe varirati u
velikom koncentracionom intervalu, ve¢ prema koli¢ini uglji¢-
nog dioksida, koji se otekuje.

1. Opis aparature

Mjerenja su izvrSena aparaturom, koja je shematski prikazana
na slici 1. Kao apsorpciona posuda sluzio je apsorpcioni toranj 1
tvrtke Schott-Gen.-Jena od 600 ccm, visine 20 cm, s ugradenim sta-
klenim Gi-filtrom 2 za raspriivanje plina. Apsorpcioni toranj napunjen
ie sa 500 ccm otopine barijeva hidroksida, $to daje wvisinu stupca
od 18 em.

Totno poznata koli¢ina uglji¢nog dioksida uvodena je u apsorpcionu
otopinu, kojoj je temperatura iznosila konstantno 25,0 +0,02" C. Uglji¢ni
dioksid dobiven je iz otopine natrijeva karbonata poznatog titra, a
ta se otopina pusta iz birete 3 u vrucu (110° C) razrijedenu (1 :4) sum-
pornu kiselinu 4. Nastal! wuglji¢ni dioksid istjeran je strujom dusika.
Dusik iz bombe § prethodno je oé¢iscen od eventualnog uglji¢nog dioksi-
da prolazom kroz apsorpcione tornji¢e s natronskim vapnom i natron-
skim azbestom 6. Prolazom plinske smjese kroz povratno hladilo 7,
azbestni filtar i filtar od staklene vune 8, uklonjena je iz nje konden-
zacijom vodena para. Smjesa plinova ulazi zatim u prvi apsorpcioni
toranj 1, u kojem je ujedno mjerena vodljivost. Prvi apsorpcioni toranj
spojen w s drugim ', u kojem se nalazi barijev hidroksid veoma ma-
lene koncentracue 1 drugom apsorpcionom tornju erena je vod-
Ijivost, koja je za Citavog procesa bila konstantna, jer su koncentra-
cioni uvjeti i brzina prolaza plinova bili takvi, da je u prvom tornju
nastala uvijek kvantitativna apsorpcija. (Brzina strujanja dusika kon-
trolirana je diferencijalnim manometrom 9, a iznosila je, ve¢ prema
koncentraciji barijeva hidroksida, do 0,2 litre na minutu). Drugi apsorp-
cioni toranj, s obzirom na malenu koncentraciju barijeva hidroksida,
registrira lagano ve¢ 0,04 ccm CO: ukoliko apsorpcija u prvom tornju
ne bi bila kvantitativna.

Apsorpcione posude nalazile su se u vodenom termostatu 10, ko-
jemu je temperatura bila konstantna na + 0,02°C, $to je postignuto uz
pomo¢ zivina kontaktnog termometra 11. Apsorpciona posuda 12, u
kojoj se je nalazila otopina barijeva hidroksida, prijeéila je, da uglji¢ni
dioksid iz atmosfere ude u apsorpcione tornjeve 1 i I’. Posto je ugljicni
dioksid apsorbiran u prvom tornjicu, stakleni ¢ep 13 je na &as uklo-
njen, u tornji¢ I stavijena je elektroda 15 [ izmjerena je vodljivost
otopine barijeva hidroksida.
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Vodljivost je mjerena Wheatsioneovim mostom 1} izmedu platini-
ziranih platinskih elektroda za uronjavanje 15, koje su u otopini n/10
KCl kod 25° C pokazivale otpor od 42,5 oma. Elektrode su prije svakog
mjerenja oprane u jako razrijedenoj solnoj kiselini i u destiliranoj
vodi, Krajevi mosta nalazili su se pod naponom od 4 volta izmjeni¢ne

Siika 1.

siruje frekvencije 50 herca. Struja za miliampermetar 17 prethodno je
pojacana trocijevnim pojacalom 16, Kod minimuma razlike napona
pokazivao je miliampermetar minimum otklona. Istovremeno se utrnula
indikatorska tinjalica na poja¢alu. Vrijednost promjenljivog otpora 18
odredena je pomoéu Pontavi-Wheatstoneova mosta 19. Totnost mjerenja
iznosila je 1 do 2%ca.

Elektrodna éelija za uronjavanje narolito je podesna kod konti-
nuiranog mijerenja uglji¢nog dioksida, koji se oslobada za nekog pro-
cesa, jer nije potrebno prekidati uvodenje uglji¢nog dioksida u apsorp-
cionu tekuéinu. To je omoguceno time, §to se unato¢ stalnom smanji-
vanju koncentracije barijeva hidroksida u apsorpcionoj otopini prak-
ti¢ki ne mijenja koncentracija otopine u elektrodnim ¢elijama za krat-
ko vrijeme mjerenja otpora.
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2. Eksperimentalni dio

Ponajprije je nadena zavisnost otpora W otopine barijeva
hidroksida od njegovih koncentracija, kako to prikazuje dija-
gram 1. Krivulja je eksperimentalno dobivena mjerenjem otpo-
ra otopine barijeva hidroksida razli¢itih koncentracija kod 25,0°
C. Koli¢ina barijeva hidroksida odredena je titracijom s 0,1
n HCI uz fenolftalein i kontrolirana je elektrotitracijom.

Dobivena krivulja predstavlja istostranu hiperbolu, gdje

je umnozak otpora W i koncentracije barijeva hidroksida kon-
stantan, a njegova srednja vrijednost iznosi 1,066.

W

Qo - ao2 003 00% 0%
o KONC. Ba(GH)g mol/t

&

Dijagram 1.

Analognu krivulju za zavisnost otpora otopine barijeva
hidroksida od njene koncentracije dobili su 1 J. R. Cain i
L.C. Maxwell

U nizu daljih mjerenja, koja su izvedena opisanom apara-
turom, nadena je zavisnost otpora W otopine barijeva hidro-
ksida, odredenog pocetnog otpora W,, od apsorbirane koli¢ine
ugljitnog dioksida. Pogetni otpori W, varirani su u velikom
intervalu od 32 do 2400 oma. Poletne koncentracije barijeva

idroksida, koje korespondiraju pocetnim otporima W, vari-
raju izmedu 0,04 i 0,001 mola/l, a vrijednosti tih koncentracija
mogu se uzeti s dijagrama 1.

Rezultati jednog dijela ovakvih mjerenja prikazani su u
tabeli 1, koja sadrzava pet mjerenja s otopinama barijeva hi-
droksida razli¢itih potetnih otpora W,. Koli¢ina apsorpcione
otopine iznosila je 500 ccm kao i kod ostalih pokusa. U prvu
kolonu uneseni su otpori W u omima. U drugoj koloni nave-
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dene su apsorbirane koli¢ine uglji¢nog dioksida a u gram-
ekvivalentima. Temperatura apsorpcione otopine iznosila je
25,00 C.

t = 25,0 C; koli¢ina apsorpcione otopine: 500 ccem.

1 I 1 v v
W o la-10t] Woao10f] Woe-10f W oja-108

W ia 410‘

W, = w,= ‘ w,= W, = W, =
32,3 0 694 0 |171,0 0 |2820 o |4030 O
350! 39,08| 86,0 43,08| 2360 24,00| 353,0| 8,616 | 463,1| 4,060
38,0 82,16| 116,0| 86,16 | 282,0- 32,31 | 403,012,924 500,2 | 6,051
43,1 (124,24 | 182,0 (129,24 | 371,0 43,08 450,0 16,000 535,0 | 7,600
49,4 (172,32 473,01172,32| 400,0° 45,60 482,017,632 571,5| 9,101
56,8 215,40 | 610,0 “179,01 458,5 49,54} 569,0 '21,54 | 600,110,202
68,9 /258,48 3300 |193,86| 550,0 56,90 | 732,0 26,25 | 684,012,912
86,9 [301,56 N 624,0 56,00 772,2 {14,800
122,0 344,64 !
207,5 |387,70 ‘
i

472,7 422,50
730,0 434,00

Tabela 1.

Dijagram 2. prikazuje te rezultate graficki.

Potetni otpori W, otopina barijeva hidroksida iznosili su
— kako se iz tabele 1. vidi — 32,3, 69,4, 171,0, 282,0 i 403,0
oma.

Uvodimo li neku nepoznatu koli¢inu ugljiénog dioksida u
otopine barijeva hidroksida tih istih pocetnih otpora i istog
volumena, mozemo tu koii¢inu uglji¢nog dioksida odrediti iz
dijagrama 2., posto izmjerimo promjenu u otporu otopina.

Krivulja I istostrana je hiperbola, koja pomakom osi ordi-
nata prelazi u drugi kvadrant koordinatnog sustava. Novi po-
lozaj osi ordinata odredili smo u ovom siufaju graficki. Jed-
nadzba funkcije glasi:

—({C—a) . W=k 1)
gdje je C konstanta, kojoj je vrijednost 0,0452, jer je za taj
iznos doSlo do pomaka koordinatne osi. a je koli¢ina uglii¢nog
dioksida u gram-ekvivalentima, W je otpor otopine barijeva

hidroksida u omima. Vrijednost konstante k neznatno varira
u &itavom podruéju funkeije I, kako to pokazuje tabela 2.
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700 |

Otpor W otop. Ba (OH), u Q
8 5
o
—— .

100 /

Volumen otopine (BuOH)2!500 cem
v t:250°C

~

700 200 a0 400
Dozirani CO, u gr. ekvival. X 10 (= a X 10%
Dijagram 2.

_—(C—a) K
— 0,02782 — 1,891
— 0,01337 — 1,337
— 000887 — 1,331
— 0,00681 — 1,362
— 0,00557 — 1,392
— 0,00357 -— 1,428
— 0,00210 | -— 1,470

| !
X = — 1,388

Tabela 2.

10 Rad Jug. Akad. 278

580
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JednadZzba hiperbole (1) mozZe se transformirati na ovaj
oblik:

oz BECW .
odnosno
o 1388 00452 - W 2a)

w

Ako su nam poznate konstante k i C, moZe se pomoctu jed-
nadzbe (2) izratunati apsorbirana kolitina uglji¢nog dioksida
uvritavanjem izmjerenog otpora one otopine barijeva hidro-
ksida, kojemu pocetni otpor W, iznosi 32,3 oma (to je pocetni
otpor bazdarne krivulje I u dijagramu 2.).

Da se utvrdi moguénost upotrebe jednadzbe (2), navedene
su u tabeli 3. koli¢ine apsorbiranog uglji¢nog dioksida u gram-
ekvivalentima izratunate pomoc¢u ove jednadzbe. Te koli¢ine
treba da odgovaraju razli¢itim izmjerenim otporima one otopi-
ne barijeve hidroksida, koja kod 25,0° C pokazuje potetni otpor
W, od 32,3 oma. Volumen apsorpcione otopine i opet je iznosio
500 ccem. Iz tabele je vidljivo, da se tako dobivene vrijednosti
za CO, razlikuju samo neznatno od stvarno doziranih koli¢ina
ovog plina (vidi i tab. 1, stupac I.).

Izracunati CO, ) . P sk
w u gr. ekvival, Dozirani CO, ogieske
u gr. ekvival, o
} a
| |
49,4 ! 0,0187 i 0,01723 + 3.4
56,8 0,0214 : 0,02154 — 0,65
68,9 ’ 0,0256 | 0,02585 — 0,96
86,9 06,0297 ! 0,03016 - 1,5
122,0 0,0342 0,03446 — 0,72
207,5 0,0388 ! 0,03877 + 0,07
472,58 ] 0,0425 ] 0,04225 i -+ 0,58
730 ; 0,0435 E 0,04340 | + 0,23
— ! | !
t=2500C
Tabela 3.
Konstante k i C mogu se lagano odrediti ra¢unski iz izraza
k+C-W . . .
a—= ——JLVV—— - ¢ i Wsu naime poznate veli¢ine dobivene nha

natin opisan u vezi s prikazom tabele 1. Poznatim koli¢inama
ugljitnog dioksida a odgovaraju ovdje izmjereni otpori W.
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Upotrebivsi podatke stupca I tabele 1. moZemo postaviti
vie kombinacija od po dvije jednadzbe s nepoznanicama k i C,
na pr.:

_ k+C-38 _ k4C-2075
0,008216 = ~—5 i 0,038770 = 075
_ k+C-568 _k+C-122
0021540 = = i 0034464 = "o 2T i td,

k i C mogu se odatle izratunati kao srednje vrijednosti mnogih
kombinacija.

Tako su dobiveni podaci za srednje vrijednosti konstanti
kicC:

k, = — 1,3617

Cy = 0,04537.
Te vrijednosti svakako su tocnije od onih, koje su odredene
graficki (C = 10,0452, k ==—1,388), iako se od njih znatno ne
razlikuju.

Krivulje II, III, IV i V dijagrama 2. takoder su istostrane
hiperbole, no one su od nove (desne) osi ordinata to viSe uda-
ljene, $to je pocetni otpor W, veéi. Uvrstavanjem njihovih po-
tetnih otpora W, i racunski odredenih konstanti u jednadzbu (2)
dobivamo iznos

— 1,3617 -+ 0,04537 - W,
WH ’

koji moramo o d biti od izratunate koli¢ine uglji¢nog dioksida
po jednadzbi

w

tako, da opceniti izraz za racunsko odredivanje ugljiénog di-
oksida mjerenjem otpora otopine barijeva hidroksida, bilo
ko jih potetnih koncentracija, dobiva oblik

k+C-W  k+C W

a= R ®)

— = 1,3617+4 0,04587. W

W, je pri tome pocetni otpor one otopine barijeva hidroksida
(bilo koje prikladne koncentracije), koja nam otopina sluzi kod
konduktometrijske analize kao apsorpciono sredstvo. Za svaki
u procesu izmjereni otpor W moze se lagano izratunati apsor-
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birana koli¢ina CO, (a), ako su jednom zauvijek na spomenuti
naé¢in odredene konstante k i C. Temperatura treba, naravno,
da je kod svih odredivanja konstantna.

Pomoéu jednadzbe (3) izra¢unate su koli¢ine uglji¢nog di-
oksida, koje su apsorbirale otopine barijeva hidroksida pocet-
nih otpora W, u iznosu od 69,4, 171,0, 282,0 i 403,0 ohma. Time
je obuhvacten ¢Citav interval koncentracija otopina barijeva hi-
droksida, koje dolaze u raéun kod kondutometrijskog odredi-
vanja ugljitnog dioksida u koli¢inama od 0,05 do 500 ccm ovog
plina, 3to odgovara priblizno 0,1 mg do 1 g CO,.

Rezultati tih ra¢una za otopine pocetnih otpora W, u iznosu
od 69,4 i 171,0 oma prikazani su u tabeli 4. Vrijednosti za a,
kod W, =694, izratunate su prema tome pomocu jednadzbe

—1,3617 + 004537 - W  —1,3617 + 0,04537 - 69,4

w 69,4 '
Analogno su dobivene vrijednosti a za otopinu s W,==171,0
oma, a navedene su u istoj tabeii 4.

lzraéunati COy . Izragunati CO, o
w u gr. ekvival, | Doziranl COp w u gr. ekvival, | Do¥irani CO,
a u gr. ekvival. @ u gr. ekvival-
69,4 ’ 0 0 171,0 0 0
86,0 0,0038 0,0039 282,0 0,00313 0,00323
116,0 0,0080 0,0082 371 0,00430 0,00431
182,0 0,0122 0,0124 400 0,00456 ] 0,00458
473 0,0168 0,0172 458 0,00488 | 0,00495
610 0,0174 0,0179 550 0,00549 |  0,00545
3300 0,0192 0,0194 624 0,00578 [ 0,00560
t=25,0°C
Tabela 4.

Iz ove se tabele vidi, da se izratunate vrijednosti za a ne-
znatno razlikuju od stvarno doziranih koli¢ina uglji¢nog di-
oksida.

Kada bismo kod funkcija, koje odgovaraju krivuljama IV
i V, upotrebili konstante k i C dobivene iz krivulje I, nastale
bi veée pogreske, jer je ovdje razlika koncentracija apsorpcio-
nih otopina suviSe velika, t. j. pocetni otpori W, nisu istog
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reda velidine. Stoga je podesnije, da se ove funkcije predstave
konstantama dobivenim iz krivulje III, a te konstante mozemo
dobiti pomotu jednadzbe (2), ako u nju uvrstimo W i ¢ iz
kolone III tabele 1. Za k i C dobivene vrijednosti iznose sada
k,=—1,2214 1 C, = 0,007585. Kako se odatle vidi, konstanta
k ima isti red veli¢ine kao i konstanta dobivena iz krivulje I
(—1,3617). Kasnija razmatranja pokazat ¢e nam, da uzrok tome
treba traziti u Cinjenici, $to je konstanta k specifi¢na za elek-
trode, a zavisna je samo od temperature, Budué¢i da je tempe-
ratura u oba sluéaja konstantna (25,0 C), a mjerenja su izvr-
Sena istim elektrodama, promijenila se je vrijednost konstante
k samo u granicama eksperimentalnih spogresaka.

Konstanta C; se naprotiv bitno promijenila, jer ona pred-
stavlja — kako smo veé¢ spomenuli — zapravo onu koli¢inu
CO,, Sto stvara maksimalan otpor apsorpcione otopine, kojom
vréimo bazdarenje, dakle otpor identi¢an s otporom ¢Ciste vode.
To je prema tome ona koli¢ina uglji¢nog dioksida, $to je ekvi-
valentna barijevu hidroksidu prisuthom u otopini, kojom se
vrsi temeljno bazdarenje.

U tabeli 5. izra¢unate su pomoc¢u tako dobivenih konstanti
—1,2214 -}- 0,007585 . W .

Cpgat T SITIOY W koli-
w ’

¢ine uglji¢tnog dioksida, koje odgovaraju razli¢itim otporima

W. Dobivene vrijednosti za CO, (a) neznatno se razlikuju od

stvarno doziranih koli¢ina.

k i C, a prema jednadzbi a =

] i
! izratunati Co, |
w | u gr. ekvival, | Dozrani CO»
| {u gr ekvival
] a |
! i
w, = i
171 0,00040 \l 9]
236 i 0,00246 | 0,00240
282 | 000325 | 000323
371 i 0,00425 i 0,00431
400 i 0,00453 0,L0456
458 . 0,00482 0,00495
550 i 0,00537 0,00549
624 : 0.00562 0,00560
S S O
t=2500C

Tabela &



Kod apsorpcionih otopina poéetnih otpora W, veéih od 171,0
oma, izra¢unat éemo koli¢inu ugljiénog dioksida pomocéu jed-
nadzbe (3), u koju smo uvrstili naprijed dobivene konstante
kiC:

_ —1,2214 40,007585- W  — 1,2214 4 0,007585 - W,

- w W '

Rezultate za otopinu s W, =282 oma pokazuje tabela 6.

Dobiveni podaci za a odli¢no se podudaraju s doziranim koli-
¢inama ugljiénog dioksida.

Izratunati CO, o Izragunati CO, o
W. | ugr ekvival | Dozirani CO. w u gr. ekvival, | Dozirani COy
" u gr. ekvival. Y u gr. ekvival,
|
W, = W, = !
282 0 0 403 0 0
353 0,000870 0,000862 463 | 0,000390 | 0,000405
403 0,00130 0,00129 500 . 0000590 ' 0,000605
450 0,00161 0,00160 535 | 0,000750 0,000760
482 0,00179 0,00176 571 i 0,000894 0,000910
569 0,00218 0,00215 600 i 0,001005 0,001020
732 0,00266 0,00263 684 | 000125 0,00129
772 ! 0,00145 i 0,00148
t=2500C
Tabela 6.

Unato¢ velikoj osjetljivosti takve otopine, gdje malene ko-
licine apsorbiranog uglji¢nog dioksida uzrokuju velike promjene
otpora, moze se ipak koli¢ina uglji¢nog dioksida odrediti ra-
¢unski uz pogresku do 2%.

U istoj tabeli 6. navedeni su i analogni podaci za otopinu
s poletnim otporom W, =403 oma (vidi i krivulju V dija-
grama 2.), gdje se radi o jo$ dva puta manjim koli¢inama CO..

Ove eksperimentalne ¢injenice dokazuju, da se odredivanja
uglji¢nog dioksida mogu konduktometrijski vrs$iti uz upotrebu
otopina barijeva hidroksida, koje se po koncentraciji znatno
razlikuju od one otopine, kojom je vrseno bazdarenje, t. j. odre-
divanje konstanti k i C.

Te eksperimentalne ¢&injenice ujedno su dokaz, da barijev
karbonat, koji je nastao za procesa apsorpcije, prakti¢ki ne
utjeCe na vodijivost niti bitno mijenja konstante éelije.
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3. Primjena opisane metode

Zelimo 1i konduktometrijski odredivati uglji¢éni dioksid,
koji se oslobada tokom nekog procesa, potrebno nam je prije
svega odrediti konstante k i C ¢elije, koja nam stoji na raspo-
laganje za odredivanje vodljivosti. Ove se konstante odreduju
doziranjem poznatih koli¢ina uglji¢nog dioksida u otopinu
barijeva hidroksida neke koncentracije, koja je nes$to veéa od
ekvivalenta ukupnog uglji¢nog dioksida, koji otekujemo u pro-
cesu. Nakon zavrSene apsorpcije uglji¢nog dioksida treba naime
da nam otopina sadrzava jo§ neki mali suviSak slobodnog
barijevog hidroksida.

Iz po dva podatka za a (dozirana koli¢tina CO,) i W (otpor
otopine poslije apsorpcije a) mozemo prema jednadzbi (2) izra-
¢unati k 1 C, kako je to opisano na str. 147.

Posto smo pripravili aparaturu i na opisani naéin odredili
konstante k i C naSe ¢elije, mozemo pristupiti mjerenju koli-
¢ina ugljicnog dioksida, koje se oslobadaju za procesa, §to ga
istrazujemo. U tu svrhu treba namjesto posudice 4 sl. 1. sta-
viti posudicu, u kojoj se odvija istrazivani proces.

Ako se odreduje uglji¢ni dioksid u uzduhu, treba naravno
iskljuciti sav uredaj, koji se nalazi pred apsorpcionim tornjem
1, te provoditi odredene koli¢ine uzduha.

Kod ovakvih odredivanja nepoznatih koli¢ina uglji¢nog di-
oksida potrebno je, da kao apsorpcionu otopinu izaberemo oto-
pinu barijeva hidroksida neke koncentracije, tako da je potetni
W, nesto veéi od W, otopine, koja nam je posluzila kod upravo
spomenutog baZdarenja. Sto je W, otopine za apsorpciju blizi
otporu W, bazdarne otopine, to ¢e to¢nost mjerenja biti, na-
ravno, veca.

Uvrseujuci vrijednosti za ki C, W i W, u jednadzbu (3)
dobivamo vrijednosti za koli¢ine ugljiénog dioksida u onim
jedinicama, u kojima su izrazene dozirane koli¢ine uglji¢nog
dioksida (gramekvivalenti u nasem slu¢aju).

Karakter konstanti k i1 C

Da se utvrdi moguénost primjene ove metode uz upotrebu
razli¢citih elektroda, a i zato, da se otkrije karakter
konstanti k i C, u¢injeni su pokusi s jo§ jednom elektrodom
(elektroda II). Dok je elektroda, kojom smo vr$ili glavna mje-
renja (elektroda I) pokazivala u otopini 0,1 n KCl kod 25,0 C
otpor od 42,5 oma, elektroda II davala je uz iste uvjete otpor
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od 18,5 oma. Elektroda II pokazivala je otpor od 11,5 oma u
oncj otopini barijeva hidroksida, u kojoj je elektroda I davala
otpor od 32,3 oma (vidi tabelu 1. stupac I.).

Rezultati mjerenja elektrodom II. navedeni su u tabeli 7.

w a- 104 w a- 104
11,5 (] 47,1 344,64
14,6 86,16 87,1 387,72
19,6 172,32 142,0 409,26
26,8 258,48 500 430,80
t=12500C
Tabela 7.

Iz ovih podataka izralunate su prema jednadzbi (2) kon-
stante k i C:

k, = —0,53877
C =0,0450.
Uz upotrebu elektrode I ove su vrijednosti iznosile:
k,=—1,3617 odnosno C==0,0454 (vidi str. 147).

Iz svega toga je vidljivo, kako smo to ve¢ spomenuli na
str. 149., da je konstanta k specifi¢na za elektrodu, dok kon-
stanta C zavisi samo o koncentraciji barijeva hidroksida one
otopine, koja sluzi kao apsorpciona otopina za bazdarenje.

5. Pitanje utjecaja barijeva karbonata na vodljivost
apsorpcione otopine

H. A. Spoehr i H. Mc. Gree ustanovili su, da se vod~
ljivost ¢elije mijenja u toku apsorpcije uglji¢nog dioksida radi
precipitacije barijeva karbonata. A. C. Raymond i H M.
Winegarden kontrolirali su mjerenja H. A. Spoehra i
H. Mc. Greea i ustanovili, da promjene ne nastaju, ako se
uglji¢ni dioksid apsorbira, prije nego dopre do elektroda. Pro-
mjena vodljivosti ¢elije imala bi biti dakle uzrokovana taloze-
njem barijeva karbonata na samoj povrsini platinske elektrode,
a ne zbog naknadne adsorpcije BaCO, na elektrodama.
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Da provjerimo ovu pretpostavku H. A, Raymonda 1
H. M. Winegardena, umotili smo elektrade u otopinu
barijeva hidroksida i izlozili ih atmosferi uglji¢nog dioksida.
Barijev karbonat taloZio se tako u samim porama platiniziranih
elektroda, a posljedica toga bila je, da su takve elektrode
pokazivale oko 159 veéi otpor.

Takoder smo mjerili vodljivost bistrih otopina barijeva hi-
droksida, u kojima je barijev karbonat bio sedimentiran, a
tako i nakon muékanja. U uzmuckanim otopinama s mnogo
suspendiranog BaCO;, otpor éelije bio je povetan za 0,5—1%.
Smatramo, da je pretpostavka H. A. Raymonda i H. M.
Winegardena time dokazana.

Upravo s razloga, da se uklonimo stvaranju barijeva kar-
bonata na samim elektrodama, vrsili smo nasa mjerenja elek-
trodama za uronjavanje. S filtrom G, Schott-Gen.-Jena apsorp-
cionog tornji¢a postigli smo disperziju plina u sitne mjehurice,
koje je otopina barijeva hidroksida lagano apsorbirala, prije
nego $to je plin mogao doprijeti do elektroda.

6. Granice primjene opisane metode

Opisana konduktometrijska metoda moZe se primijeniti za
pojedinacna ili kontinuirana mjerenja slobodnog uglji¢nog di-
oksida do ukupnih koli¢ina od priblizno 0,04—500 cem (= 0,08—
800 mg CO,).

Za mjerenje podesne su pribliZno ove koncentracije
Ba(OH),:

za koli¢ine CO, mola Ba(OH)./1
od 0,08 do oko 50 cem . . ... . .. 0,007
» 25 oo 180 o 0,015
» 850, o, 800, ... 0,030

Najmanja kolitina CO,, koja se moze jednim mjerenjem
odrediti, iznosi oko 0,04 ccm == 3,57 . 10—% gramekvivalenta CO.,.
Razumije se, da u ovom ekstremnom slu¢aju treba upotrebiti
najmanju od navedenih koncentracija barijeva hidroksida.

Ove granice dane su, dakako, koli¢inom apsorpcione oto-
pine od 500 ccm. — Smanjivanjem toga volumena moZe se
znatnop povecati osjetljivost ove metode, a granice njene pri-
mjene mogu se tako pomaknuti prema manjim koli¢inama
ugljiénog dioksida. Povecavanjem volumena apsorpcione oto-
pine mogu se, s druge strane, granice primjene prosiriti prema
vetim koli¢inama uglji¢nog dioksida.
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1I. Mjerenje kod razli¢itih temperatura

U nizu pokusa moglo se ustanoviti, da je utjecaj tempe-
rature na konstantu k veoma znatan, no u onom temperatur-
nom intervalu koji praktitki dolazi u ratun kod kondukto-
metrijske analize, zavisnost je te konstante od temperature
linearna, kako ¢emo to malo kasnije pokazati. Promjene
konstante k, uzrokovane temperaturom, mogu se dakle lagano
kod odredivanja uglji¢nog dioksida uzeti u ra¢un i korigirati.

Mjerenja vodljivosti otopine Ba(OH), vrSena su u tempe-
raturnom intervalu izmedu 15° i 37 C. Rezultati tih mjerenja
prikazani su u tabeli 8.

I oL | I v
155°C 20,00C 25,00C 37,00C

W (a0t W a1l | W | el0 | W | al0t

Wo= W, = W, = i Wo= i

379 | o© 349 | 0 3238 0 262 | 0

455 | 86,16 | 385 | 4308 ( 350 3908 | 288 4308
5817 | 17232 | 419 | 8616 | 880 ! 82,16 | 354 | 12924
815 | 25848 | 541 | 172821 4371 12424| 473 | 21540

142" | 344,64 | 752 | 25848 | 494
18 | 133" | 344564 | 6.8
289 | 39849 | 218 |38772) 689
500 | 419,50 | 347 | 409,26 | 86.9 | 301,56
465 | 420,03 | 122" | 344,64
723 | 430,80 | 207 | 387.70

473 | 422,50
730 434,00
Tabela 8.

Sva Cetiri mjerenja izvrSena su jednom i istom otopinom
barijeva hidroksida, koja je kod 25,0° C pokazivala otpor W,
od 32,3 oma, a njena koncentracija iznosila je 3,3.10—* mola
Ba(OH),/l. Elektrodna ¢elija, kojom je mjerena vodljivost, da-
vala je u otopini n/10 KCl-a, kod 25,0° C, otpor od 42,5 oma.

Rezultati tabele 8. prikazani su dijagramom 3., na kojem
se vidi tok dobivenih izoterma.
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a0

Otpor W otop. Ba (OH),

100
1 ! 1 1

Dozirani CO, u gr. ekvival, X 10 (= a X 10Y)
Dijagram 3.
Pocetni otpor W* otopine barijeva hidroksida naveden

koncentracije opada s poviSenjem temperature, kako se vic
iz tabele 8.

Temperaturni kvocijent @,, = W%}QX pocetnog otpora W
o)
iznosi u nasem sluc¢aju za temperature 15,0 1 25,0° C: g%g =082

To znadi, da se poviSenjem temperature apsorpcione otopin
za 10 C smanjuje pocetni otpor W, za priblizno 0,85 puta
Kod otpora W, veli¢ina promjene bit ¢e W,—0,85 W, st
iznosi 15,4%.



Povisenju temperature od 1° C odgovara prema tome sma-
njenje otpora za 1,54%.

Zavisnost je po¢etnih otpora W, od temperature linearna,
kako to prikazuje dijagram 4.

501
wo e byl
\ o QQQ[,(
30, Q}\
3= -
o
40;
o 10 20 - 30 40
e
Dijagram 4.

Za svaku temperaturu t moze se odrediti potetni otpor W,
otopine pomocéu jednadzbe pravca:

W, =—0,542 t + 46,1.

Izoterme dijagrama 3. mogu se prikazati jednadzbom isto-
strane hiperbole
k+C-W
e 4
kako je izlozeno u prvom dijelu; a je koli¢ina CO, u gram-
ekvivalentima, W je izmjereni otpor otopine Ba(OH), u omi-
ma, a k i C su konstante, koje se odreduju uz pomo¢ podataka
tabele 8.

U¢vrséivanjem vrijednosti za a i W u jednadzbu (4) moZemo
naime — kako je ve¢ ranije opisano (vidi na str. 147. prvog
dijela radnje) — izratunati vrijednosti za konstante k i C kao
srednje vrijednosti mnogih kombinacija.

U tabeli 9. uneseni su rezultati ovakvih ra¢una za sve Ce-
tiri kolone tabele 8.

156



Temperatura
o c k
15 0,04546 — 11,6654
20 0,04536 — 1/5410
25 0,04537 - 1,3617
37 0,04536 —1,1486

C, = 0,04539 == 0,0454.

Tabela 9.

Vidimo, da je C konstanta nezavisna od temperature, dok
k povidenjem temperature raste.
Temperaturni kvocijent konstante k iznosi:
K10 ko —1,3617
— S e o e 2T o () 89
o ki ki —1,6654 82
Priblizno istu vrijednost imao je i temperaturni kvocijent
potetnog otpora W, (0,85).
Zavisnost k= f (t) je linearna u spomenutom temperatur-
nom intervalu, kako nam to prikazuje dijagram 5. -

- 2

Dijagram 5.

Za svaku temperaturu t moze se k prema tome izraCunati
iz jednadzbe pravca:

k =0,0253 t — 2,03 (5)

Ako Zelimo odredivanje uglji¢nog dioksida vrsiti kod neke
temperature, koja se razlikuje od temperature apsorpcione oto-
pine, a njome smo se sluzili kod odredivanja konstanti k i C
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naSe ¢elije, moramo promjenu konstante k uzeti u ra¢un. To
se moZe utiniti tako, da se kod dvije temperature t, 1 t, odrede
konstante k, i k, na natin, kako je ve¢ opisano na str. 147.
prvog dijela radnje. Tako se dobivaju dvije jednadZzbe tipa

kiyk=m.t 4+ n
ky=m.t, + n,
pomocéu kojih mozemo izradunati vrijednosti za m i n.
Mjesto konstante k moZemo dakle u jednadzbu (4) uvrstiti
njenu temperaturnu funkciju, ¢ime ova jednadzba u nasem
slucéaju dobiva oblik:
0,0253t— 2,03 + CW,
w

1

(6)

Ova jednadZba predstavlja izraz za krivulju bazdarenja
kod bilo koje temperature. Za konstantu C uvrséujemo ovdje
njenu srednju vrijednost 0,0454 (v. tab. 9).

Tako na pr. zelimo li apsorpeiju uglji¢nog dioksida izvrSiti
kod temperature od 20" C, izra¢unat ¢emo apsorbiranu koli¢inu

ugljiénog dioksida prema jednadzbi (6) uvr$éujuéi t = 20, a
za W, izmjereni otpor W,,:
0,0253-20 — 2,03 + 0,454 - W,  — 1,541 40,0454 - W,
a = — B —= (7)
Wao Wao

Dobivene vrijednosti a u gramekvivalentima unijete su u
tabelu 10., koja pokazuje, da se one ne razlikuju znatnije od
stvarno doziranih koli¢ina.

Izraéunafi CO, .
Wap u gr. ekrival, | Dozirani CO» Pogregka
: . u gr. ekvival. R
34,9 0,0010 0 o
41’9 0,0078 0,0086 —93
5411 00169 00172 —17
752 00249 0.0258 —35
133 0,0338 0,0345 —2,0
218 | 00383 0,0388 —13
347 i 0,0408 0,0409 0
465 00420 | 00420 0
723 00432 | 00431 +02
t=2000C
Tabela 10.



Buduéi da je jednadzba krivulje bazdarenja kod neke tem-
perature t dana izrazom '

0,0253t—2,03 -+ 0,0454 - W,
W ;

t

opteniti izraz za raunsko odredivanje uglji¢nog dioksida iz
podataka, koje smo dobili mjerenjem otpora otopine barijeva
hidroksida bilo ko jih koncentracija dobiva ovaj oblik:

Wiy
0,0253t — 2,03 + 0,0454 - W)

) 8)
Wo(t) (

gdje Wy znaéi poletni otpor apsorpcione otopine kod tempe-
rature t, a W, otpor iste otopine nakon apsorpcije CO, kod
temperature t'.

Za odredivanje koli¢ina CO,, apsorbiranih u otopini
Ba(OH), bilo kojih koncentracijaiuz bilo koju
temperaturu, potrebno nam je prema tome znati samo
poéetni otpor Wy 1 nastaii otpor W apsorpcione otopine
pri temperaturi mjerenja t’.

Kao dokaz za ispravnost primjene jednadzbe (6) moZe po-
sluziti tabela 11., koja donosi podatke za izracunati i dozirani
CO,, apsorbiran u otopini barijeva hidroksida s pocetnim otpo-
rom W% = 171,0 ohma.

Izraéunati CO, Dozirani CO Pogretka

t W(t‘) war e:vwal' u gr. ekvival. I 0

v = | !
25,0 171,0 0 i 0 |
20,6 305 0,00322 | 000323 .« 83
23,1 383 0,00440 0,00431 | 421
25,0 400 0,00468 0,00456 ‘ +24
28,8 427 0,00512 0,00495 +2,9
29,4 504 0,00562 0,00549 = +24
30,2 566 0,00593 |  0,00560 +3,2




Praktitan smisao dobiva jednadzba (8) onda, kad se tem-
peratura apsorpcione otopine iz bilo kojih razloga ne moze
odrzati konstantnom.

U tom slucaju potrebno je namjesto Wey uvrstiti pocetni
otpor apsorpcione otopine kod temperature t® C, t. j. kod one
temperature, kod koje je zapoleto mjerenje, a namjesto Wy
otpor nakon apsorpcije CO, pri promijenjenoj temperaturi
1 C.

Kratak sadriaj

1. Opisane su aparatura i metoda, kojima se moze kon-
duktometrijski pojedinaéna ili kontinuirano odredivati slobodni
CO,, koji nastaje za nekog reakcionog procesa. Kao apsorpciona
tekuéina sluzi otopina barijeva hidroksida, a njegovu koncen-
traciju nije potrebno odrediti, §to predstavlja naroé¢itu prednost
pred dosad opisanim metodama.

2. Ovisnost otpora otopine Ba(OH), od koli¢ina apsorbira-
nog CO, pokazuje funkciju hiperbole: —(C—a). W =K, gdje
a = koli¢ina CO, u gr. ekvivalentima, W = otpor otopine na-
kon apsorpcije, a k i C su konstante.

3. Koli¢ina apsorbiranog ugljiénog dioksida moZe se odre-
diti po izvedenoj jednadzbi: a:«kftvg'yy-—lc—t%m,gdje

0
W, = potetni otpor otopine barijeva hidroksida bilo koje kon-
centracije prikiadne za apsorpciju. Navedena jednadzba vrijedi
za konstantnu temperaturu.

4. k i C su konstante, koje treba jednom zauvijek odrediti
uz pomo¢ poznatih koli¢ina uglji¢nog dioksida. Opisana je me-
toda za njthovo izratunavanje. Konstanta k specificna je za
elektrodu i ovisna je samo o temperaturi. Konstanta C pred-
stavlja koli¢inu uglji¢nog dioksida ekvivalentnu koli¢ini bari-
jeva hidroksida u otopini, kojom je vrSeno temeljno bazdarenje.

5. Buduéi da opisana aparatura radi s elektrodama za uro-
njavanje, nastali barijev karbonat prakti¢ki ne utje¢e na vod-
ljivost otopine barijeva hidroksida.

6. Uz upotrebu 500 ccm apsorpcione otopine moze se opi-
sana metoda primijeniti za pojedinac¢na kao i za kontinuirana
mjerenja siobodnog ugljiénog dioksida do ukupnih koli¢ina
od priblizno 0,04—500 ccm CO,. Najmanja koli¢ina CO,, koja
sé moze jednim mjerenjem odrediti iznosi oko 0,04 ccm =
3,57 - 107% gramekvivalenta CO,. Smanjivanjem odnosno pove-
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avanjem volumena apsorpcione otopine mogu se granice pri-
1jene znatno proSiriti prema manjim odnosno veéim kolici-
ama ugljitnog dioksida.

7. IzvrSena su konduktometrijska odredivanja uglji¢nog
ioksida mjerenjem promjene vodljivosti otopine barijeva hi-
roksida kod razli¢itih temperatura. Nadena je zavisnost
onstante k od temperature.

8. U temperaturnom intervalu od 15°—37° C, koji prakticki
olazi u racun za konduktometrijska odredivanja uglji¢nog di-
ksida, konstanta k je linearna funkcija temperature.

9. Izraz za racéunsko odredivanje ugljitnog dioksida, uzevsi

ratun i promjene temperature, dobiva ovaj oblik:

mt A+ CWey  mttn+C Woo
Wan Wo '

U toj jednadzbi Wy je pocetni otpor apsorpcione otopine
smperature t' C, W, je otpor apsorpcione otopine tempera-
are t’ nakon apsorpcije CO,, C, m i n su konstante, nezavisne
d temperature, a njihovo je fizikaino znatenje pokazano.

Spomenute konstante mogu se lako odrediti bazdarenjem
omoc¢u poznate koli¢ine ugljiénog dioksida, uz dvije razlitite
emperature.

Pocetne koncentracije apsorpcione otopine barijeva hi-
roksida mogu varirati u velikom intervalu veé¢ prema Koli¢ini
gljitnog dioksida, koji se ocekuje.

10. Prakti¢ki smisao dobiva spomenuta jednadZzba onda, kad
e temperatura apsorpcione otopine iz bilo kojih razloga ne
10ze odrzavati konstantnom u vrijeme pokusa.

Primijeno na sjednici Odjela za matematicke, fizicke
i tehnicke nauke dne 18, 1X. 1948.






AKADEMIK FRAN TUCAN

PRINOS POZNAVANJU MINERALOSKO-PETROGRAFSKIH
PRILIKA JUGOISTOCNE MAKEDONIJE

Istrazujuéi mineralosko-petrografske prilike Makedonije,
vriio sam radove u jeseni g. 1940. u sjeveroistotnom dijelu
lista Kavadarci (1:100000) od Gornje Dréevice na jugu
Demir-Kapije do Krk-Dzamije na sjeveru od napomenutog
mjesta, pa u sjeverozapadnom dijelu lista Strumica—Dev-
delija (1:100000) od sela Konte na sjeveru od Gradegke
planine do Valandova na jugoistoku Konta.

Ckolina Drena i Gornje Dréevice

Ova okolina sastavni je dio petrografskog kraja, o kome
je veé bilo govora u mojim izvjestajima iz god. 1934.' i god.
1939.2, pa u raspravi M. Tajdera o fiziografiji, kemijskom
sastavu 1 genezi gabroidskoga masiva Dren—Boula.® Kraj na
istoku od Drena i Koini¢a prema Gornjoj Dréevici, pa dalje
na zapad do BoSave nisam tada bio obiSao. Zato sam za$ao tamo
u jeseni g. 1940. A zaSao sam od Demir-Kapije idu¢i uz Bosavu
vreko Budur-Ciflika, pa otuda uz Dognicu sve aluvijskim kra-
jem, koji je, $to uz BosSavu, $to uz Dosnicu, prekriven ovdje
ondje silesijom nanesenih velikih valutica gabra. Tako dola-
zimo do u3éa Drenske Reke u Dosnicu. Ako otuda krenemo
prema selu Drenu, moZemo promatrati, kako aluvijski mate-
rijal leZi na tercijarnim laporima, u koje je Drenska rijeka
urezala svoje korito. Ti su lapori sastavni dio tercijarnih sedi-

1 F. Tucan: Izvje$taj o mineralosko-petirografskoj ekskurziji u Ju-
znoj Srbiji. Vesnik Geoloskoga instituta Kraljevine Jugoslavije, knj.
IVi1, str. 17. Beograd 1935.

2 F. Tucan: Izvjestaj o mineralotko-petrografskom istrazivanju Ju-
zne Srbije. Godisnjak Geoloskoga instituta Kraljevine Jugoslavije, str.
25. Beograd 1939.

3 M. Tajder: Fiziografija, kemijski sastav i geneza gabroidskog ma-
siva Dren—Boula u Juznoj Srbiji. Rad Jugoslavenske akademije, knjiga
263, str. 1, Zagreb 1939.
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menata TikveSkoga jezera, koji cvdje prestaju graniceéi s vapne-
njacima Krastavca i dijabazima Drena. Drenski dijabazi nalaze
se uz lijevu obalu Drenske rijeke kao krajnji sjeverni obronci
Ljutoga Ramena obrubljujuéi tako sa sjevera njegove gabroid-
ske stijene. Gdjegdje su veoma metamorfozirani, kako se to
osobito lijepo moZe promatrati u izbruscima pod mikroskopom.
Tako se na pr. u dijabazima ispod sela Drena nalaze pojedinz
ovete Cesti toliko metamorfozirane, da ih, kad ih ¢ovjek pro-
matra golim okom, ne bi nikad smatrao za dijabaze. Gustogs
su sastava, boje sive, zelenkastosive, mrkosive i smedaste pod-
sjecajué¢i mnogo na serpentin. Ovako izlomljeni pokazuju na
povrsini ovdje ondje smolastu sjajnost. Promatrajuéi ih u izbru-
sku pod mikroskopom, saznajemo, da je to doista bila nekad
dijabazna stijena, koja se toliko metamorfozirala, da je presla
u kloritsku. Piroksenima, koji su uz plagioklas glavni sastavci
dijabaza, nema vi$e ni traga. Pri letimi¢nom pregledanju izbru-
saka namjerio sam se samo na jedno zrno piroksena, pa i to u
stanju raspadanja. Nepravilno je ispucalo, a pukotine su mu
ispunjene kloritom, po ¢emu mozemo zakljutiti, da je sav
klorit ove stijene proizvod raspadanja piroksena. Ima ga
veoma mnogo, tako da stvara neke vrste osnovu, u kojoj leze
bez reda rasprostranjeni stupiéasti plagioklasi. Razvio se naj-
vie u obliku vlakanaca, koja su duljinom opti¢ki pozitivna.
Slaba su dvolomna. Pleohroizma su duljinom vlakanaca sivka-
stozelena i zelena, a u smjeru na to okomitom blijedoZucékasta.
Sav je taj klorit pun sitna crna zrnja, koje pripada moZda
magnetitu — Plagioklas se razvio, kako je redeno,
u obliku stupica, kakve obi¢no susretamo u dijabazima. I njega
je raspadanje prilicno zahvatilo, zbog Cega je pun muteza.
Negdje se razabiraju i sraslaci. PoceSte se zapaza, kako je
ovijen kloritom kao uzanom vrpcom, a i kroz sam plagioklas
provlaée se ponegdje kloritske niti. Na jednom individuumu
oduljenom smjerom osi a iznosilo je koso pomradenje 13", $to
bi odgovaralo kiselom plagioklasu iz grupe albita. — Osim
spomenutih crnih zrneca magnetita (?) u kloritu nalazi se u
stijeni jo§ jedan opéki mineral u obliku zrna i sitnih heksaeda-
ra, koji pripadaju vjerojatno piritu.

Fizicko-kemijski procesi, koji su doveli do metamorfoze
ovoga dijabaza zanimljivi su zato, $to je za njih vezana pojava
elementarnoga bakra, koji se nalazi bas u onim dije-
lovima dijabaza, koje je zahvatila metamorfoza. Razvio se u
tanahnim nitima i sitnim lju$¢icama jasne metalne sjajnosti
i bakarnocrvene boje. Poceli su ga i vaditi potkopom, ali je
rad obustavljen. Iz potkopa izvadeno je i neSto malo siva

164



veoma sitnozrnata pjes¢enjaka, koji je obilno uprskan sitnim
zrneima pirita. U izbrusku pod mikroskopom vidi se, da je
sastavljen od zrnja kremena, izmedu koga su se okupili
listi¢i sericita, te od mno$tva opékih sitnih zrnaca i razvuctenih
zaobljenih kristaliéa pirita.

Jo$ se u tom izvadenom materijalu nade manjih komada
kvarcita, u kojima se vide uprskana zrnca jednoga minerala
jake metalne sjajnosti i sive boje, koja podsje¢aju na Zeljezni
sjajnik. Kvarcit je sav napojen Zeljeznim hidroksidom, od koga
je smedozut. U izbrusku pod mikroskopom vidi se uz preteznu
koli¢inu kremenskih zrna dosta zZu¢kastocrvenih limonitskih ¢e-
stica okupljenih u hrpe. Prah toga kvarcita Zaren sa sodom
na ugljenu daje veoma jaku reakciju na hepar, Sto svjedod¢i,
da se u njemu nalazi neki sulfidni mineral u znatnoj koli¢ini.
Mozda ba$ ona zrnca, $to podsje¢aju na zeljezni sjajnik, pripa-
daju nekom mineralu iz grupe sulfosoli, na pr. bakarnom si-
njavcu (tetraedritu). To pitanje moZe da rijeSi samo detaljno
istrazivanje, naro¢ito kemijska analiza.

Uz ovu bakronosnu raspadnutu dijabaznu stijenu, za koju
sam rekao da spolja$nos$éu podsjeta znatno na serpentin, leZe
stijene jasna dijabazna lica. One su gusta sastava i mrkosive.
U izbrusku pod mikroskopom razbira se, da su i one veoma
metamorfozirane. Od prvobitne stijene kao da se usc¢uvala
samo njena nekadasnja struktura. Raspoznaju se sitni pruti¢a-
sti glinenci onakva kroja, kakav imaju u melafirima i bazal-
tima. Malne da su posve preobraZeni, pa zato nepodesni za
mikroskopska istrazivanja. Neki su pretrpjeli potpunu kalciti-
zaciju preSavsi u nakupinu sitna kalcitskoga zrnja. U nekima
se zapaza osim zrnaca kalcita obilje si¢u$nih bezbojnih listica
nekoga minerala, koji je znatna loma, a i dvoloma, sude¢i po
jakim interferencijskim bojama. Pirokseni su posve iscezli
dav$i materijal za razvitak klorita, kojeg ima u izobilju.
Obilan je i jedan opaki mineral, koji se nalazi u sithom zrnju.
Negdje se javlja u kristalnim skeletima, koji su karakteristi¢ni
za magnetit, pa vjerojatno i pripadaju njemu. Kao sekun-
darni minerali sakupljaju se po pukotinama kremen i ve¢ na-
pomenuti kaleit.

Drenu na sjeverozapadu diZe se izmedu DoSnice i BoSave brdo
Lestovo (u karti na iducoj stranici LeSevo). Na njega se moZe
uspeti iduéi od Budur-Ciflika prelaze¢i preko DoSnice. Ona ba$
ispod LeStova zaobilazeéi ga sa sjeverne strane utjete u Bo-
Savu. Nizi obronci Le$tova prema BudurCifliku sagradeni su
od sedimenata, veé¢inom konglomerata. Povrh njih javljaju se
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dijabazne stijene takoder dobrano metamorfozirane sa uscu-
vanom dijabaznom strukturom. Plagioklas preteze u sti-
jeni, a razvio se u obliku kratkih uzanih pruti¢a. Dosta je
svjez. Na prerezima iz zone simetrije odreden je kut sime-
trijskoga pomracgenja, i to 7°:7% 8" :13°% 16" :14°. Lom svjetla
manji je od loma u kanadskom balzamu, pa bi sve to svje-
do¢ilo za kiseli plagioklas iz grupe albita. Piroksena nigdje
nema, ali je zato dosta klorita, koji je jamatno i postao od
piroksena. Od sekundarnih minerala nade se nes§to malo epi-
dota i po neko zrnce kremena. Opidkoga minerala ima
mnogo.

Dijabazi tu brzo prestaju, pa ih zamjenjuju gabri. I to je
stijenje ovdje na kontaktu sa dijabazom znatno metamorfo-
zirano. Sastavljeno je od plagioklasa i piroksena. Plagio-
klas je toliko raspadnuo, da je pun muteza, pa je nepodesan
za mikroskopsko istrazivanje. Nema ga mnogo. Glavnu mine-
ralnu masu sa¢injava piroksen, dijalag, koji je ovdje ondje
prili¢no uralitizovan. Uralit (amfibol) javlja se u pruti¢ima,
koji pokazuju pleohroizam, i to ¢ = zelenkast, a u smjeru na
to okomitom blijedozelenkast. Negdje je piroksen preSao u
uralit, kome jedna polovina pokazuje napomenuti pleohroizam,
a druga ¢ = smed, a u smjeru na to okomitom blijedosmed.
Kut kosoga pomraenja c¢: ¢ = 17'. Sude¢i po proizvodima
metamorfoze, bit ¢e da se u ovom gabru razvio bio i rompski
piroksen. Zaklju¢ujem to po tome, $to se u izbrusku namjeri
¢ovjek na vlaknasti serpentin, koji svojom pojavom pod-
sjeta na serpentine postale iz hiperstena. Sacuvala se naime
nekadas$nja forma hiperstena, a mjesto njegove tvari razvila
se serpentinska u obliku paralelno poredanih vlakanaca. Ona
su slaba dvoloma, §to se zapaza po slabim interferencijskim
bojama. I plechroizma su slaba: smjerom duljine vlakanca su
slabasno zelena, a u smjeru na to okomitom nijansa zelene
boje nesto je o¢itija. U serpentinu se nalaze poikilitski uklo-
pljena zaobljena zrna od metamorfoze us$éuvana dijalaga. U
izbrusku se namjeri ¢ovjek na ne$to malo opdkoga minerala,
koji ¢e biti vjerojatno magnetit, jer stijena, iako slabo,
djeluje na magnetsku iglu.

Prolazeéi istoénom stranom LeS$tova, susretamo svuda ga-
broidske stijene, pa na jednoj bezimenoj ¢uki prema Dosnici
‘primaju one dijabazno lice. Jedne su mrkosive, sitnozrnasta
sastava i veoma Zilave. Neznatno su uprskane piritom. U izbru-
sku pod mikroskopom vidi se, da su sastavljene uglavnom od
plagioklasa, piroksena i kremena. Plagioklas se razvio
sad u uskim pruti¢ima, kako je to obi¢no u dijabazima, sad u



oSirokim prizmatski oduljenim kristaloidima bez terminalnih
ploha, a u zoni prizme sa jasnim idiomorfizmom poput plagio-
klasa u gabrima. Prili¢no je u$¢uvan, iako je ponegdje znatno
pomucéen sitnim prahom kao proizvodom metamorfoze. U njemu
se nalaze Cesto sitna zrna piroksena i zeleni klorit. Lom svi-
jetla manji mu je od loma u kanadskom balzamu. Na jedrnom
prerezu iz zone simetrije iznosilo je simetrijsko pomradenje
10" : 10° pa bi to bio prema tome plagioklas iz grupe albita.
Piroksen je dosta rasprostranjen. Negdje je bezbojan, ne-
gdje slabasno smedast. Sav je nepravilno raspucao, pa su mu
neke Cesti ve¢ preobrazene u klorit. Kremen zaostaje koli-
¢inom za plagioklasom i piroksenom. To su alotriomorfna zrna,
koja se ve¢ na prvi pogled raspoznaju od plagioklasa time, $to
nisu pomuéena prahom. Na nekima se jasno moglo odrediti,
da su opti¢ki pozitivni i jednoosni. U izbrusku se vidi priliéno
opakoga minerala veéinom u obliku kristalnih skeleta, pa kako
stijena reagira, iako neznatno, na magnetsku iglu, jamaéno ti
kristalni skeleti pripadaju magnetitu. Od sekundarnih mi-
nerala rasprostranjen je klorit. Sudeéi po mineralnom sa-
stavu, ova bi vrsta stijene pripadala dioritskoj grupi, Sto bi.
dakako, najpouzdanije potvrdila kemijska analiza.

Druga vrsta stijene sa ove bezimene ¢uke nalazi se nepo-
sredno uz napomenutu dioritsku stijenu. Sastava je sitnozrna-
sta i tamnosive boje. U njoj se golim okom razabiraju glinenci
vetinom kao uzani pruti¢i, koji blistaju staklastom sjajnoscu.
U izbrusku pod mikroskopom vidi se, da je to tipski gabro.
Sastavljen je uglavnom od plagioklasa i piroksena. Plagio-
klas je malne posve svjez, a razvio se u ofirokim prizmatski
oduljenim kristaloidima iz grupe bitovnita, kako je to odredeno
na jednom sraslacu trojku Fjodorovljevom metodom na uni-
verzalnom mikroskopu. Koli¢ina anortitske tvari nadena je
u tom glinencu u vrijednosti od 74%. A i na obi¢nom polari-
zacijskom mikroskopu utvrdena je takoder baziéna priroda tih
glinenaca, jer je u zoni simetrije na prerezu jednog sraslaca
iznosilo simetrijsko pomracenje 30° :30°, $to bi svjedotilo za
plagioklas iz grupe labradora sa 56% an. Piroksen je dija-
lag. Na jednom individuumu zapaZeno je koso pomraéenje sa
41'. NajviSe se nade njegovih individuuma, koji su negdje vise,
a negdje manje amfibolitizirani, pa je taj amfibol ili vlaknat
ili listicav. Vlaknati pokazuje pleohroizam ¢ == modrusastozelen,
a u smjeru na to okomitom blijedoZut, dok je listicavi svojim
pleohroizmom nalik na biotit, t. j. ¢=smed, okomito na to
blijedozut. U izbrusku se nade ne$to malo opdkoga minerala
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u obliku kristalnih skeleta, a pripada jamaéno magnetitu,
jer stijena neSto malo djeluje na magnetsku iglu. Ima i nesto
klorita.

Kroz ove gabre provlace se zile jedne sitnozrnaste stijene
mrkozelene boje. Negdje te mrkozelene stijene leZe na gabrima
kao pokrovi. Obi¢no su impregnirani halkopiritom. U izbrusku
pod mikroskopom moZemo se osvjedotiti, da ne pripadaju medu
eruptivne stijene, nego u kristalaste $kriljce, i to u kloritsko-
epidotske. U jednom takvom $kriljcu, 5to se kao zila provladi
kroz gabro, a gdjegdje je i kuglasto izluéen, razbira se u izbru-
sku pod mikroskopom, da je sastavljen uglavnom od klorita
i epidota. Klorit se razvio u vlaknatim nakupinama. Vlakan-
ca su najvide razliéno savijena. Smjerom duljine opticki su
pozitivna i prili¢no uocljiva pleohroizma, pa su duljinom ze-
lena, a u smjeru na to okomitom blijedozuta. Epidot se
javlja u nepravilnom zrnju ili u pruti¢astim individuima, koji
se kadikad sabiraju u radijalne nakupine. Glinenac, koji
se takoder razvio u stijeni, mnogo zaostaje iza ova dva mine-
rala. Priliéno je uS¢uvan, tako da je samo nesto malo natru-
njen sitnim zrncima kao prahom. Najvise je pruti¢asto oduljen,
¢ime podsje¢a na plagioklase u dijabazima. Ima ga u nepra-
vilnom zrnju. Loma je slabijega od onoga u kanadskom balza-
mu. Na jednom prerezu iz zone simetrije iznosilo je simetrijsko
pomracenje 13":13°% Prema tome bio bi to kiseli plagioklas
iz grupe albita sa 10% an. Namjeri se ¢ovjek u izbrusku i na
nepravilna zrna kremena. Ona su sabrana u pukotinama
stijene, u koje zalaze individuumi epidota s oStro oivicenim
terminalnim plohama. Na taj natin zadire epidot krajevima
svojih kristala u kremen, a neki se individui epidota nalaze
posve uklopljeni u kremenu. Opdki je mineral dosta raspro-
stranjen. Jedan njegov dio pripada jamaéno halkopirituy,
koji se i golim okom vidi uprskan u Skriljeu, a drugi, onaj u
kristalnim skeletima, vjerojatno magnetitu, od kojega sti-
jena djeluje na magnetsku iglu.

Jo§ ¢emo naiél u ovim gabrima na kristalaste Skriljce, ako
se samo uputimo od napomenute bezimene ¢uke stazom, §to
vodi do potkopa u bakarne rude tamo iznad lijeve obale Do-
Snice, nekako nasuprot Aramijskom dolu, potocic¢u, $to utjece
s desne strane u Dosnicu dolazeé¢i s Kolni¢a. Da nazovem to
mjesto s potkopima bakarnim rudnikom. Tu su se
razvili sivi sitnozrnati gabri, pa u izbrusku jednoga od njih
vidimo, da je najpreteznijom Cesti sastavljen od plagiokla-
s a, koji su negdje viSe, negdje manje natrunjeni sivim prahom
kao proizvodom metamorfoze. Pri letimi¢nom pregledanju od-
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redio sam na jednom prerezu iz zone simetrije simetrijsko
pomraéenje 35°:35% $to b1 svjedotilo za baziéni glinenac iz
grupe labradora sa 63% an. Uz plagioklas razvio se jo§ amfi-
b o1l veéinom u obliku pruti¢astih nakupina. Pomraéi pod kutom
od 219 Pleohroizam mu je priliéno uoéljiv: a = blijedoZuckast,
b == ¢ = sivkasto ili modru8astozelen. Cesto se nalazi uklopljen
u plagioklasu, pa se nade negdje i kao uzana lamela, kako se
provla¢i plagioklasom paralelno sa srasla¢kim lamelama. Od
sekundarnih minerala namjeri se covjek i na pokoje zrno
epidota.

Ima u tom »bakarnom rudniku« medu gabrima i takvih,
koji su dijabazna lica, pa oni i u izbrusku pod mikroskopom
formom svojih plagioklasa podsjecaju na plagioklase u
dijabazima. Razvili su se naime u obliku pruti¢astih sraslaca.
Pruti¢i su ovdje ondje malo savijeni, a svi pokazuju uoéljivo
valovito pomracenje, koje dosta smeta pri odredivanju optickih
osobina. Neki su znatno pomuceni sivim trunjem. Piroksen
je veoma rasprostranjen. Boje je sivkastosmede. Na jednom
individuumu zapazen je kut kosoga pomracenja od 40° Vidi
se 1 neSto klorita u vlaknatim nakupinama, pa vrio malo
amfibola s pleohroizmom o= Zu¢kastosmed, b == smed, ¢ =
mrkozelen. Namjeri se ¢ovjek i na koje zrno epidota.

U tim gabrima i gabroidskodijabaznim stijenama, u kojima
se nalaze potkopi u bakarnu rudu, javljaju se amfibolitske
stijene. One su ba$ glavne nosilice bakarnih ruda, halkopirita
i malahita. Halkopirit je obilno uprskan u amfibolitu, a
imalahita je vrlo mnogo. Ovaj posljednji mineral razvio
se ili u gustoj masi ili u sitnim iglicama i vlakancima, koja su
obi¢no lepezasto okupljena. Negdje se okuplja i u sitnim bra-
davicama, koje se lijepo razbiraju pomoéu lupe.

Amfiboliti su se razvili kao epidotski, a najvise bez gli-
nenca. Kadikad svojom spolja$noséu nalite viSe na serpentin
negoli na amfibol. Takvi su bas oni, u kojima je iskopan pot-
kop. Gusta su sastava, zelenkastosivi, a pod udarcem <&ekiéa
vrlo se lako lome i raspadaju u nepravilne komade ostrih
bridova sjaju¢i se ovdje ondje na povrdini poput onih drenskih
metamorfoziranih dijabaza, u kojima se nalazi elementarni
bakar. Drugi su sitnozrnata sastava i mrkosivi ili zelenkasto-
sivi. U izbrusku pod mikroskopom isti¢e se kao preteZni mine-
ralni sastavak amfibol Javlja se u vlasastim ili sitnopruti-
¢astim nakupinama sa kosim pomradenjem od nekih 20°. Pleo-
hroizam mu je prili¢tno uoéljiv a gotovo bezbojan ili blijedo-
zuckast, b ==c==sivkastczelen. I epidota ima mnogo, iako
manje od amfibola. Javlja se obi¢no u nepravilnom zrnju, rjede
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u pruticima, koji se kadikad lepezasto okupljaju. Opticki je
pozitivan. U nekima se nalazi jo§ i ne$to malo kremena,
u nekima klorita.

Medu ovim amfibolitskim stijenama ima i takvih, koje
svojom strukturom i plagioklasima podsje¢aju na dijabaz, $to
bi nas moglo navesti na misao, da su ti amfiboiiti postali meta-
morfozom iz dijabaza. Oni su naime sastavljeni, kako se to
razbira u izbrusku pod mikroskopom, od preteinoga plagio-
klasa najvise u obliku prutica. To je kiseli plagioklas iz
grupe albita, jer mu je lom svijetla manji od loma u kanad-
skom balzamu, a na jednom prerezu iz zone simetrije iznosilo
je simetrijsko pomracenje 11¥:12° iza plagiokiasa ima najvise
amfibola u pruticastim individuima, koji se gdjegdje oku-
pljaju u lepezaste agregate. Pomra¢i pod kutom od 24°
Pleohroizam mu je ¢==sivkastozelen, a u smjeru na to oko-
mitom ista boja samo u slabijoj nijansi. Ima prili¢no i klori-
ta, pa ne$to malo epidota, kremena i kalcita.

U ovom »bakarnom rudniku« razvio se uz amfibolite i
epidotski kloritski Skriljac veoma bogato impregniran halko-
piritom, pa je u njemu otvoren potkop za vadenje napomenute
bakarne rude. I on svojom spolja$noS§éu, poput drenskih dija-
baza, podsjeta na serpentin. U izbrusku pod mikroskopom vidi
se, da je preteznom cesti sastavijen od klorita, koji se
razvio u sitnim listi¢ima i jo§ viSe u viaknatim nakupinama
slabozelenkaste boje i slaboga dvoloma. Uz klorit javlja se u
u obliku nepravilna krpasta zrnja i jasnih kristala oStrih obrisa,
koji su negdje kao nagrizeni, a negdje nepravilno izrezuckani.

Ako se s ovoga »bakarnoga rudnika« spustimo u nedaleku
Dosnicu, naiéi ¢emo na njenoj lijevoj strani na uralitizirani
gabro sa uprskanim halkopiritom. U toj se stijeni nalazi tek
zapoleti potkop kao istrazni rad na bakarne rude. Svojom spo-
Jjasnoséu podsjeta stijena na serpentin. U izbrusku pod mikro-
skopom zapaZza se, da preteze amfibol (uralit), koji se javlja
u pruticastim i vlaknatim nakupinama. Vlakanta pomrate pod
kutom od 17°. Pleohroizam je dosta siab ¢ = slabozelenkast,
a u smjeru na to okomitom gotovo bezbojan. Plagioklasa
je takoder mnogo. To su osiroki kristaloidi, ali toliko pomuéeni
od metamorfoze, da im je optitko istrazivanje otezano. Epidot
je rijedak, a od opdkoga minerala nalazimo halkopirit u zrnju,
koje je na razlitne nac¢ine kao izgrizeno.

Ovaj dio gabroidskog (i dijabaznoga) masiva znatno je me-
tamorfoziran, i to ba§ u onim dijelovima, gdje se u njemu
javljaju elementarni bakar, halkopirit i malahit. Procesi meta-
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morfoze doveli su do razvitka amfibolita (uralita) i klorita.
Vjerojatno je, da je sama metamorfoza bila vezana za pneuma-
tolitske i hidrotermalne pojave, kojih je posljedica bio razvitak
napomenutih bakarnih ruda, pa uralitizacija i kioritizacija piro-
ksena.

Iduéi preko Lestova putem, koji vodi iz Budur-Ciflika u
Gornju Dréevicu, prolazimo najprije dijabazima, da doskora
zademo u gabre. Oni se prostiru prema Gornjoj Drcevici. I
u njima ¢emo se namjeriti na amfibolite, i to uz potoc¢i¢ Le-
Stovski dol (to mu ime nije oznaceno na karti), $to se spusta
prema Bosavi s njene desne strane. U izbrusku pod mikrosko-
pom mozemo se osvjedotiti, da je taj amfibolit, koji je siv i
sitnozrnasta sastava, sastavljen od malne samoga amfibola.
To su kratko stupicasti vliaknati agregati s pleohroizmom ¢ =
zelenkastosiv, a u smjeru na to okomitom blijedozuckast. Na
nekoliko vlakanaca odreden je kut pomracenja u iznosu od 20°.
Epidota je malo, a razvio se u sitnom nepravilnom zrnju.
Opti¢ki je pozitivan. Klorita je nesto vise od epidota, a
okuplja se po Supljinicama u vlaknatim agregatima, koji su
obi¢no vijugasto svinuti. Vlakanca su duljinom sivkastozelena,
a u smjeru na to okomitom iste boje samo slabije nijanse.
Glinenac je veoma rijerak, pa se nade pokoji sitni sraslac
posve svjez. Na jednom takvom iz zone simetrije iznosilo je
pomracenje 12°:13°,

Gabri, u kojima se nalazi ovaj amfibolit, dobrano su me-
tamorfozirani, kako se to jasno razbira u izbrusku pod mikro-
skopom. Uglavnom je sastavljen od plagioklasa, piroksena i
amfibola. Plagioklas se razvio ve¢inom u obliku dugackih
pruti¢a, a neSto manje u oSirokim oduljenim kristaloidima.
Negdje su njegovi pruti¢i malo savijeni. Dosta je pomucen
trunjavim proizvodima metamorfoze. Obi¢no pomraé¢i valovito,
$to oteZzava opticko istrazivanje. Piroksen je prilitno uséu-
van. Tamo, gdje je poCeo da se metamorfozira, prelazi u uralit.
Na nekima je zapaZeno koso pomracenje s kutom od 38°.
Amfibola (uralita) ima vrlo mnogo. Javlja se u pruti¢astim
i vlaknatim nakupinama s kosim pomragenjem od 14°. Pleo-

Od opakih minerala zapazaju se zrna halkopirita,
koji se i golim okom vidi u toj stijeni uprskan u obliku sitnog
zrnja.

Medu ovim gabrima u samom poto¢iéu LeStovski dol, bas
na mjestu, gdje ga presijeca put u Gornju Dréevicu, razvila se
znatna koliéina vrlo krupnozrnaste zelenkastosive stijene, za

179



koju bi tovjek rekao, kad je promatra golim okom, da je sa-
stavljena od samih krupnih zelenkastosivih piroksena. No u
izbrusku pod mikroskopom vidi se, da je sastavljena od velikih
kristaloida plagioklasa i amfibola. Plagioklas je pomu¢en
sitnim trunjem, medu kojim se nalazi zelenih listi¢a klorita.
Bit ¢e da pripada baziénom nizu iz grupe labradora, buduéi
da se na jednom prerezu s izlazom pozitivne raspolovnice na
strani vidnoga polja, moglo odrediti koso pomra¢enje sa 62°.
Amifibol je dvojak. Jedan je nesumnjive primaran, jer se
razvio u kristalima, koji na popre¢nom prerezu pokazuje heksa-
gonske obrise. Takvi su jakoga pleohroizma: a == smedast,
b = ¢ == tamnosmed. Drugi je pruticast, pa se negdje vidi,
kako je postao uralitizacijom iz piroksena. U takvima naime
uStuvalo se nesto malo pircksenske tvari. Plechroizma su slaba,
i to: @ == modrusastozelen, a u smjeru na to okomitom go-
tovo bezbojan. Od sekundarnih minerala nade se ne$to malo
klorita.

Uspevsi se iz Le§tovskoga dola na brdo s lijeve strane
puta iduéi prema Gornjoj Dréevici (to brdo zovu Crvena ze-
mlja, kojega imena nema na karti), nalazimo se medu vrlo
krupnozrnastim gabrima. Ti su gabri utoliko zanimljivi, Sto
su bogato impregnirani malahitom i azuritom. Malahita je
viSe nego azurita, a obi¢no se sabrao u igli¢aste radijalne na-
kupine, dok se azurit nalazi u nakupinama si¢usna zrnja. U
materijalu, koji je na Crvenoj zemlji izvaden pri istraznim
radovima, vidi se, da je tih bakarnih ruda vrlo mnogo, $to nas
upucuje na zakljucak, da je ovdje mineralizacija krupnozrnasta
gabra dobila znatne razmjere.

Sa Crvene zemlje brzo dolazimo do suha potoka, $to ga
zovu Vlaovcem (to ime nije u karti uneseno). Dakako, i tu se
rasprostranio gabro gdjegdje s dobro u$¢uvanim plagiokla-
sim a. Piroksena je u njima mnogo. Obi¢no se uz pukotine
kalavosti sav raspao kao u neke vrste prutitasti agregat. Po-
negdje se vidi, kako prelazi u amfibol, koji se nalazi u
izbrusku u neznatnoj koli¢ini. S obzirom na pleohroizam amfi-
bol je dvojak. Kod jednoga je ¢ = svijetlosmed, okomito na
¢ = Zuckast, kod drugoga je ¢ = modruSastozelenkast, oko-
mito na ¢ == gotovo bezbojan; onaj prvi pomradi pod kutem od
20° a ovaj drugi pod kutem 16°.

Tu, u gornjem toku Vlaovca, gabro je pretrpio opseinu
metamorfozu, tako da je skoro sav kaoliniziran. I ba§ u tim
kaoliniziranim dijelovima doSlo je do znatne mineralizacije,
uz koju se razvio malahit i azurit u dru$tvu sa limonitom. Te



se rude nalaze u obliku tanjih Zila, Sto se na sve strane pro-
vla¢e kaoliniziranim gabrom. Negdje su zile samo od malahita,
negdje od limonita, koji je sav impregniran azuritom i mala-
hitom. U tim metamorfoziranim gabrima vrSeni su istrazni
radovi na bakarne rude, pa se u izvadenom materijalu nalazi
toliko tih ruda, te ¢ovijek po nekim metamorfnim pojavama
dolazi do zakljuCka, da se tu razvilo znatno bakarno rudiste.

Ispod ovoga bakarnoga rudista lezi Gornja Dréevica, smje-
$tena na gabrima, koje moZemo slijediti idu¢i putem prema
StrmaSevu. Te se stijene vuku na zapad prema Bosavi, pa
¢emo se na njih namjeriti u potodiéu Vuéek (ime mu nije une-
seno u kartu), §to se ispod Glave spusta u Bosavu. Po svom
sastavu i metamorfnim pojavama jednake su dosad napomi-
njanim gabrima. Dolje uz potodi¢ vide se veoma raspali gabri,
a na njima debele naslage sedimenata s mnoS$tvom velikih
valutica. Na desnoj strani uz poto¢i¢ ne§{o vise raspalih gabra
nalazi se peridotit. I on je zahvacéen metamorfozom. Piro-
ksen njegov uglavnom je amfibolitiziran, pa je samo malo
ostalo u$¢uvano njegove tvari, koja je bezbojna, a pomraci pod
kutem od 37%. Amifibola je mnogo. Onaj kratko pruticasti
skoro da je bezbojan, pa i ne pokazuje pleohroizma; onaj u
oduljenim kristaloidima, koji su se raspucali prutitasto, poka-
zuje pleohroizam ¢ == svijetlosmed s prijelazom u putenastu
boju, a u smjeru na to okomitom ista boja samo u slabijoj
nijansi. Olivina je u stijeni bilo mnogo, no sad je vetinom
serpentiniziran.

Na tom peridotitu leZzi uralitizirani gabro, koji je prete-
znom Cesti sastavljen od uralita (amfibola) i ne$to malo od
krupnijih kristaloida plagioklasa gdjegdje pomucenih smedim
prahom kao proizvedom metamorfoze. Medu tim uralitizira-
nim gabrima ima ih i sa prilitno u$tuvanim piroksenima, ali
sa vrlo raspalim plagioklasima. U njima se nade ne$to maio
uprskana halkopirita. NiZe u potoku prema BoSavi javljaju se
amfiboliti. Ovdje preko BoSave putem izmedu Barova i Besvice
zalaze gabroidske stijene pod tercijarne sedimente Tikvesa.

Ovo je samo letimitni prikaz petrografskih prilika okoline
Drena i Gornje Dréevice. Za to¢no upoznavanje prirode tamo-
Snjih stijena bit ¢e potrebno njihovo detaljno mikroskopsko
istraZivanje i njihove kemijske analize. Tim ¢e se putem doci
i do objasnjenja metamorfnih pojava, koje su u ovom kraju
velikih razmjera, i do objainjenja geneze bakarnih ruda, za
koje smo vidjeli da su mnogo rasprostranjene.
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Kristalne stijene s lijeve strane Vardara izmedu
Demir Kapije i Valandova

Brdski kraj s lijeve strane Vardara izmedu Demir-Kapije
i Valandova nije ba$§ lagodan za istrazivanje. U prvom redi
on je gotovo bez naselja. Postoje dva mala muslimanska seocet:
uz Iberlijsku Reku, Celevec i Iberli, pa na istoku od njih t
brdima poruSeno muslimansko seoce KoSarka sa cigle cetir
ku¢e. Otuda na istok nigdje naselja do Gradec-sela na Var-
daru. Tek od Udova prema Valandovu uz dolinu Vardara im:
nesto vecih naselja, ali je brdski kraj otuda prema sjevert
veoma slabo naseljen, pa se tu tesko dede do konacista. Osin
toga u tamo$nja brda mozemo da zademo samo preko Varda
ra vise Demir-Kapije zatim kod Zzeljeznitke stanice Klisur:
i jo§ nize kod Zeljeznitkog mosta preko Vardara prema Gradec
selu, odnosno prema Zzeljezni¢koj stanici Strumica (Udovo). T
drugom redu izbijaju poteSko¢e u samom petrografskom sasta
vu tamosnjih brda. Taj se sastav naime Cesto mijenja, pa b
bilo potrebno, tako reéi, korak po korak obilaziti silesiju onil
brda i ¢uka, da se dobije potpuna slika rasprostranjenja tamo
$njih stijena, koje su veoma razliéne; jer tamo su se razvil
karbonatske stijene, dijabazi, gabri, amfibeliti, serpentini, pe
rodotiti, andezitske i granitske stijene, pa glineni Skriljci.

Ja sam zaSao u ta brda preko Vardara viSe Demir-Kapij
preko sela Kure$nice (u karti Kore$nica). Idu¢i od toga sel:
prema koti 405 nailazimo na sedimente sastavljene od konglo
merata. ViSe njih na brdu Meterize (u karti nije uneseno
javljaju se stijene dijabazna (melafirna) lica, guste, mrkosiv:
sa neznatnim prijelazom u crvenkasto. U izbrusku pod mikro
skopom vidi se, da su sastavljene uglavnom od plagioklasa
klorita. Pla gioklas se razvio najviSe u obliku kratkih uzanil
pruti¢a, kako je to obi¢no kod melafira odnosno bazalta. Veom:
je troSan, zbog ¢ega je pomucen sitnim trunjem. Izmedu pru
ticastih plagioklasa nalazi se klorit kao proizvod metamor
foze piroksena, koji je u stijeni posve iS€ezao. Sakuplja se 1
drustvu sa kremenom i po okruglastim Supljinicama, koje s
nalaze u stijeni. Negdje su te Supljinice, iako rijetko, ispu
njene kalecitom. One su, kako je poznato, dosta ceste 1
melafirskim stijenama, pa ispunjene mineralnim tvarima stva
raju t. zv. mandulastu strukturu u melafirima (i dijabazima)
Mnogo je u toj stijeni opdkoga minerala, koji je vjerojatn
pripadao magnetitu, no sada je limonitiziran. Vidi se u nepra
vilnom zrnju i heksaedrima. Negdje je to zrnje crvenosmedc
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Vige ovih melafirskodijabaznih stijena sa zapadne strane
Konjuves Tepe javljaju se guste sive stijene andezitskoga lica.
U izbrusku pod mikroskopom jasno se razabira tipska hijalo-
pilitska struktura, iako je stijena veoma metarhorfozirana. U
osnovi leze kao utrusci idiomorfno iskristalizirani glinenci u
plocastim presjecima posve pomuéeni od proizvoda raspadanja.
Od feromagnezijskih silikata nije nista ostalo. Osnova je puna
sitnih glinenc¢evih mikrolita, pa nekoga smedastoga muteza i
sitnog zrnja kremena, koji je osim toga okuplja u sitnim okru-
glim Supljinicama, $to leZe u osnovi.

Ove stijene andezitskoga lica zapremaju mali prostor, tako
da uskoro idu¢i zapadnom stranom Konjuves Tepe u smjeru
prema Vlasovu nailazimo opet na melafirske stijene poput onih
na Meterizima. Medu njima nade se dijelova s izrazitom man-
dulastom strukturom: u gustoj naime tamnosivoj osnovi leZe
bijele pjege, koje potje¢u od Supljina ve¢inom okruglih, a ispu-
njenih bijelom mineralnom tvari, najvise kalcitom. U izbrusku
pod mikroskopom upada u o¢i tipska struktura, kojom se odli-
kuju bazalti i melafiri. U osnovi leze bez reda rasuti najvise
iglicasti ili uzano pruticasti plagioklasi prili¢tno u$c¢uvani. Su-
de¢i po jakosti dvoloma, pripadaju grupi albita. Beckeova
naime linija kod tih plagioklasa, jasno se razbira: zalazi diza-
njem tubusa u kanadski balzam, a spuStanjem u plagioklas.
Osnova je puna sithog magnetitskog zrnja i njegovih
kristalnih skeleta, zbog ¢ega ta stijena djeluje na magnetsku
iglu. Jo§ se u osnovi nalazi malo klorita, pa zrnaca kal-
cita i kremena. Okruglaste Supljine ispunjene su prete-
znom ¢Cesti kalcitom i ne§to malo kloritom. Kremen se kadikad
razvio u kristalima oStrih obrisa, pa se od njega vide popreéni
presjeci u obliku malo razvuéenih heksagona.

Prema Vlasovu, tamo na sjeverozapadu iznad sela Iberli,
prestaju melafirske stijene, pa se javljaju guste smedastosive
eruptivne stijene, u kojima se u izbrusku pod mikroskopom
zapaza, da su sastavljene uglavnom od plagioklasa i kremena.
Plagioklas je veoma obilan, a razvio se u kratkim uzanim
pruticima gotovo mikrolitskoga kroja. Negdje se vidi, kako su
Stapi¢i poredani kao u neke vrste nizova, 5to podsje¢a na fluid-
sku strukturu kod efuzivnih stijena. Znatno je metamorfoziran,
pa je ispunjen sitnim zrncima, koja pokazuju jak lom i znatan
dvolom sude¢i po dosta zivim interferencijskim bojama. Izmedu
tih glinenaca iskristalizirao se kremen u sitnom nepravil-
nom zrnju. Kremen se jo§ sabira i u obliku neSto krupnijega
zrnja po Supljinama obi¢no u drustvu jednoga vlaknatog mine-
rala, koji se okuplja ¢esto u radijalne agregate. Vlakanca su
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si¢una, kratka, pa je teSko odrediti njihovu prirodu. Vidi se,
da su duljinom opti¢ki pozitivna, da su jakoga loma i ne ba$
slaboga dvoloma. U izbrusku se CeS¢e namjerimo i na sitne
heksaedre pirita i na popreéne heksagonske prereze ap a-
tita.

Ove kremenom bogate eruptivne stijene zapremaju zna-
tan prostor. No idué¢i preko Vlasova prema gornjem toku Iber-
lijske Reke ili tolnije’ prema poto¢i¢u Igovici, Sto dolazi sa
Krk-DZamije, nailazimo na velike koli¢ine amfibolita. To su
sive stijene negdje sitnozrnasta, gotovo gusta sastava, pa se
takve u izbrusku pod mikroskopom vide, kako su sastavljene
najpreteznijom Cesti od sitnoga ksenoblastiénoga amfibola. Na
njemu je zapaZeno koso pomraenje od 20° i pleohroizam
¢ — sivkastozelen, okomito na ¢ = Zuckastozelenkast. Glinenca
je mnogo, iako koli¢inom zaostaje za amfibolom. Razvio se u
sitnim ksenoblasti¢nim zrncima, koja toliko podsje¢aju na kre-
men, da se tek u konvergentnom svijetlu razlikuju od njega
svojom optickom dvoosnoScu. Jo$ se uz veliko uvecanje (objek-
tiv 9, okular 3) vide u izbrusku veoma sitna zaobljena zrnca
Zzuckaste boje 1 jaka loma te znatnih interferencijskih boja, za
koje bih rekao da pripadaju epidotu.

Negdje su ti amfiboliti izrazitijega sitnozrnatoga sastava.
U izbrusku pod mikroskopom razabira se, da su sastavljeni,
dakako, od krupnijih individuuma ksenoblasti¢éna amfibola,
koji je dosta uoc¢ljiva pleohroizma ¢ == modruastozelen, oko-
mito na ¢ == Zuc¢kastozelen. Kut pomra¢enja iznosi 17°. G1li-
nenac znatno zaostaje za amfibolom, a razvio se u kseno-
blastiénom zrnju, koje podsjeéa na zrna kremena. U izbrusku
vidi se jo§ prilicno epidota i kalcita, pa magnetita
(stijena djeluje na magnetsku iglu), koji je ve¢inom u nepra-
vilnom zrnju izrezuckanih, nepravilno nazubljenih obrisa. Jo$
se ¢ovjek moZe namjeriti na pokoje zrno hematita i na
sitni apatit.

Ima dijelova u ovim amfibolitima, gdje se glinenac razvio
u ove¢em zrnju, tako da se svojom bjelinom isti¢e izmedu bli-
stavih mrkosivih amfibola, pa je stijena Sarena poput gabra.
Takvi su ne$to izrazitijega zrnatoga sastava. U izbrusku pod
mikroskopom prepoznaju se glavni mineralni sastavcei: amfibol,
plagioklas i kremen. Amfibol se razvio u krupnijim kseno-
blasti¢nim individuima sa uo&ljivim pleohroizmom a == gotovo
bezbojan, b == ¢ = modrusastozelen. Kut pomraenja iznosi
16°. Negdje su mu individuumi u zoni prizme idioblasti¢ni.
Plagioklas mnogo zaostaje iza amfibola. Javlja se u ove-
¢im kristaloidima, koji su u zoni prizme priliéno idioblastiéni.
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Vide se obi¢no u kratko oduljenim plocastim presjecima kao
polisintetski sraslaci. Obi¢no su pomuéeni proizvodima raspa-
danja, medu kojima se raspoznaju i zrna kalcita. Loma su nesto
vetega od loma kanadskog balzama. Na jednom presjeku iz zone
simetrije iznosilo je simetrijsko pomratenje 22°:25° Sto bi
svjedoéilo za andenzin sa 43% an. Kremen se razvio u kse-
noblastiénom zrnju, pa i on znatno zaostaje za amfibolom.
Zrna su mu posve Cista, a u konvergentnom svijetlu pokazuju
se opti¢ki pozitivna i jednoosna. U izbrusku se jo$ zapazaju
sitna zrnca i heksaedri jednoga opdkoga minerala, kako se
okupljaju u amfibolu. MoZda pripadaju piritu, jer stijena
ne djeluje na magnetsku iglu. ZapaZeno je nesto malo klo-
rita i crvenih zrnca hematita.

Jo§ ¢u napomenuti medu ovimi amfibolitima i one, koji
svojom spolja$no$éu ne naliée na amfibolite. To su zelenkasto-~
sive guste stijene, koje se pod udarcima ¢ekiéa, istina, lome
plodasto, ali se odlomljene plo¢e lako kidaju u nepravilne ko-
made ostrih bridova. U izbrusku pod mikroskopom vidi se, da
je ta sitnozrnasta stijena sastavljena uglavnom od glinenca i
amfibola. Glinenac pretee nad amfibolom. Sav se razvio
u siéusno nepravilnom zrnju, pa kako je najviSe bez sraslaca,
toliko nali¢i na zrnca kremena, da se tek u konvergentnom
svijetlu o¢ituje kao opti¢ki dvoosan mineral. Negdje se covjek
namijeri, iako veoma rijetko, na pokoje zrnce sa sraslackim
lamelama, pa je na jednom presjeku iz zone simetrije opaZeno
simetrijsko pomracenje 20°:18° sto bi odgovaralo plagioklasu
iz grupe andezina sa 35% an. Lom svijetla nedto je veéi od
loma u kanadskom balzamu. Amfib ol se razvio u si¢usnim
ksenoblasti¢nim listi¢ima, koje tek uz veliko uvetanje mozemo
to¢nije da promatramo. Kut kosoga pomraéenja iznosi 18°, a
pleohroizam je na nekim listi¢ima, na kojima se vidi izrazita
prizmatska kalavost, prilicno uoéljiv ¢ == smedast, okomito na
¢ = blijedoZut.

Spustajuéi se u potok Igovicu nailazimo iza ovih amfibo-
lita na dioritske stijene zrnata sastava, u kojima se golim
okom raspoznaju njegovi glavni mineralni sastavci, glinenac
i amfibol. U izbrusku pod mikroskopom zapaza se, da se gli-
nenac razvio kao plagioklas u oveéim kristaloidima, koji su u
presjecima plotasti i malo oduljeni. Pokazuje vrlo uotljivu
lupinastu gradu i valovito pomraéenje. Neki su ¢ak i izlomljeni,
3to sve svjedoti, da su bili izvrzeni velikom pritisku. I am fi-
b o1 se razvio u krupnim kristaloidima. Na nekima je zapazeno
koso pomratenje sa kutom od 20°. Pleohroizam je prili¢no
jasan a = blijedozut, b = ¢ = muzgavozelen.
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Uspinjuéi se od Igovice prema Krk-Dzamiji, nailazimo oko
Krk-Dzamije na granitske stijene, koje mozemo svuda da pro-
matramo putem prema selu Ljubnici (sekcija Plaékovica). To
su zrnate stijene sastavljene uglavnom od glinenaca i kremena.
U onima na jugoisto¢noj i isto¢noj strani Krk-Dzamije pretezu
glinenci, koji su slabasno ruziasti, pa je i sama stijena dobila
tu boju. U izbrusku pod mikroskopom zapaza se, da su ti
minerali vrlo pomuéeni od proizvoda metamorfoze. Njihovu
prirodu odredit ¢e detaljno opti¢ko i kemijsko istrazivanje. Pri
ovom letimi¢nom pregledanju njihovih izbrusaka mozZe - se
utvrditi, da su manjega loma svijetla od loma kanadskog
bhalzama. Plagioklasi, dakle, kojih ima u tom granitu malo,
pripadaju albitu, a od kalijskih glinenaca zapaza se mi-
kroklin, koji se prepoznaje po pertitskom srastenju, iako je
ono slabo uoéljivo. Dok se plagioklas razvio u ploc¢asto odulje-
nim kristaloidima manje ili vie u zoni prizme idiomorfno, dotle
je mikroklin najviSe alotriomorfan. K remen zaostaje koli¢i-
nom ne$to malo iza glinenaca. Sav se razvio u alotriomorfnom
zrnju, kako je to redovno kod granitskoga kremena. U stijeni
je bilo i neSto malo liskuna (tinjca), i to biotita. No kako je
metamorfoza znatno =zahvatila glinence, tako je zahvatila i
biotit, koji je potpuno kloritiziran. Na nekoliko vlaknatih agre-
gata, na koje se Covjek u izbrusku namjeri, zapaZa se jasan
pleohroizam: u smjeru vlakanaca zelen, a u smjeru na to oko-
mitom blijedozuckast.

Ima medu ovim granitskim stijenama i dijelova, koji su
veoma svjezi, kao $to su na primjer oni sa Drskasice, preko
koje vodi put u Ljubnicu i dalje u Koné¢e. U takvima su gli-
nenci posve ui¢uvani, pa se u njima nalazi u§¢uvan i biotit sa
poznatim pleohroizmom izmedu crvenosmeds i blijedozute
boje. Nade se tu jo§ jedan mineral jaka loma i zamjetljiva
pleohroizma: smjerom pukotina kalavosti je zelenkastosivkast,
okomito na pukotine kalavosti blijedoputenast. Detaljna opticka
istrazivanja rijesit ¢e njegovu prirodu. Te granitske stijene
mozemo pratiti svuda sa DrskasSice putem u Ljubnicu i po
sjevernim obroncima izmedu Ljubnice i Konca.

One su vopte u ovom kraju veoma rasprostranjene. Uglav-
nom izgraduju Grades§ku Planinu, pa sam u njih za$ao iz sela
Konée putem u Gradec preko Studenca. U izbrusku pod mi-
kroskopom vidi se, da su im glavni mineralni sastavei glinenac
i kremen. Glinenac je najviSe kalijski, manje je u njima
plagioklasa. U nekima su glinenci znatno pomucéeni od proiz-
voda metamorfoze, 3li negdje su oni i posve svjezi. Biotit,
na koii se ¢oviek rijetko moze namieriti u izbruscima, naivise



je kloritiziran. U neke je u3ao, na pr. u one oko Studenca,
granat, dakako u maloj koli¢ini. Gdjekada se u tim stije-
nama ipak nade i obilje biotita. Takve stijene nali¢e na gnajs,
a nailazimo na njih ispod Studenca tamo, gdje se put u Gredec
spusta prema GradeSkoj Reci. Na nekoliko mjesta namjerio
sam se u granitima na amfibolite. Tako na pr. viSe Konca na
putu prema Studencu, pa u samoj okolini Studenca. U nekima
od njih, na pr. u onima od Studenca, u$ao je u njegov sastav
uz amfibol i glinenac jo§ i biotit.

Spustiv§i se putem sa Studenca ispod Vardine Cuke (kota
330) u Gradesku Reku, niz koju taj put vodi dalje u Gradec,
za$li smo u kraj, koji se petrografski mijenja. Tu prestaju
granitske stijene, a mjesto njih javljaju se zrnaste amfibolske,
u kojima, odmah kako se ide putem niz Gradesku Reku, naila-
zimo uz obale potoka na guste svijetlosive stijene. U izbrusku
pod mikroskopom vidi se, da su sastavljene cd posve raspalih
plagioklasa, koji su se razvili najvi§e u obliku plocastih
prizmatsko oduljenih idiomorfnih sraslaca. LeZe kao utrusci
u osnovi stijene. Medu utruscima nalazimo jo§ i pokoje ovacte
zrno kremena, koje je korodirano. Osnova je sastavijena
od raspalog zrnja glinenca i zrnaca kremena. Vjerojatno se u
stijeni nalazio medu utruscima i biotit, jer se vidi ovdje ondje
klorita, koji je zadrzao formu, $to je ima biotit. Od sekun--
darnih minerala ima e pidota. Svojom strukturom podsjeca
ova stijena na efuzivne, pa bi po svom mineralnom sastavu
mogla pripadati mozda u dacite.

Sve do pred Gradec susretamo putem zrnate stijene, koje
'svojom spolja$no$éu podsjecaju na gabre. No u izbrusku pod
mikroskopom mozemo se osvjedoditi, da su to amfibolske sti-
jene, u kojima je glavni mineralni sastavak amfibol i plagioklas.
Ali medu njima nade se i takvih, gdje se uz ova dva glavna
minerala razvio jo§ i kremen. U takvima se u izbrusku pod
mikroskopom vidi, kako su se glinenci posve raspali u neki
smedastopraskasti mutez. Jo§ se zapazaju na njima tragovi
njihovih polisintetskih sraslaca; pripadaju dakle plagiokla-
sima. Razvili su se u krupnim kristaloidima, koji su najvise
u zoni prizme idiomorfni, pa se u presjecima vide oduljeno
plotasti. Iza plagioklasa najobilniji je sastavak kremen. Na-
lazi se u alotriomorfnom krupnijem zrnju. Amfibola je
dosta. Razvio se obiéno u idiomorfnim kristaloidima, pa se na
njima vide i terminalne plohe. U popretnim prerszima vide
se njegovi karakteristitni heksagonski obrisi. Pleohroizma je
jasna: a == blijedozut, b = muzgavosmed, ¢ = zelen. Kut po-
mracenja 15° U stijeni je bilo i biotita, ali je on posve klori~
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tiziran. No ve¢inom su ove amfibolske stijene bez kremena.
Svagdje su u njima plagioklasi veoma raspadnuti, a amfibol,
kao u malotas spomenutoj stijeni, od ¢esti idiomorfan i u
krupnim individuima. Ovo bi bile neke vrste dioritske stijene,
o temu ¢e dakako najvjerniju sliku dati njihova kemijska ana-
liza. Medu njima ima i takvih, gdje je amfibol zamijenjen
piroksenom. I u takvima su se plagioklasi gotovo posve
raspali.

Ako se od Graca uz ZeljezniCku prugu uputimo ispod Ke-
falove Cuke do us¢a potoka Vodesir, §to dolazi sa Ovcarske
Cuke, nailazimo na dijabazne (melafirske) stijene. One se pro-
stiru uz napomenuti potok, ali ih tu domalo zamjenjuje gabro.
Kroz njega probija negdje u pocetku uz potok Vodesir gusta
efuzivna stijena, u kojoj se u izbrusku pod mikroskopom vidi,
da je tipske porfirne strukture hijalopilitskoga tipa. U osnovi
leze idiomorfni plocasto oduljeni plagioklasi puni siva
muteza od proizvoda njihove metamorfoze. Osnova je krista-
lasta; a sastavljena je pretezno od si¢u$nih listica klorita :
od sicuSna agregata nekoga bezbojnoga minerala, posve
nepcdesnog za opticka istraZivanja, koja bi otkrila njegovu
prirodu. Jo§ se u osnovi vide uzani, Stapicasti individuumi
plagioklasa, pokoje zrnce kremen a i ne$to ¢ete epidota.
U tim se gabrima nalaze zile melafira, pa ¢emo se na njih
namjeriti uza sam potok i u njemu idué¢i prema Ovéarsko]
Cuki. U izbrusku pod mikroskepom vidi se karakteristitna
struktura, koju imaju bazalti i melafiri. Stijena je sastavljena
od sitnih uzanih $tapita plagioklasa, izmedu koga se sabrao
klorit, i od obilja magnetitskog zrnja, zbog koga sti-
jena osjetljivo djeluje na magnetsku igiu. Nade se dosta ¢esto
i sekundarnoga kalcita. Gabri su sastavljeni od plagio-
klasaidijalaga, koji je ovdje ondje od &esti uralitiziran.
Plagioklasi su dosta svjezi, a razvili su se u krupnim krista-
loidima, kako je to ve¢ obifno u toj stijeni. Negdje se medu
njima namjeri ¢ovjek na takve, u kojima su se plagioklasi
posve raspali u smedi mutez, ali se piroksen u$¢uvao u svojoj
svjezini. Kao sekundarni mineral javlja se u njima klorit.
Ispod Ovéarske Cuke prestaju gabroidske stijene, a zamje-
njuju ih granitske, koje zalaze odavde u Grades$ku planinu.

Dijabazne (melafirske) stijene, $to se nalaze od Graca do
us¢a Vodesira u Vardar kao juini obronci Kefalove Cuke,
prostiru se dalje na zapad uz lijevu obalu Vardara kao juini
dijelovi Kara Daga i Ljutkova Rida. Stijene niZze u$¢a Ljut-
kove Reke od Cesti su gusta, a od Cesti zrnata sastava. U izbru-
sku pod mikroskopom vidi se, da su one gustoga sastava inter-
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sertalne, dijabazne strukture sa priliéno u$éuvanim pruticasto
oduljenim plagioklasima. Piroksena u izbrusku nema,
ali je zato dobrano klorita. Jo§ se vidi obilje magnetita i
gdjegdje sekundarna kalcita. Zrnate stijene sastavljene su
uglavnom od plagioklasa i piroksena. Plagioklas je ponaj-
viSe pomucen sivim trunjem. Veéinom se razvio u oduljenim
odebelim pruti¢ima. Piroksena je mnogo. Javlja se u
krupnijem nepravilnom bezbojnom zrnju. Magnetita je
priliéno, a od sekundarnih minerala nalaze se klorit i
kalcit.

Ispod Ljutkova Rida idu¢i dalje uz Vardar preko potoka,
Sto dolazi sa Kosarke, nailazimo svuda na dijabazne (melafir-
ske) stijene. No one tu doskora prestaju, pa se nesto jugo-
zapadno ispod kote 300 javljaju zrnate, zelenkastosive, koje,
kako se to razbira u izbruscima pod mikroskopom, pripadaju
u grupu gabroidskih stijena. One se svojim licem donekle
odvajaju od gabra, §to se javljaju u ovom kraju. Sastavijene
su uglavnom od plagioklasa i piroksena. Plagioklas se ve-
¢inom toliko raspao, da je sav pomuten i za optitka istrazi-
vanja rijetko gdje podesan. Ceiée se zapaza, da se razvio u
uskoploc¢astim kristaloidima o$trih obrisa u zoni prizme. Gdje
nije pomucen, zapaza se valovito pomralenje, a negdje i lupi-
nasta grada. Piroksen je veoma obilan, pa ovdje ondje
preteze nad plagioklasom. Razvio se u krupnim kristaloidima,
koji su bezbojni i posve svjezi. Jo§ ima magnetita, pa
nesto malo vlaknata amfibola i pokoje zrno kalcita.

Na tim stijenama lezi kao velika krpa mrkosiva zilava
stijena, koja se diZe iz samog Vardara pokrivaju¢i gabroidske
stijene ispod kote 300. To je neke vrste prijelaz olivinskoga
gabra u troktolit. U izbrusku naime pod mikroskopom, vidi se
da je sastavljena vec¢inom od plagioklasa i olivina. Plagio-
klas se razvio u krupnim kristaloidima kroja, kakav imaju
ti minerali u gabrima. Svjez je. Olivina je vrlo mnogo, a
javlja se u krupnim alotriomorfnim individuima, koji su ne-
pravilno raspucali, a pukotine su ispunjene serpentinskom
tvari kao proizvodom olivinske metamorfoze. Negdje je mine-
ralna tvar, $to ispunjava olivinske pukotine, znatna dvoloma,
sto zakljuéujem po njenim zivim interferencijskim bojama.
Nade se u izbrusku i monoklinskoga piroksena. No on
toliko zaostaje za plagioklasom i olivinom, da ovu stijenu mo-
Zzemo smatrati vise troktolitom negoli gabrom, odnesno da je
to, kako sam istakao, prijelaz olivinskoga gabra u troktolit.
Tma u njoj, dakako, i magnetita.
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Te gabroidske stijene putem prema Celevcu brzo prestaju,
a mjesto njih javljaju se opet dijabazi (melafiri) i oko us¢a
Iberliske Reke u Vardar vapnenjaci. Dijabaznomelafirske sti-
jene jod ¢emo svuda naéi putem od Celevca preko Tarlabe u
Kogarku. Ispod same KoSarke od &esme uz potoé¢i¢ Cinarli (Ci-
narli dere; u karti nije unesen) javljaju se granitske stijene,
na kojima se nalazi gotovo posve porusenc selo KoSarka. U
izbrusku pod mikroskopom vidi se, da su sastavljene preteZzno
od plagioklasa i kremena. Plagioklas se toliko raspao, da
je sav pomucen smedim trunjem, pa se malogdje nade njegovih
kristaloida, u kojima se us¢uvalo malo od njegove tvari. Ve-
¢inom su to ploc¢asto oduljeni presjeci sa jasnorm idiomorfijom
u zoni prizme. Kremen je kao i plagioklas veoma obilan,
a razvio se u alotriomorfnom zrnju, no nade se i takvih zrna,
na kojima se zapaZaju tragovi korozije. Da je u stijeni bilo
neSto malo biotita, vidi se po kloritu, koji je postao iz
biotita zadrzavs$i njegove forme. Te granitske stijene pro-
stiru se na sjever prema Sivri Tepe, a ispod Kosarke s juzne
strane nailazimo najprije na ne§to malo tro$na gabra, u kome
se nalaze veliki kristaloidi raspaloga plagioklasa i krupna
zrna uséuvana piroksena. Na tom gabru lezi melafir, u
kome je malo utruska, i to od uzanih plagioklasa. Glavnu
¢est njegovu sacinjava osnova sastavljena od mnostva mikro-
lita plagicklasa i od zrnja magnetita. Mikroliti plagioklasa
testo se skupljaju lepezasto.

Spustajuéi se dalje niz potok ispod Kosarke, susrest ¢emo
svuda dijabaznomelafirske stijene, koje se prostiru sve do
Vardara. Na njih nailazimo, ako se uputimo niz Vardar od
Graca prema Udovu. Tu one izgraduju juzne obronke brda
izmedu Graca i Zeljeznicke stanice Strumica (Udovo). Gusta
su sastava, mrkosive, gotovo crne, a u izbrusku pod mikrosko-
pom pokazuju jednaku sliku kao melafiri s gabra ispod Ko-
Sarke, t. j. sastavljeni su ponajvi$e od osnove, u kojoj lezi tek
pokoji kratko pruticasti plagioklas, a sama je osnova sva
od mnostva plagioklasnih mikrolita i zrna, zatim kristalnih
skeleta magnetita.

Dok su te stijene uz Zeljeznitku prugu dosta svjeze, nedto
viSe uSéa Baraklijske Reke (taj naziv nije unesen u kartu)
javljaju se takve stijene, koje su veoma troSne, guste i sme-
dastosive. U izbrusku pod mikroskopom malo §ta je ostalo
od prvobitnih minerala. Vidi se, da je stijena bila sastavljena
ponajvise od plagioklasa, koji su se raspali u neki smedi
mutez, pa se od njih u$¢uvala samo njihova forma, t. j. plagio-
klasi su se razvili najvige u obliku uzanih kraé¢ih stupiéa, medu
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kojima se nade i koji o$iroko oduljeni pruti¢, kako je to obi¢no
kod plagioklasa u dijabazima, pa poneki plotasto oduljeni indi-
viduum. Izmedu mno$tva pomucenih raspalih glinenaca nalaze
se mnoga bezbrojna zrnca kremena, za koje bi ¢ovjek mogao
re¢i da su prvobitna, jer gdjegdje u njih zadiru glinenci ili se
nalaze u njima uklopljeni. Od sekundarnih minerala ima
klorita, epidota. U stijeni se nalazi i podosta opadkoga
minerala.

Ima medu tim stijenama i takvih, koje su uocljive porfir-
ske strukture. One su smedozute, pa se u gustoj osnovi vide
sitni utrusci glinenca i zrnca kremena. U izbrusku pod mikro-
skopom razabiraju se utrusci idiomorfno razvitih glinena-
ca, koji su pomuéeni sitnim sivim prahom, tako da je njima
potpuno prikrivena glinencava tvar, ali se medu unakrstenim
nikolima jasno zapazaju polisintetski sraslaci vrlo uoéljiva po-
mracenja. Tih je utrusaka malo. Jo$ se kao utrusak razvio
kremen sad sa oftrim kristalnim obrisima, sad u korodi-
ranom zrnju. I njega je kao utruska malo. Osnova preteZe u
stijeni, a sastavljena je od si¢u$na zrnja pomucena glinenca
i ¢ista bezbojna kremena.

Idué¢i uz Baraklijsku Reku prema selu Arazli nailazimo
viSe puta u selo Duleli, ba§ pri usSéu prvog desnog pritoka
Baraklijske Reke, na gnajsgranitske stijene. U ovom kraju sve
do iznad sela Arazli one su vi$e gnajsnoga negoli granitskoga
lica. Sitnozrnasta su sastava, pa se u njima golim okom vide
bijeli mutni glinenci, obilje listiéa biotita i siva zrnca kre-
mena. U izbrusku pod mikroskopom pokazuju tipsku zrnastu
strukturu granita. Kalijski glinenci su alotriomortni u
krupnom zrnju, a plagioklasi plocasti i u zoni prizme
manje ili viSe idiomorfni. Veé¢inom su pomuéeni od proizvoda
metamorfoze. Kremen je takoder obilan u alotriomorfnim
zrnima. Biotit se nalazi u obliku oduljenih listi¢a s jzrazi-
tom baznom kalavosti i jakim pleohroizmom: u smjeru kala-
vosti mrkosmed, gotovo crn, a u smjeru na to okomitom bli-
jedozut. Naide ¢ovjek i na pokoji listi¢ muskovita. Vise
sela Arazli, tamo kod prvoga desnog pritoka viSe mlina, sti-
jene su dobile vrio lijepu $kriljastu strukturu, pa se lako cije-
paju u plo¢e. Na povrsini tako odlomljenih plogica sabira se
obilje bictita. U izbrusku pod mikroskopom uglavnom se vide
krupni, veéinom plocasti plagioklasi, alotriomorfna zrna
kremena, oduljeni individuumi biotita i sitni listiéi mu-
skovita.

Od Arazli prema Barakli te stijene imaju granitsko lice i
vrlo su svjeze. Njihovi glinenci samo su malo zahvaéeni me-
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tamorfozom, pa su negdje viSe negdje manje pomuceni trunjem
kao proizvodom metamorfoze. U njima se nalaze izvori kisele
vode, pa ¢emo na jedan takav izvor naié¢i viSe Arazli na samoj
Baraklijskoj Reci uz njenu lijevu obalu, i to viSe utoka poto-
¢ica, Sto kod kote 225 utjete u taj potok. Kud protjece kisela
voda, izluCuje se iz nje Zeljezni hidroksid kao Zzuti talog. Ta-
kvih kiselih izvora nalazimo u gnajsima i ispod sela Barakli
kod EkiSsu (kisela voda).

Granitske stijene iz okoline Arazli i Barakli, koje su,
dakako, nastavak granitskih stijena GradeSke planine, pro-
stiru se dalje na jugoistok preko sela Basili i Plavusa k selima
Vejseli 1 Ajranli (u karti Ajrakli) u okolini Valandova. Iz Va-
landova za$ao sam u njih idu¢i ispod Kule preko Kavla Kran
u Vejseli. Kula, koja se nalazi na sjeverozapadu od Valandova,
izgradena je od vapnenjaka, iz kojih izvire vodom bogati mali
potok goneéi desetak mlinova. Njegov izvor, koji muslimani
zovu Kajnak, a hri§éani Sv. Petar (jer se tu sastaju na slavu
o Petrovdanu i svete vodu na izvoru) ima karakter tipskoga
krskog vrela. Ispod golemih vodenih javora (¢inara) izbija stu-
dena voda kao jak potocié, koji ve¢ nekoliko metara od izvora
goni mlin. Otuda spu$ta se u Valandovo, pa je pri svom na-
glom padu stvorio velike mase sedre (bigra). Za potresa god.
1931. odronio se od foga bigra ove¢i dio kao malo brdasce.

Iduéi od toga vrela prema manastiru sv. Dorda, prelazimo
preko kristalastih vapnenjaka, ispod kojih nesto pred samim
manastirom izbijaju vapneni amfibolski Skriljei, sastavljeni
uglavnom od amfibolaivapnenca. Osim ta dva mine-
rala nalazi se u tom S$kriljeu sitnih zrnaca glinenca, vjero-
jatno albita, jer su zrnca manjega loma od loma kanadskog
balzama. Ima i neSto malo epidota. Dalje iza manastira stazom
u smjeru Kavla Krana nailazimo ispod vapnenjaka na guste
tamnosive stijene, koje se pod udarcem Ceki¢a lako lome u
komade o$trih bridova. Na povrsini tako odlomljenih komada
prevukla se tanka prevlaka limonitske tvari. U izbrusku pod
mikroskopom vidi se, da je stijena sastavljena ponajvise od
sitna zrnja glinenca, kqji je manjega loma od kanadskog
balzama, a negdje se zapaZaju na zrncima sraslacke lamele
(albit). Mnogo je u njoj sitnih zrnaca magnetita (stijena
djeluje na magnetsku iglu) i malo e pidota. Skriljaste stijene
susrecemo svagdje na Kavla Kranu. Negdje su lica filitskoga,
a pripadaju ve¢inom vapnenim kloritskim Skriljeima. Prostiru
se sve do iznad sela Vejseli, gdje ih zamjenjuju granitske sti-
jene. One su jednakoga mineralnog sastava kao i dosada$nje
granitske stijene, o kojima je bilo govora. Prostiru se prema
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Ajranli 1 Terzeli. Vige Ajranli u potoc¢icu, $to dolazi sa jugo-
istoénih strana Kurban Buruna, nailazimo na $kriljce, u koje
je taj potoei¢ urezao korito. To su amfibolski Skriljci s prete-
Znim glinencima, medu kojima se nalazi amfibol po-
redan u nizove, pa otuda stijeni veoma uo¢ljiva Skriljasta struk-
tura. Uspinjuéi se preko Kurban Buruna na bilo, koje je od
vapnenjaka, nailazimo na liskunske (tinj¢aste) Skriljce. Na sa-
mom sedlu ispod vapnenjaka izbija gnajs. PreSavsi preko vapne-
njaékoga bila prema Karata$u, prestaju vapnenjaci, a mjesto
njih javljaju se kristalaste stijene. Medu njima namjeri se
¢ovjek na takve, koje strukturom i mineralnim sastavom pri-
padaju u dijabazne stijene. Takve su sive i sitnozrnaste, a u
izbrusku pod mikroskopom vidi se, da su sastavljene uglavnom
od plagioklasa i piroksena. Plagioklas je od metamorfoze
priliéno pomucen, a razvio se u oduljenim odebljim pruti¢ima.
Piroksen je dosta rasprostranjen i svjez. Po pukotinama
nalazi se kalcita, a ima i ne$to malo klorita. Mnogo se tu
razvilo amfibolita, koji se prostire na zapadnim stranama Ka-
rataSa prema Melkom Ridu i preko njega prema Rabrovu. U
njemu se namjeri ¢ovjek na manje dijelove gnajsa. Na samom
Melkom Ridu prema IzleSevu pomalja se oveta masa posve
serpentizirana peridotita.

To je letimitan prikaz petrografske slike kraja s lijeve
strane Vardara izmedu Demir-Kapije i Valandova. Ne samo da
¢e za potpuno poznavanje prirode tamo$njih stijena trebati
izvrSiti detaljna mikroskopska istraZivanja i kemijske analize,
nego Ce trebati jo$ obiéi taj kraj, da se dobije i potpuna slika
rasprostranjenja tamoSnjih stijena u onim dijelovima, koje
nisam dospio na tom istrazivanju da pregledam.

Primljeno na sjednict Odjela za matematicke, fizicke
i tehnicke nauke dne 25. X. 1948.
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Dr. VLADIMIR S. VRKLJAN

JOS O IZVODENJU MAGNETICKOGA MOMENTA
ELEKTRONA I POZITRONA

U radnji »Prilog izvodenju magnetitkog momenta elektro
na i pozitrona«!) pokazao sam, da se kod metode valnog paket
(za izra¢unavanje magnetskog momenta elektrona i pozitrons
mogu upotrebiti ¢etveroredne kvadratske hermitske matrice s
osam od nule razli¢itih elemenata; ujedno se pokazuje, da s
raéun moze izvrditi odjednom s beskonacno mnogo matrica®
ier je m u toj radnji bio pozitivan realan broj po volji.

U ovoj radnji ima se pokazati, da se i kod Darwinov
metode?) moze takoder raditi odjednom s beskonatno mnog
matrica «;, u,, @, 1 a,, a ne samo, kako je dosada radeno, kolik
mi je poznato?), s matricama, $to sadrzavaju samo cetiri ele
menta, koji se razlikuju od nule, a i oni su (realne ili imagi
narne) jedinice.

U tu svrhu napisat ¢emo matrice, upotrebljene u prosic
radnji, u obliku, u kom ih je napisao g. prof. dr. D. Blanu#§:

| o « 0o —b 1 0 —ia O b

[ 0 b0 | ia o b O

“=0 6 b 0 o« “=1 ib 0 —ia
—b 0 a0 -ib 0 ia O |

| a 0 b 0 0 a 0

0 - [¢] b — b 0 —a

@ = b 0 —a O o b 0
0 b 0 a —a 0 b

1) Rad Jugosl. Akademije, knj. 271, 1948.

?) Kod dosada$njih izvoda magnetskog momenta elektrona i poz
trona upotrebljene su — koliko mi je poznato — matrice sa ¢etiri elt
menta, koji se razlikuju od nule, a i ti su uzeti kao (realne ili imag
narne) jedinice (isp. na pr.: L. de Broglie, L’Electron magnétiqu
1934, str. 137, ili: C. Schaefer, Theor. Phys, 1II-2, 1937, str. 45

3 C. G. Darwin, Proc. Roy. Soc. London (A) 118, 1928 str. 6!
(meni nepristupno, citirano prema: A. Haas, Theor. Phys. II, 19
str. 369, odn. prema: A. Haas, La mécanique ondulatoire, 1930, str. 17

%) Vidi na pr. citate pod ¥).



gdje pretpostavljamo a® -+ b? = 1%)%). Ovakav naéin pisanja
mozemo upotrebiti tim viSe, Sto je ve¢ u prosloj radnji na
kraju spomenuto, da onaj oblik matrica, kakav je tamo dan i s
kakvim je tamo ratun izvrSen, nije jedini oblik cetverorednih
kvadratskih hermitskih matrica sa osam od nule razli¢itih ele-
menata, koji zadovoljava Diracove uvjete.

5y Na pr. cos’@ + sin®¢= 1 Prof. dr. D. Blanus$a primjecuje, da,
ako se na Diracove matrice

0100 fo-i 0 0y ‘100 0 00 1 0|

1000 j;ooo 0-10 0] oo o0-1
o)== = | L Qy= | &=

0001 lo0 0-i ‘o 0-1 0 1000

o010 00 i o0l ‘o001 0-1 00

primijeni operacija l‘uv vt (y =1, 2, 3, 4 pomocu ortogonalne matrice

| cos % 0 - sin - o ‘

. i; 4} cos —‘:— 0 sin —-
U= }: }
J‘ sin rg 0 ces '(g 0 ‘
; 0 - sin 7‘2[— 0 cos _ZQ :

onda izlaze matrice navedene u ovoj radnji pod (1) uz uvjet a = cosgp,
b = sin ¢. Da su nove matrice Diracove, izlazi ve¢ iz poznatoga pra-
vila: Ako na cCetiri Hermite-ove matrice «;, e, a3ie;, koje zadovo-
Ijuju Diracove uvjete, primijenimo operaciju Ue, vt (y=1, 2, 3, 4),
gdje je U bilo kakva unitarna matrica (t. j. elementi koje zadovoljavaju

* *
relacije & u,u,, = ¢, , ovdje je u, konjugirano-kompleksna vrijednost
od u, ; ako su elementi realni, onda su to ortogonalne matrice), tada
su novo dobivene matrice ﬂ‘{ opet Diracove. Da tako dobivene nove
matrice #y doista opet zadavoljavaju Diracove uvjete, lako ¢emo se
osvijedoditi, jer je
Sy =Uay Ut UayUl=val Ut muUt=1  @=1234)
iy ‘65 o Ua.Y vt.u ay vlt=1¢ LVEN U’l l
o o 4 (r0=1,2,34; sy
ﬂaﬂy:[/'aﬁ U - Ue, U7 = Urxa ay U l
dakle /)’a /J’Y =3 ”’ﬂ*{ 1?6, jer je Qg Gy = — Oy g

Naro¢ite paznje vrijedna ¢ini mi se primjedba prof. dra. D. Bla-
nuse, da elementi navedene matrice U daju zapravo faktore za dvije
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Onda Diracove jednadzbe, napisane za elektron odno-
sno pozitron prema matricama (1) uz pretpostavku prisutnosti
izvanjega elektromagnetskoga polja g.ase:

P, @®,—bW) + Pyi(—all, + b)) + P, (a¥, + b)) +
+mye(—b, +al)—P, U =0
P, @, + %) + Pyi(@W, + bW, + Py (— oW, + b¥) +
+ mye(— bW, —al)—PpP, U, =

|
o

P, (b%, + aW) + Pyi(— bW, —al) + Py 0T, — ¥ + 2)
+ myc(@® +b¥)—P, ¥ =90

P (— b, +aWl,) + Fyi(—b¥, + a¥) + P, (bT, + o) +
+ myc(—a®, +‘bQ&)-——P4 U =0

.
rotacije u Cetverodimenzionalnom varijetetu x, y, z, u (£ % & #). Za te
rotacije daju naime prvi i tre¢i redak matrice U
. e I I )
§ = xeos , —asin, { = x sin B L = cos .
a drugi i Cetvrti redak

P 4+ wsin $= — yvsin T4 :lvo<4«(~‘~J
o, T usin, = Y sinog 108 -,

ako kut zakreta oznatimo s /2.

7 2y cos

% Posebno je pitanje, da li postoje matrice, kod kojlh bi bilo
a?—b*=1 (na pr. ch®x —sh®x=1) i koje bi zadovoljavale Diracove
uvjete (a‘i: 1, “ﬁ @y = -y ut[3 ). Dade se pokazati, da se takove matrice
zaista mogu konstruirati i kao primjer navodim ove (koje hermitske, a
koje antlhermitske) matrice:

0 a 0 -ib 0 -ia O -b a 0 ibo -ib 0 a 0
| |
a 0 ib o iiia 0 -b 0 | 0 ~a 0 ib ‘ 0 —ib 0 -a |
o= . @ == Loopdy=a Ly = . !
0 ib 0 a o b o0-ia ib 0 -a¢ a0 b oo i
<ih 0 a 0 b o ia o | "o ib o a [0 a0 |

Primjenom Darwinove metode prijelaza od linearnih diferen-
cijalnih jednadzbi na jednadzbe drugoga reda vode ove matrice na
(suvisne) Clanove, kojih u (4a, b, ¢, d) nema; ali da one sigurno i
usprkos tomu, $to zadovoljavaju Diracove uvjete, ne odgovaraju
rjeSenju problema, razabiramo otuda, $to one primjenom metode valnog
paketa ne vode uopée do rezultata. Stovi§e njihovom primjenom ne
moze se izvesti ¢ak niti jednadiba kontinuiteta. Razlog je svemu tome
otito faj, §to navedene matrice nisu hermitske.



gdje su P; (=1, 2, 3, 4) poznati operatori

. h 0 €
I:Pﬂ = om ‘0;; - ;A,a =123, xn’:x ,Y,2, Apon = Awyx)
h 0 £
Po i ot CV}'

ovdje h, & ¢, A1 V znate redom Planckovu konstantu,
naboj Cestice (e===e), brzinu svjetlosti u vakuumu, vektor-
potencijal izvanjega magnetskoga polja i skalarni potencijal
izvanjega elektri¢noga polja.
Mnozimo li prvu jednadzbu (2) sa —b, a treéu sa a i tako
pomnoZene jednadzbe zbrojimo, dobivamo
P, w«"‘ip-zwt""P:c qj’,s + mocwj“P\ ("_’wa + a@'&) =0 (3a)

Mnozimo 1i pak (irugu jednadZbu (2) sa b, tetvrtu sa a i
.obje tako pomnoZene jednadzbe zbrojimo, imat ¢emo

PU,+iP. W, + P, U —myc®,—P ¥ +a¥l)=0 (3b)

Mnozimo li pak prvu jednadzbu (2) sa a, tre¢u sa b i tako
pomnozene jednadZzbe zbrojimo, izlazi

PO, —iP, U, + P, ¥ +mcl,—P, ¥ +b¥)=0 (3¢

Mnozimo li pak konaéno drugu jednad?bu (2) sa q, Cetvrtu
sa —b 1 tako pomnoZene jednadZbe zbrojimo, dobivamo

PO +iP, ¥ —P, U —mc¥ —P, ¥, —bT) =0 (3d)

Tek nakon ove priprave (koja kod dosadasnje Darwino-
ve metode nije bila potrebna) mozemo prije¢i na izvodenje
jednadzbi, koje nam daju (iako u okviru jednog izraza za ener-
giju) magnetski momenat elektrona (odnosno pozitrona). »Po-
mnozimo« li jednadzbu (3a) sa m,c— bP,, jednadZbu (3¢) sa
P.+aP,, a Jednadzbu (3d) sa P, AzP,, i sve tako dobivene
]ednad/be zbrojimo, izlazi

(P2 + P>+ P + my*c>—PH¥, +i(P P,—P,P) T +
+i(PaPy—P,P) 8, + (P3P, —P{P) T, +
+ (P, P, —P{P,) @®,—b®) + i(P,P,— P, P) (0¥, —al,) +
+ (P Py—P3P)(a® + bT,) = 0 (4a)
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»Mnozimo« li medutim jednadzbu (3b) sa ——m“c'+ bP,.
jednadzbu (3c) sa P, + P,, a jednadzbu (3d) sa — P, +aP, i
sve tako dobivene jednadzbe zbrojimo, dobit ¢emo

P2+ P2+ P +mt—PYO,—i(P,P,—P,P)T, +
+i(PyPy—PyPy) ¥y — (P; P, — P, P) ¥, +
+ (P,P,—P,P,) (¥, +bT) +i(P,P,—P,P) (aPy + b)) +
+ (P,P;— Py P)(—al, +b¥) =0 (4b)
»Mnozimo« li pak jednadzbu (3a) sa (— P, - aP,), jed-
nadzbu (3b) sa P, —iP,, a jednadZbu (3c) sa (m,c + bP,) i sve
tako dobivene jednadZbe zbrojimo, imat ¢emo
P2+ P2+ P+ m?—PHT, +i(P,P,—P,P)¥;—
—i(P,P;—P3P) ¥, — (P;P,—P,P) U, +
+ (P,P,~—PP,) %, + a®)—i(P,P,—P,P) (bW, + al)) +
+ (PyPy—P3P) 0%y —aly;) = 0 (4c¢)
»Mnozimo« i pak konatno jednadzbu (3a) sa P, + iP,.
jednadzbu (3b) sa P, 4 aP,, a jednadzbu (3d) sa — (m,c -+ bP,)
i sve tako mnoZenjem dobivene jednadzbe sumiramo, izlazi
(Pl" + P-_Jg + P::g + m(/zcz’“Pf) q&‘*i(PxPz_PzPl) Q).A ‘7
“i(PL’PH—_—PSP‘z) gp‘?; + (Plipl _P!PS) w?i +
+ (PP, P{P)( b{[l‘] + aw:x) + (PP, ngx)("'bllfl + a.ll)’;;) +
+ (P, Py— Py P) (0¥, + all) =0 (4d)
Iz ovih jednadZbi razabiramo, da nam one s obzirom na
magnetski momenat elektrona i pozitrona daju totno ono, Sto
dobivamo 1 primjenom ¢etverorednih matrica sa cCetiri razli-
¢ita elementa, koji se razlikuju od nule; formalna je razlika
tek kod elektrickoga momenta, jer u navedenim jednadzbama
dolaze u vezi s njim (kao faktori) po dvije valne funkcije od
Cetiri, dakako mnoZene sa a i b (gdje je —1<Ta, b<<41
zbog a? +- b*==1), sve to dakako zbog karaktera upotrebljenih
matrica.
Medutim je pitanje, koje je ovdje zanimljivo i kojega
nema kod primjene matrica sa Cetiri elementa razli¢ita od nule,

u tome, da li bismo mogli odmah napisati jednadzbe (3a, b, ¢, d)
i bez onih (naprijed spomenutih) ra¢una s jednadzbama (2).



Lako ¢e se pokazati, da je to moguée, ako samo izvedemo
transpoziciju matrice ¢, i tako transponiranu matricu @, posta-
vimo kao matricu @,. K dosadanjim matricama (1) trebalo bi,
naime, zbog potpunosti pripisati zapravo jo§ jediniénu matricu
a; =1, jer takovu [u sustavu jednadzbi (2)] zapravo i kombi-
niramo s operatorom P, (u simboli¢ki izraz P,a;¥). Ako Zelimo
odmah napisati jednadZbe (3a, b, ¢, d), onda mjesto matrice
a; moramo upotrebiti matricu @,, koju konstruiramo prema
pravilu

ooo 1]
{ i
loo1o0 ‘1
a, e =a a; = i" | (5a)
fo100 [
\“‘ 100 01
dok mjesto «,, @, a, i «, moramo upotrebiti matrice
@ = Gy, e =a,, Q= ea, g, =ae (5b)

Isto takove konaéne jednadZbe (4a, b, ¢, d) dobili bismo i
onda kad bismo primjenom transpozicije matrice a, postavivsi

i‘ 000 1|
loo1o [
Q. a; = a; o :[ i (6a)
010 0
{ |
l1000]
@ =0y, ep=ooe, o,=0e.0;, a,=00a (6b>

napisali jednadzbe, koje odgovaraju jednadzbama (3a, b, ¢, d)
i onda iz njih izveli (4a, b, ¢, d); odnosno kad bismo to uéinili
primjenom transpozicije matrice a, prema shemi

o001 1
o1 o0} )
a; f (7Taj
10 0 |
i
00 oh
i postavivsi
@ =aa, q=a¢, @, = a;, «

A (7b)
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Ali i primjena transpozicije matrice «, prema shemi

‘ 000 1
. o o010
aa, = ' i (8a}
\ 010 0
H100 0 |
uz postavljanje
@ =00, ;=0 8, &=, &,=da (8b)

vodi takoder konalno do jednadzbi (4a, b, c, d).

Mozda nije sasvim bez interesa spomenuti, da sve ovako
izvedene matrice ¢, @, @,, @, i @ nijesu hermitske;
u slutaju (5b) to vrijedi za e, u slutaju (6b) to vrijedi za @
a u slucaju (7b) za e, ¢ @,; i konaéno u slucaju (8b) vrijedi
to za @, i a,.

Isto tako moZze se pokazati, da za sve produkte e, a,.
(B, I' = 1, 11, 111, 1V) ne vrijedi Dir a co v alternativni zakon;
u slu¢aju (5b) taj zakon ne vrijedi za sve produkte s @, u slu-
¢aju (6b) analogno vrijedi za sve produkte s @, u slucaju (7b)
analogno vrijedi za sve produkte sa ., i kona¢no u slutaju
(8b) vrijedi analogno za sve produkte sa @,,.

Posebno je pitanje produkata sa @,. Kod Diraca, jer se
radi o jedini¢noj matrici (¢; =1), vrijedi komutativni zakon
za produkte od sve cetiri Diracove matrice ez(8==1, 2, 3, 4)
sa a;. U slu¢ajevima (5a) do (8a) nije @, jedinitna matrica, pa
je potrebno napose razmotriti produkte Cetiriju matrica ¢, ¢,
@, ie,sa e, U slucaju (5a, b) svi su produkti sa @, komuta-
tivni osim e, @,;; u slu¢aju pak (6a, b) svi su odnosni produkti
komutativni osim @, a;; u slu¢aju pak (7a, b) i (8a, b) vrijedi
obrnuto: svi produkti sa e, alterniraju u predznaku osim pro-
dukta e, e, [u slugaju (7a, b)] odnosno osim produkta e, e, [u
slucaju (8a, b)].

Primljero na sjednici Odjela za msotemat éke, fizicke
i tehnicke nauke dne 25. X. 1948.

13 Rad Jug. Akad. 276 103
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