Dr. DURO KUREPA

DOKAZ PRINCIPA TOTALNE INDUKCIJE*

Definirajué¢i prirodne brojeve kao konaéne nepuste sku-
pove, odnosno kao kardinalne brojeve kona¢nih nepraznih
skupova, dokazat ¢emo, da za prirodne brojeve vrijedi osnovni
princip, t. zv. princip totalne indukcije.

1. Pojmovi i oznake. Ako je S skup, tada se sa

(1.1 r<Sili S>x
oznatuje, da je x element (broj, atom, totka) skupa S; relacija
x €S se ¢ita: x je element od S.

Ako su A i B dva skupa, pa ako iz x € A slijedi x € B,
onda se veli, da je A dio skupa B i piSe
(1.2 A<Bodn. B> A.

Ako je AC B i B<C A, onda su skupovi A i B identiéni,
pa se piSe

(1.3) A=Bili A=B.
Ako je A< B, ali nije B A, onda se to oznatuje sa
(1.4) ACBodn. BDA

i kaze, da je A pravi dio skupa B.

Ako su A i B dva skupa, tada se pod unijom (udruZenjem)
skupova A i B razumijeva skup
(1.5) A\UB )

*Primjedba Clanak je izvadak iz jednog drugog, $to sam ga
bio napisao petog mjeseca 1949. i iz kojeg su nekoji dijelovi u$li u moju
knjigu »Teorija skupovax,

Potpunosti radi, navodim bez dokaza nekoliko teorema s uputom,
s kojim je teoremom u knjizi dotiéni teorem povezan, da se u njoj lakse
nade sam dokaz tog teorema.
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sastavljen od onih elemenata, koji leZe u bar jednom od zadanih
skupova A i B. Pod diferencijom skupova A i B razumijevamo
skup

(1.6) A\B

sastavijen od svih elemenata skupa A koji nisu elementi skupa
B. Ako je
(1.7 P

izvjesna porodica skupova, onda se pod presjekom skupova
iz P razumijeva skup

(1.8) NS iliNS, (S€P)
SeP s

sastavljen od svih onih elemenata koji leze u svima Elanovima
porodice P.

Skup je A ekvivalentan skupu B, simbolitki
(1.9) kA = kB,

ako postoji postupak f, kojim svakom x € A moZemo pridruziti
jedan jedini element, f(x), skupa B i to tako, da razli¢itim
elementima jz A odgovaraju razli¢iti elementi u B i da svaki
element iz B bude pritom pridruZen jednom jedinom elementu
iz A. Ako je X € A, onda ¢e nam f(X) oznatavati skup svih
elemenata f(x), kad x prolazi skupom X.

Ako je skup A ekvivalentan dijelu skupa B, naznacivat
¢emo to sa

(1.10) kA < kB odn. kB > KA.

Ako je i kA< kB i kB < kA, onda se pise
(1.11) kA = kB;

Ako je kA< kB, ali nije kA >> kB, onda se to naznacuje sa
(1.12) kA <<kB odn. kB > KkA.

Pod kardinalnim (glavnim) brojem razumijevamo svaki
skup (isp. [1]); da naznadimo, da neki skup S shvatamo kardi-
nalnim brojem, naznadujemo to sa
(1.13) kS;
pri tome naravno ekvivalentne skupove identificiramo, pa
kA = kB izrazava ¢injenicu da je skup A ekvivalentan sa
skupom B; nadalje, ako su A i B dva skupa bez zajednickih
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to¢aka, onda se skup A \J B, shvaéen kao kardinalan broj, zove
sumal kardinalnih brojeva A i B, §to se naznatuje sa )

k(A \J B)=kA -+ kB.

Opcenito, pod sumom ma kojih dvaju kardinalnih brojeva A i
B! razumijevamo: bilo koji skup, $to ga dobijemo obrazovanjem
unije A; \J B, dvaju skupova A,, B, bez zajednitkih tocaka,
a od kojih je A, ekvivalentan sa A, dok je B, ekvivalentan sa
B. Suma kardinalnih brojeva A i B oznatuje se sa

(1.14) . kA4 kB

Odmah se vidi, da unija 4, \J B,, shvaéena kao kardinalan
broj, ne zavisi od posebnog izbora skupova A, i B,, jer ako je
kA, = kA, kB, = kB, a A,, B, bez zajedni¢kih tocaka, bit ¢e

k(A; \UB,) = k(A; \J By),
*jer je A, ekvivalentno (preko A) sa A,, a B, (preko B) sa B,.

Prazni (vakantni) skup v, t. j. skup bez ijednog elementa
shvaten kao broj zove se nula i oznatuje sa 0 t. j.

(1.15) kv=0.

. Specijalno, svaki predmet p obrazuje odreden jednoclan
skup, koji se oznatuje sa

(1.16) {p} ili (p),

a shvacéen kao kardinalan broj, oznatuje se sa 1 i piSe

(1.17) ‘ kip} = 1.
Ako iz x € S slijedi, da je S \ {p} jednotlan, stavlja se
(1.18) ks =2,

pa sé zove dvoClanim skupom.
Analogno, ako iz x € S slijedi

k(S \{x})=2,
-veli se, da je'skup S troclan, a shvacéen kao broj, zove se »tri«
i pise
(1.19) kS=31it d

1 Prema tome 4 i B su skupovi.

240



2. Konaéni i beskonaéni skupovi. Postavlja.se pitanje: ako
je S zadan skup, da 1i on mote biti ekvivalentan sa bar jednim
svojim pravim dijelom t. j. da li sistem
(2.1) ‘ XCS, kX =kS
ima ili nema rjeSenja u X ?

Ako taj sistem ima bar jedno rjeSenje X, veli se, da je
skup S beskonadan (transfinitan); u obmutom slu¢aju, S je
konacan ( finitan). Specijalno, prazan skup smatramo konaénim.

Drugim rije¢ima, vrijedi ova:

Dedekindova osnovna definicija. Ako za svako obostpamo
jednozna¢no preslikavanje f skupa S na sama sebe vrijedi
fS =3, skup S je konatan; ako pak postoji bar jedno obostrano
]ewdnoznacno preslikavanje f skupa S tako da bude

S C S,

vell se, da je skup S beskonadan ili transfinitan.
Kona¢ni skupovi ¥ v shvaceni kao kardinalni brojevi zovu
se prirodnim brojevima.

Teorem 2.1. a) Ako je skup S konalan, konacan je i
svaki podskup S, C S.

b) Ako je skup S beskonadan, beskonadan je i svaki
nadskup S; > S. (cf. Kurepa, Teorija skupova, teoremi 5.1.1
i 5.1.2)

Teorem 2.2 a) Ako je skup S konacan, konacan je i skup

S\ {x}
gdje je {x}ma koji jedno¢lan skup; ako S ne sadrZi{x},onda je
kS<<k(S\{x}).

b) Ako je skup S beskonalan, beskonatan je i skup

SN {zx} i uvijek je

kS =k(S\{x});
'pri‘tom je {x} ma koji jedno¢lan skup (cf. teorem 5.1.3 i teorem
5.1.4 u Kurepa, Teorija skupova).

Teorem 2.3. Ako je kardinalni broj m > 0, onda postoji
jedan jedini kardinalni broj, a oznacuje se sa m — 1, tako da
bude kardinalni broj

m=(m—1)+1 (cf. teorem 5.2.1.1 u Kurepa, Teorija
skupova).
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Teorem 2.4. Za ma koje kardinalne brojeve m, n, ako
je m<<m, tad je m 4+ 1 <n"* (cf. bemrem\ 5.2.3.2 u Kurepa,
Teorija skupova).

3. Prirodni brojevi jesu kardinalni brojevi kona¢nih ne-
pustlh skupova. Skup svih prirodnih brojeva oznaéujemo slovom

3.1) N. i

Drugim rije¢ima, N je skup svih kona¢nih nepraznih skupova,
pri ¢emu poistovijetujemo ekvivalentne skupove i medu njima
ne pravimo nikakve raziike; tako na pr. 1 &€N,2€ N,5€ N;
naprotiv, nije {5} < N\ {1}, ma da {5} € N, jer ]wednonclam
skup {5} predotuje broj 1; uopée iz x € N i y éN\ T pro-
izlazi x =+ y.

Teorem 3.1. Ako je m prirodan broj, onda

a) postoji i broj n+1;

b) n -1 je prirodan broj i

c) uvijek je n<n-+1 (cf. Kurepa, Teorija skupova,
teorem 5.3.1).

4. Princip totalne indukcije. Princip totalne indukcije
daje pregled o skupu N svih prirodnih brojeva, a sastoji se u
ispravnosti ovog zakljucka:

Pretpostavka. Neka je S ma kakav skup prirodnih
brojeva koji udovoljava ovim dvjema uslovima:

Uslov 1. Prirodni broj 1 lezi u S:

(4.1) 1€ S;

Uslov II. Ako neki prirodni broj n lezi u S, tada u S
lezi i prirodni broj n -+ 1 t. j.

(4.2) ako je n € S,onda jen+1&€S;
Zakljuctak: Svaki prirodni broj leZi w skupu S t. j.
(4.3) S=N,

gdje je N skup svih prirodnih brojeva.

Naravno, princip totalne indukcije moZemo i ovako formu-
lirati: ako precrtamo broj 1 i ako, nadalje, precrtavsi neki
prirodni broj n, precrtamo i broj n -4 1, onda éemo precrtati
svaki prirodni brogj.

Da se vidi, da ova formulacija izlazi iz prethodne, dovoljno
je promatrati skwp S svih precrtanih prirodnih brojeva; da,
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obrnuto, iz posljednje formulacije proizlazi prethodna, dovoljno
je »precritati« svaki ¢lan skupa S o kojemu se govori u principu.

Dokaz principa totalne indukcije mehcno je dug.
§ 4.1. Oznacimo sa
“.1.1) )

porodicu svih skupova S ¢ N za koje vrijede gornji uslovi I 1
II; oznad¢imo sa

(4.1.2) N,
presjek svih tih skupova, dakle
(4.1.3) N, = fs\, S<€).

Dokazat ¢emo nekoliko svojstava skupa N, iz kojih ¢e
proiza¢i jednakost

(4.1.4) Ny=N )
pa dakle i
(4.1.5) N=3S

za svaki S € @, $to i tvrdi princip totalne indukcije.
Dokazimo, da i skup N, ispunjava I 1 II, da je dakle
(4.1.6) N @.

Najprije, iz S € @ slijedi 1 € S, $to znati da broj 1 leZi u
svima ¢lanovima porodice @ , a to ba$ znaci da je

(4.1.7) 1€ Ny

t. j. da N, zadovoljava uslov 1.
Dokazimo, da N, zadovoljava i uslov II t. j. da iz

n € Ny slijedi n+1& Ng.
No, n € N, zna¢i da je
n< X za svaki X€ Q.
A to pak, po definiciji porodice @, zna&i da je i

n+leX
za svaki X € @, §to sé drukCije izrazava i ovako:
n+1 é No .
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§ 4.2. Za skup N, < N vrijedi ovaj »princip totalne in-
dukcije«: Ako je

(4.2.1) S; < Ny, pa ako je
(4.2.2) 1€ S;; ako nadalje
4.2.3) iz n€ S, slijedi n + 1S,
onda je
(4.2.4) ’ Sy =N,.
Stvarno, skup S, zadovoljava uslove I, II, pa je dakle .
5 €0,

3to po definiciji (4.1.3) znagi, da je N.< S;, a to s gornjom
pretpostavkom (4.2.1) daje traZenu jednakost S,=N,.

§ 4.3. Skup N, je beskonacan t. j. skup N, moZe se pre-
slikati na svoj vlastiti pravi dio.
Stvarno, stavimo

f)=n-+1, (n< No,

tada je ta funkcija obostrano jednoznatna, jer se nay;‘)‘o«kon radi
o prirodnim brojevima, i naravno da je f(n)=31; no prema
(4.1.7):

v

1< No,

tako dakle da je F(N,) € No\ {1} C N,, o znadi da je N,
beskonadan.

§ 4.4. Za svaki n € N, sadrZi skup N, toéno n brojeva
koji su < n.

Oznacimo sa
(4.4.1) S,

skup svih brojeva iz N, za koje je ta tvrdnja ispravna. Naravno,
1< Sy, jer je broj 1 jedini prirodni broj <(.1; takoder je 2 €.8;,
jer su 11 2 odito jedini prirodni brojevi < 2. Uzmimo, da je
tvrdnja dokazana za neki n € N,; dokaZimo da je onda ona
ispravna i za n 4 1. No, brojevi iz Ny koji su < n -1 jesu
(v. teorem 2.4): broj n+ 1 i svi brojevi iz N, koji su < n;
ovih, po pretpostavei ima n, pa oni sa brojem n -+ 1 koji je
od njih sviju razli¢it, satinjavaju svega n -+ 1 brojeva u N,
koji su < n+1.
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Ukratko, imamo ovo: 1€ S;;izn <8, slijedi n +1&€ S,
§to, prema (4.2) i relaciji (4.2.4), znadi, da skup S, sadr?i &tav
N;, 8to smo i htjeli dokazati. -

§ 4.5. DokaZimo napokon da je N,=N.

U obrnutom slu¢aju, postojao bi bar jedan prirodan broj
(4.5.1) m,
koji ne lezi u N

Odmah ¢emo vidjeti, da to nije moguce, jer bismo inace
moghi preslikati ¢itavi beskonacéni skup N, na skup M, kojemu
je m kardinalan broj, dakle na konaéni skup

M.

a) Najprije, m > 1, jer po uslovu (I) vrijedi: 1 € N,, dok
po pretpostavei (4.5.1) broj m ne lezi u N,, jer kad bi m —1
bio u N,, bio bi u N, po uslovu II, i broj (m—1)+1=m.
Stavimo

my=m;
pretpostavimo, da je
n& Ny, n>1

i da smo za sve prirodne brojevi » iz N, koji su <(n definirali
brojeve

(4.5.2) ™My, Ma,..., Mn $3 svojstvom

m; =m
(4.5.3) my = my—1— 1 za svaki &€ N,, 1 <<» < n,

i da brojevi (4.5.2) ne leze u N, pa je zato
(4.5.4) m, > 1 za svaki » <(n, a napose za ¥ =n.

Skup se (4.5.2) tada moZe proSiriti nadopisujuéi jo§ i prirodni
brej mu+1 = m, — 1; naime, kako je prema (4.5.4), m, > 1,
broj m. — 1 postoji, a radi uslova II ne lezl niti on u N,.
Na taj natin, relacije (4.5.3), (4.5.4) vrijede za indeks
n =1, vrijede za indeks n 4 1 &¢im vrijede za n € N, pa one
prema § 4.2 vrijede za svaki n € N,.
Bilo bi dakle:

lm1=m:

(4.5.5) | Mat1 = ma—1>>0 za svaki n < N,.
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b) Sada ¢emo odmah doé¢i na najavljenu k(m*hradikciju‘
obrazovanjem preslikavanja

(4.5.6) f(n}, (n € No)
beskona¢nog skupa N, na konatni skup M, za koji j,e
(4.5.7) kM—=m=m,. '

Da podnemo, neka je f(1) ma koji element u M. Stavimao:
My =M, Me= M\ A{f(1)}.
Kako je f(1) € M, bit ¢e kM,=kM;, —1=m, — 1 =m,.

Uzmimo, da je n ma koji broj iz N, i pretpostavimo, da
smo definirali todke

f@),...,f(m) iz M, i skupove
My, My, My ,..., M, i da je
(458)  f() € My, Mosy = My \{f )}, kM1 =t

za svih n brojeva <(mn iz N,.
Prodirimo relaciju (6.5.8) i za sluéaj v=mn -+ 1.
Napose za »=n daje (4.5.8)

kKMp+15=Ma+1,
Sto prema (4.5.5) zna¢i da mnozina -Mn,+y nije prazna, nego
sadrzi bar jedan element; oznatimo joj jedan element sa
f(n 4+ 1) i stavimo
' Mn 42 = Ma+2\Af (Tn+1)}.
Bit ¢e
kKMp+2=kM, +1—k{if(@n+ 0} = Mn+1—1 = Ma+2,
a time (4.5.8) vrijedi 1 za v =n + 1, Prema svojstvu skupa N,
iz § 4.2 dokazane su time relacije (4.5.8) za svaki prirodni
broj iz N,.
Drugim rije¢ima, dobili smo jednoznadno preslikavanje f:
f), (n € No).

c) Da se wvidi, da je to apsurd, treba jo§ uotiti da je
transformacija (4.5.8) i reciproéno jednoznafna t. j. da medu
totkama f(n), (n €| N,) nema jednakih. No, prema (4.5.8) imamo:

MiDMDM:D..... SM, D Mps1D...,(n € Ny).
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. Dakle su mnozine
(459) Ml\Mg,...,Mn\Mn+1,Mn+1\Mn+2,~.--
bez zajednickih tocaka. Ali, prema (4.5.8) imamo

Mn\Mn+1 - {f(n)}y

pa nejednakost jednoélanih skupova (4.5.9) znaéi, da niti medu
totkama f(a) (n € N,) nema jednakih.

Ukratko, kad bi postojao prirodan broj m koji nije sa-
drzan u skupu N, svih prirodnih brojeva za koje vrijedi princip
totalne indukeije, konatni skup M kardinainog broja m sadrzao
bi beskonaéni dio

M, f@),..., f), fn+1),...}, (n € No),

kao obostrano jednoznatnu sliku beskonatnog skupa N, Kako
je to, prema teoremu (2.1a) nemogude, princip totalne indukcije
je potpuno dokazan.

§ 4.6. Niz prirodnih brojeva. Standardni oblik skupa svih
prirodnih brojeva glasi

(4.6.1) 1,2,3 ....,n, n+1,
To je t. zv. niz prirodnih brojeva.
Potetni ¢lan je 1; opéi ¢lan je m, a ¢lan poslije njega jest
ba§ broj n -+ 1 koji se javlja u uslovu II kod totalne indukcije.
Dokazana jednakost N=N, i svojstvo iz § 4.4. daju

Korolar 46.1. Ako je n koji god prirodni broj, onda
ima toéno n prirodnih brojeva koji su < n dakle

(4.6.2) k{1,2,...,n—1,n} =n,(nEN).

§ 5. Op¢a primjedba U prethodnim izlaganjima
nismo se eksplicite vezali za kakav odreden sustav aksioma.
Clanak je pisan tako, da se moze uklopiti na pr. u Fraen-
kel-Zermelov -sustav BAPUVEF [4] ili u Dedekin-
dova izlaganja u klasitnom spisu [2].

U spomenutom Fraenkel-Zermelovom sustavu
nems glasovitog (Zermelova) aksioma o izboru. Inace, kad
bi se taj aksiom prihvatio, dokaz principa potpune indukcije je
vanredno jednostavan: pomoéu aksioma izbara lako se dokazuje
(Hartogs), da je skup N dobro ureden. Ako je tada
S ma kakav podskup skupa N sa svojstvima I i II iz § 4, mora
biti S = N; u protivnom naime slutaju, skup N \ S imao bi
bar jednu totku, a kao dio dobro uredena skupa N, imao bi
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NN S i potetni element, recimo p; naravno p > 1,
pa bi broj p—1, kao manji od p, leZao ne u N\ S nego u S;
no, zbog uslova 11, iz p— 1 &€ S slijedi takoder (p— 1) -+ 1 €8
t. j. p< S, §to je u proturjedju sa p< N\ S.

Inace, primijetimo da smo se u § 4.5b sluzili moguénodcu
da u pojedino‘m nepraznom skupu koji se konkretno pojavljuje
uoimo po jednu njegovu todkis.
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