Dr. Ing. DANILO BLANUSA

JEDNA VRST INTEGRALNIH TEOREMA
BESSELOVIH FUNKCIJA

(Dalja izlaganja na temelju radnje iz 271. knjige ,Rada*)

Istrazujemo u ovom posljednjem dijelu integralne teoreme,
o kojima je bila rije¢ na kraju I. dijela.!

1. Jedna temeljna Laplaceova transformacija

U Laplaceovoj transformaciji

f6) = § e F(0) dt o)
0

zvat ¢emo F (t) prvotnom funkcijom, a f(s) izvedenom funk-
cijom.

Doetsch daje u svojoj knjizi o Laplaceovoj transformaciji?
na stranama 401 do 403 tablicu prvotnih.funkcija s pripadnim
izvedenim funkcijama. Pod brojem 38 te tablice dane su funkecije

_ 0 za 0<t<a )
F@) = Jo(kVt?_—-—a?) 7at>a @)

e~ elFFE 5
f(s)= —V—sT——I-kF ®

s naznakom a« = 0, k po volji, apscisa konvergencije § = 0.
To dakle znac¢i, da je Laplaceow-integral (1) s funkcijom (2)

1 Formule oznacene rimskim brojkama I do III odnose se na pri-
jasnje autorove radnje o Besselovim funkmgama v. »Rad« i Math. Rev.,
8 (1947), str. 580-—581.

2 G. Doetsch: Theorie und Anwendung der Laplace-Transforma-
tion, Springer, Berlin 1937. Ovu ¢emo knjigu odsada kratko citirati sa
»Doetsch«,



konvergentan za Re (s) > 0, a divergentan za Re (s) <0. Ovo
je medutim ispravno samo onda, ako je k realan broj, $to u
Doetschovoj tablici nije naznadeno, a nije naznadeno ni na str.
373 spomenute knjige, gdje je ta transformacija napisana ovako:

—aETR
e Jo (kY2 —a?) de = £ (& >0,0>0,k po volji). (4)
e re POl

Ova je formula toliko specijalnija, Sto se traZi ¢ >0, dakle
¢ realno, dok naznaka za apscisu konvergencije f =0 u tablici
dopusta kompleksno s (koje odgovara varijabli o), za koje je
Re (s) > 0. Uvjet, da k treba da bude realno, ne da se ni iz
¢ega naslutiti, jer se u toj tablici za konstante -u raznim funk-
cijama dopuStaju kompleksne vrijednosti, $to je vidljivo iz
funkcije pod brojevima 4 do 9, gdje su apscise konvergencije
ovisne o realnim odnosno imaginarnim dijelovima doti¢nih kon-
stanta. S obzirom na to, da je relacija (4) temelj nasih daljih
razmatranja, provest ¢emo to¢nu diskusiju konvergencije toga
Laplaceova integrala za slu¢aj kompleksnog k, premda nam ne
ée svi ti rezultati biti potrebni.

Prije nego Sto prijedemo na tu diskusiju, dat ¢emo neke
krititke primjedbe o onim mjestima u literaturi, koja rade o
tom integralu. Kao izvor za formulu (4) Doetsch navodi Watso-
novo djelo?, str. 416, formula (4), u kojoj da treba supstituirati
22—y =1% a=90, b=k, y2=—d® To, istina, nije sasvim
korektno, jer ta formula glasi

[ S

— ) : 5T 10
SJ (1) P [V :Vt vl dt = =P [j—wa'zyj:f“ (4a)

s napomenom, da vrijedi gornji ili donji predznak prema tome,
da li put integracije odozgo {li odozdo obilazi singularitet inde-
granda na mjestu t = y. Veli¢ina y je izrijekom pretpostavljena
kao realna i pozitivna, dok bi u Doetschovoj formuli prema
y?=—«? zbog realnog « ta veli¢ina ispala ¢éisto imaginarna.
Moze se medutim analognim postupkom, kako Watson dobiva
nasu formulu (4a), dobiti relacija

» (4b)

exp[—aV 4] exp[—aYa®+b°]
S Jo (bt) T tdt = TR

3 G. N. Watson, A treatise on the theory of Bessel functions, Cam-
bridge University Press, 1922. Ovo ¢emo djelo kratko citirati sa »Watson«.
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u kojoj je a realno i pozitivno, pa bi iz nje ispravno izlazila
na8a formula (4), koju donosi Doetsch. U Watsonovu tekstu se
pretpostavlja, da su konstante a i b (koje odgovaraju Doetscho-
vim konstantama ¢ i k) realne i pozitivne, a tek se u biljesci
kaZe, da bi uz izvjesna ograniCenja mogle biti i kompleksne
(»with certain limitations, ¢ and b may be complex«). Ova ée
ogranienja biti predmet nase diskusije.

Mozemo jo§ navesti Weyrichovu knjigut, gdje je na str. 110
dana formula (18), koja glasi:

esz < — idl.
(A7) e~ VE~=F1= S22 4c
§ e (40)
gdje je R= Vr®+2z2. Naznateno je, da VZZ—k® mora imati
takav predznak, da bude lim —} VA2—k® = + 1. Nema disku-
A o0

sije o dopustivim vrijednostima veli¢ine k. O¢ito je, da se inte-
gral ne mijenja, ako k nadomjestimo sa —k, dok se lijeva
strana relacije mijenja. MoZe se pokazati, da imaginarni dio
velitine k mora biti veti od nule. Ako je k &isto imaginarno i
taj imaginarni dio pozmvan stavimo k=1ia, &ime je a>0,
dalje stavimo |zl =0, r=¢, A=+ ViP—a?, R= VP + 2 =
Vez +22, pa dobijemo (4), gdje samo piSe ¢ mjesto k. Ako k
nije &isto imaginarno, dobijemo istu formulu (4), ali s kom-
pleksnim «a, a krivulja integracije polazi od a i teZi prema: +-oo.
Formula (4) je i za taj sluéaj ispravna, $to se neposredno uV1da
analiti¢kim produzivanjem.

Formula (4c) dana je i u IL.-dijelu djela Franka i Misesa®
na str. 924., formula (11). Ni ovdje nisu diskutirane dopustive’
vrijednosti veli¢ine k, samo je na str 923 kod formule (9a)

primjedba, da mtegrand integrala § eithticos o do i3tezava za

o =00, §to se postizava prlkladmrn predznakom veli¢ine k,
odnosno za realno k time, da se 4 odabere kompleksno. O¢ito
je, da se to slaZe s naSom primjedbom, da imaginarni dio veli~
tine k mora biti pozitivan. Kompleksno 1 za formulu (4c) nema

4 R. Weyrich: Die Zylinderfunktionen und ihre Anwendungen,
Teubner, Leipzig und Berlin 1937.

5 Ph. Frank und P. v. Mises: Die Differential- und Integralglei-
chungen der Mechanik und Physik, Vieweg u. Sohn, Braunschweig 1935.
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smisla, 391; je to realna varijabla integracije. Dalje se nalaze u
L dl]elu istog djela (1930) na str. 825. formule (32), (31), koje
glase:

Kv § e—Pa-Q(“;)JO (ig\/a‘ﬂ»Za %)da H(lx 5 (4dy

H(x,p) v T exp |2 (Vl+-—-—1)]. (40

Na citiranom mjestu je u eksponentu eksponencijalne funkecije
pod integralom pomutnjom ispu$ten sumand —pea. Stavimo li

u (4d), (4e) o =—ik, p=o + ik, f—:ﬂ, a=t—f, dobijemo

opet formulu (4), u kojoj samo plée # mijesto a. U sva tri citi-
rana djela navodi se kao izvor Jedna Sommerfeldova rasprava®.
U toj se raspravi upotrebljava i dokazuje relacija (4c), a k je
tako definirano, da je k, pa ¢ak i k2, kompleksan broj u prvom
kvadrantu (vidi str. 678. te rasprave). Time je tamo zadovoljen
spomenuti uvjet, da imaginarni dio veli¢ine k mora biti pozi-
tivan. Relacija je medutim tofna i onda, ako je k u drugom
kvadrantu, §to se uvida analiti¢kim produZivanjem, kod kojega
Y% ne smije proéi kroz nulu, dakle k% ne smije dobiti pozi-
tivnu realnu vrijednost, t. j. k ne smije prije¢i u treéi ili éetvrti
kvadrant,

Prelazimo sada na diskusiju konvergencije integrala (4).
NapiSimo taj integral naSim kasnijim oznakama:

sa

L=§ e 5 (VE—dd (@>0 ®)
i stavimo opéenito
s=8, + is, ‘ (6)
c=1¢, + ic, (1)
Buduéi da je prema III (1)
Jo (&) =1J, (—2), @®)

moZemo promjenom predznaka od ¢ uvijek postiéi, da bude

8 A. Sommerfeld: Uber die Ausbreitung der Wellen in der draht-
losen Telegraphie, Ann. d. Physik und Chemie, 28 (1909), str, 665 it d,
osobito str. 683. .
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>0 (9)
ili .
¢, >0, c,=0. (10)
Konvergencija integrala (5) na donjoj granici nije sumnjiva,
jer je tamo prema III (1) integrand kontinuiran. Radi se dakle
o konvergenciji s cbzirom na gornju granicu. Posluzit éemo se
asimptotskim razvojem?

o5 ' M—1
@) = v;f— {°°S (z—%n—%)[ S —um 2 +O(!zl_m)] —

—sin (z—-—ﬁn )[ ) (—1)m (”(227)";”7;11) + O ( izl“m"l)} }, (11)

gdje je upotrebljen Hankelov simbol

(49" —19 (422 —3)... 4" —@2m—1)]

e , (00 =1, (12)

(»,m)=

a pretpostavlja se
. t —a<<argz <. (13)
Ovaj posljednji uvjet bit ¢e za nas zadovoljen s obzirom
na (10) i s obzirom na to, da je Y#—a? > 0.
Stavimo 1i u (11)

y=0, M=1, -(14)
dobijemo

Jo<z)¥\/n—Tz{cos (== )1+ 042121~
——sin(z—%) [——817+0'({z!-3)“ =
%{—; [exp (iz—27) + exp(— iz + ~—)] [1+0(z-2]— 5
el S ) -
= \/Z%{exp (z‘z——"-})[1+0(!zj—l)] + exp(—-—iz +iff—) [1+o(izl—’)]}.

7 L. c. 4 str. 47



Uvrstimo 1i sad

TR
z=cVE@8—2% = (¢, +ic)t Vl ——~£2— (16)
- i uotimo, da zbog
PR :
lim C_\LL_JL = ¢ 17
t o t

iz egzistencije konatnog lim sup [|c VE&—a?|f ()] otito izlazi i
t> o
egzistencija konatnog lim sup [t f(t)], to jest da mjesto
t> o .
O(le V2—=?|~1) mozemo pisati O (1), dobijemo

Jo(cVe2—x2) =

= exp\/znc \/ vl—._ {exp (iclt \/TE) .

. exp (“Cgt \/l_ta )[1‘1‘0“ ! ]} +

exp 4
\/ch V vlii exp —“lclt\/ t )

. exp (czt \/1~~—)[1+0(t-1)]} (18)
tako da za integrand od (5) vrijedi asimptotski razvoj

e—st]J (C \/t? x?) —
t 4

—
\/ch \/ exp[z(c —8,) t] exp [wlt (\/1*%—-1)]
- t2 .

TToF
. exp[— (e —l— s;) t] exp [—Cgt (\/ 1—% ...1)] 140 (t“l)]} -+
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in

exp — . I

4 1 - 2
Vome — {exp [—i(e; + s0) t] exp[——icl t<\/ lfft’g‘ ~1>] .

\/t 1—% .
. expl({co—sy)t] exp [cgt (\/1~—J§;— —1)} 1 +o0 (t“l)]}. (19)
Zbog
lim [t( 1~3f: -1)] =0 (20)
vrijedi

. T . —F
lim exp [iclt <V1~?2- ——1)] = lim exp [—iclt <\/1——F-——— 1)] =
t> oo X

- _ = ~
lim exp[—- cpt (\/IVﬁj — 1)] = lim explcgt(\/l——g—-—l)]=1. (21)
t> o t 1> t

Dalje je otito
lexplilci—so)t]] = |exp[—ilcs +s)tl] =1 (22)

_1:__ = o(t“%‘). ‘ (23)

Pretpostavimo 1i sad .
$;>> Cy, (24)

to se vidi s obzirom na (9), da eksponenti eksponencijalnih
funkeija exp [— (¢, + 1) t] 1 exp [(c, — sy) t] postaju negativni
i da integral mora biti apsolutno konvergentan. Pretpostavi-
mo li dalje ° ‘

S =c, >0 (25)

Sy =—"Cy, (26)
to se vidi, da funkeija exp [— (¢, +5,) t] i sada ima negativan
eksponenat i da ¢e stoga prvi sumand jzraza na desnoj strani

od (19) dati apsolutno konvergentan integral. Drugi sumand
toga izraza ce glasiti )

- ) 11



s = e;‘;;c V \/h-‘{exp [-mt(\/;—%f—-—l)].

. €Xp [c2t (\fl—%i-—l)] [1+O(t"1)]}. 27}

S obzirom na (21) i (23) dat ¢ée ¢lan O (™) u uglasto; zagradi
apsolutno konvergentan integral.
Prema (21) moZemo staviti

exp [_iC1t (\, 1-—:—: — 1)] exp [°2t(\/:'§ — 1)] =

=1+06;+i6,, S (28)
gdje je
lim 6,=0 (29)
tpoe . .
lim 4,=0, (30)
t> e
t. j. za po volji maleno ¢ moZe se naéi T tako, da za
t>T (31)
vrijedi
16, <<e (32)
i prema tome
14+6,>1—e. (33}

Budu¢i da je osim toga
1

\/ \/1___ 7—“ (34)

PR

e IO I

=-——-—(1+61)>1—Ei a t>T, (35

12



i prema tome taj dio daje divergentan integral. Integral (5) je
dakle pod pretpostavkom (25), (26) divergentan, tako da je po
poznatim stavcima® apscisa konvergencije, a ujedno i apscisa
apsolutne konvergencije
p=c,. (36)
U todki s; = ¢, >> 0, s, = —¢, praveca konvergencije s, = ¢, >0
divergira dakle integral (5). Preostaje jo§ da se istrazi, da li je
taj integral konvergentan u ostalim to¢kama pravca konver-
gencije. (Svakako on u tim tockama ne moze biti apsolutno
konvergentan, jer pravac apsolutne konvergencije pripada ili
sav ili ne pripada nikako podruéju apsolutne konvergencije?).
Konacno jo§ treba posebno diskutirati slucaj c,=10. Pretpo-
stavimo dakle najprije
Sy=cy >0 37)
N s, F—c¢; . (38)
Prvi sumand izraza na- desnoj strani od (19) dat ¢e zbog (36)
apsolutno konvergentan integral, isto tako dio drugog sumanda,
koji je pomnozen sa O (t™'). Preostaje jo§ izraz

7T
exp —- e 1

T2 — ©xP [—iler+sa)t] .
-

R =

. exXp {( —zcl)t(\/l»j:t: —1)] (39)

Red potencija

v= (\/Tj%z‘—l) = _t(gz + 8t* ot 129i§+ )
=_(_i+jf_+...) (40)

mozemo uvrstiti u razvoj

(ce—ic)y (eo—icy)’ ¥
TR Y

Sto je dopusteno, jer je za dovoljno veliko t red (40) apsolutno

lsonvergentan i suma apsolutnih vrijednosti njegovih ¢lanova

exp [(co —ic)yl =1+ , (41)

8 Doetsch, 3. poglavlje § 2. str. 13 it. d.
® Doetsch, str. 15.
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manja od rédl}a konvergencije reda (41).1% (Taj radij konver-
gencije je neizmjerno velik.) Dobijemo dakle

‘exp[( —icyt \/l—————l)]—l——(cg zcl)( 8t3+ ) 4

1 AR W T AN -
T are ”1) (Zt T8t +) gy (i) (21; BETE "‘) Fee =
~1-(c_-c)“i+( P (—ien 14 L (oiefaf] E 4
= ) 1Cy 2% Cy — 'LCl 8t2 Co 1 1[ -1 6 Co—1Cy x]gtg s
(42)
Dalje vrijedi

1 15 2%
i 2 =1+ t’ + 32t4 T 18 T (43)

\/1

Produkt apsolutno konvergentnih redova (42) i (43) daje

T

eXp 4 :

R= W_;;f_ Rt {1~(°2““1) %t
2 2

[(c-g——i01)2‘:;—+1 z%“'“}:
o |

L L et o),
\/gnc ‘/t |

Dio toga izraxia, koji je pomnoZen sa O (t71!), daje ocito apso-
lutno konvergentan integral, a ostali dio za ¢, + s, 0 [vidi
(38)] uvjetno konvergentan integral, Sto je lako dokazatit!

10 Isporedi na pr. K. Knopp: Theorie und Anwendung der unend-
lichen Reihen, Springer, Berlin 1922, str. 173.-
11 Taj integral je dobro poznat. Zna se, da je

o .
eit . X
S*\/?—fV§ 1+14).

Usporedi C. Jordan: Cours d’analyse de D'école pclytechmque, Gauthier-
Villars, Paris 1813, II. sv., str. 201.
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Prema tome je pod uvjetima (37), (38) integral (5) uvjetno
konvergentan. Pretpostavimo konatno

s;=c, =10 . (45)

c, >0. : (46)
Za

8y = —C; 47

daje drugi ¢lan od (19) divergentan integral, $to smo veé prije
dokazali (nezavisno od toga, da li vrijedi (37) ili (45)). Prvi ¢lan
¢e dati uvjetno konvergentan integral, (a ne apsolutno konver-
gentan, kao pod pretpostavkom (37)), §to izlazi na analogan
nacin, kao §to je bio upotrebljen, da se izvede (44). Integral
(5) je dakle pod pretpostavkom (45), (46), (47) divergentan.
Za

s,=r¢c, (48)
uz (45), (46) dat ¢e prvi ¢lan od (19) divergentan integral, a
drugi ¢lan uvjetno konvergentan, dakle je integral (5) diver-
gentan. Ako ne vrijedi ni (47) ni (48), dat ¢e oba ¢lana od (19)
uvjetno konvergentne integrale, tako da je integral (5) kon-
vergentan. Vidi se dakle, da je za ¢,=0 ma pravcu konver-

gencije s; = 0 integral (5) divergentan u dvije tocke, s, = —c,
is,=cy. . )
Slucaj
c,=1c,=0 “ (49)-

je trivijalan, jer je onda Besselova funkcija u integralu (5) iden-
ticno jednaka jedan.

Oslobodimo 1i se pretpostavke (9) odnosno (10), moZemo
dobivene rezultate izraziti ovako:
STAVAK IV 1. Stavimo li |
c=1¢, +ic,, (50}

apscisa je konvergencije integrala

o

L= ey (cVE=a) at (51)

0
dana sa *
: B=lc,l. (52)
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Akoje
c,F0, (53)
integral je na pravcu konvergencije sva-
gdje uvjetno konvergentan, osim u toéci (e,
—c, sgn ¢,), gdje jedivergentamn. Ako je
C2:‘—“0, 014:07 . (54)
integral jena pravecu konvergencije svagdje
uvjetno konvergentan, osim u toékama (0,cy),
(0,—c,), gdje je divergentan Slucaj
¢, ==Cc, =0 (55)
je trivijalan, i integral je u tom sluc¢aju na
cijelom pravcu konvergencije divergentan..
Potpunosti radi primjeéujemo, da je analogno kod Lapla-
ceovih transformacija, koje odgovaraju funkcijama pod brojem
34 i 35 Doetschove tablice i koje glase

T _. (@ (Vs+a>—s)
ge *tf— dt = —‘/i?f:—s— Re () >0) (56)
1

2 (R >—1), 6
Ve +a)  F

(2a)"F(v+

e~ J, (at) dt =

ot3g

apscisa konvergencije dana apsolutnom vrijedno3¢u imaginar-
nog dijela konstante a, i samo je onda jednaka nuli, kao Sto
je tamo naznaceno, ako je ta konstanta realna.

2. Komporzicija dviju ili viSe Besselovih funkcija nultoga reda
Relacija (4), napisana oznakama prema (5), glasi:
exp (—x ys24-c?)
ete
(x>0, Re(s) > Im(c)!|, c po volji), (58

gdje je joS uzet u obzir stavak IV. 1. Integriramo li ovu jedna-
kost po x od x do oo, izmijenivii na lijevoj strani poredak
integracija, §to je ocito dopusteno, dobijemo: ’

fetcvE—a?)at =
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5 [ S e~ J, (c yt2—x®) dt] dx = S [e"‘s JoleytE—a? )da:] dt =

(59)

_ 3? exp(—x s+ c?) dar = exp (—2 {s* + &)
: Vsi4 e s+ '

Prema tome u Laplaceovoj transformaciji (1) odgovara prvot- .
noj funkciji
0 : za 0t
F@) = . (60)

t
SJO(C\/t’——m’)dm zat>x

izvedena funkcija

exp(—zys+c) (61)
s +ct

Prema poznatim stavcima!? operaciji komponiranja u podrudju

prvotnih funkcija odgovara operacija mnoZenja u podruéju
izvedenih funkcija.

Neka su ¢, =20 i x, 2 0 dva realna parametra i neka je

f@s) =

0 za 0ty

P () = (62)
Jole V@ —x%) za t> 2,
0 . za 0Lt >

Fy(t) = (63)

- JoleVE—x,8) za t>ux,.

Tvorimo u smislu I (33) kompoziciju

t
K 6z, 0) = § Fy() Fat—y) dy =
0
t-xa

= § LW =z L eVo—y’—z2) dy (¢>z1+,).(64)

12 Doetsch, str: 161, stavak IV b.

2 Rad Jug. Akad. 277 17



Prvotnim funkm]ama (62), (63) odgovaragu prema (2), 3) izve-
dene funkcije ‘

. PRI ] .
2 2 .
f2 () = exp(\l?ii e - (66)

dok kompoziciji Koo(t xl,x2) kao prvotnoj funkcm odgovara
njihov produkt

exp [— (@1 +x) V52 + ]
T 32 + cz

kao izvedena funkcija. U drugu ruku prema (60), (61) izvedenoj
funkeiji (67) odgovara kao prvotna funkcija integral

f1(8) fa (8) =

(67)

. t
1= § g eVE=v) ay. (68)

- x txy
Buducl da je prvotna funkcija, koja pripada zadanoj izve-
denoj funkciji, jednoznaéno odredena,'* mora kompozicija (64)
biti identi¢na s integralom (68), t. j. dobijemo integralan teorem
Besselovih funkecija, u kojem “‘¢emo prema III (1) pisati funk-

ciju 4, mjesto funkcije J,: .
t—x2

R (t; 21,20 = S A (VP —22) Ao (e E— P — ) dy =

= SAo(cJtT—_y‘§)dy. (69

X+ Xy -

Analiti¢kim produZivanjem lako je uvidjeti, da ova relacija
vrijedi i onda, kad nije zadovoljena pretpostavka, da su x,, x,
1t realni brojevi s uvjetom t > x; + x,, ve¢ to mogu biti tri
bilo koja kompleksna broja, a krivulja integracije bilo koja
krivulja, koja se moZe rektificirati (na pr. po odsjeécima glatka
krivulja), a spaja totke, koje* su dane donjim i gornjim gra-
nicama integrala. Drugi korijeni, kOJl se pojavljuju u argu-
mentima funkecija, samo su prividni, jer je 4, tdka funkcija,’
kako izlazi iz III (1). Integrali u (69) su stoga oéito cijele ana-

13 Ako zahtijevamo, da bude kontinuirana. Vidi Doetsch, str. 34.
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liticke funkche Istina je, da se u tom poopcenju prvi integral
u (69) viSe ne moZe smatrati kompozun]om u strogom smislu
definicije I (33). Ipak éemo pridrZati taj izraz i u ovom sludaju.

Provede li se‘'postupak integriranja po x od x do .00, koji
je doveo od (58) do (59), r puta, dolazi se do relacije
oo t r - S
_ —— exp(—x Vs + )
el Vdx] J,(c tQ——:c"’)da:] dt = —2 X2 . (70)
S[ (S ) e Wereya
Uzevdi jo$ u racun formulu II (154) za n-struku integraciju,
mozemo dakle reci, da prvotnoj funkeciji
: 0 ‘ ' . za 0<t<x
F@t) = . . . (71)

¢
?T-_lﬁ!— S (y—x)1J,(c ‘"\/t?“—yz Ydy za t>x

odgovara izvedena funkcija

exp(—x s + %)

fo =22 2 (72)
Neka su dalje 2, =20, 2, = 0, ..., r = 0 realni parametri.
Onda prvotnim funkecijama
0 za 0<t<x,
F ()= : o (k=1,...,7) (73)
JO(Cth——.’L‘k) za t>ux,
odgovaraju izvedene funkcije .
. z )
S0 = exp(\/;’f%“) Ge=1,....0. (14
Kompozicija funkeija (73) glasi: )
RY 0 @y, ) = Fi(6) * Fy(@)% ... % Fo(t) =

Yr-3

t ¥
= §ay Py t—yn) § e Fotyr—0).. vy .
Q Q R

Yr-2

S dyr~1 Fr—l (yr-2 - yr——l) Fr (yr—l) . . (75)
v B
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Uvrstimo 1i funkcije (73), lako se vidi, da ée odbacivanje onih
dijelova integrala, za koje su integrandi jednaki nuli, zna&iti,
da se pojedine varijable integracije kreéu u ovim granicama:

2 < Yot < Yroa — Tra (76a)

T + T S Y2 X Yr-3 — Tr—p (76b)

Tr + X + T2 S Yr-3 X Yrs — Trg (76¢)
T+ Xt LY Syr—x (76d)
T+ X1t TSy St—ar. (76e)

Dobijemo dakle, zamijenivsi J, sa 4,:

0,..., o,,.
K() o(t:xlv-":xr)z

.....

t-x, Y1 Xy . . Yr-3"%r.2
delA (NE—y—2®) § dadolc\Nwiw o) ... §  dyea.
T : . R A
- .
sz" ‘ P

Yyr—2%r—1

. AO (C \/ (yf—3 - yr—2)2 - xz_,z) 5 dyr-l .

Xy

Ay (N @z — Yy —22) Ay VY2 — B,  (17)
gdje je u smislu (76e)

t>Ya. . (78)

E=1
Ovoj kompoziciji odgovara kao izvedena funkcija produkt
funkcija (74):
expl—(@; + 2 + ...+ x) Vs +C]
$)fa(s)... frls) =
fl( fz( f() (\’S +C2)

. (79)
Stavimo 1li jo$

E=1
mozemo prema (71) i (72) zakljuditi, da je
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pod pretpostavkom, da je t>X. Razumijevamo 1li pod
Ky oy, @)
izraz (77) i onda, ako su t, x;, T, ..., - bilo koji kompleksni

brojevi, koji dakle vise ne zadovoljavaju uviet t > X, opet se
analiti¢kim produZivanjem uvida, da (81) vrijedi i u tom slucaju.

3. Jednadibe rekurzije za kompoziciju dviju Besselovih funkcija
viSega reda

Za ovo, §to slijedi, pretpostavlja se prema potrebi, da su
parametri x,, x,, . . . 0od nule razli¢iti. Slugajevi, kod kojih isCe-
zavanje jednog parametra ili viSe njih dovodi do teSkoca, ras-
pravit ¢ée se kasnije. Razmatrajmo kompoziciju .

Ry (t; 2y, ) =
t—x,

= § ym A, (V¥ —28) (t—y)™ A, &V E— v —230) dy, (82)
pri emu su m,, m,y, ny, N, nenegativni cijeli brojevi, t, x;, x,
bilo koji kompleksni brojevi, a krivulja integracije bilo koja
krivulja, koja se moZe rektificirati, a spaja totke x, i t—x,.

Ako su t, x;, x, nenegativni realni brojevi i t>z, + x,,
mozemo (82) shvatiti kao kompoziciju funkcija

0 cza 0L5t<ay
Fi(t) = B 83)
t Ay (eVtP—ax?) za t>xy
0 za 0Zt<x
F,(t) = (84)

tm A, (V2 —x?) za t> 2.
U tom sludaju komutativni zakon za operaciju komponiranja
daje
Kot 2, @) = K™ (82, 1) 85)
Analiti¢kim produZzivanjem izlazi, da (85) vrijedi i za bilo koje

kompleksne vrijednosti od t, a,, x,, a dobije se to i izravno
iz (82) supstitucijom z = t—y. .
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Diferenciramo li (82) po x; i uzmemo u raéun III (9), do-

bijemo
4 m,, m2
P KoVt @y, @) =
m e szl e m
= —x}" (t—x)™ Ao, (CVE—2) —25%) + Tt K (t; 1, 2,) (86)

ili
K::’:pmf,"z (ty X1, x?) =
1 3Kr‘u (t; 1, 22) __, S
= czlm { 2«3901 + am t—x)™ A, (e VE—2)* —2?) | (8T)

i analogno
) my, my
Knxn +1 (t X1, (132) =-

_ 20n,+1) ‘0K;':‘,‘f (Grpx) n =
=" iz + 2 _(t—xg) Ar (e NE—z P —21%) . (88)
U (87) i (88) pretpostavlja se x; = 0 odnosno x, & 0. Ove jed-
nadzbe daju moguénost postepenog povisivanja donjih indeksa
kompozicije. Diférenciramo 1i (82) po t, izlazi s obzirom na’
II1 (9): ,

aK e (b 2. o)

dt

= (t—x)™ ae A, (0 Jt—22)'— ) + my K 7270 (85 20, ) —

- 2
C m, +1
Tl ¥ 1) Ko 1620 ) ®9)

nuy, my b1

g+ 1 (t; 1, xg) =

A GERE A

2

2
= ("i-*i) {(t—xz)"" ap Ay, (c VE—x)?—a1®) + my K,

(’)K,’:"’l" (t; x1,29) }
e PR - (90)
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i analogno_s obzirom na (85)
2(n1+ 1)

K

n +1,n,

{ (t— e A, (e 7 —2) +

my;, gy
0K (t Xy, xg) } (91)

m—lm ny Ny
+omy K0T (85 @, 29) — T

Dvrstimo 1i u (90) za K"" ;"2:11 izraz, koji daje (88), dobijemo:

aK ,',':’ (t; x1, %)

61'2

IR (4
OK oy (&5 24 ) } ©92)

= 2 {mg K, e x, 2) — r

Integriramo 1i po x, i odredimo donju granicu integrala tako,
da integral iS¢ezava za t=x,; + x,, kao u (82), izlazi:

K::r'v';zfl (t:xy. ) =
N My, Ty —: K rlf:'z (t; x4, y) . .
= S Y {m2 Knll:,.: lr(t; X1, y) — _....,“.!L_La_%__m} dy ‘ (93)
t—x ]
i analogno |
K:11+21 " (t X1, 302) =
2 a : ’:‘2 (t y’ .'EQ)
i S v o yomy) — g rdy. (99)
b2

Posljednje dvije jednadZbe dopuStaju postepeno povisivanje
gornjih indeksa kompozicije. JednadZzbe vrijede i za m,=0
odnosno m, =0, kada otpada prvi ¢lan u viti¢astoj zagradi u
integrandu, To se razabira, ako se cijeli izvod izvr¥i pod tom
pretpostavkom.

Dajemo jo§ neke jednadibe rekurzije, koje mogu prema
potrebi korisno posluZiti. Prema III(7) vrijedi

@ —z) 4, (e —2/) =
= Mgd {Am—l (c V‘ yzj‘xlz) "An,—i(c v yg‘"ﬂclg)}- (95)
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Pomnozimo li ovu relaciju sa y™ (t— y)™ A, (c VE— 1) —z2°)
i integriramo po y od z; do t—a,, dobijemo

4ny(ny—1 m,, my, my
RIetam g e Lch_;__) (K™ — K™ ) (96)
i analogno . . h

my, m; m, _1 m, m; m, my
K™ z+2= xzzK 1s My + 4"’2( )(K 1 —_ K™ )(97)

n,ny ny,ny I ny, g —1 iy ny—2

Ako se u (92) povisi m, za jednu jedinicu i uvrsti izraz (97),
izlazi

AR™ ™t (85 oy, T)

s = (mo + D K" (5 o1, %) —
1 J my, my ‘ 4"'2 ("'2" 1) my, my .
o ;c-; -a;; Xy K"l_n? ,(t;.rl,:cg) + “‘V"’cz“— K”“"?__1 (t; 1,x0) —
R () } (98)

Integracija po t daje, ako se donja granica odredi tako, da
integral iStezava za t=—ux, + x,,

Kyt (¢ 2y m) =
c 1 4
= S %(mz + DK sz 0 — - {xz Kot @i %,%2) +
+

Xy T Xy

+ 40Dk s ) — KO ma)] oy 09)
i analogno v o
‘ Kol s, ) =
t
= S i(ml + D) Ky (y; x11x2)_51‘1 5%{561 Kot (y; @y, 203) +
o

ny—1,n,

4 _1 my my, m, )
4 A=l e, (y;ml.x2)_Kn‘_z’%(y;xl,xg)]};dy. (100)
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4. Izravne formule za kompoziciju dviju Besselo'vnh funkcija
viSega reda

Ponovljenom primjenom jednadZbe rekurzqe 87 dob1Je

se lako

2mngt (1 D™
Ko (b5 %1, @) = ~—C2,,f ( — —F) o (5 X1, @) +

xy dxy
n—1
om— kn 1 ] n—k-1 ~ e
+ 2 T ;c' (xl 5;;) [x;’“ Lt —a)m A, (e t— 20— xgz)] (101}

i dalje
. ommyl (1 9 \m
My, My . — et my, My .
K()’ n, (t) xlvxg) - C2n2 ( Zo ax2 ) Ko’ 0 (t; X4, x?) +

n,—1
. gng——knzv 1§ \mekd e .
+ kzo e Il (a:2 Bacg) [Wg L (t— aa)™ Ao (e (t— x2)* — 9512)] (102y
Uvrstimo 1i (102) u (101) i uzmemo u raéun, da je prema III (9)

;‘ o A NG w) = 5 Sy A V& 2 ), (109)
dakle

(2 52) S eVE—ar—ad = 3oy it A V@22, 100
izlazi

_ 2ty /1 O\ (1 DN mm,
Koen (t;x1,xg)=w;l,ﬁ(arh) (ETJZ&) Koa™ (t5 @1, ) +

ny, My

ot .
L, Qm—k 1 1§ \mk1 A
Y et (amy)  [EIEEm A VG ay e wh]
k=0 -
o gnkmgt 1 9 ekt
Lol Ny P ———
+ Z e \m e ) A e Gz 2] (105)
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+

« 5 /1 B m;q—k -1 . ) ——
R R ST e a—') [ ¢ 4, (e V(E-m)27)].

Pri tome pretpo:sma'vljé)mu ny >>0 i.n, > 0. Ako je na primjer
n, =0, n2>0 otpada prya suma.na desnoj strani od (105),
t. j. vraéamo se na (102). Slugaj n; =mn, =0 je trivijalan. Time

je Ky izraZeno pomotu- Kg'w™ . Treba jo§ izraziti Kg
pomoéu Koo’ koje je dano formulom (69). To Gemo uc:mm u
todki 6 za o\pcemm]tl slutaj kompozicije bilo kojeg broja Bessel-
ovih funkcija i onda specijalizacijom izvesti relaciju, koja nam
ovdje treba. [Vidi formulu (129).]

Zabiljezimo joS nesto opéenitiju formulu, kojom se svodi

g, Ny
analognim nacmom kao (105) i glasi:

K;»™ na Kpv™, gdje je p<n;, ¢ <n,. Ta se formula dobije

K:‘,Zz (t; oy, @) =

ny+ny—p—q 1 ! 9 \mP my,
gmtn—p—ip 1 p, (;1 ) 23 5) TR (8 2, 75) +

ng-q-1

2nak ot

5. Jednadzbe rekurzije za kompoziciju bilo kojeg broja
Besselovih funkcija viSega reda

Kao poopceme od (82) definiramo u analogiji sa (77) kom-
poziciju

2y Y1 X2

'"1 my -

= EmFnr—d plqt \ oz, O, 2y 0y Pq
n-p-1 .
2mPk py b 1 mPE L - PR
, Tumm(xl axl) [ G A, (e V=) "””2‘)] *

(106)

S dy, (t—y)™ 4, (c \/(t—y1)2“xl2) S dys (yl—yz)'"’A (e V(yige)l*=xs) . ..

Exk th

k=3

Yr-3 —%r.2

dyr—z (yr—3 - yr—<2)m'— 2 An,_ 2 (C V(yr._g - y,_2)2 —“1/;9‘_2 ) -

%+ x5

Yr-27%p-1

S dyr An, (e Yy, s —y, ) — =2 ) An (Y i —a?), (107)

xr
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koja se za realne vrijednosti od t, ay,...,x, 1 t> X (vidi (80))

mozZe smatrati kompozicijom funkecija

0 : Tza 0t é x, .
k=1,...,7), (108)

Fk (t) =
e Ay, (c}!tz—‘abﬁ) za t>x,

dok ¢éemo mi dopustati i bilo kakve kompleksne Vrl]ednostl od

t, Xy,..., Tr.
Diferenciramo 1i (107) po x4, dobijemo oéito:

0 m ey, M, My, oo, M,
. Koo (G xn, e @r) = —an K270 (E— 205 2,00, 20) +
1 T

szl my, My, ..., m.
+ S+ D) Kb (t;,...,20). (109)

Zbog komutativnog zakona za opera(n]u kompomran]a vri-
jedi analogna formula za bilo ko;e zj, tojo -

9 K""""’"'r (X ,nnes @) =

B, ~meeeom
BER.O S PR 0SS PRERERE ‘
='_"xk Kn,,...,nk_l,nk_'_h...,n, (t— Xy, 5 xl)-‘-~;xk...1yxk+¢1:~-:xk)+
C X,
k s s ME_1, - senaly .
" Phesls My Mt ety X)), (110)

s Mgy Mt ng ...,y

R+ B

Diferencira 1i se (107) po t, izlazi:

)
a My, ..., m, 7y Ve, my
m K l’,” T (X, X)) = x: K,:I:,”,,,' (t~x1, Toyenn, &) +
+ Kmr—l,mz... ,m, . & Cqemytlme, ..., m, t-
my K, (€, ’x')_wz(n1+1) 1, e (65 Ty @)
, (111)
ii pomocu (109)
a ml,.,-;m m—l, My, ..., My
S5 B e @) = my KT (G ) —
1 0
- kT (5 @, ) (112)
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i analogno za bilo koje x, :

my, ..., m :
6 Kulln @) =
. My, ooy myg_p, mp+lmy oy, .., m, .
= m K i R o t; xy,...,2). (113)

Isporede li se formule (109), (110) i (111) sa (86), (89), vidi
se, da (109).do (111) vrijede i za r=2, ako se definira

Kl (t;z) = tm A, (e yEE—2?) . (114)

Razumije se, da i formule (112), (113) vrijede i za r=—2 te u
tom slu¢aju odgovaraju formuli (92). U analogonu formule (93),
koji bismo dobili iz (112), bila bi integracija po prvom para-
metru protegnuta od t—X-+-x; do x; tako da integral iS¢ezava
za t=2X,

6. Izravne formule za komporziciju bilo kojeg broja
Besselovih funkcija viSega reda

Pretpostavimo r = 2 i primijenimo na (112) operaciju S.,
definiranu prema II (135) sa g, (x,) =x;. Uodi li ‘se, da sve
kompozicije (107) zadovoljavaju uvjet II (148), kako se odmah
uvida, izlazi s obzirom na stavak II. 5.:

o ) my—1,my, ..., m, . . My,eens m, . ’\
——Sx;'{ml K. ,,: o (t xl,-..,xr)““'a_ K.’ ’ (t x1,...,xr).}.

. : (115)

Ova relacija vrijedi i za m,=0, kad prvi ¢lan u vitic¢astoj

zagradi otpada, analogno kao $to je to bilo kod (93), (94).
IzbJegavaJmo najprije svaku komutaciju operatora S, i

at Oznagimo li radi kratkoée samo prvi gornji indeks kom-

pozicija, dok m]esto S, plserno S, daje postepena primjena
jednadzbe rekurzije (115) na primjer:.
7 o0 & dJ d d

4 2 2 7 Q. - Q2 S =
K (3s+3s S 2SS+ LSS+

Cpslslsglgd

0
5t > 5 S ot at)K‘ (119
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Pogled na tu jednakost pokazuje, da desno od svakog gt—stoji
S ili K% i lako je vidjeti potpunom indukcijom, da to vrijedi
i za bilo koje Km, Prema stavku IL 5. komutira dakle svako—gt—
s operatorom, koji mu je nalijevo, pa stoga moZemo u svakom
;t, pocevsi s onim, kéji stoji najdalje «na}ijevo
u dotlcnom élanu, postepeno pomicati na lijevi kraj élana. Time
prelazi (116) u oblik

Kt = [352 +6 ( 9 ) s+ (_‘1)434] K. (117)

¢lanu operatore

ot ot

Op¢cenito vrijedi, kako se dokazuje potpunom indukcijom na
temelju (115):

K:”:.‘.‘.‘:,’:’ (t: 3:1,-..,(13,) =
(—1)’“1 1 ( 0 )”h“zk Sm,—k KO, Myyon.s m, £ )
my! 2 Wzkk'(ml—zk)' T T m e (8 2 )
k=0 . (118)

Da taj dokaz izvrSimo, nadovezujemo najprije na stavak II. 5.

Tvrdlmo da izraz (2) S?f(t; xy,...,2r), gdje S? znaci produkt

od q operatora Sg, =y k=1,...,7), koji ne moraju biti me-
dusobno jednaki, zadovoljava uviet II (148), ako to ¢ini funk-
cija f(t; o4, ..., xr) | i ako je p < q. To svakako vrijedi za q =1,
jer je za p=0 izraz jednak Sf, pa je prema istom stavku

E Sf= S 0 f, ¢ime je operator S na prvom mjestu, pa izraz

opet zadovol]ava 11 (148). Pretpostavimo li, da je tvrdnja isprav-
na za neko g, bit ¢e dopustiva prijetvorba

PR = ST RIS
(7)== (%) s (5)s =
a p—1 a 2 1 ‘~ _a_p+1 -
= (&) S(B_t) Sa """jg(at) s, e

¢ime je S doslo na prvo mjesto, pa tvrdnja vrijedi i za q + 1.
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Time je tvrdnja dokazana potpunom indukcijom. Iz nje dalje
izlazi, da vrijedi ‘
n (0 0P n-tq . .
s(at)sjc_(at)s f, : (120)

ako je p £ q, a funkecija f zadovoljava II (148). Citamo 1i naime
(119) zdesna nalijevo, vidimo, da se operatori S jedan po jedan
; : » :

mogu s lijeve strane potencije W) prenijeti na desnu.

Ako dakle na izraz (112) djeluje operacija -S.,, ta se ope-
racija mo¥e dodati potenciji Sy, jer je m,—2k < my—k, a
m‘+1 Meree s "ot xy,. .., %) zadovoljava II (148).

kompozicija K, ISR n
Pretpostavlja]uéi da relacijé (118) vrijedi za neko m; = =1,
uvrstimo je sad u (115) i nadomjestlmo u prvoj sumi na desnoj

strani k sa k—1. Izlazi

[+

D™D Y P g2k £ D)1 -
k=0
D\mHI ik 0 m‘ m -
: (a't) S w85 @1y ) = m (= DM my — DY
[m;+1) B
2 ‘1 o am,+12k 1k o )
© 2 T D) (my 2k D) (0t) SR e (5 s %) —
k=1
[_ZH] 1 . 0 my+1~2k 1ok 0
—(=1)"my! 2 25 Te! (my—2K) (5;) STTTIR, (G T, T,
k=0 . (121)
Pretpostavimo najprije
1€k< ﬂ;-i- (122)
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Clanovi s indeksom k daju
(_,__1)m,+1 (my+ 1)‘!‘ - (— 1)'"”‘1 (my— 1! mq .
2%k (m;—2k+1)! 251 (k—1)! (my—2k+1)!
(—D"my!
T 2Rkl (my—2k)!

(123y

Dijelimo li sa (—1)™-1m,! i mnoZimo sa 2% k! (m,—2k - 1)/,
to dobijemo

my 4 1= 2k +m,—2k 41, C (28

Sto je ispravno. Za k=0 dobijemo
(=™ (my + 1) (—=1)m my! .
T010m + DI - 20Tmyg! (125)
$to je ispravno. Ako je m lih broj moze biti k = El_zﬂ =s,

dakle m; = 2;—-1, pa dobijemo.
(—D=@s)! . (—1>2(2s—21 (25 —1)

2 5101 7 = D)l0! (126

$to je ispravno. Buduéi da formula (118) vrijedi za m; =10 1
za m; =1, ona je time dokazana. Razumije se, da analogna
formula vrijedi za svaki od gornjih indeksa kompozicije. Po-
Vdefmo li od kompozicije, kojoj su svi gornji indeksi jednaki
nuli i provedemo postepeno poviSenje pojedinih indeksa prema
formuli (118), dobl]emo clanove s operatorsklm produktima

oblika
o) my—2ky —— 0 my—2k, - my— k,
(5) s (o) s

u kojima mozZemo na temelju (120) sve operatore S premjestiti
na desni kraj doti¢nog operatorskog produkta, potevsi od onih,
koji su desnom kraju najblizi. Dobijemo stoga opcenito

.....

Ko o (t;xs,.02) = (H (=)™ mk!) .

2 2 2 my — 2k T
. 0 = s s
Y ¥y...o X (55)”“’, (H sj:':“"v) Ky RSP 8

k=0 k=0 k=0



Ako stavimo sve donje indekse jednako nuli i uvrstimo (81), .
moZemo pisati: :

t

G P TR

D YD) (Gt) (H SZ‘;’""") S(y—X)"zAﬂ(C\/ﬁ—y*)dy-
k=0 k=0 v=1 - X (128)
Za r = 2 dobije se iz toga:

Koo (t; 20, ) = (— 1™+ mmylmgt o

. t
9 my + my— 2k, — 2%,y — k-
(5{) T gk gt S A (e yE—7?) dy. (129)

k=0 ky==0 - ‘ it

Ova se formula moze uvrstiti u (105), pa je time dobiven izraz
. my, m. .

za K V00 (t5x,2).

Na temelju jednadzbe rekurzije (109) moZemo postaviti

: - g . . v Mygeee, m, . z
optu formulu, koja izraZava K '’ o Ty, T ). pomoctu
Ky e (& @y, ..., xr). Neka je 7, kao i dosad, broj parova

indeksa kompozicije. (Smatramo, da svaki donji indeks s pri-
padnim gornjim ¢ini par). Neka je dalje p broj donjih indeksa,
koji su veéi od nule, dok su ostali donji indeksi jednaki nuli.
Dopustamo 1 < p = r. (Sludaj p==0 je trivijalan.) Radi jedno-
stavnosti zamisljamo, da je prvih p donjih indeksa veée od
nule, §to zbog komutativnhog zakona komponiranja ne znaéi
smanjivanje opcenitosti. Neka je @ minimum dvaju brojeva
pir—1,t j.@=p, ako je p T r—11i @=r—1 za p=r. Neka
konatno (k;, ks ...,Ky) znadi kombinaciju y-tog razreda
17y Q) elemenata 1, 2,..., p, @ (S5, S ..., Sr—y) tomu
komplementarnu kombinaciju (r—y)-tog razreda, tako da su
C kg Koyoooy ke Sy, Soy...y Sr—qsvi elementi 1, 2,..., r. Zbog
1Zy£Q1i jedna i druga kombiigcija imaju uvijek barem

jedan elemenat. Pod sumom i sa zadanim y razu-

mijevamo, da u doti¢nom izrazu treba uvrstiti redom sve kom-
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binacije indeksa (ky,...,k,), a istodobno za indekse sy,..., Sr-y
tomu komplementarnu kombinaciju, i tako nastale izraze zbro-
jiti. Postavljamo sada op¢u formulu sluZe¢i se oznakom

1 i)

“x-,: a—xk = Dy, , (130)
koja odgovara oznaci II (134):
A A (T N A

P
2 \"e
I () net | T D )R 2
B=1

a=1

Q . ng, -1 "k,y'l v 0
23\"We 1 np —we—1
~ ~ “ R e
+3 Y I pIY Y (%) wa P
Y=L (kg oo k) 6=1 ul_o wy=0 \ e=1
‘
v

my, —1 My, .,ms
| 1 A S (t-—)xh,x o, )

e=1

OpaZa se, da smo umjesto komplementarne kombina-

cije (sl, ..., 8,_,) mogli staviti komplementarnu kombinaciju

Sy -+ ) t j.mogli smo izostaviti elemente s S, 411+ S Jer
r—y

ti elementi u produktu [l prinose samo faktore st o .,Dig, s

o=1
koji znace jedini¢ni operator, pa se mogu izostaviti. Gornja

granica spomenutog produkta glasila bi onda p—y umjesto
r—y, a kompoziciju na kraju formule (131) pisali bismo

v
Mg s evestlg s Mppys s m, K
Koy (t"*z Lis Koo s @y o Xppgsens Xy
Za kasnije svrhe ipak nam je zgodnije ostati kod oblika (131).
Treba jo3 primijetiti, da za r = p = r—1, y =p kompozicija
na kraju formule (131) ima samo jedan par indeksa, pa se treba
sjetiti definicije (114).
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Da dokaZemo formulu (131), pretpostavimo r = 2 i stavimo

u (190) n, =ny =...=n,. Prema (131) bilo bi za p=1, n, =1

M Mgy, 2 mi,
Ky Ut e X)) = -—ﬂ{D,c,K0 O Xy, )+
b R (s ,:c,)} (132)

u skladu sa (109). Formula (131) dakle vrijedi za taj sluéaj.
Pretpostavimo dalje, da je formula (131) dokazana, ako je
p=1, a n, je neki pozitivan cio broj. Dokazujemo, da (131)
onda vrijedi i za n, + 1. Iz (131) izlazilo bi naime:

Kmh ,m, yyyy ’:: (t, xl,...,x,) B=

2 mt1 n my, ..., m,
= (g) (n1+1)!{ o K0 o (& T1,., ) +

2\ ny—wy - LOTREEN m,
+ 2 (—,) EI—D [:cl 1 g m,o’(t<x1;:vg,...,x,)]}. (133)
wy=0

P 2 . -
Izluéi i se 5 (n, +-1) D, i odvoji €lan sume za w, = n,, vidi

se, da izlazi

my, my,..., m, 2(n{+1 92 \m 9 = 1
K r (t; 21,0, 2) = '“("“12'_) D, {(?) nq! (—C—z) ;;1_!_ .

my~1 yowa, ...,
R e Rk P N

+ (Z) D KD 6w ) +
(cz) ny: ™ ?' - 13--05Lr

cees

2\ Tty (4 ] n m »
+ Z ( 2) \lj D l[xl‘ t Ko o (t—x; @, .. x,)]} =

Tt — D { T Ko o (t—ay; 2,00, @) +

+ K:’;;;;j’:;(t;xl,...,x,)} (134)

34



u suglasnosti sa (109). Buduéi da analogni dokaz vrijedi za bilo
koje x,, time je potpunom indukcijom dokazano, da (131) vri-
jedi za p==1.

Pretpostavimo sad, da (131) vrijedi za neko p (1<p<r—1).
Dokazujemo, da onda vrijedi i za p-+ 1. Neka su dakle

Ny, ..., M bilo koji pozitivni cijeli brojevi i neka je ponajprije
np+1==1. U izrazu, $to ga za taj slucaj daje (131), razmotrimo
¢lanove, kod kojih je u kombinaciji (k,, ..., ky) sadrZan broj

p +'1. Indeks sumacije wp+1 zbog np+1 =1 dobiva samo jedinu
vrijednost nula, pa se iz svih tih ¢lanova moZe izlutiti x, KAt t

i k tome dodati faktor 'fz iz produkta pred vititastom zagradom,

a izraz, koji ostaje, olito je isti onaj, Sto ga daje

My, ..., m, ..,m
K.’ p*0p+2 . " (t-‘x}ﬁ‘l; Ly yerryLp, Lp+Byeeey xr)

LI

prema formuli (131). Prvi €lan u viti¢astoj zagradi, kako ga ta
formula daje za ovu posljednju kompoziciju, nastaje od one
kombinacije (k,, ..., ky), u kojoj se nalazilo samo p - 1.
Razmotrimo dalje ¢lanove, koji odgovaraju kombinacijama
(ky, .-  ky), u kojima nije sadrzano p + 1. Iz tih clanova se

moZe izluéiti D, e (koje se nalazi medu faktorima D "),
25

taj isti faktor se moZe izluéiti i iz prvog ¢lana u vititastoj za-
gradi, koji bi glasio

p+i
n
I o) ke ie @) =

P
=D | II D:ﬁ Kgv o 2y, x). (135)

I ovdje dodajemo faktor Ezf od produkta pred vitigastom zagra-
dom, a izraz, koji ostaje, odito je prema (131) jednak

my, ..., m, .o, M
RO gt s T, %)
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Izlazi dakle .

My My My rn+z,...,rn .
Ays ey 1, 0, r (t Il,...,xr) —
2 my, 11 KM M Mpgas ey .
C2 xp+1 "".."np‘o’ L., 0 (t_:rri—l)xl:--~:xP,xP+2w“1wr)+

+ Dy KIS G a) |, 030
Sto odgovara formuli (110), ako se u njoj mjesto k piSe p + 1
i stavi x,+1 = 1. Budu¢i da je u kompozicijama na desnoj strani
od (138) broj od nule razli¢itih donjih indeksa jednak p, prema
pretpostavel s pravom smo na njih primijenili formulu (131),
a relacija (136) dokazuje, da je ta formula (131) ispravna i
za kompoziciju na lijevoj strani, gdje je taj broj indeksa jednak
p-+1, a (p+ D-ti indeks jednak jedan.

Pretpostavnno dalje, da je relacija (131) dokazana onda,
kad je (p + 1)-ti indeks Np+1 Neki pozmvan cio broj. Dokazu-
jemo, da formula vrijedi i onda, ako je taj indeks jednak
np+1 -+ 1. Primijenimo opet formulu (131) na taj slucaj, da je
(p + 1)-ti indeks mp+1 -+ 1. Razmotrimo 1li ¢&lanove, koji daju
kombinacije (k,, ..., k), u kojima je sadrzan broj p -+ 1, uzevsi
u ra¢un samo vrijednost indeksa sumacije wp+1 = np+y, 1 izlu-

. 2\ 4+1+1 . .
&imo (Ez) ? (np+1 + 1! iz produkta pred viti¢astom zagradom,
2 \"wpt+r 1 Tp
a )7 Lo (2)7 Ly qoticnin elanova izmedu
c Wp+1! c*. Np+1!
2
zagrada, dakle ukupno g (np+1 + 1), dobivamo izraz, koji prema

(131) odgovara veli¢ini

My e eny My, m _H.,...,m
K’ P> P T (t—Lp+15 T1senes Lpy Tpt2zseee, Tr).
g 0h

‘Razmotrimo li sve ostale ¢lanove, mozemo izlutiti D, ., . Ovaj
ny —u el
'se operator nalazi medu faktorima D , ako je p+ 1 sa-

drzano u kombinaciji (k.. ky), pa ]e tada za ke=p+1
"ks—‘"’z“l

Dy, nadomjesteno sa D, P “ AL jer je (p + 1)-ti indeks

np+1+ 1umjesto np+1. Tu dakle 1zluéujemo De,,y- Ako p+1 nije

sadrzano u kombinaciji (ky, . .., ky), medu faktorima se
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np1t
= D,

D z nalazi Jedan, koji glasi D/ N .

DT 1 ovdje
Tp+1
izlutujemo D, . Odvojimo 1i jo§ faktor ?(npﬂ-{— 1) iz pro-
dukta pred viticastom zagradom, preostaje izraz, koji je u
smislu (131) jednak

Mgy, Mp, Mty m+2,,..,m
’ P+1+1,[]P’ . " (t XLysenns xr)‘

My e p,y Ty
Dobili smo dakle

s 2 (n, 1
Kynes o B o (L a) = 20y D)

n,,‘..,nP.+.1,0, sy ‘ CZ
m+1—-1 m,,“.,m,m.}_z,u. m
.{“xpzl Kn‘,‘,_,n:,(){) . "o (t Tp+1; L15.- xp,-rp+2;»--yxr)+
My, ooy, Myyo,...,m .
+ Dy, Kook e (t,xl,...,x,—)}. (137)

Primjena formule (131) na prvu kompoziciju desne strane od
(137) opravdana je, jer ta kompozicija ima samo p donjih
indeksa, koji su od nule razli¢iti, a primjena na drugu kompo-
ziciju desne strane opravdana je prema pretpostavci, jer je
(p + 1)-ti donji indeks n,. Relacija (137) dokazuje, da je onda
" relacija (131) ispravna i za lijevu stranu formule (137). Tim
je potpunom indukcijom izvrSen dokaz za formulu (131).
Radi boljeg pregleda napisat ¢emo tu formulu opsirnije za
slucaj r==3, p=3:

K™ ™s (¢ 24, X, X3) =

ni. ny, ny

2 nytn,tny " n et
2
= (E) nylnying! {D‘D’D’K)’ozo“(t X1, Lo, T3) +

. L2\ 1 ey - )
#0007 X () g P e R s m) | 4
wy;=0 v
ny,—1
e 2\"w 2 . _
+000L X () o [T DT e mi s |
wy=0
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. m—1 .
s f2\7% ]
n n Ag—=10g—1 my—1 12y
+DI: Dx: 2 (?) —u—ﬁD e [xa’ I{mx (t—xa, xl,xa)]
wy=0
n—1 ny—1

9\ wr—w, 1
#0033 (3) e

wy=0 w,=2
Wyt —1 gy gty —1 —1 —1 " K
. DT DT [x;"‘ x," 7 Kyt (t—x1—as; xa)] +

n—1 ny—1

s . 2 T 1
+D:’ 2 21 (?) wl!wg! °

w;=0 wy=0

—wy—1 g Wy, h— hast 3
LD e [Tt g™ g (4 o) | +

Xy

n—1 ny—1

, 2 o]
+ D” Z 2 (7) wg!w;;! ¢
wy=0 w0

DI D gt K ) ]| 099

Zelimo 1 igraziti KW' ot o (t Zy,...5Zr) PO-
..... s .
moéu Kﬂ::‘_i:o(t Ty -, xy) [vidi (81)], moramo formulu (128)

uvrstiti u (131). Pri tome treba uotiti, da se za r—1 < p <7
u (131) pojavljuju kompozicije s jednim parom indeksa, kako
smo ve¢ spomenuli [isporedi (138)], dok (128) vrijedi samo za
r =2, a za r=1 vrijedi definicija (114). Razlog, da (128) ne
vrijedi za r==1, lezi u tom, da za taj slucaj iz (112) ne izlazi
(115), jer (112) doduse vrijedi i za r==1, kako je lako uvjeriti
se na temelju definicije (114) i formule III(9), ali funkcija
K7 (t; x) ne zadovoljava uvjet ‘II (148). Moramo stoga u (131)
za slucaj, ako ima kompozicija s jednim parom indeksa, dotitne
¢lanove odvogm

Bit ¢e prikladno da dopustimo i negativne cijele potencije
integralnih operatora S, definirajuéi.
St o= D;'k . (139)
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Pretpostavimo dakle najprije r =2 3i1 < p<<r—1. U tom
je slutaju @ = p i nema kompozicija s jednim parom indeksa.
Uvrstenje formule (128) u (131) daje, ako uzmemo u radun (139):

r

R @aw) = [T () nat
- a=1
B e
, ,
AT o merse ) (=224 (e VE—3?) dy +
v=1 X

1 P nh,"l o\—we ] D""efwf_.l
SN T YD D S TN B | = B .
v=1 (kl,...,vk,y) wy =0 wy =0\ e=1
2] B2 e
2 2 P S (me,—27)

. be::“‘l Yooy (6‘t)¢:1 .

e=1 0,=0 v y=0
=
. H (__ 1)'"36 mxa! S::,:vmg“‘”a .
o=1
Ll G R xk,y)'
S (y‘Ax,,w...Ax,r,,y)""‘z 4, (c \/(t—xk,-—...~x;‘v)’*y2) dy
R R (140)

Ako je naprotiv r— 1< p <, bit ée @ =r—1, a tlanove sa
y=r—1 ¢emo odijeliti. Dobijemo na pr. za p=1r(r = 2):
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1 :
t ool 2

vy=0 vy =0
T—Y
Msp 1 LT LY S )
A D™ my sl .
b=t
R G )
S y—x,—.. .‘vacy,w)"“/"2 A, (e it — g ) —y¥)dy | +
St :
g —1 nkr_l-—-l r—1

. - = 2\ Twe ] nAg—wE—-l
SR S W M I8 | =3 I o

P
2 \"e
yene My, m . .
Koot (g2, @) =] (?) Na! .

a=1
A
. 1 . PEN my = 24y )
e 2o 2 E)T
=0 q; =0
T t
. ( I 0™ mspemme S(y—-—X)’"zAg (eVE—2?) dy +
\n for
3 m=1 m=1 [

y=1 (kh"“”‘"‘/) w,=0 w,y=0 e=]1

G I
2 2 9 b (msw - 2up)

T 3y G

Cosoninbpg) w=0 wp=0 \ e=1

~ \ < 2\"% 1 g, e —1
SOY ¥ () TwaPh T

r—1
-1
II xil:e t—ok—... ~xk,<1)m" A, (¢ \' (t—ar,—-.. —ﬂxkr_])zﬁxi )

e=1 -

(141)

Pri tom je s, onaj broj izmedu brojeva 1,...,r, koji nije sa-

drzan u kombinaciji (ky, ..., %mq).
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Za p=r—1 formula ostaje formalno ista, samo 3to se

kombinacije (k,,...,k,) tvore od brojeva 1,...,k,—1, pa u
zadnjoj sumi dobijemo jedinu kombinaciju (k,,...,k,—1) =
(1,...,7—1)sa D, =D, =D =1.

7. Kanonski oblik integralnih teorema
PokuSajmo desnu stranu najop¢enitijeg integralnog teore-
ma (141) izraziti pomoéu $to manjeg broja Sto jednostavnijih
funkcija. Uzmu 1i se u ratun formule (130), IT (116), III (255) i
111 (119), a ova posljednja formula s oznakama prema III (1)
glasi

(']
A,(2) =n!{44(2) }:

w=0

(— D" [(n—w—11)?
z 2n-2:0 .
(—) W1 (n— 2w — 1)!

2

(—1)* (n—w—2)! (n—w—1)!

— 4, (2) by

P 2z 27%211)‘2 ) (142)
{') w! (w+ D! (n— 2w—2)!

w=0 2
onda se iz posljednje viSestruke sume u viticastoj zagradi u
(141) razabira, da ponovljena primjena operacija Dy, 1 Dx, ma
izraz u uglastoj zagradi u (141) daje ocito funkciju oblika

Ry (t;xy,...,2) - Ay (e Y t—ap, —... —x, )P—a?) +
+ Ry(t; z1,..,2) - Ay (e V(t——xkl—..,.—xkr,_l)z%xf;), (143)

gdje su R, i R, racionalne funkcije od t,z,,...,x,. Da su te
funkecije racionalne, uzrokovane je napose time, Sto su sve
potencije od z u (142) tdke, tako da korijen u argumentu Besse-
love funkcije otpada, kad se uvrsti mjesto z u formulu (142).

Razmotrimo sad srednju viSestruku sumu u viti¢astoj za-
gradi u formuli (141). Pretpostavimo najprije, da je eksponent
operatora S"sa pozitivan. Stavimo li

t—(@, +... ) = t, (144)
Lo + oo+ o, = X, (145)
oty =4, Ye—?),  (146)
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‘moZe se integral u srednjoj viSestrukoj sumi u (141) nakon
—n, -—

tizvi'éenja operacije sta L prema II (186)'1 II (188) svesti
5 . .
na oblik

§ 209G y+Day= | o0-—DoEvay =
(]

Sy o]

By —3 4o (c Vi2—?) dy =

M| o |

= S o Py —a—— )

x,‘+...+x,r_‘y

. A, (cV(t—,xkl—...——xkv)zfyz)dy, (147)

-gdje je @ u smislu II (189) cijela racionalna funkcija od
. mg —2v
Y T,y -5 Ts,,, - Dieluje li na takav integral operacija (5%) v

. : . . ™, 1 .. Tk — We—1

i zatim, poslije mnozenja sa = ke ¢, operacija kae ,ocito
¢e diferencijacije pod znakom integracije s obzirom na III (9)
povisivati indeks A-funkcije, koja ée biti pomnoZena cijelom
racionalnom funkcijom od y, x,, . .. ,x,, dok ¢e pred dobivenim
integralima stajati racionalne funkcije od Ty seees x,w . Rastav-
ljanjem tih integrala po pojedinim potencijama od y dolazimo
na integrale oblika

T
S ym A, (e Vi2—¢?) dy,
S

‘pomnozene racionalnim funkcijama od x;,...,x,, a ti se inte-
grali prema III (382) do (385), III (339)-i III (318), III (326) mogu
izraziti u obliku

42



R A, (c VE—X? X‘)+R1A1(c ©—X*) + R, S A, (eNt2—y?) dy +
X

+ Rs \ A;(cVt®—4?)dy + Ry, (148)

ey o |

gdje ¢t i X imaju znaCenje (144), (145), a Ry, Ry, R, Ry, R, su
racionalne funkcije od t, xy,...,x, . Diferencijacije po gornjoj
granici integrala- (147) dovode o¢ito do analognih izraza kao
(143), pa ih moZzemo smatrati ve¢ sadrzanim- u (148). Slucaj,
da je eksponent od S.,_ u (141) jednak nuli ili negativan, ne

-daje nikakvih nacelmh promjena u razmatranju, jer se time
samo pojednostavnjuje funkcija @ u (147) i u smislu (139)
dodaju nove operacije diferenciranija.

Prva viSestruka suma u vitiéastoj zagradi u (141) dopusta
isto razmatranje, pa je rezultat sadrZan u obliku (148) za y =0,
u kojem je sluéaju t = t i X=X Isto tako je i (143) specijalan
sluc¢aj od (148) za y==r—1 (pri ¢emu je R,=R;=R,==0),
tako da se (141) moZe izraziti pomoéu ¢&lanova oblika (148).
Razumije se, da to vrijedi i za sluéaj (140), koji se od (141)
razlikuje u tome, $to izvjesnih ¢lanova nema.

Oznaéimo sad sa N broj kombinacija nultog do (r—1)-tog
razreda elemenata 1,...,r, i humerirajmo sve te kombinacije
od 1 do N. (Nije teSko vidjeti, da je N=2"—1). Neka je
(xki,...,xkv-) k-ta od tih kombinacija. Stavljamo

Ty otz = (k=1...,N (149)
Ty + ...+, =b, (k=1,...,N). (150)

Napose neka je prva kombinacija ona, koja odgovara y==0,
dakle kombinacija »nikakav elemenat«, koja je nultog razreda,
pa je za taj slucaj

=0, bj=x1+...+ 2 =X. o (151)
Razumije se, da je uvijek
: a,+b =X {(k=1,...,N), (152)
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MoZemo sada integralni teorem (141) dovesti u oblik
N

Koo G ZESPp LX) = 2 Ro.i (5 X1, ..., %) Ao (¢ VE— @) —bi +

k=1
N .
+ Y Rurltizy,...,x) 4, (e VE—a ) —b}) 4
k=1
N t—a,,
A 2—112 m
+ ¥ Rew(ze,...,x0) ) 4, { \CV t—a,) Ydy +
k=1 By .
: t—ay '
-+ 2 Ra,k (&5 X150y Xr) S A1 (C \/(t*'ak)z—_yg) dy +
e by
+ Ralt; 2y, @), (153)
gdje su Ry, Ri, s, Rak, Rs,x (k=1,...,N) i R, racionalne funk-
cije od t,xy,...,x:). Pri tome su s obzirom na (143) svakako neke
od veliéina Rz & 1 Rg r jednake nuh na §to se medutim ne
obaziremo.

Oblik (153) integralnih teorema nazvat ¢emo kanonskim
obiikom tih teorema. Pita se, da li je u tom izrazu, koji je
linearan s obzirom na funkcue '

Ayfeyt - alF—b2), Ai(cy t—ak)’—bz)

—ay . . t—ay,
S Ay (e [T~ a ) dy, g Ai(c G a) o) dy,
by . by

(k=1,...,N),

broj tih funkeija sveden na minimum, t. j. ne daju li se mozda
neke od tih funkcija linearno izraziti pomoéu ostalih funkeija,

s koeficijentima, koji su racionalne funkcije od t,a,...,xr.
Razumije se, da bi to moralo vrijediti za bilo kakve vrijednosti
parametara x,...,xr> (izuzevsi vrijednost nula,. koju zasad

iskljucujemo) i varijable t. Ovo je pitanje ekvivalentno s pita-
njem, da li izmedu navedenih funkcija postoji linearna rela-
cija s koeficijentima, koje su racionalne funkcije od xy,..., xr
i t. DokaZemo li, da takve relacije ne moZe biti, time je i doka-
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zano, da se ne daju pojedine od navedenih funkcija izraziti
linearno pomo¢u ostalih i da su prema tome racionalne funkcije,
koje fungiraju kao koeficijenti u izrazu (153), jednoznac¢no
odredene. Na temelju takvog dokaza bit ¢e opravdan naziv
»kanonski oblik« za izraz (153).

Treba primijetiti, da za taj dokaz nisu dovoljni poznati
kriteriji linearne nezavisnosti (determinanta Wronskoga i Gra-
mova determinanta), jer koeficijenti nisu konstante, veé¢ racio-
nalne funkcije varijable t. Jasno je, da je dovoljno dokazati
nemoguénost linearne relacije za neke specijalne vrijednosti
‘parametara x,,...,x,. Odabiramo stoga parametre x,,...,%r
tako, da bude zadoveljen uvjet, da ni u kojem paru jednadzbi

o = a,

b2 = b

ne budu zadovoljene obje jednadzbe i da za najvise jednu vri-
jednost k, indeksa k bude

b, = 0. (154a)

Da je mogute odabrati parametre x,...,x; tako, da ovaj
uvjet bude zadovoljen, izlazi iz poznatog stavka algebre!t:

»Ako su f (xy,-.., %), ... fr(x;, ..., %) bilo kakvi poli-

nomi, koji ne iS¢ezavaju identiéno, i ako je M neki skup

od neizmjerno mnogo veli¢ina, na pr. skup cijelih brojeva,

Gk jk=1,...,N) (154)

mogu se za varijable x;, x,,..., xy na neizmjerno mnogo
natina odabrati takve veliéine 4,,...,1 skupa M, da bude
(Ay...,A) =0 za »=1,...,n« Stavimo li za na$§ sludaj

fon @1, @) = a—a, + i —b)  (GFk; jk=1,...,N), (155)

jasno je, da su prema (149), (150) te funkcije polinomi varijabla
Ty ..., Xy, Koji ne iSCezavaju identi¢no, jer bi inafe za realne
varijable realni dio bio a,—a,, i taj bi reaini dio morao iden-
titno iSCezavati, $to je nemoguce, jer su a; i g, sume elemenata

razli¢itih kombinacija varijabla x,, ..., x,. Odaberemo li za M
na pr. skup pozitivnih cijelih brojeva, uklonili smo se vrijed-
nosti nula za parametre x;,...,%, pa i za brojeve b,, a pri-

mjena citiranog stavka daje moguénost da se zadovolji Zzeljeni
uvjet. Na temelju toga izvest ¢emo u iducoj tocki dokaz, da je
nemoguéa linearna relacija izmedu spomenutih funkecija, s
koeficijentima, koji su racionalne funkcije varijable t.

14 0. Perron: Algebra I, W. de Gruyter, Berlin u. Leipzig 1932,
str. 77, stavak 29. .
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8. Dikaz jednoznalnosti kanonskog oblika integralnih teorema
Dokazujemo
STAVAK IV. 8 Neka je zadano N parova
kompleksnih brojeva a,,b, (k=1,...,N) tako, da
niukojemod parova jednadzbi
o =a,
bf*—-bg
nisu zadovoljene obje jednadzbe i danajvise
za jednu vrijednost k, indeksa vrijedi b, =0
(i56a); neka sudalje Rox, Ryk, Rayx, Rsx (k=1,...,N)
i R, cijele racionalne funkcije varijable t,
kojenisu sveidenti¢no jednake nuli: onda je
nemogucte, da postoji identitet oblika

} (GFk jjk=1,...,N) (156

N N
2 Ro.x 4, (¢ J(t—aF—12) + Y Ruidy (e \j(t~ak—)’~bi) +
=1 k=1 '
N t—ay,
+ Y R S 4, (e G=a) =v) ay +
k=1 b, :
N temay, :
+ Y Rau S 4, (cJE—a)f —y)dy + R,=0. (157)
k=1 by ’

Jasno je, da se slutaj, ako su koeficijenti R razlomljeno
racionalne funkcije, koji nama treba, moZe svesti na ovaj, ako
se identitet pomnoZi zajednitkim viSekratnikom svih naziv-
nika. Uvest ¢emo jo§ pojednostavnjenje c==1 (158), koje ne
znall smanjivanje opéenitosti, jer se to pojednostavnjenje moZe
postiéi supstitucijom ’
t a
t;ﬂyyziyakzl: bk‘:'—

c c c c

o

k

, (159)

koja ne rudi pretpostavke naSega stavka.

Izvest ¢emo najprije dokaz za slucaj N=1. Radi jedno-
stavnosti neka je a;, =0, 3to ne znali smanjivanje op¢enifosti,
jer se to moZe postiéi supstitucijom t==t -+ a, (160). Ispuste
li se jo§ suviSni indeksi, radi se dakle o identitetu
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t
.SA
¢

t

I

0

RoAy (WE—12) + Ry A, (VE—DE) + R,

°L/1~

t

Ry S A, (JE—y?)dy + R, = 0.
b

A e—y)dy +

161y

Izvest ¢emo najprije neke pomocne formule. Stavi li se u
JIT (216) n =10, odnosno n==1 i integrira po z od 0 do t, 1zTa21

ako se mjesto z piSe y:

w (= 1) (7;‘7)2"’ e+l w (1) (’l:

)

c \)Eivy2> dy = 2 . 2‘
we=0 (wh? =0 2k + 1

(— 1) (%)zo 2wl (1) (;i’

)

AylevE—ytlay = Y -
w=0 LU! (’U)+1)! 1a=0 2k+1

, (162}

. (163)

Stavi 1i se u II(94) —g=2n +1 (164) i nadomjesti n sa w,

izlazi

w (v (W
( 1) (k) _ 92w+1 (w+ 1)!{0' sz(w‘)

e TS R TR = Gwsn 169
Uvritenje u (162) i (163) daje
§AO(C Ve—y)dy = 2 ERet < Lanien, 166)
0
o = §
0
- ESE i (—1();52:22)‘.2% = 5;9‘5 [1—cos(ct)].  (167)

w=0
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Na temelju tih formula vrijedi, ako se jo§ uvede (158),
i b

A GE=ay =snt— {A(F=)ay,  (69)
b 0

t b
§ A (F=e) ay = T a—cos 9 — [ 4 (WE=47) ay.69)
.b 0

Stavi i se u (42) ¢, =0, ¢, =-1 (170) i odijele realni &lanovi
.od imaginarnih, izlazi

. | A— \ . "
cos (t \h—%——l) = C0$ (\/t’——x’-—t) = 1~f— +

8t
+...=1+0(t,—?, (171)
v"‘,‘rg R
sin(t 1—?——1/) =sin(yf—af —t) =
x? x?y ot PR
- E”’(l_"é’>"ﬁ o= 0. (172)

PiSe 1i se mjesto (realnog) broja x kompleksni broj b, ovi raz-
voji otito ostaju na snazi, ako je samo predznak korijena tako
odabran, da bude
T2 Fram
lim 1——% = lim VE—Bt +1, (173)

|t + o0 [¢t > oo t

‘pri ¢emu i t moze biti kompleksna varijabla. Vrijedi dakle

cos VEE—b —t) = 1 + O([t]—2), (174)
sin (W —b% —t) = O (lt|-1). (175)

Mozemo stoga pisati
sin (\/?:‘62 — i;) = sin (t —_ —}) cos (VE—b2—1t) +
L —
+ cos (t—Z) sin (VE—b% —t) =

T

= sin (t 4) [+ 0(jt|=2)] + cos (a—{{)ouq—l) (176)
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i analogno

cos (‘ﬂé-:?“ Z) = oo (t~‘4) oG

—sin (t—~—4) o (Ig[~1 17
Ako je imaginarni dio varijable t ogranien, a realni dio teZi

AN
prema oo, itsin (t — ~Z>E i Jcos (t —--Z)g su ograniceni, pa je
- i

i

oc¢ito za taj slucaj

sin (t— ) ot~ =0 (t|-"), 178)
4

cos (t—-f ) ot~ = o(t|-"), (179)
dakle prema (176) i (177)

sin (\lt2~b'2—-~:> = sin (t-——f:) +O(t-Y, (180)

cos (m-— {:) (t-—-f—) +o0(tl-1), @8y

Iz (11) dzlazi za =0 i »==1 s obzirom na III (1):

2; {COS (z—-A ) [1 +0(z]~2)] + sin (z—f- Jozl 1)} (182)

A (z) = ”~‘/n22 {sm ( )[1 + O] z)"z) ] + cos (z—Z)O(/z] )}. (183)
Zbog (173) ofito vrijedi

o([NE—8*|7") = o(it|=™. (184)

Nadomjesti 1i se u (182), (183) z sa \/t2—’b2 gdje je t varijabla
s ogranienim imaginarnim dqelom i s realnim dijelom, koji
tezi prema --oo, bit ée s cbzirom na (173) zadovoijen uvijet
(13) (i onda, ako je imaginarni dio od t jednak nuli), pa se
dobije pomocu (180), (181), (184)
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a,(5=5) = & {eos (- — F) + 000} =

. 3
= %cos(t———‘i—)+0(t1 7y, (185Y

4, =0 = —t{sin (t-—z—) +O(it[—1)}

o 5

= _tz_ nit sin (\t—f%) +0(t] "7y, (186)

S obzirom na (178), (179) izlazi takoder )
4, (VE—1%) = O(ltl—%) (187)
4, (VE—?*) = O(]t]—%) (188)

§to, druk¢ije receno, zna¢i, da postoji konaéni

tim sup 1% 14, (VF=8)] 1 1im sup 10 ¥ |4, (=),

gdje t tako tezi prema oo, da realni dio tezi prema + oo, dok
imaginarni dio ostaje ogranicen.

Oznaduje li M, (t) maksimum funkeije |do (Vti— lzbz)[
M, (t) maksimum funkeije |4, (yt2— A2p? ) s obzirom na realnu
varijablu 4, koja prelazi zatvoreni interval (0, 1), pod istim ée
uvjetima otito postojati i konatan
- lim aup ‘t'%Me(t) 1 lim sup ltI%Ml @®, il

it 9> o
o =0l aw, M= odH s,

1z toga izlazi

b 1
SAO(\/iZ’”—‘“f)dy( = SbAo(\/t'=»'I=b“=)d1 <
0 - |
SFAOW %) |dd < b My (1), (191)

0
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dakle

b ~1
f40F=Pay =00 b (192)
0
i analogno
b _3
S\Al(ﬁf——y”’) dy =0(t| %). (193)
J .
Prema (168), (169) dobivamo dakle
1
A(VE—y?) dy = sint +0(le] *), (194)

3

A, (VE—g)dy = > (1—cost) + O(|t] 2). (195)

LI

Ty o Ty w

i
Poslije ovih priprava prelazimo na dokaz nemogucénosti

identiteta (161). Neka je t realna varijabla, a m najveéi stupanj

polinoma Ry, Ry, R., R;, R, pa stavimo prema tome

Roy= p, t" +p, , "1+ ..., (196a)

Ry— q,t"+q,, ™1 +..., (196b)
Ry=r t"+r, ,t"™ 1 +..., (196¢)
Ry= s, t"+ s, , t" 1+ ..., (1964d)
Ry=uy t"+u,  tm 14+ .., (196¢€)

gdje je barem jedan od koeficijenata p,,, q,,, 7., S,, 4, od

nule razli¢it. Oznadimo li lijevu stranu identiteta (161) sa F (t),

izlazi iz toga identiteta na temelju (185), (186), (194), (195), (196):
AN

limt™™ F(t) = lim (rmsint + un) = 0, 197
t> oo t o
+dakle zbog periodiciteta sinusa
rmsint + um =0 (198)
ili
Tm = Um = 0. (199)
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To dakle znagi, da su R, i R, najviSe (m—1I1)-toga stupnja ili
nula (ako je m =0). Time dobivamo dalje
o —m+l : 2 n
lim ¢t 2F(t) =limp, o cos t-—4—):20, (200)
dakle
p, = 0. (201)
I R, je dakle najvise (m—1)-toga stupnja ili nula. Izlazi dalje

lim t™*1 F(t) = lim [rp—1 sint + 28w (1 —cost) + Um—1] =0, (202)
t=+ oo t> o0

dakle zbog periodiciteta izraza u uglastoj zagradi
’ ; o1 SNt + 25m (1—€OSE) + Um—1=0. Y(203)
Za t==0 izlazi :
Un—y =0, (204)

za t= = dobiva se
Sm =0, (205)
_ T
azat— 5
o1 =0 (206)

tako da je i R; najviSe (m—1)-toga stupnja ili nula, a R, i R,
najviSe (m--2)-toga stupnja ili nula. Prema tome je daije

l —m+~§-F 0 = 1 - —:2__ t— ﬂ) .
imt (t) —hu:} Dt S ¢os T +

1= oo
2 n
ot qm\/—g.sm (t——Z)]=0, (207)
dakle ,
(t— ) in (t— T\ = ‘
D,,_1 COS \t 74_) + g, sin (t 4) =0. (208)
Za t= »i—:— izlazi | 4
Py = 0, (209)
3n
azat— e )
q,=0. ) (210)
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Time je i R, najvise (m—1)-toga stupnja ili nuia, a R, najvise
(m—2)-toga stupnja ili nula. Prema (199), (201), (205), (210) svi
su dakle koeficijenti p_, q,,, 7, S,,» 4, jednaki nuli, t. j. nijedan
od polinoma R, ..., R, nije m-toga stupnja, Sto se protivi
pretpostavei. Identitet (161) je dakle nemogué.

Da dokaZemo nemoguénost opéeg identiteta (157), prenijet
éemo taj identitet pomoéu Laplaceove transformacije iz podru-
&ja prvotnih funkeija u podrugje izvedenih funkcija. Pomno-
Zimo najprije identitet polinomom

N

Gy = Il (t—a,—b,) (t—0q), (211)

k=1

koji sigurno ne iS¢ezava identitno. Stavimo li

Rox(t) - G() = Ro x(0), (212)
Rix(®) - G(t) = (t—a, —b,) Ryc (1), (213)
Ryk(t) - G(t) = Rox(0), . (214)
Rei(®) - G(t) = (t—a,) Ra,x (8), - (215)
R,(®) - G(t) =R, (216)

opet su i Rok(t), Rii(t), Rok(t) Rax (1), R, (t) polinomi, i nji-
hovo identitno iS¢ezavanje je ekvivalentno s identiénim iste-

zavanjem polinoma Rg « (¢),..., R, (t). Uvedemo 1li jo§ (158),
mozemo mjesto identiteta (157) razmatrati identitet
N
Y Ror® Ac(JE—a ) — 1) +
k=1 )
N
+ Y Rur@®) t—a,—b) A E—a) —b2) +
k=1 :
N t—ay
+ 2 Ru(t) | A(VE—a)f —¢*) dy +
k=1 b, )
N t—ay
+ ¥ Rex(® t—q) [ M (E—a) —3")dy + Ri(®)=0.(217)
k=1 by ) ‘



Prema -(58) vrijedi

§ et Ao (V0 at = exp(—bVs'+1) (b>0,Re (s) > 0).(218)
3 . Vs +1

Kao §to je spomenuto u diskusiji formule (4c), moZe se anali-
tickim produZivanjem uvidjeti, da se 'b moZe odabrati i kom-
pleksno, pa se u tom sluéaju krivulja integracije potinje u
totki b i teZi prema --oo. MoZemo je napose odabrati i tako,
da vodi od to¢ke b do jedne na osi x po volji odabrane tocke,
a odanle uz os x prema --o0. .

Ako je «i imaginarni dio kompleksnoga broja a, supstitu-
cija ¢e t=t—a (219) uzrokovati, da se krivulja integracije
potinje u tocki a -+ b i teZi prema ai + co. Uotimo li, da je
integrand cijela funkcija, koja tezi eksponencijalno prema nuli,
kad uz ograniteni-imaginarni dio realni dio od t teZi prema
oo [isporedi (187)], uvidamo, da se na temelju Cauchyeva
teorema put integracije moZe tako pomaknuti, da od tocke
a + b teZi prema --oo, Vrijedi stoga

exp (—byst+1 -gs)

N (Re(s) > 0). (220)

S e=t Ay (Y t—a)’—b) dt =
+b

a

Derivira li se ova jednadZzba r puta po s, izlazi

e — r b P ] —
S et Ao (V(t—a)P—b?) dt = (—1)" -5‘1; exp ( 31/2%1 as) (221)
a+b 8
Deriviranje relacije (220) po b daje pomocu III (8)
§ e A (Vi—a—b%)dt =
a+b
= -~Zz)~ {exp [—(@ 4+ b)s] ~exp(—b ysT+1 ——as)} . (222)

Derivira 1i se to po s, izlazi

J et fea—t)ar = 5 {e+vexpi—(+ v +
a+b
+ 7‘1— exp(—b ysi+1 ~as)}.} (223)
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Prema (222) i (223) vrijedi

§ e t—a—b A (VE—af—bF)dt =
a+b
— 2. (i. + a4+ b) ex ("—b I;ZT*__I -— as) (224)
b \ s PN '

Deriviramo to jo$ r puta po s i dobijemo

§ et (t—a—b) A (V0 —bt) dt =

a+b

= (=1

o™ {(aﬁ ta+t b) (3 exp (—bysT+1 -—as)]}. (225)
Prema (59) vrijedi

-] t N . _\2_’_ ‘
5 e~ st 5 Ao (\/tz__yt) dy dt = g}ip_(s—lb;\(;—'*'l_) (Re () > 0). (226)
b b

Nadomjestimo 1li opet t sa t—a, pomaknemo prikladno put
integracije i deriviramo r puta po s, izlazi

® t—a
§ e | Ay (t—aP—y) dy de =

a+b b
gy 0T exp(———b\fs’v-f-l-—as)
= U g $+1 ‘ @27

Ako na temelju (222) izvr8imo prijetvorbu analognu onoj, koja
je dovela od (58) do (59), i pomnozimo jednadZbu sa e®, do-
bivamo

S exp[—s (t — a)] 5’ A (\/(t—-—a)’—y’) dy dt =

at+hb

= § > Lexp (—u9) —exp (—y VF+D ] ay (Re()>0). 220)
b
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Deriviranje po s i dioba sa e* daje

- § ene—a ] A (VE—aP—y?) dy dt =

a+b

2 exp [—— ((1 -+ b) S] 2s BN N
= 2explrlewb)sl 2 o —as). (229
S 32+1EXP( b ys*+1—as). (229)
Derivirajmo tu jednadzbu r puta po s:
t—ga
S et (t—a) S A (Y= —y%) dy dt =
a+b N

iy 07 (2expl—(a+b)s] 25 .
=D [ S— 2+lexp( byst+1—as)}. (230)
Uvedimo sad krati‘cu

Qk(9) = Rox (9 Ay (VE—a ) —b%) +
+ Ryu) (t—a,—b) Ax (e —a ] — ) +

t--=ay
+ ﬁz’ MG S Ao (YE—a )P —y*)dy +
by
t—ay
+ Ry 0 ¢—a) [ A, (Ve—aF—9¢%)dy (23D
by

i nac¢inimo izraz

T(s) = ) ‘f e Q, (1) dt + 3‘ ~ R (t)dt.  (232)

k=1 aq+by
Zamislimo 1i, da put integracije pojedinih integrala pod sumom
vodi od a, 4 b, do 0 (na pr. pravocrtno), i zatim od 0 po osi x
prema oo, dijelovi ¢e integrala od 0 do oo s posljednjim inte-
gralom od (232) prema pretpostavljenom identitetu (217) dati
nulu, tako da ostaje

N 1]
T(s) = 5' e Q,(2) dt. (233)
k=1 ap+ b
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Time je postignuto, da su otpale te$koce konvergencije, pa je

stoga cijela analititka funkecija (233) jednoznacéno definirana u
cijeloj ravnini. (Dvozna¢nost korijena u argumentima Bessel-
ovih funkcija ne otituje se, jer su to tike funkcije svojeg

argumenta.) Razumijeva i se pod Ro.x (—- -(%) simbolicki izraz,

koji se dobije, ako se u polinomu Eg,k(t) zamijeni opéenito tr

sa (—1)” -585; i analogno za Ry x {t),... ,13»; (t), moZe se na temelju
(221), (225), (227), (230) i na temelju relacije
r! 1
—~ st a7 _— = r —_ 2
S emtrde= oy = (- 1) as' A (234)
0

mjesto (232) pisati
N

| exp(—-—b Vst +1-~a,‘s)
T = % {R‘J»k(‘@;)

P Vsi+1

+ R [-2) [( 4 g4 py) TR ;!TI——) } .

. g exp(—b, dgi’:—l" —a,s)
+R2"‘( o5 | $+1 *

N Rsk( a )[2exp{*(ak+b)s} 2sexp( by +1—aq, s)]1+

| ]
ad ) 1

s TS24l
=) (235)

s -
Slutaj by, =0 [vidi (156a)] ne daje bitnih teSkoéa. U prvom,
treéem i Cetvrtom ¢lanu pod sumom moZe se izravno staviti
br, =0, Sto se moze ufiniti ve¢ u (220), dakle i u (221), zatim
u (226) i (227) pa u (229) i (230) U drugom clanu dobije se
mjesto

+ R, (—~

2exp (—by, Vsi+1 — a, s)
b,

graniénim pm;elazom —2Vs¥+1 exp (—— ) sto se moze izvr-
3iti vet u (224) i (225).
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U podrudju, u kojem su integrali u (232) konvergentni,
funkcija (235) je identitna s funkcijom (233), pa analiti¢kim
produZivanjem izlazi, da mora s njom biti identi¢na svagdje,
t. j. (235) je cijela analiticka funkecija i prema tome ne mijenja
svoju vrijednost, ako se s uzduZ zatvorene krivulje povrati u
prvotnu tocku.

Riemannova ploha funkcije s?+41 ima dva razgranista
s=1i i s==—i, pa obilaZenje svakog od tih razgraniita mijenja
korijenu predznak. Odaberimo dakle zatvorenu krivulju, koja
obuhvaéa, recimo, i, a ne obuhvaéa —i, i zamislimo, da s
prode po toj krivulji. Tim ¢e se u (235) izmijeniti predznaci
korijena. Buduéi da citava funkecija (235) mora ostati ista, bit
¢e razlika dobivenoga i prvotnog izraza jednaka nuli:

Yo exp(—b,¥Vs*+1-—a,s) + exp(b, Vs +1 +1~a,‘s)
Y R ()

Vs +1

k=mi
B (— 2V 2 A b VT s —
+ Rix ( 3 ) {( 7 +a"+b")[bk exp (—b, V¥ +1—q,s)

— Bz— exp (b, vs®+1 ———aks)]} +
k

& )BXP("’ N1 —a,5)—exp(b,ys*+1 +1~aks)
+ 2k ( ~53- s + 1 .
— 9 2s ,
+ Ra,« (—“5;)[ g+leXP(‘~b\f—+1—-aks) +
2 S+l = 236
t 2 q POV +1 ——aks)] =0. (236)

Ni ovdje slucaj by, =0 ne daje bltmh tegkoca. Prvi ¢lan pod
sumom daje

’

& (_—_a_) 2exp(—a, s)
o Ve +l
drugi ¢lan daje .
= 9 d — -
Fun (= ) (4 o) [ v o 0]
atreéi i detvrti élan otpadaju. )
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Razmatrajmo kompleksne brojeve —a, +b, i —a,— b,
{(k=1,...,N), pri ¢emu je moguée, da su neki od tih brojeva
medusobno jednaki, a da nije povrijeden uvjet stavka IV. 8,
da ni u kojem paru jednadZbi (156) nisu zadovoljene obje jed-
nadzbe. Ipak ¢emo sve te brojeve in abstracto razlikovati. Ako
medutim za jednu vrijednost k, indeksa k vrijedi (156a), ne
¢emo razlikovati doti¢na dva broja —a, + b, i —a, —b,,
koja su oba jednaka —a,, ve¢ ¢emo taj broj uvrstiti samo
medu brojeve —a, + b,. U tom slu¢aju dakle razmatramo svega
2N—1 takvih brojeva, dok ih je inale 2N.

Neka je ¢ maksimum apsolutnih vrijednosti tih 2N odno-
sno 2N—1 brojeva, t. j. polumjer najveée kruznice sa srediStem
u ishodidtu, na kojoj lezi bar jedna od totaka, koje odgovaraju
tim brojevima. Odaberimo jednu od tih to¢aka na toj kruZnici,
pri éemu je moguce, da to] toc¢ki odgovara nekoliko medusobno
jednakih brojeva. Neka su ti medusobno jednaki brojevi

—a, + b, za indekse k = a;, @y,...,@,,. (237)

—a,—b, , » k=8 B2,...,00- (238)

Medu indeksima pod (237) moze pri tom biti sadrzan indeks k;.
Zajedni¢ka vrijednost tih brojeva neka je ge* (—n <<gp < ).

Da korijeni u (236) budu jednoznaéni, ograni¢imo se na
podruéje izvan kruZnice s polumjerom R =1 i ustanovimo, da
korijen ys2--1 treba da bude pozitivan za realno pozitivno s.
(Ta prefpostavka odgovara (173) i Sutke je vrijedila veé za

1
{218).) MozZemo tada korijen razviti u red potencija po <

V$2+1=8\/1+"}§=S+'1‘_“‘1 + ... (239)

2s 8s%
Funkecija
’ —— 1 1
2 R .
Vsf+1—s 9 — 557 T (240)

je dakle za s== oo regularna i jednaka nuli, i stoga funkcija

exp [A (V£ +1 —s)] = exp [A (zvls——s*lsav + ... )], '(241)

gdje je A bilo kakav kompleksni broj, za s=oco regularna i

jednaka jedan. Lako se uvida, da (236) poslije izvrienih deri-
viranja dobiva oblik
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N -
Y {U/.- (s) + VS F1 Vi (s)} exp (b, VP +1—a,s) —

— 2{ {Uk (s) —ys*+1 Vi (s)} exp (b, Ys?+1 —a,s) =0, (242)
k=1 i ’
gdje su U (s) i V (s) izvjesne racionalne funkcije ¢d s. Taj oblik
vrijedi napose i za k=k, (b, = 0), samo $to ¢e za taj indeks
dio sa Uy, (s) otpasti, a dijelovi sa Vi, (s) ¢e se zbrojiti.
PomnoZimo li (242) sa exp (— s p e?), moZemo pisati:

N
2‘ {Uk(s) + Vs*+1 Vk(s)} exp [—b, (Ys?+1—s)].
k=1 -

.exp [(—a,—b,—ee¥)s] —

N
-3 {Uk () —Vs*+1Vy (S)} exp b, (ys*+1—s)].
k=1 - .
cexp[(—a, +b,—ee¥)s] =0. (243)

Istrazimo iz prve sume ¢lanove, za koje indeks k ima vrijed-
nosti (238), a iz druge sume &lanove, kojima indeks ima vri-
jednosti (237). Medu ovim posljednjima moZe biti élan s in-
deksom k ==k, za koji je by, = 0. Za taj indeks vadimo doti¢ne
tlanove iz obiju suma, §to zajedno daje

2Vs*+1 Vi, (s) exp [(—ay, —ee®)s].

Sve ove izvadene €Elanove skupimo u funkeciju G, (s), dok sve
ostale ¢lanove skupimo u funkciju G, (s). Onda je dakle

Gi1(s) + Go (s} =0 (244)
ili G1(s) = —Gz(s). (245)
Uzmemeo 1li sad u ratun, da su eksponencijaine funkcije
exp [(—a, —b,—0€®)s] i exp [(—a, + b,—ee€"*)s] u Elanovima
od Gy(s) sve jednake jedan, jer smo zajednitku vrijednost doti¢nih
brojeva —a,—b, i —a, + b, oznalili sa @e”, izlazi iz (239) i
(241), da Gy(s)'za s = oo moZe imati samo nebitno singularno
mjesto. ‘ .
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Za vrijednosti indeksa k, koje su sadrzane u G, (s), vrijedi
—a,+b,= ¢ exp (9) (—n<g,<m,  (246)
—a,—Db, = 0, exp (iv,) (—aly, <m), (247)

pri ¢emu je sigurno ‘
« e.<e,  o.50, (248)

jer je p maksimum svih apsolutnih vrijednosti tih brojeva, a
u slucaju

¢, = ¢ odnosno 0, =g (249)
sigurno je
¢,F @ odnosno ¢, o, (250)
jer se ti brojevi razlikuju od ge”. Stavimo li sad u G, ()
s=1e—", - (@51)

gdje neka 1 bude pozitivno (dakle realno), dobivamo za ckspo-
nente eksponencijalnih funkcija

(—a,+b,—ee¥) e = A[(—a, +b)e?—¢] =
=2{g,exp [i(p,— ) —¢} = Ao, cos (p,— @) —e +
+ i, sin (¢, — 9)] . (252)
i analogno
(—a,~—b,—pe)de ¥ =
=40, cos (W, — ) —e + i, sin (¥, —P)]. (253)

Realni dio tih eksponenata je u sluéaju (249) negativan zbog
{250), a pogotovu je negativan u slucaju znaka << u (248). Ako
je dakle ¢ minimum brojeva ¢ —o, cos(p,— @) i ¢ —a,cos(¥ - @)
iako je 0 <Te<pu, za l— o0 G, (s) ¢e sigurno jace tezit: prema
nuli nego exp [—(u—=¢) 4], jer su eksponencijalne funkcije po-
mnoZzene funkcijom poput (241), (239) i racionalnim funkcija~
ma Uy (s) odnosno Vi (s), a sve te funkcije ne mogu teZiti jate
prema oo nego konafna potencija. Ako dakle funkcija G, (s)
sadrzava barem jedan &lan, ima ona za s=— oo sigurno bitno
singularno mjesto, koliko ne i3¢ezava identi¢no. Buduéi da
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~lijeva strana identiteta (245) nema bitno singularno mjesto za
s = oo, mora desna strana, dakle i lijeva, identi¢no iS¢ezavati,
t. j. vrijedi
Gi(s) =0. (254)
Kad G, (s)'uopte ne bi imao ¢lanova, vrijedila bi eo ipso rela-
cija (254), no G, (s) ima za N =2 (a sluéaj N—1 smo veé
rijesili) sigurno barem jedan ¢&lan, jer bi inafe svi brojevi
—a,—b, i —a, +b,bili sadrzani medu jednakim brojevima
(237) 1 (238), Sto bi dovelo do protivrje¢ja s pretpostavkom
stavka IV. 8. s obzirom na jednadibe (156). Kako smo vidjeli,
u izrazu G, (s) moZe biti sadrzan &lan s indeksom k,. Ako je
u G (s) sadrZan samo taj ¢lan sa k,, za koji je g, = 0, onda je

G,(s) =0 (255)

identitet, koji odgovara identitetu (236), samo $to nema ¢la-
nova s indeksom k;. Na temelju toga skracenog identiteta, koji
zbog N = 2 sigurno nije bez &lanova, vr§imo analogni postupak,
koji smo izvr$ili sa (236) i dolazimo do neke nove funkcije
G, (s), koja viSe ne sadrZava ¢lan sa k, (ali sigurno nije bez
Clanova, kako izlazi iz postupka, kojim se ta funkcija dobije).

Prema tome smo dakle svakako doSli do neke funkcije
G, (s), koja sigurno ne sadrzava samo &lan s indeksom k;.
Prema nacinu, kako su iz (243) odijeljeni &lanovi za Gy (s),
imat ¢e (254) oblik

2 ‘ng(s) +sT+1 Vg, (8) } exp (— bﬁk' Vei+l — aﬁhS) —

k=1

- {U,,k (8)— Vs +1 Ve, (s) } exp (ba, Y$*+1 —as,5) =0, (256)
k=1

pri ¢emu smo faktor exp(— soe') opet odbacili. Ukoliko je ¢lan

s indeksom k; sadrZan u tom identitetu, on glasi prema prije
spomenutom

2VsP+1 V, (s) exp (—s, 3).

Prode li s iznova zatvorenu krivulju, koja ukljuéuje +i, a
iskljuuje —i, promijenit ¢ée se predznaci korijena u (256), t. j.
izlazi
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ny

> {Us.(3)~\/sz+1 Vay(s)} exp (b, W’“ —ags)—
=1

™ :
-3 {U"‘k(s) + (sT¥1 Vak(s)} exp (—b, VeE+1 —a, 5)=0,
k=1 (257)
a ¢lan s indeksom k;, ukoliko je sadrZan, glasi
2Vs?+1V, (s) exp (—a, 3).
Razmatrajmo sad brojeve
—a,—Db, za indekse k=ay,..., a,,, (268)
—a,+b, , . k=281,..., Bn, (259)

koje dobijemo iz (237) i (238) promjenom predznaka brojeva
b,. Buduéi da su brojevi (237) i (238) medusobno jednaki, bro-
jevi su (258), (259) svi medusobno razli¢iti. Da su dva broja
(258) jednaka, t. j.

—a,—b;, = —a,—b,, (260)
a uz to otprije .
—a+b =—a +0, (261)
izlazilo bi
a = a, bj = b, (262)

u protivrje¢ju s pretpostavkom stavka IV.8. Analogno vrijedi
za sludaj, da su dva broja (259) jednaka. Da je jedan broj (258)
jednak jednom broju (259), bilo bi

—a,—b,= —a, +by, @63
a otprije ’ :
—a, + b, = —a,—by, (264)
pa bi bilo o
a,=ag i b, = —b,, dakle b = b3 (265).

u protivrje¢ju s pretpostavkom stavka IV.8. Ovdje se vidi,
zasto su u (156) brojevi b, u kvadratu. Na ovo pitanje ¢emo se
jo$ kasnije osvrmuti. ‘
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Ako je ¢ maksimum apsolutnih vrijednosti brojeva (258),
(259), pa je ¢ € jedan od brojeva, koji imaju tu apsolutnu vri-
jednost, mo¥emo (257) pomnoziti sa exp (—se@e'¥)i dobivamo
analogon relacije (243):

r3

> {Uﬁk () —Vs*+1Vp, (s) } .

k=1

. exp [bﬂ;‘ (ys? + 1—s)] exp [(— ag + ka—~ e—e“’_) s] —
- {U%(S) +sT+1 Vak(s)} .
k=1

- exp [—b, ( VP +1—s)]lexp [(—aak—— ba‘_‘——ae"‘;)s] =0. (266)
{(Eventualni ¢lan indeksa k, dakako glasi
—2yst+1 V,, (s) exp [(— @, —06e934].)

Ako se broj ¢e nalazi medu brojevima —ag, + by, izvadit
-¢emo €lan s indeksom f, i nazvati ga G1(s), dok ostatak izraza
(266) nazivamo Gq(s). Ako je naprotiv broj ge'* sadrzan medu
brojevima ——a%-—bak , neka je 51 (s) ¢lan s indeksom @, , a osta-
tak izraza neka je Ggl(s). Analognim razmatranjem kao prije
-dobivamo *

G (s) = 0. (267)
Ako je ge'® bio broj s indeksom kj, t. j. @e'* = —a, , daje nam
Ga(s) = 0 (268)

identitet, koji se podudara sa (257), samo Sto nmema ¢lana s
indeksom k;. Ponovimo li razmatranje, dolazimo svakako do
neke funkecije 61 (s), koja ne sadrzava toga ¢lana, t. j. ima
oblik )
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ako je g€l medu brojevima (258) odnosno
{Us(s) — Vs*+2 Va(s) | exp (b, V&' +1 —a,8) =0,  (270)

ako je 0e*? medu brojevima (259). Prode li s zatvorenu krivulju,
koja ukljutuje --i, a iskljufuje —i, moZemo u (270) promi-
jeniti predznake korijena, tako da i tu dobijemo oblik (269).

Isporedi 1i se (243) sa (236), vidi se, da identitet (269), koji
sadrzava samo €lanove, u kojima je u eksponentu eksponenci-
jalne funkcije negativni predznak pred b,, mora glasiti

9 ) eip(-—ba Js¥E+1l—a,s)

Roa [~ 45 e

ds

+ Ria (“gis){(g’s +a, +b,) [32‘ exp(—b, {s* +1 wa,,s)]} +

exp (—b, & +1—a,s)
st +1

+13»2,a (—- gg)

- 8 2
+ Rz a (*—0;){ o _!_lexp(mb \/s +1—a s)}EO. (271)

S obz1rom na (221), (225), (227), (230) i na relaciju

oo

5 e dt = (—1) 0%’ fip_‘[.—w(;a,j_b_)_sl_ (272)
: ath
moze se mjesto (271) pisati
e {Ro © A (VE—aF —2) +
ag +bg i
&

+ Ria(®) (t—a,—b,) Ay (Y(—a ) —b2) +

+ Rya(®) [ a(JE=aF =y +
b,

t—aqg

+ Ry« (t) (t—a,) S Ay ( \/(t-—a,)’-—-y’) dy--zﬁg_.(t)}dzzo. (273)
3

5 Rad Jug. Akad. 277 65



Stavimq i .
t=t+a,+b,, (274)

postaje donja granica vanjskog integrala nula, a ako prikladno
pomaknemo put integracije, gornja granica je opet 4-oc. Time
je integracija protegnuta uzduZ realne osi, pa moZemo upotre-
biti stavak o uzajamnoj jednozna¢nosti preslikavanja, koje daje
Laplaceova transformacija’®. Time je izraz u zagradi, u koji
naknadno opet uvodimo t prema (274), identitno jednak nuli.
To je onda relacija poput (160), tako da vrijedi

Ro,«(t) =Ry2() =Ra.e() =Ra () =0 (275)
i s obzirom na (212) do (2186),
Ro,a{t)==R1,«(t) == Ry, (t) == Rg,o () = 0. (276)

Time smo u prvom identitetu (157) snizili N za jednu jedinicu.
Ponavljanjem toga postupka moZe se sniziti N na jedan. Koliko
postoji indeks k;, za koji je b, ==0, dotitni ¢e Eanovi ostati
u tom posljednjem identitetu, u kojem je' N==1. Buduéi da
smo za taj slucaj ve¢ izveli dokaz, koji ne ovisi o tom, da 1i
je b=0, time je sve dokazamo.

Izvrgit ¢emo jo§ diskusiju nekih sluéajeva, gdje nisu zado-
voljeni svi uvjeti stavka IV.8. Ako nije zadovoljen uvijet, da
(156a) vrijedi za najviSe jednu vrijednost k, indeksa k, veé
ako je za barem dva -indeksa k, i k,

b, =b, =0, 277)
lako se vidi, da postoji identitet poput (157). Prema (168) izlazi
naime ‘ .

t**a/fx
L= | aneTor—ima=
by,

t—ay,

= 5‘ A (\/-(7—:71;1)2:7/2)(13; = sin (t*a,ﬁ), (278)

15 Doetsch, 3. pogl. § 7.
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t—a,

L= | aqeEayr—viw=

by,

t—ay,,

= [ aqe=ar=wa=snc—0), em
0

a ‘prema (169)

t—ay, tay,
L= | aGE—ar—tw= | ae—ear—yaw=
b, [}
= - 2 [1—cos(t—a,)] . 2
i—a, w1 (280)
t—ay, fay,
L= § age—ay=ma= | aqe—ay—va-
by, 0
= [l —cos(t—aq,)]. (281)
t—a, ks

Ako u izrazu
sin(t—a, —a, ) = cosq, sin(t—aq, ) -—sinq, cos(t—q, ) =
= cosaq, sin(t—a, ) —sing, cos(t—a, ) (282)
nadomjestimo sin (—aq, ), sin{(¢—aq, ), cos (t—a, ), cos(t—a, )

vrijednostima prema (278), (279), (280), (281), dobijemo iden-
titet

Y ’
cosa I;—cos a, I, + o (z~akl) sina, I;—

1 . .
— 5 (t—a,)sing, I, +sing, —sing, =0, (283)

koji potpada pod oblik (157).

Ovdje istina treba primijetiti, da su koeficijenti u kanon-
skom obliku integralnih teorema bile racionalne funkcije ne
samo s obzirom na varijablu t, ve¢ i s obzirom na parametre
4. .., 2. Kad bismo za parametre a;‘: uvrstili izraze (149),

u identitetu (283) bili bi koeficijenti doduSe racionalne funkcije
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varijable t, ali transcendentne funkcije parametara x,,..., .
1z toga se vidi, da bi zahtjev, da koeficijenti ovise racionalno
o parametrima, vjerojatno omoguéio slabije uvjete s obzirom
na te parametre u stavku IV.8. U ovo pitanje medutim ne
ulazimo.

Pretpostavimo dalje, da u drugoj jednadzbi (156) nisu na-
pisani kvadrati, ve¢ prve potencije parametara b,. To dakle
znad, da na pr. za neko k moze biti a, = a, (284), b; = — b, F0
(285). Funkcije za indekse j i k podudaraju se u prvoj sumi od
(157), a isto tako i u drugoj sumi. Takvi se ¢lanovi dakle mogu
zbrojiti. U treéoj i tetvrioj sumi takoder &e se neki &lanovi
mo¢i zbrojiti, kako ¢emo jo3 vidjeti. (Pri tom jo$ pridolaze neke
trigonometrijske funkcije.) Pita se, nisu li poslije toga zbra-
janja koeficijenti opet jednoznaéno wodredeni. Neka najprije
postoje barem dva para indeksa j;, k, i ., k,, za koje vrijedi
(284) 1 (285). Supstitucija y =—y (286) daje

b —b R
fa =@ ay=— §ae—y)ay, @80
0 0

dakle s obzirom na (168)
—b

t
5 A, (VE—4) dy = sint — S A, (Vt2—-y2) dy =
—b 0

b
=sint + SAO(V?Myi’) dy = sint +
]

t : E
+ sint— S A, (VE—y2) dy (288)
: b

ili

Sliéno se dobiva

t - t 4

SAI VE—y)dy + S AVeE—y)ay = —(1—cos?). (290)°
b —b
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Prema tome ¢ée biti

t—a; t—ay,

A y A (V=g ¥ —¢*) dy + A y A Y E—a —¢) ay +
b, =i,
taj, e,
+B S‘ Ay (Ye—a, F—y*)dy + B ‘g Ao (Y(e—a, F—v?) dy +
by, ~bj,

+C(t—a,) S Ay (V(e—a, P —v?) dy +

b,

téaj‘

+Clt—q) g 8 (V=P =) dy +

+Dit—a,) S A0 =a =) ay +

t—aj,

+De—a) | 4 (Eay ) ay—
b,
—4C —4D = 2Asin (t——a].]) + 2Bsin (t——-aj2) —
~— 4D cos(t—a;) —4Dcos(t—q;). (291
Stavimo 1i ’

2

e, C=1; D=0, (292
sin(ajl——a].:)’c : (292)

A=—2ctg(g,—aq,);B=
desna strana izraza (291), u kojoj su stegnuti doti¢ni ¢lanovi
trece i Cetvrte sume prema (157), identi¢no iS¢ezava, kako se
moze lako izradunati. U fom sluéaju dakle postoji identitet
oblika (156). I ovdje su koeficijenti racionalne funkcije vari-
jable t, ali djelomice transcendentne funkcije marametara. Po-
stoji 1i samo jedan par indeksa j, k, za koji vrijedi (284), (285),.
a nema indeksa, za koji bi vrijedila jednadzba (156a), dokaz
iednoznaénosti se moZe ipak izvesti, ako se stegnu &lanovi, koji
odgovaraju u (157) tim indeksima.
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Na temelju (284), (285) vrijedi .
* Ro; 08 (J(E— g —b2) + Ry (02, (VE—a ) —B2) =
=[R, ;0 + R, , (0] 4y (Yt =0, —12), (293)
By ;0 4y (V(6—a)2=82) + Ry () A, (V (1=, —1}) =

=Ry, + Ry 0] 4, (J(t—¢,)7—0). 294)

Dalje je s obzirom na (288) i (166), (167)

T sl T = = | T =i+ 2m6-=
-b; A b; ) .
—— (T a2 | T a, o
b; . 0
z‘s'i A, (V,\—(-t—:a*])“é:‘gé) &y o l}:lf A (\/6:‘&7)-2_;*:‘72) dy + 1—4-41?. [l —_
—cos (t "’aj)] = —PS?I Ay (\/ (t— a].)2 — y2) dy + 2t*§i Ay (\/ (t— aj)2 — y2) dy.
8 ; : (296)

Mogu se dakle prema (293) do (296) ¢lanovi identiteta s indeksi-
ma j i k dovesti u oblik

[Ro.j ® + Ro,k(t)] Ao (V@— aj)2-—~b;é’) + [Rl,j(‘) + Ry, (‘)] :

t—a;

aEmg ) + [0 =m0 | (e ) ¢
. ;
+ 2R, (1) S 2o (Ve 0)*—4%) dy + (R, ;00— R, ,0].
S
taaj _74;-747 ¢~—-aj
S A (JE=a)P—42) dy + 2R, , (&) S Ay (VE—a)P—?)dy. (297)
bj ' 0
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Uvedemo li mjesto tlanova s indeksima j i k ¢lanove s novim
indeksima p, q s vrijednostima ,

a,=a, b, =b;,  (298), (299)
Ry (&) = Ry ;(t) + Ry (1), (300)
Ry ,(0 =R, ;(&) + R (1), (301)
Ry () = Ry ; (1) — R, (1), (302)
R, () =R, ;(t) — R, (1), (303)

e, = q, b, =0, (304), (305)
Ry, =R, (1) =0, (306)
R, ,(0 = 2R, ; (1), ) (307)
Ry () = 2Ry ; (1), ' (308)

dobivamo upravo izraz (297). Vrijednost b, je dopustiva, jer

smo pretpostavili, da nijedan od ostalih b, nije jednak nuli.

Stavak IV.8. je dakle primjenljiv, i identitet je nemogué.
Time je diskusija osobitih sluéajeva izvrSena.

9. Formule rekurzije za kompozicije, ako pojedini parametri
iStezavaju

JednadZbe rekurzije (87), (88), (92), (93), (94) nisu pri-
mjenljive, kad je doti¢ni parametar jednak nuli. Za taj éemo
slutaj izvesti druge jednadzbe rekurzije. Stavimo u (82) x, =10
i upotrebimo III (6):

t
Koo i, 0= S Yyt Any (c \/y2—x§) Ane2lct—y)ldy =

*

4(ny +1)(ny +2)
2

S ym™ (E—y)™ An, (C\/gf_—x?){/lml[c(t—y””

y 4 1) (i + 2 my, m;
.-vA”n{c(t_y)] } dy = ——(%(:)2;(—22’*-—) [Kn:,’ng“kl (t;xlro) -
— Ko (82, 0] (309)
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Nadomjestimo 1 u (89) n, sa n, + 1 i m, sa m, -- 1, stavimo
2, ==0 i uvrstimo izraz (309), izlazi

, mp+1
GK::" :::_1 (t,' X1, 0)

!
at = (my—2ny— 1) K™ (¢;x1,0)

nyg, ny+1,
t

+ 20n, + 1) Ko (25, 0). (310)

Pretpostavimo 1i m, > 0, deriviramo (90) (u kojem je stavljeno
x,==0) po t i uvrstimo izraz (310), dobivamo

my, my . . _ 2 (1’1.2 + 1) ‘m,, my .
K"" a1 & 1 0) - Z—Tl‘::mg +1 ’ K"v ny (t’ 1, 0 —
. 7__7}2_ aK:t"::'r"l (t; X1, 0) ' i 02K ::v::z (t; X1, 0) l
c? at c? a2 J
@ny—my + 130, m,>0). (311)

Ako je maprotiv m,==0, u (90) prvi ¢lan u viti¢astoj zagradi
ne iS¢ezava, kada stavljamo x,=0, ali i$¢ezava drugi ¢lan.
Dobivamo za taj slu¢aj :

my, . 2 + 1 my,
Kn,.r?,+1 (t;7,0) = —E%ﬁl— {Kn;,r?z {t; x,,0) —
; my, 0
y 1 PR (a0
— = o [man (cye=a)] + & pr - (312)

Formule .(311), (312) dopustaju postepeno povisivanje donjega
indeksa, kojemu odgovara parametar stavljen jednako nuli, uz
pretpostavku, da je m, ¥ 2n, + 1. Uz lihi m, moZe se dakle

me—1 g M2tl

povisivanje od n, provesti od 0 do g1 od na vise,

dok za tiki m, povisivanju od n, nema zapreka.

Pretpostavimo sada m, > 0 i nadomjestimo u (311) m, sa
m, + 1. Poredenje sa (90), gdje zbog x, = 0 prvi ¢lan u zagradi
otpada, daje

-2 .
o my, my+1
—o Koo (820, 0) =

2 7M1 my+1 . a
¢ Kn,. ny (t’ X1, 0) + 0t2 ny, Ny

- my, m a my, m, .
= @ny—myme K (5,00 — (2may- 2my 1) 0 Ko (15 2, 0)

ny, Ny ny, 1y

(my > 0) (313



-

Stavimo i u (311) m,=1, x,=—0 i isporedimo sa (90), gdje
stavljamo m,==0, tako da otpada drugi ¢lan u zagradi, dok
prvi ¢lan ne otpada, izlazi

c? K™ (t x;,0) + 6t2 :" o (8521,0) =
=21yt A (¢ \/ﬁ“—}’z)_(zw 2 e (¢ %1,0) . (314)
2 ny 1 2 Bt 1
Jednadzbe (313) i (314) imaju oblik
FfOH I O==0®), ' (315)
pri ¢emu je za slucaj (313)
f@)=0, f@)=0, (316)
a za slucaj (314)
Jle) =0, f (x)=xp, . (317

kako izlazi iz definicije (82) i iz jednadZbe (89), koja vrijedi i
za My = 0, pri ¢emu otpada drugi ¢lan na desnoj strani. Opée
rjeSenje ]ednadzbe (315) mozZe se varijacijom konstanata dobm
u obliku

t

{ Cy + S e @ (y) dy}'. (318}
0

f(t) =& fc1+ S e“"“-*cp(y)dy‘ +
0

2zc | | — 2ic

Odredimo li konstante C; i C, pomoéu (318), dobivamo

1. o
f(e) = Bie { et S e~ g (y)— e S e (y) dy} =

= %S @ sinfc(t—y)]dy. (319)

Odredimo 1li te konstante pomoc¢u (317), izlazi
t
1 ; . . .
f(t) — 5 {ew (t—xy) x,{h + eict S e—qu)(y) dy — e i¢ (t—xy) ;c;m —
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i!xl"‘* sin [c(t—z1)] +

t
) . ]
__e—-zct Selct ‘I)(y)dy} -
b

+ g P () sin [e(t—y)] dy}‘ (320)
}

Uvrstenjem izraza za ¢ (t) prema (313) jednadzba (319) glasi

t

My, Ny

K™ ™ (4 20,0) = (@2ny— CmQ) M2 S Ko '"2—1 (y;x,0)sin[c(t—y)]dy

1

t

2 _ oy ""1 a my, M . \
S S KD 52 0 sin [eG—n)] Ay (my>0).
Parcijalna integracija daje
t
d m, m, .
S s K, Wz, 0)sin{ct—y)ldy =
Y
= { ,.m,,:"‘ (y; x1, 0) sin [c(t——y)]} o+
e S Ko (y; a4, 0) cos [c(t—y) ] dy =
t
= c'S Ko (y] 24, 0) cos [c(t—y)] dy. (322)
% -
No buduéi da je
o
) S ,':',,'" (y; 2y, 0) sin [e(t—y)] dy = -
t
me ([ krremoesce—yia, 6
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1zlazi
1

S 3% K" (y; 2y 0) sin [e(t—y)] dy =
X .
] s .
:W?SKJVW”mm$Mdhw”@' (324)
£

Stavimo li kao u (83)
tm A, (c \/724:5&?) za t > x,

Fy() = s (325)
' 0 za 0 Lt <,
a kao specijalne slucajeve od (84) i (62) odnosno (63)
Fo(t) = tm= 4, (cp) t=z0), (326)
Fy(t) = 4y(c) t=0)), (327)
onda je prema (82) i 1(33) '
K™ (t52,0) = F(8) « Fo(t) (>, (328)
a prema (64), (69), (166)
Lsin@e) = Fy) » By 620), (329)

Prema tome je oéito za t > x,
t

L S KM™ (y;xq,0) sin[e(t—y)] dy = Fy(8) « Fo(t) + Fq(t) =

c g,y
Xt

= g™ 0,0 (t; 21, 0,0, 0), (330)

ng, 12, 0, 0

a analitickim produZivanjem se uvida, da je i za bilo Kkoji
kompleksni x,, ¢t

t
% S Ky (y; 2,0 sin [e(t—y)] dy = K" 70" g (85 21,0,0,0).
S (331)
JednadZba (321) moZe se dakle pisati u obliku

my, my+1 - my, my—1,0,0
Kor ot (24, 0) = me (2my—mo) KW 7 0 (#5204, 0,0,0) —
. ma, 0.0

~——(2n2-—2m9—~1)—(% K™ ™00 (10200,0,0) (my>0). (332)
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Uvrstenjem izraza za ¢ (t) prema (314) u jednadzbu (320) izlazi
K'"‘ 1 (t x4,0) = % apesin [e(t—aq)] +

t

) | .
+ S Y™ An, (c ~—xl) sinfc(t—y)] dy —
X1
; .
2712““1 6 my, -
= S By K. O (y;xy,0) sin [c(t—y)] dy. (333)
3

Analognim se zaklju¢ivanjem uvida, da se ta jednadZzba moze
dovesti u oblik

K (8 2,0) = 2 K S (t— 15 0, 0) + 2my K100 (25 21,0,0) —
J
—@ny—1) 5 Kyt o0 (21,0, 0,0). (334)

Za kompozicije sa viSe od dva para indeksa dobiva se
mjesto (309) sasvim analognim nacéinom

+2m, . _
Koigme (50,0, .0, %) =
A D42 oy .
=TT - Kn":'i*l. :2 ..... ::,r 0, %,...,2) —
— R (50, %y, ), (335)

gdje je samo radi jednostavnosti prvi parametar stavljen jednak
nuli umjesto drugog. Nadomjestimo H u (111) m; sa m; + 11
n, sa n; + 1, stavimo x;, = 0 i uvrstimo zatim izraz (335), izlazi

] -
ey gt homs "’m" (t 0,%o,..., %) =

=2(Mm+1) K"'"':""" (£;0,20,...,%) —

—@r—my DK (50,3, ). (336)
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Neka je sada m, >> 0. Deriviramo 1i (111), u kojemu je stavljeno
x,==0, po t i uvrstimo (336), izlazi

Kby 50,2, ) =
2(n1+1) ..... .
= +D [ 50,y @) —

2n1——m1+ll LA

mi J my~L,me, ..., m

— = 5 R t;0,25,...,2r) +
1 6% ., m .,
+ e K, (t,O,xg,...,.x‘r)J
@ni—my+13F0, my>0). (337)

Ako je m;=0, onda za x;==0 u (111) ne otpada prvi ¢lan
desne strane, ali otpada drugi ¢lan. U fom slucaju se dobiva:

DR 0,3, 1) =
= S R o m, L w
C12 % Koy 'Z: (t; x2,..., 2r) +
+ ;126%22‘ SR 0,12,...,.rr)}. (338)

Formule (337), (338) dopuStaju povisivanje donjega indeksa za
ove kompozicije pod analognim uvjetima kao formule (311),
(312) za kompozicije sa dva para indeksa.

Za povisivanje gornjega indeksa postupamo sasvim ana-
logno kao u sludaju kompozicija sa dva para indeksa. Polazeéi
od formule (111) umjesto (89) odnosno (90), i od (337) umjesto
(311), dobivamo analogno prema (313), (314):

[ 62 my+Llomy .o, m

(c2+ e K (t;0,20,...,2:) =
. gL, my .00, m, .
_(2‘n1———'m1)m1 Kn; ,nz .... n:(t’ O,xg,‘.‘,xr)_

) a Mgy o0y, X
— (2ny—2my—1) i K, .y (£;0,20,...,2,) (m1>>0),(339)
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[ 5 02 My, .om "
(e 4 KN 0 me, ) =
= 2m Ko (s 902,~~~:35r)_
— (@2 —1) Kg] (50,2, ) (340)

-

Jednadzba (315) vrijedi i ovdje. Mjesto (316), (317) dobivamo
za my>01izgm =0

Fls .. dx)=0, P,+...+x)=0, (341)

kako se razabira iz (107) i (111). Sasvim analogni zakljuéci kao
kod kompozicija sa dva para indeksa dovode kona¢no do jed-
nadzbi

mytlomy, . ...m —_
K. (0, ) =

[ [ n,

= my (2ny—my) KI* 1';;;;;’:‘; 00 (250, x5, ..., 2,,0,0) —

—(2n;—2m;— 1) R KZ" ..... ':r 0,0 (t 0, mg,...,x,,0,0)

PICRIRI

(m;>0) (342)
i .
ol 650,20, ) =
=2y K (6, 0,0,0)

— @ DK 080,25, 2, 0,0). (343)
Formule (311), (312), (332), (334), (337), (338), (342), (343) omo-
gutuju postepénp povisivanje indeksa, za koje je pripadni para-
metar stavljen jednak nuli. Formule su izvedene za slucaj, da
je to prvi par indeksa, ali vrijede, dakako, analogno, i kad je
to bilo koji par indeksa. Polazna je totka kod toga povisivanja
formula (81), koja daje kompozmlge s bilo koliko indeksa, ako
su ti indeksi jednaki nuli. Povisivanje donjith indeksa svih
potrebnih kompozicija vrii se onda na temelju formula (87),

- III (5), ako se pripadni parametar razlikuje od nule, a pomocu
(311), (312), (337), (338), ako je jednak nuli (pri ¢emu nema
teSkoc¢a, jer gornji indeks nije lih, nego jednak nuli).
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Zatim se vr§i povisivanje gornjih indeksa pomocu (93),
(112), ako se pripadni parametar razlikuje od nule, a pomoéu
(332), (334), (342), (343), ako je jednak nuli. Razabira se, da je
postupak, ako je koji parametar jednak mnuli, dosta opseZan, pa
¢e zato biti prikladnija metoda graniénog prijelaza, koju éemo
raspraviti ‘u iduéoj tocki.

10. Granicni prijelaz u izravnim formulama za kompozicije,
kad pojedini parametri x,, x,,... konvergiraju prema nuli

Zelimo 1i u opéim formulama (140), (141) neke od para-
metara x,...,%, staviti jednako nuli, nailazimo na feskoce,
jer operator D, = % ~£—:~ u tom sluaju gubi smisao. O¢ito

A *®

lijeva strana u tim formulama prema definiciji (107) ne pruza
nikakve tekoce u tom pogledu, pa je vrijednost te lijeve strane,
kada se mneki parametri stave jednako nuli, jednoznatno odre-
dena i jednaka limesu, koji dobivamo, ako ti parametri isto-
dobno na bilo koji na&in ili svaki za sebe u bilo kojem poredaju
konvergiraju prema nuli. Taj granitni prijelaz mora dakle biti
primjenljiv i na desnu stranu kao cjelinu, ali ne imora bitt
primjenljiv na svaki sumand desne strane. Tu ¢emo se posluziti
stavkom II. 7, koji je primjenljiv, jer svi sumandi desne strane
imaju derivacije bilo kojega reda i za x, =0, ako ih prethodno
pemnoZzimo dovoljne visokom potencijom dotitnoga parametra
x,, koji treba konvergirati prema nuli.

Prema II (270), a s obzirom ma formule II (132) i II (133)
vidi se, da je rezultat postupka taj, da treba operatorsku poten-

. s (1 0 N 2‘3‘!(0)23 .
ciju ka == (——xk ﬁxk) nadomjestiti sa @5)! \ 7, , akodjeluje
o funket ) 9% g1 g (1 Ko dielus
na neku funkeiju f(x,), a sa @+ (3.7)0_,() , ako djeluje na

funkeiju oblika %5 @(x,); 1 poslije tih deriviranja funkcija f(x,)
3
odnosno @(x,) staviti x, = 0. Sludaj, da je funkcija oblika

7;1; @ (x,), nastaje u (140) odnosno (141), kada je m, = 0, jer je
« :
onda doti¢ni faktor u uglastoj zagradi ac;l.

Time bi problem grami¢nog prijelaza u nagelu bio rijeSen,
no mi ¢emo jo$ raspraviti neka pojednostavnjenja, koja se mogu
udmiti. Zamislimo na primjer, da se u srednjem ¢lanu viti¢aste
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zagrade na desnoj strani od (141) treba neki odredeni x,  sta-
viti jednako nuli. Oznat¢imo uglastu zagradu u tom srednjem

M 1 RN
« Clanu sa,;— tp(t,ocke) i stavimo

ke

Plea,) = 2,° ¥ x,). (344)
Prema prije re¢enom imat ¢emo nadomjestiti

Ty, = g —1 1
Fhg X,

D Pt zx,) (345)
sa

LTSIV §
(A €

2

("ke“‘wa — 1! {( p )2""'5_2'%_’1

(Zn,‘E — 2w, — 1)*!»—‘ E,:

P(t.x,) } _, (346)

Prema (344) vrijedi

0 2n€—-2ur2—1
(J—) ’ P, ) =

0z,
2n;, 2w, -1 s
B e " 2% . Zwe—l m’*‘c! iy - P Ay, — 2wp—1—
N 20 s (m; — 9! Lie dax, !
S (4x,), 1347)
ako je v
m, > 2m, — 2w,— 1 (348)
i
il 2"1"5 2t —1 .
(axkg) elr,) =
my .
S an, cow—1) ml L |
%’) ( s ) (m,, —r T dx, visz,),
) (349)
ako je \ )
m, < 20, —2w,~—1. (350)

30



%

Stavimo li sada x, = 0, onda u slucaju (348) iSCezne desna stra-
na od (347), dok u slu¢aju (350) dobivamo

g\ 2, 201
) o(tx, ) =
dac, =0

2n, — 2w, — 1)! {( P )z"ke”z“%""hs‘”l

@n, —2w,—m, — 1! || 0z,

P (¢, @, )} o = 0 (351)

Prema tome treba izraz (345) u slucaju (348) nadomjestiti nu-
lom, @ u slu¢aju (350), s obzirom na (346), sa

g —w,—1

2 T T, —w,~—1)! g, — 2we—my, 1

e J Y e, )| . (352)
(2n, —2w,—m, —1)! o, * J 7, =0

Buduéi da ¥ (, xke) ovisi o varijablama ¢ i x, o€ito samo u
€

obliku linearnoga izraza LTy X gdje se x, nalazi
€

medu varijablama z, ,...,, , moze se diferencijacija na-
Y

Gacks

domjestiti diferencijacijom (m—gt—), tako da mjesto (352) moze-
mo pisati
¥

L we—1 my 1 (

2 (—1)

) (2nke——2we—wke — 1!

nke—.—-we——l)! ( P )2111‘{——2w£--mk€——v1

T ¥ (0). (353)

Kona¢ni je dakle efetkt, da se u slucaju (348) dotitni &lan u
(141) odbaici, dok se u slutaju (350) ispusta dotiéni x:k” ﬁl, a
mjesto doticnoga operatora

ng, i -1

D (854)
piSe se
gﬁ‘ke*wg—-—l (— l)mk‘ +1(m6__w£_,_1)! g\, — 2we—my, —1
@n,, —2w,—m, —1)! ' (5?) 65

6 Rad Jug. Akad. 277 . 81



i kona¢no se stavlja z, =0, 5to se moZe uéiniti i prije deri-
viranja po t. Razumije se, da se diferencijacija po t, sadrzana
u (355), moZe saZeti s diferencijacijom ’

Zr‘ (ms¢ — 2y}
(_»_ ¢=1
ot ) ’
koja se nalazi u (141).

Uzmimo sada, da treba neki odredeni broj parametara
x, (60=12,..,H; 1 <HZ<r—y) u (141) staviti jednako nui.
]

Pretpostavimo, da uz odabrane v; vrijedi

m, _nsé——vﬁ;o 6=12,...,h (356)
)
i , .
m, —ne5-1)5<0 (=h+1,....,H), (357)
5 2
gdje je
1<h<H, (358)
pa se pitajmo, ¢ime treba nadomjestiti operaciju
H "18 Iﬂ, _‘nx bl
[[¢— *mts® % 7, (359)
5 45 :

% §=1

ako hotemo parametre x, (6==1,...,H) staviti jednako nuli.
Primijenimo i jednadzbu II (205), gobivamo '

h
"l.y m‘ bl ns —‘Da
g 3 [} 8
(I[( D m 1S, )
é=1

3

Ll O X,,,y)

— — — r—y—2
S (y X, ... xg”’y) .
et

X,

X,
Sy oy

s;

. Ao(CV?:”xkl—.fl—bx;:)zi”yf)dy Jl _ —
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r—y—2)!
7 .
[r—'y—-2+22(mg¢—n%——vv)]!‘ o
g=1

ng v, mg —ng —»v
Bo(—1y 0 Cge 0 m, ! I’(\msﬁ-—ngé——-v(, +—21—)
=1 Vi
e (gt X)) h
’ v =242 X (my =y —rg)
(y — Xn) =
Xp
. Ay (cvx(?:-j:k‘———...%ka)z-—yz) dy, (360)
gdje je
X, = xshﬂ + ...+ x,r_7 . (361)

Na ovaj izraz treba jo§ da djeluje operacija

. H Vm ms ——*nysh —x

Iy ms ™ ° (362)
5

d=h+1

koju zbog (357) i (139) treba prema prije retenom nadomjestit
operacijom

~mg + ng +v5
) ;3

"13 :
H (—1) °m t2 °? (—m, +n, +v)!
la 36 ‘5 6

—2 2 2 !
s=ht1 ( mja + m. +2v,)
d , ——2”136 +2nA,E +2a'6 ’
N 9= (363)
%5
i poslije izvrSenja te operacije staviti
x, =..=x, =0. (364)
h+1 H
Stavimo li kratko¢e radi
w = —~ms‘s + n\va +v,, (365)
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vrijedi s obzirom na II (85)

(—msﬁ + n35 + va)! - w! - (w~—1)! _ I’(UJ)

(—2m, +om, 20! Qw)! 2@w—D! 20Quw)

(—“l)wl’(—w + %)

920 |V 7
‘ —my_ + ny —{-va 1
o =n 7 F(ms —n, v, +§)
= > ? . (366)
—2mg  t+2ng + 20 —
’ 0 o Vo
tako da (363) dobiva oblik
ng +w m _ —ng —v
H o (—1) 7 P tgm % 6F(ms —mn, —v +i)
H *s ’_ 5 ) i 2
s=h+1 Vr
a —2mg_  +2ng +2v5
( i, ) e ) (367)
9
Pod pretpostavkom .
q> Y 2n,, (368)

gdje su n_pozitivni cijeli brojevi, vrijedi ocito

s . 2n, " - ’
i) eoomine],. -
A r=1 r xp=...=x,=0

X

, |

! —2m—.,,—2n,

= e ) R T T b, 369
. $ X“

q< Y 2n, (370)

r=1
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lako dobivamo

M 3 2n, !
11 (F) ) S (z—X " p(t,2) dz
' r=1 “r xp=...=x_ =0

X s
' s
— (q-— > 2, ) —1
r=1

_ +1 0
=(—1" q!pl(ax) ¢t X)

Ako je X, = 0, moze se dakako veé u viticastoj zagradi stawviti
X=X,.

Primijenimo li formule (369) odnosno (371) na operaciju
(367), koja treba djelovati na izraz (360), izlazi konatno, da iSte-
zavanje parametara x, ,...,x, znaci, da u (141) treba izraz

1 e )

I

. (871
X=X

H "'S ms -“ns - '6

ey om s o 7,
) 5 S,

=1

t"(xk,+‘w+xk,y)

Y —— e r-v-2
S (y x, .. x_erw)
Yot T
: . .
<A, (c\/z——x,“ —-...1};)2:52) dy (372)
za slucaj -
H .
r—y—2+2 3 (m_—n_—v) >0 (373)
=1 ’
nadomgjestitt izrazom ’
(r—y—2)!
— =) LI
[r——y—2 +2¥ (m%—n%w——w] !
e=1 )

ne  tovg me ng o —rg 1
(__1) 8§ 59 7 8 m 1 I m, —n, —v; +

H
H 5 s i 2
8=1 V T
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t—-(x,,‘i-,.‘*}»r,ﬁy) H

r—y—2+42 my o~ ng — vy
XH
' ey eVE—z,—.. ==z )~y ) dy, (74
gdje je
Xy =2, toootx (375)
a za slutaj
H
r—y—2+42 3 (m_—n,_—v) <0 (876)
p==1
izrazom

)" e—y—2).

My —ig

H 5" 5 %50 1
—1) m, 12 m, —n, + g

LN Va

H

I( P ).- [r—'y—-1+2 Sy, 7..%”*%)]

s=1

.4, (e \/(t—x,“ — = a:k'y)‘z —X?) J' X=x, 377)

Pojednostavnjenja, koja smo raspravili, mogu se dakako
anallogno primijeniti na prvi izraz u vitiCastoj zagradi u (141).
U posljednjem izrazw u toj zagradi mozZe se operator. D:i’1
izravno primijeniti na Besselovu funkeiju '

A, (e \/(t——xk‘—-...——xk:“l):2—~xf‘),

$to s obzirom na (104) daje

D::' A, (C’ Vit Xy, e T hr—-l).‘_ xf‘ =
c2ns’ ; —
e A, (NEe = mm =), @™
2" n 1 * ' ! ’
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pa se naknadno moZe staviti x, =0, tako da se tu dobije re-
zultat i bez primjene stavka II. 7, koji bi dakako dao isto, jer je

Lim f (z) = L {dxm [(x—a)mf(x)]} . (379)

ako i limes na lijevoj strani postoji. U tom slutaju ga dakle
ne treba nadomjestiti limesom desne strane, kao 3to to &njmo
u smislu jednadzbe II (207). Prijetvorbu (378) smo uostalom veé
upotrebili u formuli (105) za kompoziciju dviju Besselovih funk-
c¢ija. Sto je izvrieno za jednadzbu (141), moZe se dakako ana-
logno ufiniti { za jednadzbu (140), osim prijetvorbe (378), koja
ne dolazi u obzir, jer doti¢nih ¢lanova nema. Kada su peki
parametri stavijeni jednako nuli, jasno je, da ¢e se brojevi a,,
b,, definirani prema (149), (150), tvoriti samo od onih parame-
tara, koji nisu stavljeni jednako muli, i da ée broj ¢lanova u
kanonskom obliku biti prema tome manji. Ako su napose svi
parametri stavljeni jednako nuli, bit ée samo jedan par brojeva
a,, b, naime a==b=0.

11. Kriterij za pojavljivanje integrala u kanonskom obliku
integralnih téorema

Prema (153) mogu se kompozicije, koje razmatramo, {zra-
ziti pomocu &etiri vrste transcendentnih funkcija:

A, (eVt—a) —b2), A {cV(E—e)—b2), (380), (381)

t—ay,

S Ay (e Jt—a ) —y?) dy, (382)

by
t—ay

§ 4 cVE=a =3 ay. (383)

by

Od tih su funkcija prve dvije vrste dobro poznate Besselove
funkcije, za koje postoje 1 tablice, dok su posljednje dvije vrste
manje poznate franscendentne funkcije, za koje smo u IV.8.
dokazali da se ne mogu linearno izraziti pomoéu prvih dviju,
a ni medusobno, Da su te nove funkcije (382), (383) transcen-
dentne, izlazi veé iz toga. $to prema (166), (167) za specijalnu
vrijednost parametra b, degeneriraju u trigonometrijske funk-
cije, za koje znamo da su transcendentne.
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Bit ¢e zanimljivo istraziti, pod kojim se uvjetima u kanon-
skom obliku uopée ne pojavijuju funkcije (382), (383), koje éemo
kratko zvati »integralima«, t. j. kada ¢e racionalne funkcije,
koje u (153) fungiraju kao koeficijenti tih integrala, biti iden-
titno jednake nuli s obzirom na varijablu t za bilo koje vrijed-
nosti parametara «,...,x,. Pri tom ¢emo uzeti u ratun-i
slucaj, da meki od tih parametara imaju fiksiranu vrijednost
nula, Kao odgovor na to pitanje postavljamo

STAVAK IV.11. Da u kanonskom obliku kom-
pozicija

K™ o™ (trxy,.,x)  (r2>2)

[PPEERY n,

koeficijentiintegralag budu identi¢no jedna-
ki nulis obzirom na varijablu t za bilo koje
vrijednosti onih od parametara x,,...,%, koji
nisu stavijeni jednako muili, nuZno je i do-
voljno, da se ispuni jedan od ovih uvjeta:

A)yZa sve k=1,...,7 vrijedi
m, < n,, (384)

anijedanodparametaranemorabitistavljen
jednakomnuli

B) Medu vrijednostima k=1,...,r ima jed-
na vrijednost k;, za koju je

my, —m, >0, (385)
azasveostale kk, vrijedi
’ m, —mn, <—(m, —mn, + 1). (386)

Nijedan od parametara ne mora biti stavljen
iednakonuli

C) Medu vrijednostima k=1,...,r ima lih
broj gq>1 vrijednosti ky ky, ..., ks, za koje je

m 22, (G=1,...,9, (387)

a pripadni parametri su stavljeni jednako
nuli:

Z, =0 (=1,....9. (388)
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Zasveostale vrijednosti kgss,...,k, ukoliko ih
ima (t. j. akonije g=r), vrijedi

my, =y S — [qH + ) (my, —my, ]

a=1
=q+1,...,7), (389)
apripadniparametri Ly gyoeeea Ty D€ morajubiti
stavljeni jednako nuli )
Uslutajur=2uvjetC)jeneispunjiv, jer se
trazi r=>q=>3, dok se uvjeti A) i B) daju sazeti u
my; +m,<<n;+mn,. (390)

S obzirom na komutativni zakon za komponiranje mozemo
uvijek posti¢i, da bude k; =1, t. j. da (385) glasi

my—mny 20, (391)
a (386) postane
m,—n, <—(my—n,+1) k=2,...,7. , (392)

Dalje mozemo posti¢i, da vrijednosti k,,...,k, budu prve u
nizu 1, 2, ..., r, tako da (387) glasi ) )
m,>2n, (k=1,...,q), ~(393)

a mjesto (388) vrijedi
Xy =Ly =...=xg = 0. (394)

Kona¢no je (389) nadomjeSten sa

m,—n, < — [q+1 + ) (m,—mn )]

a+1
(k=q+1,...,7). (395)

Timeé je postignuto pojednostavljenje u pisanju. Prije nego $to
pristupimo dokazu stavka, primjetujemo: ako je za neku kom-
poziciju dokazano, da koeficijenti integrala identitno i8¢ezavaju,
onda taj zakljutak ostaje na snazi, ako bilo koje od parametara
(koji nisu veé stavljeni jednako nuli) stavimo jednako nuli. Ako
naime u kanonskom obliku nema integrala (382), (383) i ako
neki od koeficijenata funkecija (380), (381) odnosno ¢lan R, u
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(153) postaju neizmjerni, kada doti¢ni parametri teZe prema
nuli, onda moramo izvrsiti graniéni prijelaz prema stavku II. 7.
Takav postupak involvira procese deriviranja, koji, izvrseni na
funkcije (380), (381), prema (142) i III(9) daju opet funkecije
tth vrsta, tako da u kanonskom obliku opet nema integrala
(382), (383). Dokazujemo li dakle, da je koj. od uvjeta A), B),
C) dovoljan, moZemo pretpostaviti, da su samo oni parametri
jednaki nuli, koji prema uvjetu to moraju biti, pa ¢e dokaz
vrijediti i za sludaj, ako su jo§ dalj; parametri stavijeni jednako
nuli. Ako dokazujemo, da su ti uvjeti nuzni, moéi ¢emo za
slutajeve, koji tim uvjetima nisu obuhvaceni, pretpostaviti, da
je 8to viSe parametara jednako nuli, i dokazati, da se u kanon-
skom obliku pojavljuju integrali. Taj ¢e dokaz vrijediti i onda,
ako ti parametri nisu stavljeni jednako nuli, jer bi inace inte-
grali morali nastati stavijanjem tlh parametara jednako nuli,
Sto smo vidjeli, da ne moZe biti. Kratko reéeno, stavljanjem
parametara jednako nuli mogu integrali iz kanonskoga oblika
nestati, ali integrali ne mogu nastati, ako h nije ve¢ bilo.
Dokazujemo najprije, da su uvieti stavka dovoljni. Pri
tome trebamo neke zakljudke, koji se daju izvesti iz stavka
II. 2. Zamislimo, da je u smislu IV. 7. odreden kanonski oblik
integrala -

fw—n"a,cve=y)ay. (396)
X

Pitamo se, pod kojim se uvjetima izvrSenjem operacija
Dy, (k==1,...,n) na taj integral mogu ukloniti integrali u
njegovu kanonskom obliku. : \

Razvijemo 1i potenciju (y — X)™ po binomnom stavku i
rastavimo integral (396) na toliko sumanda, koliko taj razvoj
ima ¢lanova, jasno je prema III (269) i III (333), da &lanovi s
Jihim potencijama od y ne prinose integrala za kanonski oblik,
pa dakako ni onda, ako na njth jo§ izvrSimo neke operacije
Dy,. Clanovi s takim potencijama od y daju prema III (341)
izraz, koji, ako se izostave &lanovi bez integrala, ima oblik

(— 1" {x ~ (’;‘) f (0 X"

“t

+ (ZL) fi(®) X"“A“—-...’ S A, (e \/?:.ﬁgl)dy <

X
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+(=1D" {X__ (Z‘) g ) X" "+

-+ (?)ma)x"’”;...} SA1 (e V=¥ dy, (397
X

gdje funkeije f (t) i g (t) znade sume, koje u III (341) fungiraju
kao koeficijenti integrala, a indeksi tih funkcija znate ekspo-
nent od x u integralu na lijevoj strani od III (341).

Primijene li se ma izraz (397) operacije Dy, , vidi se, da
diferencijacije po donjoj granici integrala daj.u dlanove bez
integrala., tako da se moZemoc ograni¢iti na pi ‘tanje, pod kojim
se uvjetima primjenom operaciji Dx,‘ moze ponistiti izraz oblika

X" — ()f(t " (T)h(t)x""‘*-—‘.. (398)

Jasno je, da se mora ponistiti koeficijenat svake potencije od t
u tom izrazu, a takav koeficijenat ima oblik polinoma

aX" +bX" + .., (399)

gdje neki od koeficijenata a, b, ... mogu biti jednaki nuli. Po-
tencija X* je prema (80) homogena funkcija s-toga stupnja
varijablad x,,...,x,, pa primjena nekih operacija Dy, na sumu
(399) snizava stupanj svakoga ¢lana, koji pri tome ne iS¢ezne,
za isti broj jedinica, tako da su Glanovi, koji nisu iS¢ezli, razli-
titog stupnja 1 posiije izvrSenja tih operacija, i njihova suma
ne moze biti jednaka nuli za bilo koje vrijednosti parametara
Ly, .., X . Moraju dakle svi ¢lanovi sume (399) iS€eznuti svaki
za sebe, da cijela suma i§¢ezne. Bududi da svaka potencija od
X, koja se pojavljuje u (398), mora biti sadrzana u nekom koefi-
cijentu (399) neke potencije od t (ukljulivo nulte potencije),
dakle ¢e (398) primjencm operacija Dy, iSCeznuti identi¢no s

obzirom na t za bilo koje vrijednosti parametara x,,...,
onda i samo onda, ako primjenom tih istth operacije i§feznu
sve potencije X™, X™2,..., koje se nalaze u (398).

Za lscezavame pod:emmg»ﬂ X™ vrijede kriteriji stavka II. 2.
Ako je za najviSu potenciju X™ ispunjen kriterij A) toga stav-
ka, 1. j. ako je m <<n (400), taj je uvjet pogotovu ispunjen i
za sve niZe potencije od X u (398). Ako jé za najvidu potenciju
X™ ispunjen kriterij B) refenoga stavka, 1. j. ako je m —n lih
broj, a m = n, onda je i za sve niZe potencije X™—% 1 (398)
m — 2k — n lih broj, pa te potencije, bez obzira na to, da li je
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E——;—-_t—:i——knastnom primjenom
svih operacija D, . Te su operacije za ponistenje majviSe po-
teneije X™ nuzne i dovoljne, a za poniStenje nizih potencija
otito pogotovu dovoljne. Prema tome mozZemo ustanoviti, da su
kriteriji za poniStenje integrala u kanonskom obliku od (396)
primjenom operacija D., isti kao kniteriji prema stavku II 2.,
koji su nuini i dovoljni za poniStenje potencije X™ . )

Prijedimo sada na pitanje, da 1i je uvjet A) stavka IV.11.
dovoljan. Promotrimo w tu svrhu prvi &lan viticaste zagrade
u (140) odnosno (141). Buduéi da je zbog (384)

za njih m—2k = n, i8&eznu

m,—n —q, <—1, ’ (401)
moZemo prema (139) pisati
My — Ny~ - D— my ot g, ) (402)

E™ B

.Buduéi da je r— 2 <<r (403), §to odgovara uvjetu m <n kri-
terija A) u stavku IL 2., a primijenjeno je r razlititih operacija
(402), dok prema redenom kriteriju treba primijeniti barem
m + 1, t. j. u naSem sludaju r—2 + 1 =1r—1 takvih opera-
cija, ne daje taj &en integrala za kanonski oblik.

) U drugom ¢lanu u viticastoj zagradi od (140) odnosno (141)
moZe se analogno zbog (384) staviti

m,(S —n, — v, < —1 (404}
! %
i prema (139)
mg  —ng —v —m, +n, Fu .
s, v T =p o8 (403)
5 )

Ovdje je broj varijabla x,,..., Ts, _, jednak r—y, pa je
r—y—2<r-—y (406) analogon relacije m <mn. IzvrSeno je
7— y operacija (405), Sto je viSenegom + 1=r—y—2+ 1=
=27—y—1. 1 ovaj tlan dakle me daje integrala za kanonski
oblik, a treéi &lan w vitidastoj zagradi (141) uopée ne sadrzava
integrala. Time je dokazano, da je uvjet A) stavka IV.11. do-
voljan pod pretpostavkom, da nijedan od parametara xq,..., 2
nije stavljen jednako nuli, $to se pretpostavija u (140), (141).
Pogotovu je taj uvjet dovoljan i onda, ako se meki ili svi ti
parametri stave jednako nudi, kako smo veé prije raspravili.
Pretpostavimo dalje, da vrijedi uvjet B) stavka IV. 11, 1. j. da
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vrijede (301) i (392). Za ¢lanove drugog dzraza u viticastoj za-
gradi od (140) odnosno (141), za koje je m, sadrZan u brojevima
My s, My t. j. kada je 1 sadrZan medu k..., ky, vrijedi
isto razmatranje kao gore, t. j. ti ¢lanovi me daju integrala.
Ako - je maprotiv u drugom izrazu viti¢aste zagrade 1 sadr-
Zan, medu brojevima s,...,S—y, t. j. m, medu brojevima
My, , v+ -5 Ms,_, , MOramo izvrsiti novo razmatranje, koje ée biti
primjenljivo i na prvi izraz u viticastoj zagradi.

Zamislimo, da je u drugom izrazu u viti¢asto] zagradi na
integral najprije primijenjena samo operacija Sy ™ "™, gdje
smo pretpostavili, da je s;==1." Smijemo dalje pretpostaviti,
da je

m,—n, —uv, =0, - (407)

jer inade operator Sy’ ~ ™ T " u smislu (139) znaéi deriviranje, *
i stoga taj slutaj potpada pod argumentaciju, koju smo dali za
slutaj uvijeta A) stavka IV.11. Uvodimo kratice

Xy=1x, + ~--+-7%/: (408)
X25x81+x32+...+ xsrw=x1+5¢,g+,..+ x, - (409)

Prema definicijama, koje su dane prije formule (131), vrijedi
onda
X, +Xp=X=a, + ...}z, (410)
Supstitucijom
2=y —X; +x, : (411)
mozemo integral drugog izraza u vitidastoj zagradi od (140)
odnosno (141) dovesti u ne$to drugi oblik:
t—X,
5 Y—X)" 777 Ay (e VE—=X)P—y?) dy =
X,

Ny

=D | @ AV E— X =+ X,z ))dz. (412)

t—X+x,;
Stavimo sada u II (168)
n=r, Qq=—=r—y—2, k=1, (413), (414), (415) °

Pt 2, Ty ., x,) =

= (=D —y—2)1 A, (VE—X ) —(z + Xa—x))%), (416)
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oznadivii varijablu y sa z. Prema II (170) 4 II (175), gdje osim
(413) do (416) joS stavljamo
m=m; —n; —V,, (417)
dobivamo onda s obzirom na (412)
t—X, *
g § W—X)"? A, (e E— X —g?) dy =

- Sy —2)! j [( S dz)r_v_z(xfféz)m""‘_”‘].

—n,— !2”“ ny~vy
(my —n; —v)) R,

X3

A, (e VE—X) — (2 + X, —x,)°) dz, (418)

Sto u sluca]u y=1r—2 (419) [to ]e najvec¢a mogudéa Vn]ednost
od y u dotitnom izrazu od (140) i (141)] daje

t—A,

sum 4, (e VE— X —y?) dy =
%

. 1 X3 .
P : P (x%__zz)m,—nl-v, .
(my—mn; —uv;)! 2 t_)é.“‘
A eV (E—X ) — (2 X, —x,)°) da, (420)

dok u slutaju da je y <r—2 (421) mozZemo prije¢i na oblik
II (176), t. j.

t—X,

Smr"r"!z 5 (y XZ)’ ’V"zAO <C \/(t""Xl)a"‘yz) dy =

(——'1)""'1(7‘——7~—2) ¢ -y 2N e
- L — ) -3 xz_ uZ mens-vidy | .
{(my—n =)t 2mmme t—X5+x, S (&= w)m? )

A (e E— X — (2 + X, —a,)) dz. (422)
Ako na desnoj strani od (420) i (422) opet uvedemo y prema

411), te formule glase:
:—x,

! =X ]
= my-ng-vy [x2 - (y - XQ + Xy )-—’]mr’lrﬂx M
(m)*nl—vl)gz ;5 t ;
A (e VE=X)=92) dy, (423)
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t—X,

e S (y— X7 2 Ay (e VE—X )P —y2) dy =
Y,

(— 1T r—y—2)
(my —ny— o)1 27

—X; [y-Xo+x
(W—Xo + ) — w73 (@2 —udm-mndy |
X, Xy

A, (e ViE—X)P—y?) dy. (424)
Stavimo sada

xg—-xl=f(9=x%+l..+x (425)

xr‘,},'
Pretpostavi 1i se najprije (419), onda je 552 =ux, (426), pa se
integral u (423) moze pisati u obliku
t-—-X‘ —— S
 [e—@—=x 2] " A, (e VE— X, — ) dy. (427)

X+ xs,

Prema (140) odnosno (141) treba na taj integral joS primijeniti
operaciju
m —, — g, + g, + vy

s, ™ sy
S % 2 =D

s,

(428)

¢ »
x
3

gdje je s obzirom na (392) sigurno
— My F N+ V2 2Mmy—ny + 1> m —ng—v;. (429)
Razvije li se potencija u integralu (427) po binomnom stav-
ku, dobiju se integrali oblika (396) (gdje je sada X =ux,,). Kako

smo vidjeli, mogu se na te integrale primijeniti kriteriji stavka
I1. 2. Najvisi ¢e eksponent biti

m==2(m; — n; — vy), (430)
a i svi su ostali eksponenti taki., Broj varijabla je jedn:;k jedan,
dakle n==1 (431). U sludaju m =0 (432) dat ée diferencijacija
(428) izraz, koji ne sadrzava integrald. Ako je m;—n,—v, >0
(433), moZe prema (430) i (431) biti m>n, a m—mn je lih
broj, dakle treba prema stavku II. 2. B) izvrSiti jedinu operaciju
D ,ito

m—n+3 _ 2(my—n—v)—1+43
2 B 2

= my-—mny—uv;+1
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puta. Prema (428) ona je izvrSena —m,, + n,, + v, puta, &to
je zbog (429) barem toliko kao m; —n, —wv, + 1. U kanon-
skom obliku dakle mema integrala.

Za, slutaj (421) sluzimo se oblikom (424).- S oznakom (425)
integral na desnoj strani od (424) dobiva oblik

t—X, ry—X, B
S [ 5 (y — Xp—w)72 (xf — wym-m du] .

X

o +X,
Ay (e ViE—X02—y?) dy. ©(434)

Nutarnji integral moze se razviti po potencijama od y — X,
pomoéu formule II (182), ¢ime se dobivaju sami integrali obli-
ka (396):

y-X,
S (y .._.XQ —_ u)r<7*3 (xf — u?)m,—n;—u, du =

X,

r"V:3 (— 1) (my — ny — 51)! (T”:_3) T (":7“2—2:3)

s==() 2r (:;‘:—;S + m, -—nl—-vl)

. xg(m,—n,——u,)i-r-—-’y—-z-—s (y _'}22)3 +

Fra— (— 1)3 (ml‘nr*m)
s —n-n) - S AL s
iy LB gy (435)

—y—2+2s\
= a7

U prvoj je sumi najvisi eksponent s =r —y — 3, koji odgovara
eksponentu m u (396) i u stavku II 2. Da se poniSte integrali
u kanonskom obliku, treba prema stavku II. 2.A) primijeniti
m -+ 1 razli¢itih operacija D”‘a , svaku barem jedamput. Prema

(140) odnosno: (141) ima tih operacija r — y — 1, dakle za jednu
viSe nego $to je potrebno, a svaka je izvrSena barem jedamput,
jer je zbog (386) i (385)

— My + Ny F Vs >1. (436)

Clanovi prve sume od (435) dakle ne prinose integrala za ka-
nonski oblik,
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U drugoj je sumi najmanji eksponent od y — X, jednak
r—y—2. Tu je m <m, a primijenjeno je, kako smo spome-
nuli, r—y—1, dakle m - 1 razli¢itih operacija stﬁ , Sto je
prema stavku II. 2. A) dosta da se uklone integrali u kanon-
skom obliku. Za ostale potencije je m>n, a

m—n=1r-—y—2+28—(r—y—1)=25—1
lih broj, pa prema stavku II. 2. B) treba primijeniti sve operacije
m—n+3

D, (6=2,..., r—y), i to svaku —y puta, To je u nasem
5 .
slucaju
_"_z_—zn_HL - t:_?':éi&%@_:t:llij —sa1

puta. No buduéi da je s < m, —n, — vy, to je zbog (386)

s+1 gm,’nlwvl—%‘ 1 S“_'(m“a = Mg ) <A (mxﬁ'“‘ nsa“h‘v5)a (437)

8
tako da je i taj zahtjev zadovoljen, a ni ovi ¢lanovi ne prinose
integrald za kanonski oblik. Razmatranje je ofito primjenljivo
i na prvi ¢lan u vititastoj zagradi u (140), (141), ako stavimo
y = 0. Time je dokazano, da je uvijet B) stavka IV. 11. dovoljan.
To pogotovu vrijedi, ako su koji od parametara stavljeni jed-
nako nuli.

Prelazimo na pitanje, da 1i je uvjet C) stavka IV. 11. dovo-
ljan. Neka dakle vrijede (393), (394), (395). Ako su koji od bro-
jeva 1,..., q sadrzani medu brojevima ki, ..., ky, zbog (393)
za njih ¢e vrijediti (348), tako da desna strana od (347) iStezne,
kako je tamo spomenuto, kada se dotitni parametri prema
(394) stave jednako nuli, odnosno tih ¢lanova u smisiu (140)
uopée nema, ako je dotiéni donji indeks jednak nuli. (Razumije
se, da u (140) ne bi moralo ba§ r—p posljednjih donjih indeksa
biti jednako nuli, kako smo radi jednostavnijega pisanja pret-
postavili) U tom slucaju dakle dotiéni ¢lanovi u (140) odnosno
(141) otpadaju. Zamislimo prema'tome, da su svi brojevi

1,...,q sadrzani medu brojevima sy, ...,S—~, na pr. kao
sy=1, 5,=2,..., 8 = q, gdje je ¢ £ r—y, jer inate moraju
neki od brojeva 1,..., g biti sadrzani medu k,, ..., k.. Na ovaj

slugaj moZe se primijeniti formula (374), gdje samo treba mjesto
H pisati q. Zbog y < r—2 i uvjeta (393) ne moZe vrijediti
(376), tako da (377) ne dolazi u obzir. (Taj izraz i onako ne bi
pridonio integrald za kanonski oblik.)
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Ako je najprije g=1r—y, to je X,, koji odgovara X, u
(374), jednak nuli, a operatori u izrazu (372) svi su integralni
operatori, koje prema (140), (141) treba primijeniti. Buduéi da
je g lih broj, bit ¢e i eksponent varijable y u (374) lih, pa taj
izraz u smislu III (318) ne daje integrala za kanonski oblik, na

% prema (140), (141) nista

ne mijenja. Neka je dakle g << P 7. U tom slugaju na (374),
u kojem piSe H mjesto q, treba jo§ primijeniti operatore

¢emu nj primjena operatora D, i
€

mg —ng —v

Sdrd

Xsﬁ

’ d=qg-+1,..,r—9).

U smislu stavka II 2, i izraza (396) vrijedi u ovom sluéaju za
broj varijabla n=1r—y-—gq (438), a za eksponent pod inte-
gralom

q
m=r—y—2+2 Y (m,—n,—v,). (439)
p=1
Ako je m <m, to prema stavku II. 2. A) treba da bude izvr§eno
barem m - 1 razlititth operacija D,, 0 =q + 1,..., r—9),-
s :
svaka barem jedamput. Buduéi da je broj razli¢itih izvrSenih
operacija jednak broju varijabla n, koji je pretpostavljen kao
veti od m, a svaka je operacija D., s obzirom na (139) izvrSena
5

barem jedamput, jer je zbog (393), (395) i ¢ = 3

q
L I [T+ Z(mw“nu)]i—T —1
¢=1
@=q+1,...,r—), (440)

taj je uvjet zadovoljen. Ako je m = n, prema (438), (439) m—n
je lih broj, jer je g lih, pa se moZe primijeniti stavak II. 2. B).
Broj m je po (439) maksimalan, ako su svi v, =0, 1. j.
f‘
Moy = T—9Y—2+2 2 (m, —n). (441)

¢=1
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Treba dakle svaku operaciju izvrsiti barem

Moy ~N 3 gl N
I — = - + ‘YE (m‘w———n‘;) (442)

puta, a to je s obzirom na (440) i (139) zaista utinjeno. Prema
tome u drugom ¢&lanu vitiGaste zagrade u (140), (141) nema
integrala u kanonskom obliku, a isto razmatranje vrijedi i za
prvi &lan, ako stavimo y == 0. Ovo vrijedi pogotovu onda, ako
su koji od parametara x4+1, ..., x, stavljeni jednako nuli. Time
je dokazano, da je i uvjet C) stavka IV.11. dovoljan.

Prije nego Sto dokazemo, da su uvjeti stavka IV. 11. nuZni,
provest ¢emo neka pomoéna razmatranja. Recimo, da Zelimo
sve parametre od (140), (141) staviti jednako nuli. Ako za jedan
od ke (¢=1,...,y) vrijedi :

my, > 2, (443)

onda ¢e s obzirom na (348) svi ¢lanovi dotitne sume po we
otpasti, t. j. ¢lanovi za doti¢nu kombinaciju (k4, ..., ky) otpa~
daju. Mozemo dakle pretpostaviti

mkl<2nk€ e=1,...,7. (444)
Indeks fs«wrna‘»cije w, Ce onda trebati primiti samo cijeie vri-
jednosti
ans —m — 1

OSUJeg

S (445)

jer za ostale vrijednosti na temelju (348) dotiéni ¢lanovi
otpadaju. Prema (355) dobivamo stoga za dotitnu kombinaciju
(ky, ..., ky), a uz odabrane v,, kao dio drugoga izraza viti¢aste
zagrade u (140), (141):

[2"", =y, ——1]
e

1 ~
= 2

wy=0
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my, ¥ 1 2w, R —2wg —1

D f[ (=)~ e 2 (n, —we—1)!
wy =10 e=1 we! (2nk€ — 2w — m, — 1!
¥
a x @ny — 2w, —mg, y—¥+h
) (aT)E:l Y(t,0,...,0)[,  (446)

gdje smo radi kracega pisanja stavili

Lt
h= 2 (m, —2,), (447)
) o=1 S .
a v (t,0,...,0) znadi

gdje je w izraz u uglastoj zagradi u (140), (141), od kojega je
odbacen produkt parametara X - Ponovljenom primjenom for-
mula (423), (424), (435) moZe se  (t,0,...,0) izraziti linearno
pomocu integrala oblika ’

t ’ . :A" .
P= [y, (cVf—y’)dy (448)
X,

Xo=x +...+x, .. ) (449)
Pri tome moZemo ,pr‘et{powsrtavﬁi, da je M tak broj, jer u sluéaju
lihoga M integrali (448) prema III (254), III (318) ne prinose
integrald za kanonski oblik. Nadomjestit ¢emodakle (¢, 0, . . ., 0)
ujzrazu (446) integralom (448).
Prvisluéaj. Neka je
. M =4n, (450)
¥ o B}
Y Cn,—2w, —m, ) —y+h=2r=N—2 Y w, (451

=1 e==1
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Sa

v
N= Y @n, —m, ) —7 +h. (452)
=1

Uvrstimo i to u III (408), dobivamo

v M N 4
N—2 X we Tt ER 21“75
P =1 (—1 e= M sz
o) e e
SN2 Y
2 ¢ =1 %)'
W
+ const. t 2 1.’, + . (453)

Ako se to uvrsti u (556), vidi se, da ée se moéi faktori ¢~ “* kra-
titi i da pridolazi faktor (— 1)” ¢, &me je omoguéena provedba
sumacija po w;, . . . , Wy, Koje su naznaene u (446), i to pomodtu
formule II (52). Stavimo 1i u II (52)

n= ans——- m, — 1, (454)
m=mn_—m —1, (455)
dobivamo
{211)‘5 — —1}
— . oy —mp —1— 3w,
(e e (m,, — w0, —1)!

2
p) =
w0 w,! @n, —m, —1 2w,)!
ey = M, —1 2""6 - kas —1 ’
—1 2 I, —m, —5)-m,!
(—1 m, M, — o)y !

— - | (456
Vo Gn, —m, — D! (456)

gdje uvjet. m < ZL-:;—} sada znaéi

om, —m, —1
nke—mks-—-l < _M_f,T“___d

Sto je ispravno, jer m, nije negativan.

?
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Pigimo (456) u obliku

. {ane—mke -—1]
Ty T m +wg+1 ny — 2w, ﬁl
§ (=)™ T T g, —w,— 1)1
we;o w,! (2n, — 2w, —m, —1)!
we g, —my, —1 1
(—1D "2 kS P(n"e_mke_-i) ) m"e!
= 457)
Yz 2n, —m, — D!
i uvrstimo (453) i (457) u (446). Ako oznatimo
npo g —.1
vo(—1 e I’(n,‘e-—mks—%) - m, ! ,
=1 ., 458
: ot Vn (ane —m, — !

dobivamo mjesto (446), u kojem smo y nadomjestili integralom
(448), izraz

M

MoN
¢ Py s (=n* M I[+c0nst.t%P1+...
2t (Ere—y—am (459)
Drugi slud¢aj. Neka je
M=4n + 2, (460)
v ¥ ) .
N—2 Y w,= X (2n, —2w,—m, )—y+h=2r+1. (461)
e==1 e=1

Sluzeéi se ovaj put formulom III (411) dolazimo sasvim analog-
nim na¢inom do izraza '

N2 N1
M "2 2 M
5 —1 M1 : n
t? Py 5 EM__: " — [ + const.t 2 Py + ...
2% ¢’ (‘5)! r—y—2)! A (462)



(463)

Treé¢i slwéaj. Neka je
M =4n,
. (464)

2w,—m, )—y+h=2r+1

k vy
N
e = }.1 (znke — 3 .

N—2 Y w=
ex=1 g=1
Sluzimo se formulom III (409) | ratunamo ova3 put koeficijent

od P,, pa dolazimo do oblika
M N—1
M Tt -
tZHP] ( ,',l) ik l]-}—const.t2 'Pot ..
~+1 - =N/M . )
2? 2 ( )1 (r—y—2)! (465)
Cetvrti sluéaj. Neka je
M=4n + 2, (466)
v v ‘
N—2 Y w= Y (2n, —2w,—m,)—y+h=2r. (467)
E g &
£==1 e=1
Sluzimo se‘ formulom III (410) i dolazimo do oblika
1 M
M H+const.t2‘1P0+...
(468)

(=1

Y1
¢ P M M
—+1 - =N M
(?>!(T~7~'2)'

2

Prvi 1 drugi slu¢aj mogu se sazeti u jedan oblik. U oba slutaja
(469)

P2 4 N tak broj t. j.
' Mo

; 5 tN=0
a ta zajednitka pretpostavka moZe biti ostvarena samo prema
(450), (451) prvoga slucaja ili prema (460), (461) drugoga slucaja

(mod. 2),

(470)

Vrijede 1i (450), (451), odito je

M N
— + > (mod. 2),

Il

M N
Y
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a vrijede li (460), (461), to je

M—2 N—1 M N
3 + T = + 5 (mod. 2), (471)

tako da se (459) i (462) mogu predoditi u zajednitkom obliku

My
2 —1 ' M M
t? Py —5 1,5 1) M H 4+ const. t 2 Py + ...
LT
22 ¢? (1‘2/[)' (r—y—2)! . (472)

M
(Ne tvrdi se, da je konstanta pred t 2 Py u (459) i (462) ista. Ta
konstanta nas dalje ne zanima.)
Treéi i ¢etvrti slu¢aj imaju zajednitku pretpostavku, da je
M N

5 N lih broj, t. j.

%’« + N==1 (mod. 2), ‘ (473)

a ta pretpostavka mozZe bitj ostvarena samo prema (463), (464)
treega slucaja ili prema (466), (467) otetvrtoga slucaja. Ako
vrijede (463), (464), dobivamo

1 M N+1

M N— .
i T = — - T . 4
r 3 +1 rala ) (mod. 2), (474)

a ako vrijede (466), (467), izlazi

M _N—1 M N+1
s T T & rela ) (mod. 2), (475)

tako da se (465), (468) mogu predoditi u zajedni¢kom obliku

M NH
1:%+1 Py WM-—(:_ y—*ﬁ——*i-M! - H + const. t'};_1 Py + ...
27”«:7—”](3})! (r—y—2)! (476)
Za kasnije svrhe treba jo§ pretresti predznak produkta (458).
Neka je za izvjesne vrijednosti od ¢ na pr. za e=1,...,9,
n, —m,—1>0 (¢=1,...,9), - (477)
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dok je za sve ostale vrijednost; od &
m,—m, —1<0 E=0+1,..9. (478)

Razdvajamo onda produkt (458):

Im-=1ILIL. (479)

n, iy —my —1
5 o(—1) e I’(nk;-—-mkg——%). m, !
=1 — . (480)
—1 - V= @2n, —m, —1)!
n '—-mks -1

vo(—1) 2 T(n,‘s—m,‘e——%)-mk!

H2 = [ : . (481)

vl Va @n, —m, —D!

S obzirom na (477) i 1I (84) moZe se pisati

"kE
(—1 " @n, —2m, —2)!m, !

[}
IL=11 —— , (482)

- T ™ Mg
e=1 9 (2nk£ —m, — 1H! (nkE —my, — 1)

a 5 obzirom na (478) i II(85)"

my +1 Mty — Ry, +1

v (—1) 2 S (my, =y + D my !
1. = ~ .(483)
Y @2m, —2m, + 2)! 2n, —m, —1)!
Prema tome je
bl
- N,
sen II, = (=™, (484)
’)/—5‘*: é '"’"s
sgn [I, = (—1) ekt {485)

1z Sega izlazi predznak éitavoga produkta,
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Prelazimo sada ma dokaz, da su uvjeti stavka IV. 11, nuzni,
t. j. da u svim sluajevima, koji tim uvjet'ma nisu obuhvaéeni,
kanonski oblik sadrzava barem jedan integral.
a) Pretpostavimo, da vrijede uvjeti C) stavka IV. 11., samo
s tom razlikom, da nisu svi parametri x,, ...,r, stavljeni jed-
nako nuli, kako b’ prema (394) trebalo biti, ve¢ da je-jedan od
tih parametara, na pr. x,, po volji, dok su svi drugi parametri
ukljuéivo xg+1,...,xr stavlijeni jednako nuli. Neka dakle vri-
jedi, da je q=>1 lih, neka vrijedi (393) i (395), a (394) neka
Je nadomjeSten sa
Xo=X3 = ...=xr = 0. 486)

Buduéi da je x; jedni parametar, koj: nije stavijen jednako
nuli, s obzirom na (149), (150), (151) kao gornje granice integrala
(382), (383) u kanonskom obliku dolazi u obzir samo t i t—zx;.
Provest ¢emo dokaz, da u kanonskom obiiku ima sigurno inte-
gral s gornjom granicom t, t. j. sa ¢ =0, b = x,. Takav se inte-
gral ofito moze pojaviti samo u ¢lanovima od (140), (141), gdje
je x; sadrZan medu x, ,..., %, _,. No i x,, ..., x, moraju tu
biti sadrzani, jer inate dotitni ¢lan zbog (393) i (348) otpada,
kada se dotiéni parametar uzme jednak nuli, odnosno uopée
nema toga ¢lana, ako je dotitni donji indeks jednak nuli, kako
se razabira ‘z (140). Neka je dakle, recimo,

ey = Xy, Loy = Xgyonny Aoy = Lq- (487)

Pretpostavimo najprije, da je r—y > q (488), t. j. da medu

Ty, B=1,...,7—y) osim xy,:.., 2, ima jo§ jedan ili vise pa-
ramg'ca:ra Lsggyreers Lap oy o Oznatimo prema tome
y—y—qg=y =1 ’ (489)

Primijenimo na integral u drugom ¢lanu viticaste zagrade u
(140), (141) najprije operacije

(6=2,...,9

i stavimo dotitne parametre jednako nuli. Buduéi da je g = 3,
r—y>q, 0 205§m36, a vrijedi (393), to se lako vidi, da
je uviet (373), u kojemu sada ¢ prima vrijednosti od 2 do g,
sigurno ispunjen, tako da dobivamo izraz (374), gdje ¢ i 6 pri-
maju vrijednosti od 2 do q, 2 X,, je nadomjeSten sa
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Xog=(Xod= .. =q-0=To o+ T, (490

9

t. j. dobivamo integral oblika

- q
t“‘_‘ o =y =242 X (mp—n.—ry) .
i =% = A VG—X =5 dy.
Yo (491)
Ako se na ovaj integral primijeni operacija Sy~ ™", dobiva-

ju se u analogiji s formulom (424) odnosno (434) i (435) sami
integrali oblika

t—X,
(v —Xo.)" Ag NE—XD"—1f) dy. (492
x5+ X’z‘ q
Treba pri tome svagdje eksponenat r—y—2 nadomjestiti

eksponentom u (491), tako da je najveéa vrijednost indeksa
sumacije s u prvoj sumi (435)

q
r—y—3+2 Y (me—n—0),
‘ ¢=2
a u drugoj sumi eksponenat od y »-322,(, glasi
. ,

r—y—2-+2 }_‘ (Mme — ne — vy) + 25.

¢=2

Ocito je eksponenat R najvisi u drugoj sumi za v, == v, =...==
= v,;, $=m, —n,, dakle

g
Rmax = r—y-—2 -+ 2 2 (m,pwm) +2(m1~——n1)==

=2
q
=r—y—2+2 ) (m—n). (493)
p=1

Primijenimo sada na integrale oblitka (492) operatore

P @=qt 1.t

5 .



i stavimo doti¢ne parametre jednako nuli. S obzirom na (395},
a u smislu (139) stavimo

msa —n,(s —vs - msl’ -+ n_v(; + vy

S, = D, (494)
8 e

i nadomjestimo ih prema razlaganjima na podetku totke 10. sa

8§

—~my, +n, +v
5%

(—may + ey )L T TN R
(—2m + 2n, + 20,)! ( 0255 (495)
Formula (369) nije neposredno primjenljiva, jer donja granica
integrala (492) nije X34, veé x, + X ,, tako da diferencijacije
po donjoj granici integrala daju ¢lanove, koji ne otpadaju, kao
Sto je to u sluaju formule (369). Ipak ti ¢lanovi ne sadrzavaju
viSe infegrala, i jasno je, da ¢e i sada uvjet analogan sa (370)
biti dovoljan, da se dobije izraz bez integrala. Taj bi uvjet
glasio

r—=y
2 Y (— . 49
R<2 ¥ ( m, +m, + o) (496)
S=q+1
Prema (493) je
q
RL Rux =T—7p—2+2 % (m:—ny). (497)
. =1
" Dalje je
° r— ey .
Y (—m +n )< N (—m, +n_ v (498
) [ il 3
d=q+1 O.=q+1

S obzirom na (395) 1 (489) vrijedi

—y q .
Y (=m, ) >y [-q—;r——l* + Y (m, - np)] . (499)

J=q+1 L4 v=1
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dakle

q r—y . q
2 2 (m, —n,) +2 2 (m,5 -——n_..é)é*—x(q—f—l)mz(x——l) 2 (m,—n,) <
o=l d=q+1 p=1 *
S—r@+)=—C—yr—q@+1). (500)
Razmotrimo 1i parabolu
y=—@—y—2) (@+1) (501)
i stavimo y =1 —y — 2 (502), izlazi
_r—r=1 v 2 }
Xy = 5 [1 +V1 +r__y_1 , (503)
_r=r=l _vm 72_]
T = [1 L+ = | (504)
Budué¢i da je g lih broj veéi od jedan, i s obzirom na (445),
izlazi -
3sqsr—y—1, (505)

dakle svakako r —y — 1> 0 (506). Jasno je, da za 2, > x> x,
(507) vrijedi y <<r-—y—2 (508). S obzirom na (506) vrijedi
prema (503), (504) x; > r—y—1 (509), x, >0 (510), dakle se
moZe na temelju (507) i (505) pisati

T, r—y—12 g2 3> 0>, (511)
pa je stoga prema (501) i (508) za na$ q
—r—r—@ @+ ) <r—y—2 (512)
Prema (497), (500), (512) i (498) vrijedi dakle

S —
R’—‘:Rmax:T—}'-—“2+22 (m‘y~—n¢)<2 2 (—-—msa—%nsﬁ)g
g=1 d=qg+1
—Y B
— 513
<2 Y m, +mn, + vy, (513)
b=q+1 S
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a to je traZeni uvjet (496). Sludaj r—7y > q dakle ne daje
integrala za kanonski oblik. Razmatranje dakako vrijedi i za
prvi €an viticaste zagrade u (140), (141), ako se stavi y=0.

" Pretpostavimo dakle sada ,
r—y=q=3. (514)

(r—y << g ne dolazi u ratum, jer bi onda neki od parametara
Ty, - - Xq bili medu x, ,...,xkv, a taj slutaj smo veé prije
odbacili.) (514) odreduje jednoznatno y, a odreduje i kombina-
ciju (s, . . - Sr-v), jer unjoj moraju biti sadrZani brojevi 1. .. ., q,
t. j. ta kombinacija je identi¢na s kombinacijom (1, ..., ). Jasno
je, da je prema (480) sada 5fi>,q =0 (515). Integrali (492), koji
potjedu od ¢lanova druge sume (435), u kojoj je, kako smo spo-
menuli, r—y—2 nadomjesten sa

a
7'-‘“)/_2 +2 2 (mu~n¢—v¢)’

e=2

imaju svi lihe eksponente R, jer je zbog (514) sa q i r—y lih.
Ti integrali prema III (254), III (318) ne prinose integrald za
karionski oblik. Medu ¢lanovima prve sume (435) ima naprotiv -
i potencija s takim eksponentima. Najveéa je vrijednost ekspo-
nenta s uz odabrane v, , kako smc spomenuli,

4

r—y—3+2 2 (m, —‘n¢—vw),

¢=2
a ta je taka, jer je r—y lih i prima svoju najvectu vrijednost
za v, =...=v, =0, t. j. imamo za taki R
‘,’ d
Rtk max = M = T"”"}'“’S + 2 z ('mw '—TL&’,) = (I"'g + 2 2‘ (my -——n{t). (516)
¢=2 =2

Na doti¢ni integral treba u smislu (353) jo$ primijeniti stanovite
diferencijacije po t, tako da se radi o izrazu poput (446). Prema
M
(472) odnosno {(476) dobivamo dakle za kanonski oblik ili ¢ * P,
M
=t .
it P, s koeficijentom, koji je otito od nule razli¢it (jer je
i faktor, koji potjete iz (435) od nule razli¢it), uz eventualno
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jo§ druge Glanove s niZim potencijama od t, Integfali (492) s

manjim tikim eksponentom R, dakle sa R < M —2 (517), daju

prema (472) 1 (476) tlanove s najviSom potencijom od t oblika
M. g) M M

t? P, odnosno t

+1
. Clanovi t 2P, ili t2 Py,

koje nam je dao integral s eksponentom M, sigurno su dakle
jedini te vrste, pa budu¢i da im se koeficijenat razlikuje od
nule, kako smo spomenuli, dokaz je time izvrSen, da u kanon-
skom obliku ima barem jedan integral. To vrijedi pogotovu
onda, ake koji od parametara x,, ..., x, nije stavljen jednako
nuli,
b) Pretpostavimo, da je
m,>mn, (k=1,..9, (518)

gdje je g lih broj, za koji ovaj put dopustamo i vrijednost
g=1. (Za neke ili sve vrijednosti 1,..., q moZe dapace vri-
jediti m, = 2n,.) Neka dalje postoii baxem jedna vm]ednso%
k=k >q, za koju je

.
T _
—n, > — L2 LY (my—n) |, (519)

™, 1 2

a

=1
a najvige jedna vrijednost k =k, > g, za koju je
m, > 2m, . (520)

[Medu vrij.e«dm»oxsctjma k= q + 1 LT m@ie biti takvih za kojve
vm;e»dl dapwace (520), 'cada je to:m vruednoscu vet zadovolgen
uviet (519).] Konatno neka budu svi parametri stavl]em jed-
nako nuli.

Dokazat ¢emo, da u kanonskom obliku ima integrala. Uzmi-
mo opet u razmatranje drugi izraz vitidaste zagrade u (140),
(141). Jasno je najprije, da medu s,, ..., S,—, moraju biti sa-
drzani svi oni indeksi k, za koje je m, = 2n,, jer bi inate do-
titni Elanovi za x,= 0 u smislu (347) otpali, ako je m, >0, jer
za njih vrijedi (348), a uopée ih nema, ako je n,=0, kako se
vidi iz (140). Uzet ¢emo povrh toga medu s,, ..., S,—, Jjo¥1i sve
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one indeksg k, za koje je m, >n,, ali m, <<2n,. Bududi da su
svi parametri stavijeni jednako nuli, primjena ¢e operatord

my —n, —v

S,‘“'s 5 prema (360) dati integral oblika
5
r~y ¢
¢ rey—2+2 ) (msy —ng, —2y )
S y ~ 4, (cVE—y?) dy, (521)
0

na koji u smislu (446) treba jo§ primijeniti ‘stanovite diferenci-
jacije po t. Ako je r—y tak broj, bit ée eksponenat u tom inte-
gralu tik, 1 buduéi da smo za s,, ..., Sr—y odabrali sve one vri-
jednosti, za koje je m¢, Zns, , za v, =...=v,—y =0 0OVO je
i najveéi tki eksponenat, koji se moZe pojaviti. U smislu (472),
(476) kanonski ée oblik dakle sadrZavati

M M

Mo
t? P, ili t2 Py

sa

-y

M=r—y—2+2 Y (m,—m,). (522)
. =

Ako je naprotiv r — y lih broj, eksponent ée biti lih, i &lanovi
(521) dakle prema III (254), III (318) ne prinose integrala za
kanonski oblik. U tom slu¢aju moramo potraziti éanove s naj-
veéim tdkim eksponentom pod znakom integracije. Zato mo-
ramo broj r— y ili povecati ili smanjiti. Treba dakle iz indeksa
ky, . .., ky preseliti jo§ neke indekse medu sy,..., 8-y ili iz ovih ne-
ke indekse preseliti medu k,, ..., ky . Preseljenjem nekoga in-
deksa ke U 8y, ..., 8r—y, za koji je me < L povecava se T — ¥
za 1, tako da se eksponent smanjuje za 2 (nke —m, )—121,
dok se preseljenjem nekoga indeksa s; , za koji je My, > LW
medu k,, ..., ky eksponent smanjuje za 2 (m., — ns, ) +1=1
Buduéi da Zelimo smanjiti eksponent za $to manje,; svakako
¢emo izvrsiti samo jedno preseljenje, ¢ime ée se nas lihi ekspo-
nent smanjiti za Iih broj, tako da ¢ée postati tdk. Pri tom su
dakako svi v, stavljeni jednako nuli, jer kona¢ni tiki eksponent
treba da bude Sto veéi.
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Ako se prebacuje jedan indeks iz Ky, ..., Ky U Sy, ... Sr—v,
zvat éemo to preseljenjem prve vrste, Pri tome se y promijenio
u y,, tako da je y;=y—1 (523). Prebacuje 1 se indeks iz
$1y.:098 —y U Ky, ..., ky, neka se to zove preseljenje druge
vrste, a ¥ se pri tome mijenja u y,, tako da je y,=y + 1 (524).
Trebg sada dokazati: \

1) da uvijek postoji barem jedna moguénost preseljenja,
koja vodi do integrala, ¢iji se koeficijent raziikuje od nule;

2) da su onda, kad ima viSe moguénosti preseljenja, koje
vode do istoga najveteg tikog eksponenta, koeficijenti dotitnih
istovrsnih integrala za kanonski oblik svi istoga predznaka, te
se ne mogu medusobno ukinuti.

Ad 1). Neka ima osim (518) jo$ daljih indeksa, za koje je
m, >mn,, a koje smo prema prije refenom, uvrstili medu
S4y .+, Sr—y. Mora ih biti tdk broj, dakle barem dva, jer bi inace
zbog lihoga g r—y bio tik, a taj sluéaj smo veé uzeli u ratun.
Od ta dva indeksa ili viSe njih moZe prema pretpostavkama
najviSe za jedan vrijediti m, > 2n,, dakle ima i barem jedan,
za koji je m, = m,, ali m, < 2n,. Taj se posljednji indeks moZze
preseliti medu k,,...,ky, da doti¢éni ¢lanovi onda ne otpadnu.
Eksponent je posiije preseljenja

==Y N
M=r—p—2+2 3 (m,—n,), (525)

e=1

koiji s'gurno nije negativan, jer jé m,, = mne, 'Za sVe @, pa bu-
duéi da ima barem jedan indeks (518) (jer je g = 1), a bar je
jedan dalji, koji nije sadrZan u (518), ali je za nj m,= n,, pre-
ostao medu sq,..., srv, onda je r— 7y, = 2. To preseljenje druge
vrste dakle zaista vodi do ¢lana (521), koji moZe pridonijeti
integrals za kanonsk: oblik. »

Ako naprotiv osim (518) nema nijednog indeksa, za koji je
m, = n,, ipak prema pretpostavkama ima barem jedan indeks
k; za koji vrijedi (519). Taj se na'azi medu ki, ...,k , pa ¢emo
ga preseliti medu s,,...,8,-. Buduéi da je sada r—y=gq,
bit ée r—y, =q + 1, a eksponent ée postati
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r-o

M=r—y;—2+2 qzl (e, — 1a,) + 2(mkf_n’°f) =
L4

=qg—1+2 2 (mx¢“‘ns¢) + z(mkf—n

=1

W) (520)

Prema (519) vrijedi

M2 [Q+1+}_(mk nk] +1  (527)

Ty i = '
ili o
q
2(my,—m) 2 —q+1—2 zl, (m,—mn), (528)

dakle je

-y ¢

N>2g—1+2 2 (m,—mn,)—g+1—2 Y (m,—mn)=0. (529)
g==1 k=1

Ni ovdje dakle eksponent ne moZe biti negativan, t. j. ovo
preseljenje prve vrste daje &lan oblika (521), koji moZe prido-
nijeti integrald za kanonski oblik. Time je pokazano, da uvijek
ima barsm jedno preseljenje, koje vodi do cilja.

Ad 2). Kako*smo rekli, medu s,,...; 8r— stavljeni su svi
indeksi k. za koje je m, = n, (medu kojima se nalaze i oni, za
koje je dapace m,= 2n,), dok se svi drugi indeksi nalaze medu
ky, ... ky. Za preseljenje prve vrste dolaze u ratun oni od
ndeksa k izmedu k,,...,ky, za koje je izraz 2(n,—m,)—1
$to manji, jer se za tu vrijednost smanjuje eksponent pod inte-
gralom (521), Za preseljenje druge vrste dolaze u ra¢un indeksi
s izmedu sy, ..., sy, za koje je izraz 2 (m,—n,) + 1 Sto maniji,
jer se za toliko smanjuje re¢eni eksponent, a osim toga mora
biti m,<<2n,, jer inade poslije preseljenja svi ¢lanovi otpadaju,
kako smo spomenuli,
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Neka je u;, minimum izraza 2 (n,, —m,, )—1l(e=1,..,7),
a u, minimum izraza 2 (m"a — "sa':) 4+ i Zé =1,...,r—7y), za
koje je my, < 2n,§ . Ako je uy, << u,, dolaze u ratun samo pre-
seljenja prve vrste, ako je u, > u,, samo preseljenja druge
vrste, a ako je u, = u,=p dolaze u racun obje vrste prese-
ljenja. Pretpostavit ¢emo taj najopéenitiji slucaj. Neka izraz
2(n y M, )—1 primi taj minimum za nekoliko vrijednosti
indeksa k., na pr. za k. —a, ke=>b it d., ¢ j.

2(ne—ma) —1 =2(n,—m,)—1 ="

=u. (530)
Izraz 2 (’m,(s — nxs) -+ 1 neka primi taj minimum za neke vri-
jednosti s; ==«a, s, =8 i t. d., za koje je mx3‘< Zm3 , t.g.

. B ] o

2(ma—mnd) +1=2(my—my) +1=...=u. (531)

Sva preseljenja pojedinih indeksa a, b,... 1 «, §,... dovode
do istoga najvecteg takog eksponenta

r—y
M=r—y—2+2 }_‘,(m%——nxu)——,u. (532)
e=1

Pita se najprije, da li ¢e za integrale kanonskoga oblika, koji
su pomnoZen: najvetom potencijom od t, biti primjenljiva for-
mula (472) ili (476). Oznadimo 1i u smislu (452), (447) sa N, i
h, dotitne izraze poslije preseljenja prve vrste indeksa a, a sa
N, i h,, ove izraze poslije preseljenja druge vrste indeksa «
i analogno doti¢ne velitine y, 1 y, prema (523) i (524), otito je
s obzirom na v, =0

=

Ry = Y my, + ma, (533)
=
r-}”r

hy = 3 M, — Ma, (534)
¢=1
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Y
Ny = ¥ @n, —m, ) —@2nc—ma) — ¥ +ky =

e=1
v L
=y @n, —m ) — 2t —ma) —(r—1) + 2 M, + Ma =
e=1 ¢=1
=N+ 2(ma—mna) + 1, (535)
N, = Z(Zn — Y4+ 2ne— ma) — Vs + hy =
e=1
ij ! r~v
=Y @, —mI)+me—ma— (¥ + D+ X my,—me=
g==] o=1
= N—2(me—"ma)—1, (536)
dakle

‘]‘; + Nl“"(]g + N2)=N1WN2 = 2(Mq—Na + Mg —Na) +2=0

(mod. 2), (637)
pa stoga
; zzvl N ;—z-n; + N, (mod. 2). (538)

Prema tome vrijede ili za sva preseljenja (469).i (472) ili za sva
preseljenja (473) i (476).

Treba sada pokazati, da je predznak ¢lanova s integralom

M W

= R !

t 2 P, prema (472) odnosno s integralom ¢t ? * P, prema (476)
poslije svih pojedin‘h preseljenja isti, tako da se ti ¢lanovi
sigurno ne mogu ukidati. Taj se predznak sastoji od ovih
faktora: .

a) Faktor, koji potjete iz formule (360), iz koje smo dobili
integrale oblika (521). U toj formuli (360) treba dakako staviti
h =17 —y. Prema II (84) vrijedi za ‘

my — e 20, (539)

’ & =
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V7 (2, — 2, )!

P(msa_naa + %) = 22'"‘5_2"’5 (m o - (540)
*s 57"
a za
Ma— Na < 0 (541)
prema II (85)
I (ma—n, + ) = S (542)
2 (2ng — 2mg)!

Prema tome na temelju formule (360) predznak za slutaj pre-
seljenja prve vrste, recimo indeksa a, ima oblik (—1) 5@,
gdje je

r-y =
Ei(@) = 2‘ N, + Mo + (N Ma) = > ne; + 200 — Mma,  (543)
=1 =1

dok je u slutaju preseljenja druge vrste, recimo indeksa «, taj
eksponent od (—1)

Ei@ = Y n,—na. (544)

p) Faktor, koji se pojavljuje u formulama (742) odnosno
(476). Prema (472) bic bi eksponent od (—1) poslije preseljenja
prve vrste indeksa a s obzirom na (535)

, (545)

v [

Ea@) = — -+ gt = — -+ o b me—na +

M M N
Eg(a)=~—~—4( +%{2 == +7~—ma+na——--]2-ﬂ (546)

Ako se primjenjuje (476), glasile bi te formule analogno

Ey(@) = — —— + —— +ma—‘na+—}—

5 (547)

117



M, N+1 1

4 1 5 Me + Ne 9 - (548)
Razumije se, da su eksponenti (545), (546) cijeli brojevi, ako za
M M ..

5 + N, i 03 + N, vrijedi uvjet (469), a eksponenti (547), (548)
su cijeli, ako analogno vrijedi uviet (473).

7) Faktor (484). Poslije preseljenja prve vrste vrijedi za sve
preostale indekse ki uvjet (477). Tih indeksa ima 6 =y, = y—1,
t. j. od prvotnih y indeksa otpao je indeks a, tako da je ekspo-
nent od (—1)

;f w
Ex(@ =Y n,—na. ‘ (549)
e=1 ¢
Kod preseljenja druge vrste pridolazi medu indekse k. indeks
a, za koj: (477) ne vrijedi, dakle 8 =1y, — 1==1y i eksponent od
(—1) je

y
Ey(@ = ¥ m, . (550)
e=1

0) Faktor (485). Poslije preseljenja prve vrste ne vrijedi ni
za koji od preostalih k. uvjet (478), tako da je d=y, =y —1,
dakle eksponent od (—1)
7
Ef@=7n—06+ ¥ m, =0. (651)
b1

Poslije preseljenja druge vrste za jedini indeks a, koji je pri-
dofao medu k., vrijedi-uvijet (478), tako da je =y, — 1=y, 1
eksponent od (—1)

Ya
E@=p—0+ my =1+ ma. (552)
e={+1

Ako je dakle primjenljiva formula (472), ukupni je eksponent
od (—1) za sludaj preseljenja prve vrste prema (543), (545),
{549), (551)
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E(a) = E1(a) + Es(@) + E;(a) + E((a) =

-y ey it
=y M N - 1 U PO
_En,5+2n, Ma 4—!—2+mn na+2g§nke Na +0 =
< i M | N |1
= gl Tl56 + 52; nké —_ *4- - ‘—2‘ -+ ‘2“ N (503)

ll'

a za‘preselj-enje druge vrste prema (544), (546), (550), (552)
E(a)=E, (¢) + Ey (0) + E; (&) + E, (&) =

va-—-na—— +———-ma+nm—~*l~+2n + 14+ me =

£==

-
2

M N
+2n-T ?"}'

ex=l

(554)

20 b

A
M

8

I

Kada je primjenljiva formula (476), dobivamo analogno, upo-
trebivii (547) odnosno (548) umjesto (545) odnosno (546), iste
formule, samo je N nadomje$ten sa N -+ 1. Svakako je

E(@=E(), (555)

3 buduéi da izrazi (553) 1 (554) uopcée ne ovise o tome, da li smo

preselili indeks a ili b i t. d. odnosno « ili § 1 t. d., bit ¢e dakle

E(@=E®)=...=E(@=E@=..., (556)

t. j. sva dopustiva preseljenja daju ¢lanove s istim: predznakom.

U sluéaju primjenljivosti formule (472) osigurali smo dakle, da
g

u kanonskom obliku postoji ¢lan oblika tTPO, a u slué¢aju pri-
M .

mjenljivosti formule (476) da postoji ¢lan oblika ¢ 7+ P,. Time
je izveden dokaz, da pod uvjetima b) ima integrald u kanon-
skom obliku. To vrijedi tim viSe, ako parametri nisu stavljeni
jednako nuli, kako smo to pretpostavili.

c) Na temelju razlaganja pod a) i pod b) moZemo sada izvesti
dokaz, da su uvjeti stavka IV. 11. nuZni, t. j. da u svim sluca-
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jevima, gdje nijedan od iri uvjeta A), B), C) toga stavka nije’
zadovoljen, ima integrala u kanonskom obliku. Da dobijemo sve
te slutajeve, razlikujemo ove moguénosti:

1. Nema nijednoga indeksa k, za koji je m,= 2n,.
2. Ima jedan indeks, za koji je m, = 2n,. ‘

3. Ima tik broj (veéi od nule} takvih indeksa.

4. Ima lih broj veéi od jedan takvih indeksa.

Ad 1. Da uvjet A) stavka IV. 11. ne bude zadovoljen, mora
postojati indeks k,, za koji je
m, >, . (557)
Da uvjet B) ne bude zadovoljen, mora postojati jedan indeks
k,, za koji je

my —ny, >— (mkl —mny + 1). (558

UV]ewt C) otito nije zadovoljen Buduéi da (557), (558) odgova—
raju pretpostavkama (518) i (518) za q= 1, taj je slu¢aj sadrzan
pod b). U kanonskom cbliku dakle ima mt‘egra‘a

Ad 2. Uvjeti A) 1 C) otite nisu zadovoljeni. Buduéi da iz

m, = 2n, izlazi m, = n,, postoji indeks, za koji vrijedi (557),
tako da moramo traZiti, da postoji i indeks, koji zadovoljava
(558), jer bi inate bio Zﬁdovogen uvjet B). T'me je slutaj opet
sveden na razmatranje pod b). I ovdje dakle ima integrald u
kanonskom obliku.

Ad 3. Ako je broj indeksa, za koje vrijedi m, = 2n,, jednak
g+ 1, gdje je q lih broj, za q indeksa vrijedi pogotovu (518},
dok (q -+ 1)-ti svakako zadovoljava (520) i ujedno (519). I ovaj
slucaj se dakle svodi na razmatranje pod b), dakle ima inte-
grald u kanonskom obliku.

Ad 4. Uvjeti A) i B) ocito nisu zadovoljeni. Ako od uvieta
C) nije zadovoljen (395), onda to znadi, da ma jedan indeks,
za koji vrijedi (519), dok sa (393) nuzno vrijedi i (518). Prema
razlaganju pod b) dakle ima integrald u kanonskom obliku. Ako
je naprotiv (395) zadovoljen, moramo pretpostaviti, da ima ba-
rem jedan ‘ndeks medu 1,..., q, za koji doti¢ni parametar nije
uzet jednak nuli, tako da je prekrien uvjet (394). Ovaj sluéaj
je raspravijen pod a), tako da i tu ima mtegrala 1 kanonskom
obliku. Time su sve moguénosti ‘scrpene i dokaz stavka IV. 11.
je izvrien,
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12, Nekoliko specijalnih sluEajevé integralnih teorema

Kao primjenu opéih razmatranja odredit éemo kanonski
oblik najjednostavnijih integralnih teorema. Odabiramo za to
kompoz'cue dviju Besselovih funkcija, kopma nijedan indeks

nije veéi od jedan. Da tekst bude kraéi, stavit éemo iznad znaka
- jednakosti bro; formule, na kojoj se ‘remelp doti¢na prijetvorba.
Slucaj, da je koji parametar stavljen jednako nuli, napose ¢e
se navesti, ako kod toga nastaje neodreden oblik, pa je potreban
‘graniéni prijelaz.

1

1 (129) 2 I
Koo (&5 2y, 20 = W Sy, Sy, S 4, (e \Jt’——y’) ay =
et xy
II (187) .
= — 57 SaSuSjiw Ay (e VE—(x, + 2 ) =

(188) g U -
= [ 2w CVe—w+ate?) a-=

e
I(194) 2 —
= 57 S qj(y;—x] —ax) 4y (cVE—3P) dy,  (559)
’ EX B
11 (189) :
D (x) = Fi(x) % Fy(x) + H(x), (560)
I (159), I (191)
Fy(x) = x + 2, (561)
II (159), II (191)
Fo(x) = T+ X, (562)
11 (188) \
H(x) = 1. (563)
Dakle
Y- xy=x 5
Dy —z —x) = S S<n-§+:c,)(§+x2)d§ dn. (564)
] (]
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Jzratunavanje ovoga integrala daje

o (2 +ad) y? 4 (x§+x§)y C (xR —ad?

Oy —z—=z) = i 3 . (565)
Izvrsi li se u (559) diferencijacija po ¢, izlazi:
i1 111 (9)
Koo (5 @, x) =
3 ¢
_ d b Czt d A ( 5T
=5 § Pl —m @) — = S —=z —x) 4y (e VP—y?) dy
x + %
I(9) 4 R
= % D (t—xy— L) — o S qj(‘y—‘"l‘x——xz) Ay (ciE—y?) dy —
ayFxs
t
Czt /1] c't? T2
Pt —) + SF S B (y—x—xs) 4y (c VE—y?) dy . (566)
%+ x5 )

Uvrsti 1i.se ovdje (565), integrali se raspadaju u integrale oblika
t %
_\' ym A, (c VE—2) dy

E

sa m==4,2,1,0 i n=1,2. Ti se integrali mogu izraziti ovako:

§ v A cVE—y) dy =

xy + xy
1I1(383) 4 )
= Z [33—'(731 + 2 4, (¢ V& — (xy— 2 )] -
: 111 (255) o4a
6 2t 6t
q? i yzAO(cutz——y’) dy = _éz"+'c—4-

Ao (c sz'_‘(xl + -’132)5) -

2(x; + x)? 6 (1 + x)
- c? + ct
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BTG TR AR Ui T R O e e

C2
—8 oA Ve dy — 35 § A, (cVE—y?) dy, (567)
: . II(382) o
§ 4, Ve—y)dy = ? [t—@ + @) 4o (e VE— (@ Fap®) | —
§ Ao (eVe—?)dy, (568)
vy +xs
‘ 1T (384) .
oy dleve—g?) ay = [1._4 (c VE— @ +2?)], (569)
EPR .
IIL(382) 4
f v A (eVe—y?)dy = [t (@ F @) A (V8 + ) )] —
x;p + o,
2 28 T
i@t A (NE—@t 2t |+ 55 [ 4o (VE—2)dy, (670)
2y,
: . 1I(382) o
S y“)A‘z (cvtz—yz) dy = :2 [t“‘(l\ + x5) Al (C foz_(xl + 3?2)’) ]
e, ;
——f, § A leVE—y?) dy, 671
.

I (384) 4 "

§ y4, (VE—9?)dy = A (e (g + :ce)’)], (572)

i 11 (336)
j Ag (C ¢t2_y2) dy — C;it 4(-’13;—2;12) A (C \/t’-(x1+xz) )_

Xyt oxy

: J— 4
- ‘E’%z“ § AoleNt—ydy + 55 | 4 (eVE—=¢?) dy. (573)

gt Xty
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Pomo¢u tih izraza dolazi se konatno do kanonskoga oblika, koji

glasi:
+ . e
K(l):g (t; T1,0) = %1 8 x2‘[t2 + (1—xf + _61_2] A, (e Y2 —(@;+ x)?) +

— Pty + a2l () |4 (VP o)) +

x1+x2[
16

e cz(x;/—-:r%)g 2 + x2 1 ¢ _
+[-§+___8_—*“ it § A, (eyEE—y%) dy +

2 3
[f ctm”’] [ (e VE=g) ay— oy — T o)

16 8

x,+x,
Sliéno se dobiva

(129) 3 : B,
Koo (2, 2) = 5 S § A eVE=¢?) ay =
' X3+ Xy

nasy 4 N
ot Sx S, oo Ao (e VEE— (g + 2)t) =
Il (188), 11 (194) 3 ¢
5 @(ymxl—x)A(, (C \/tz——yz) dy =

dt xtx,

S D(y—x;—x0) Ay (c VE—5?) dy, (575)

X,

III (9)
= Ot—x—=x )———

O(x) = F1@) » Hx) = [ (§+x1)dE (576)
0

2 2
R Sy 1 :
B Xy Y 3 . (577)

Oy —a;—xo) =
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Uvrstenje u (575) daje uz pomoé od (567), (569):

Ky (t24,25) =

= BBy oy al) + L[ A (VEZg) dy +

E2
E@2—xdt ¢ 22— 2
___({l_rfz‘ § ACvE—=)ay— 2,2 6
et
Dalje dobivamo
Kyg oy m) =
(87) 2 0Kéé (t'l‘l xg) e }
e L2 ) 7700 AT — N 2,2 —
= c2x1{ s +xt—a) 4, (eVit- z)°—x, 7)
(574), 111 (9), TIT (11) —_— S
= ;E}_éz Tz An (C thf(ll + 12)2) +
+ 2 4 eV ) —
— ﬂ%@“ [ —(xy + 21 Ay (e V2~ (xy + )%) +
¢ ——
+ [(xiwacg)mclz] 5 Ay (eVit—x?) dy +
Xyt xo
£ s ¢
+ 5 § ATy dy— (679
Xyt a2,

1,1 -
Ky (&, xg) =

(88) L1 .
2 { 0KQ'0 (t; xlr x2) 4‘ x2 (t~xg) A1 (c \f—*—(thg)‘z—:xlg)} —
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COMEIIY 2@ s 4 e +
€ e

¢ 2O 4 ey mad) + 2O 4 e e—ar— e —
4 ey ;
— = | A leVP—2?) dy; (680)
T oxte
87 OKY Y (85 2y, ) R
Ky (5 onm) = P { o 7z, 2z Ay e \/(t~—x1)2—-:coz)}

(578),111(9) i
2 Ay (e VG zf— ) + ¢ S A, e NE=y) ay— 5 G81)

Xyt

1.0
Ky (t; 21, 20) =

®8) o [0KyS (t; xy )
- szg )

+ (t—xa) 4 (e \/(t—*;'g)z:;z)} -

633_)

(578), 111 (9) —
= — Cz Ay e V&~ (x1 + x2)t) +

( at S L S — 2
(o~ 2) AV mr =) ¢ [ A CVFR)ay + i 682)
2 ¢ PR ¢

1,0 '
Kl.l (t; X1, :L“_)) =

(88) IKy' g (t; T, T2 Py
2 { 10( e %) + (t—axo) A (e \/(t’“l"z)g“xlz)} =

521‘2 ()xq
(581),II1(9) o, e 5 D
= - e Ay (C \/(tz ~(x1 + x?)z) -+ =z 4, (C \/(t*xﬂz“‘lﬂgz) +

2(t

+ A1 (e vt—ml—mxe?); (583)
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0,0 ®9) ¢ 5
Koo t; 21, 20) = S 4, (cE—4?) dy; (584)
x+x, ,
@7 RS G (&5 x4, ) S
K‘;:g (t; 3, ) = o {_"u"ﬁ:}_”_i_ + 4, (c \/(t“,xﬂQ""xez)} =

(584) S S
= o {— Ao leVE—(@+2P) + Aole V- xl)zwxg’)} ; (585)

(88) o | OKRY S (t; 21, ) e
Kg:g (t: xyl: 1‘2) = ‘(?2?1‘: {” 1.9 ax2 L + A-l (C d(t"*‘xQ)z'—xlz)} =

(585), 119 oy 4 my S
= e %;%2) Ay (eVE—(xr+x)?) +

2 A

+C‘2.r11

eV —mt) + o A e m—wr). (506)

Stavi li se u kompozicijama (582), (583), (585), 586 x, ==0,
odnosno x, == 0, odnosno oboje, graniéni prijelaz daje:

K 20 = — % Alelt—a)] — teg Ay (o V=) —
t -
— [ A eVE—y)dy + ?25; 587

, T —
Ki? (t; 24, 0) = — Cht ) Ay (eVeE—z?) +

- gy 2
B A (V=) + & Mlea—al; 089)

Kio (1:0,0) = (t—m) Ay (e y&—am?);  (589)
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0.0 4 N (E—F
K11 (t;o:mz) =-az(t+x2

. Er)x(t(t +;:) A (c\/tz_xcﬁ) + ”—2 1\1 [c(t;-—-x‘zl] (590)
K73 (50,0 = — —;2;; (A (ct) — Ay(et)]. (591)

. Formule za kompozicije, koje se iz naveden’h mogu dobiti
pomoéu komutativnog zakona komponiranja, kao
1,1 0.1 0,1 0.1 0,1°,,00
K10 Koo Kilor Kyl1: Kolor Ko 1
nije potrebno posebno navesti.

Otito je (589) identi¢an sa I (148), dok (585) daje I(149),
ako se stavi x, = 0. Vidi.se dakle, da su teoremi I (148) i I (149),
do koj'h smo do3li dru-gim putem vet¢ u L dijelu, sadrZani kao
specijalni slutajevi u nasim opé¢im formulama.

Jo§ ¢emo na tim pmm]erlma provjeriti ispravnost stavka
IV. 11. Lako je vidjeti, da

1.0 ;0.0 . ;0,0
K1 Ko1Ky

zadovoljavaju uvjet (390), pa zaista prema (583), (585), (586) u
~ kanonskom obliku nema integrala, dok ih ima za

1.1 3,31 ,1,1 1.0 ,1,0 ,,1.0 ; .00
Koo K19 K15 Koo Kilor Koy 1 Ko oo
kako pokazuju formule (574), (579), (580), (578), (581), (582),
(584).

{Primljeno na sjednici Odjela za matematicke, fizicke
i tehnicke nauke dne 25. X. 1948).
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