
Dr. Ing. DANILO BLANUŠA 

JEDNA VRST INTEGRALNIH TEOREMA 
BESSELOVIH FUNKCIJA 

(Dalja izlaganja na temelju radnje iz 271. knjige „Rada") 

Istražujemo u ovom posljednjem dijelu integralne teoreme, 
о kojima je bila riječ na kraju I. dijela.1 

1. Jedna temeljna Laplaceova transfora_acija 

U Laplaceovoj transformaciji 

f{s)= Je-stF(t)dt (1) 
о 

zvat ćemo F (t) prvotnom funkcijom, a / (s) izvedenom funk­
cijom. 

Doetsch daje u svojoj knjizi о Laplaceovoj transformaciji2 

na stranama 401 do 403 tablicu prvotnih funkcija s pripadnim 
izvedenim funkcijama. Pod brojem 38 te tablice dane su funkcije 

F ( t ) ~ J0(k.yt2--a*) z a t > « ( 2 ) 

' « - I^SF (3) 

s naznakom a >̂ 0, Јс po volji, apscisa konvergencije ß = 0. 
To dakle znači, da je Laplaceov. integral (1) s funkcijom (2) 

1 Formule označene rimskim brojkama I do III odnose se na pr i ­
jašnje autorove radnje о Besselovim funkcijama; v. »Rad« i Math. Rev., 
8 (1947), str. 580—581. 

2 G. Doetsch: Theorie und Anwendung der Laplace-Transforma--
tion, Springer , Berlin 1937. Ovu ćemo knjigu odsada kratko citirati sa 
»Doetsch«. 
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konvergentan za Re (s) > 0, a divergentan za Re (s) <C 0. Ovo 
je međut im ispravno samo onda, ako je к realan broj, što u 
Doetschovoj tablici nije naznačeno, a nije naznačeno ni na str. 
373 spomenute knjige, gdje je ta transformacija napisana ovako: 

f e - " J 0 ( f c V ? ^ « 2 ) d T = A j L J L = - ( a>0 ,<x>0 ,kpovo l j i ) . (4) 
о Va2 + k2 

Ova ј е formula toliko specijalnija, što se traži а > 0, dakle 
о realno, dok naznaka za apscisu konvergencije f] = 0 u tablici 
dopušta kompleksno s (koje odgovara varijabli o), za koje je 
Re (s) > 0. Uvjet, da к treba da bude realno, ne da se ni iz 
čega naslutiti, jer se u toj tablici za konstante u raznim funk­
cijama dopuštaju kompleksne vrijednosti, što je vidljivo iz 
funkcije pod brojevima 4 do 9, gdje su apscise konvergencije 
ovisne о realnim odnosno imaginarnim dijelovima dotičnih kon­
stanta. S obzirom na to, da je relacija (4) temelj naših daljih 
razmatranja, provest ćemo točnu diskusiju konvergencije toga 
Laplaceova integrala za slučaj kompleksnog k, premda nam ne 
će .svi ti rezultati biti potrebni. 

Prije nego što prijeđemo na tu diskusiju, dat ćemo neke 
kritičke primjedbe о onim mjestima u li teraturi , koja rade о 
tom integralu. Kao izvor za formulu (4) Doetsch navodi Watso-
novo djelo3, str. 416, formula (4), u kojoj da treba supstituirati 
t2 —• у2 = г2, а = а, Ъ = к, у2 — — а2. То, istina, ni je sasvim 
korektno, jer ta formula glasi 

JJ0(bt) ^?J^Z3lt2~y2^ tdt _ e x p [ - f Гг/Уа^+Ь2] 
It2 —у2 Va2 + b2 

s napomenom, da vrijedi gornji ili donji predznak prema tome, 
da li put integracije odozgo ili odozdo obilazi singularitet inte-
granda na mjestu t = y. Veličina у je izrijekom pretpostavljena 
kao realna i pozitivna, dok bi u Doetschovoj formuli prema 
у2 •==. — а2 zbog realnog а ta veličina ispala čisto imaginarna. 
Može se međutim analognim postupkom, kako Watson dobiva 
našu formulu (4a), dobiti relacija 

I Јо (Ы) ехр [— а Vt2 + а2Ј_ ^ = exp[— aVa2 + b2] ^ 
Vt2 + a2 Va2 + b2 

3 G. N. Watson, A treatise on the theory of Bessel functions, Cam­
bridge University Press, 1922. Ovo ćemo djelo kratko citirati sa »Watson« 
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u kojoj je a realno i pozitivno, pa bi iz nje ispravno izlazila 
naša formula (4), koju donosi Doetsch. Ü Watsonovu tekstu se 
pretpostavlja, da su konstante a i Ъ (koje odgovaraju Doetscho-
vim konstantama a i k) realne i pozitivne, a tek se u bilješci 
kaže, da bi uz izvjesna ograničenja mogle biti i kompleksne 
(»with certain limitations, a and b may be complex«). Ova će 
ograničenja biti predmet naše diskusije. 

Možemo još navesti Weyrichovu knjigu , gdje je na str. 110 
dana formula (18), koja glasi: 

eikR 1 т n л - J J i - p i - i XdX ,A \ 
—.•=—- = \ J0 (/r) e VA ~k w -рт , (4c) 

gdje je R= }'r2jrz2- Naznačeno je, da Уя2— к2 mora imati 

takav predznak, da bude lim •-.- УX2 — k2 = + 1. Nema disku-

sije о dopustivim vrijednostima veličine k. Očito je, da se inte­
gral ne mijenja, ako к nadomjestimo sa —k, dok se lijeva 
strana relacije mijenja. Može se pokazati, da imaginarni dio 
veličine к mora biti veći od nule. Ako je Јс čisto imaginarno i 
taj imaginarni dio pozitivan, stavimo к = ia, čime je a > 0, 
dalje stavimo \z\ = o, r - c, l = + V^2 — « 2 , R = Vr2 + z2 = 
Vc2 + 2 2 , pa dobijemo (4), gdje samo piše с mjesto k. Ako к 
nije čisto imaginarno, dobijemo istu formulu (4), ali s kom­
pleksnim a, a krivulja integracije polazi od a i teži p rema + 0 0 . 
Formula (4) je i za taj slučaj ispravna, što se neposredno uviđa 
analitičkim produživanjem. 

Formula (4c) dana je i u II, dijelu djela Franka i Misesa5 

n a str. 924., formula (11). Ni ovdje nisu diskutirane dopustive 
vrijednosti veličine k, samo je na str. 923 kod formule (9a) 

00 

primjedba, da integrand integrala j ei(fe+;cosÄi> d() iščezava za 
f ° 

Q = 00, što se postizava prikladnim predznakom veličine Јс, 
odnosno za realno 7c time, da se X odabere kompleksno. Očito 
je, da se to slaže s našom primjedbom, da imaginarni dio veli­
čine Јс mora biti pozitivan. Kompleksno Я za formulu (4c) nema 

4 R. Weyrich: Die Zylinderfunktionen und ihre Anwendungen, 
Teubner, Leipzig und Berlin 1937. 

5 Ph. Frank und P. v. Mises: Die Differential- und Integralglei­
chungen der Mechanik und Physik, Vieweg u. Sohn, Braunschweig 1935. 
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smisla, jer je to realna varijabla integracije. Dalje se nalaze u 
I. dijelu istog djela (1930) na str. 825. formule (32), (31), koje 
glase: 

K v | e - - ( - v ) J o ( i , y a ^ ^ ) đ « - = p - ^ ( 4 d > 

1 _ = К и 1 = _ е х р [ _ £ £ ( 1 / 1 + 2 £ _ 1 
H(x,p) т./ 2£ L v \ Г p 

V p 
(4c) 

Na citiranom mjestu je u eksponentu eksponencijalne funkcije 
pod integralom pomutnjom ispušten sumand —pa. Stavimo li 

х 
u (4d), (4e) Q = —ГЈС, p = a -f- гк, — = ß, а = т — ß, dobijemo 

opet formulu (4), u kojoj samo piše ß mjesto a. U sva tri citi­
rana djela navodi se kao izvor jedna Sommerfeldova rasprava6. 
U toj se raspravi upotrebljava i dokazuje relacija (4c), a k je 
tako definirano, da je Je, pa čak i Je2, kompleksan broj u prvom 
kvadrantu (vidi str. 678. te rasprave). Time je tamo zadovoljen 
spomenuti uvjet, da imaginarni dio veličine Je mora biti pozi­
tivan. Relacija je međutim točna i onda, ako je Je u drugom 
kvadrantu, što se uviđa analitičkim produživanjem, kod kojega 

ne smije proći kroz nulu, dakle Je2 ne smije dobiti pozi­
tivnu realnu vrijednost, t. j . Je ne smije prijeći u treći ili četvrti 
kvadrant. 

Prelazimo sada na diskusiju konvergencije integrala (4). 
Napišimo taj integral našim kasnijim oznakama: 

L = f е~н J0(oi¥^?)dt (ж^О) (5). 

i stavimo općenito 
s = s1 + is2 (6) 
с _= cx -4- ic2. (7) 

Budući da je prema III (1) 
J0(z) = Jo(—z), ' (8) 

možemo promjenom predznaka od с uvijek postići, da bude 
6 A. Sommerfeld: Über die Ausbreitung der Wellen in der draht­

losen Telegraphie, Ann. d. Physik und Chemie, 28 (1909), str. Й65 i t. d., 
osobito str. 683. 



ili 
c2 > 0 (9) 

C l > 0 , c2 = 0. (10) 
Konvergencija integrala (5) na donjoj granici nije sumnjiva, 
jer je tamo prema III (1) integrand kontinuiran. Radi se dakle 
о konvergenciji s obzirom na gornju granicu. Poslužit ćemo se 
asimptotskim razvojem7 

л(г) = У;Мто(гНг*-т) " { l) (2z)2"* + u 4 2 i ] 

. v л 
M—l 

gdje je upotrebljen Hankelov simbol 

2 ( - 1 ) - ¾ ^ + о см--*-1) •, (11) 

fr,«.)- ( 4 ^ - - 1 - ) ( 4 ^ . - ^ 1 4 ^ - ( 2 ^ - - 1 ) 4 ) K Q ) = l j 
22" 

a pretpostavlja se 
л <C arg z <C n. (13) 

Ovaj posljednji uvjet bit će za nas zadovoljen s obzirom 
na (10) i s obzirom na to, da je Vt2—ж2 >̂ 0. 

Stavimo li u (11) 
v = 0, M = 1, (14) 

dobijemo 
j ° ( 2 ) = У^ {cos ( z-f) [ i +° ( j z | _ 2 j ]"-

-_dn(---j) [-A. + O(|2|-3)]J __ 
: У ^ { 1 [exp({2~"т)+ e x p(- i 2 + -т)][1 + °(!г |_2)]- (15> 

- | j ^ e x p ( i z - ^ ) - e x p ( - i 2 + ^ ) ] [ - - ^ +O(|Z;-3)jJ _= 

7 L. с. 4, str. 47. 
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Uvrstimo li sad 

z = с Vt2 —ж2 = (ej + ic_) t "I/ 1 — 

i uočimo, da zbog 

lim = с 

(16) 

(17) 

iz egzistencije konačnog lim sup [|c yt2 — х2 \ f (t)] očito izlazi i 
t-* со 

egzistencija konačnog lim sup [t f (t) ] , t o j e s t da m j e s t o 

O(|cVt2—х2]"1) možemo pisati О (t—_), dobijemo 

J0 (с У t2---"_?) = 

e x p ( - ^ ) fe{< ехр I ici t i / I — 72 V - * \/2тгс 

. exp(-c. t ^ 1 - - ) i l - f - 0 ( t - i ) ] j + 

ißi _ 

. exp(C2t ^ l - ^ ) [ l + 0(t-i)]}> (18) 

tako da za integrand od (5) vrijedi asimptotski razvoj 

e~stJ0(c Vt2 — х2) = 

е х р ( ~ т ) i ( 
====^ \ ехр [ i (с. — s2) t ] ехр 

r2 

f2 

V2re< 

V t \ / l - ^ -
[ici* (V ̂ - ^ - 1 

ехр [— (c2 + s^ t] ехр V" х •C5 , t | \ / 1 - - ^ - - 1 U + Oft-1)] + 
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ехр 

\Ј2л( VW 
= ^ ^ j e x p [ — i (ex + s2) t] exp 

1 t2 

c^l-^-l)]. 

. exp [ (c2 — si) t] exp 

Zbog 

e t 1 - ^ - 1 
t2 

[i + o i t - 1 ) ] 

lim 

vrijedi 

lim exp 

lim exp 

i c j t 

c2 

V 1 — 

V ̂ т - 1 

1 — : , - — 1 

lim exp 

= lim exp 

= 0 

(19) 

(20) 

• i c i t K / 1 (V: 

[c_t(^: = 1.(21) 

Dalje je očito 

| exp [ i (c i — s2)t}\ = |exp[ — i(ci + s2)t] j = 1 

= о U * ) . 

(22) 

(23) 

i t M l - $ 

Pretpostavimo li sad 
*i > c2, (24) 

to se vidi s obzirom na (9), da eksponenti eksponencijalnih 
funkcija ехр [— (c2 -f- st) t] i ехр [(c2 — si) t] postaju negativni 
i da integral mora biti apsolutno konvergentan. Pretpostavi­
mo li dalje ' * 

s1 = c2>0 (25) 

s2 = —Ci, (26) 
to se vidi, da funkcija ехр [— (c2 + ¾ ) t] i sada ima negativan 
eksponenat i da će stoga prvi sumand izraza na desnoj strani 
od (19) dati apsolutno konvergentan integral. Drugi sumand 
toga izraza će glasiti 
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in 
e x p ^ j -

VW1-?-
• exp [cat (\Ј^Џ - l ) ] [1 + 0 ( ^ 1 ) ] } . (27) 

S obzirom na (21) i (23) dat će član О (t-1) u uglastoj zagradi 
apsolutno konvergentan integral. 

Prema (21) možemo staviti 

exp[— i c i t ( y 1 - - ^ - - i j jexp [ c _ t ( y i -4->: U -
= 1 + °"i + i °2 > 

r 
(28) 

gdje je 
lim б1 = 0 (29) 

lim a2 = 0, (30) 

t. j . za po volji maleno s može se naći T tako, da za 
t > T 

vrijedi 
15,1 < e 

i prema tome 
1 + d- > 1 — £ . 

(31) 

(32) 

(33) 
Budući da je osim toga 

-1 •* - t 
i / /—_? VT 

(34) 

to je 

R e [ , — l = i ; e x p [ - i c l t ( V / l - ^ - - l ) ] e x p [ c a t ( y i - ^ - l ) ] } 

(l + ö 1 ) > ^ ^ - za t>T, (35) 

fsR 
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i p rema tome taj dio daje divergentan integral. Integral (5) je 
dakle pod pretpostavkom (25), (26) divergentan, tako da je po 
poznatim stavcima8 apscisa konvergencije, a ujedno i apscisa 
apsolutne konvergencije 

ß = c2. (36) 
U točki Si = c2 > 0, s2 — — Cj pravca konvergencije s2 = c2 > 0 
divergira dakle integral (5). Preostaje još da se istraži, da li je 
taj integral konvergentan u ostalim točkama pravca konver­
gencije. (Svakako on u tim točkama ne može biti apsolutno 
konvergentan, jer pravac apsolutne konvergencije pripada ili 
sav ili n e pripada nikako području apsolutne konvergencije9). 
Konačno još t reba posebno diskutirati slučaj c2 = 0. Pretpo­
stavimo dakle najprije 

52 = с г > 0 (37) 
5 2 Ф — е . . (38) 

Prv i sumand izraza na desnoj strani od (19) dat će zbog (36) 
apsolutno konvergentan integral, isto tako dio drugog sumanda, 
koji je pomnožen sa О ( t - 1 ) . Preostaje još izraz 

ехр 
171 

R = 
\Ј2п( 

=r ехр [ — i(ci + s2) t] . 

. ехр 

Red potencija 

(ca — icjtyyj 1--1- — 1 (39) 

- ' ( V 1 - ! - 1 ) — ' ^ т ^ + Tigris ~Ь • • • -8t4 ' . 16Г ' 128t* 

It 

možemo uvrstit i u razvoj 

(c, 
ехр [(c2 — ici) у] = 1 -, - 1! 

+ 

i ci) у , (c3 —ici ) 2 u 2 

2! 

(40) 

+ . . . , (41) 

što je dopušteno, jer je za dovoljno veliko t red (40) apsolutno 
konvergentan i suma apsolutnih vrijednosti njegovih članova 

8 Doetsch, 3. poglavlje § 2. str. 13 i t. d. 
9 Doetsch, str. 15. 
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manja öd radija konvergencije reda (41).10 (Taj radij konver­
gencije je neizmjerno velik.) Dobijemo dakle 

' ехр [ ( c a ' - i C l ) . [ ф ~ ^ - l ) ] = 1 - f e - t c x ) ( | ^ + ^ г + .. .) + 

= 1 — (c2 — i ei) -^- + (c2 — i ci)2 -g ĵ- — (c2 — ici) U + у (c2~ici)2x2 —б + .... 

(42) 
Dalje vrijedi 

1 , , хг , 5x4 . 15x6 . 
= 1 + -r-f + ^ТТТТ + ГооТб + • • • ( 4 3 ) *Г ä? 4t2 ' 32t4 ' 128t6 

Produkt apsolutno konvergentnih redova (42) i (43) daje 

in 
T i , • , , . , | \ , . ч х2 

R = —j==^~ - ^ - ехр [—i(ct + s2)t] h — (c2 — iсг) 
ехр 

[ Ж2 iC2 1 

( c a - i c ^ - ^ + i 4 p - - - - | 
in 

e x p 4 ехр [—i(cx + s2)t] 
V2JTC \Jt 

[1 + 0 ( ^ 1 ) ] . (44) 

Dio toga izraza;, koji je pomnožen, sa О (t—1), daje оси» apso­
lutno konvergentan integral, a ostali dio za q - f 82фО [vidi 
(38)] uvjetno konvergentan integral, što je lako dokazati.11 

10 Isporedi na pr. K. Knopp: Theorie und Anwendung der unend­
lichen Reihen, Springer, Berlin 1922, str. 173.-

11 Taj integral je dobro poznat. Zna se, da je 

$ 4 = Vf<"-»-41 v 2 
0 

Usporedi С. Jordan: Cours d'analvse de l'ecole polytechnique, Gauthier-
Villars, Par is 1Ö13, II. sv., str. 201. 
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Prema tome je pod uvjetima (37), (38) integral (5) uvjetno 
konvergentan. Pretpostavimo konačno 

S l = c2 = 0 (45) 

Cj > 0 . (46) 
Za 

s2 = —c1 (47) 

daje drugi član od (19) divergentan integral, što smo već prije 
dokazali (nezavisno od toga, da li vrijedi (37) ili (45)). Prvi član 
će dati uvjetno konvergentan integral, (a ne apsolutno konver­
gentan, kao pod pretpostavkom (37)), što izlazi na analogan 
način, kao što je bio upotrebljen, da se izvede (44). Integral 
(5) je dakle pod pretpostavkom (45), (46), (47) divergentan. 

Za 
s2 = cx (48) 

uz (45), (46) dat će prvi član od (19) divergentan integral, a 
drugi član uvjetno konvergentan, dakle je integral (5) diver­
gentan. Ako ne vrijedi ni (47) ni (48), dat će oba člana od (19) 
uvjetno konvergentne integrale, tako da je integral (5) kon­
vergentan. Vidi se dakle, da je za c2 = 0 n a pravcu konver­
gencije s2 = 0 integral (5) divergentan u dvije točke, s2 = —c t 
i s2 = cx. 

Slučaj 
c1 = c2 = 0 ~ (49) • 

je trivijalan, jer je onda Besselova funkcija u integralu (5) iden­
tično jednaka jedan. 

Oslobodimo li se pretpostavke (9) odnosno (10), možemo 
dobivene rezultate izraziti ovako: 

STAVAK IV 1. S t a v i m o l i 

с = Cj -j- iCo, (50) 

a p s c i s a j e k o n v e r g e n c i j e i n t e g r a l a 

L = j " e-stJ0 {cftF^x2) dt 
о 

d a n a s a 
/3-= !c2l. 

15. 

(51) 

* 
(52) 



A k o j e 
c2 ф 0 , (53) 

i n t e g r a l j e n a p r a v c u k o n v e r g e n c i j e s v a ­
g d j e u v j e t n o k o n v e r g e n t a n , o s i m u t o č c i (|c2j, 
—Cj sgn c2), g d j e j e d i v e r g e n t a n . A k o j e 

c2 = 0, c. ф 0 , . (54) 
i n t e g r a l j e na p r a v c u k o n v e r g e n c i j e s v a g d j e 
u v j e t n o k o n v e r g e n t a n , o s i m u t o č k a m a (0, cj), 
(0,—cj, g d j e j e d i v e r g e n t a n . S l u č a j 

cx = c2 = 0 (55) 
j e t r i v i j a l a n , i i n t e g r a l j e u t o m s l u č a j u n a 
c i j e l o m p r a v c u k o n v e r g e n c i j e d i v e r g e n t a n . 

Potpunosti radi primjećujemo, da je analogno kod Lapla-
ceovih transformacija, koje odgovaraju funkcijama pod brojem 
34 i 35 Doetschove tablice i koje glase 

? e - - _ _ _ M d t = _ _ _ _ Z ± Z = £ ) l . (ReC)>0 ) (56) 
о - Va 

i 

)e~'Hv Jv (at) dt = — -Y- Re {v)>— — \, (57) 
0 V"»(s* + a8) т 

apscisa konvergencije dana apsolutnom vrijednošću imaginar­
nog dijela konstante a, i samo je onda jednaka nuli, kao što 
je tamo naznačeno, ako je ta konstanta realna. 

2. Kompozicija dviju ili više Besselovih funkcija nultoga reda 

Relacija (4), napisana oznakama prema (5), glasi: 

] е - Jo (c V ? = ? ) dt = - ^ - = _ - _ Т 
х V S + C2 

(ж^О, Re(s)> Im (c) |, .c po volji), (58 
gdje je još uzet u obzir stavak IV. 1. Integriramo li ovu jedna­
kost po i od i do oo, izmijenivši na lijevoj strani poredak 
integracija, što je očito dopušteno, dobijemo: 
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J je- '*Jo(cVt 2—x ')dt d x = j " е-"ј*Ј0(с\/-2 —x2)dx 
Ј * L x 

GO , , . 

— f exp(—x vV-f-c2) ^ __ ехр (—ж уУ + с*) 

dt 

>/-а+.с* dx sz + c* 
• (59) 

Prema tome u Laplaceovoj transformaciji (I) odgovara prvot­
noj funkciji 

F ( t ) ^ 
za 0 < t < ж 

]J0(c\jts—х2) dx z a t > x 
X 

izvedena funkcija 

*лл — exp(—х у/^ + с2) 
Ј l s ) - s- + с2 

(60) 

(61) 

Prema poznatim stavcima12 operaciji komponiranja u području 
prvotnih funkcija odgovara operacija množenja u području 
izvedenih funkcija. 

Neka su xx >̂ 0 i x2 >̂ 0 dva realna parametra i neka je 

Fx{t) = 
0 za 9 < t <-xi 

(62) 

F2 (i) = (63) 

Jotc^t2 — жг
2) za t > x x 

0 za 0 ^ t ^ x 2 

J0(csjt2 — x2
2) za t > x a . 

Tvorimo u smislu I (33) kompoziciju 
t 

кЈЈ (t; x_, x2) = j" Fi (u) F2 (t — у) dy = 
о 

i—*j 

= J J0(cV/u^=^)Jo(c\/^r^F:rx72)du ( t > x x + x2).(64) 

12 Doetseh, str; 161, stavak IV b. 
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Prvotnim funkcijama (62), (63) odgovaraju prema (2), (3) izve­
dene funkcije 

Ш = ЈЗ±1Џ^+*1. ( 6 5 ) 
Vs2-rc2 

i M - e X P ( ~ X2 VS +C 2 ) , R R , 
J2 (S) = г 7 = = | , (66) 

у s2 + с • 
dok kompoziciji - ^ ( t ; ж1( x2) kao prvotnoj funkciji odgovara 
njihov produkt 

4 lB\ 4 U\ - eXP [— (Д?1 +,3¾) V-2+C*l , 
/ l (S) % (S) = — ^+~CZ ^ ' 

kao izvedena funkcija. U drugu ruku prema (60), (61)' izvedenoj 
funkciji (67) odgovara kao prvotna funkcija integral 

1= J J0(c^¥^2)dy. (68) 
- * , + % • 

Budući da je prvotna funkcija, koja pripada zadanoj1 izve­
denoj funkciji, jednoznačno određena,13 mora kompozicija (64) 
biti identična s integralom (68), t. j . dobijemo integralan teorem 
.Besselovih funkcija, u kojem ćemo prema III (1) pisati funk­
ciju Л0 mjesto funkcije J0: 

t — x2 

Kfl (t; --1.-¾) = 1 A> (c sly2-*!2) A> (c sl(t — y)2~x2
2)dy = 

*1 

t 

= j* Мс№=у*)ау. (69) 
% + *2 • 

Analitičkim produživanjem lako je uvidjeti, da ova relacija 
vrijedi i onda, kad nije zadovoljena pretpostavka, da su xlt x2 
i t realni brojevi s uvjetom t > хг -\-x2, već to mogu biti tri 
bilo koja kompleksna broja, a krivulja integracije bilo koja 
krivulja, koja se može rektificirati (na pr. po odsječcima glatka 
krivulja), a spaja točke, koje* su dane donjim i gornjim gra­
nicama integrala. Drugi korijeni, koji se pojavljuju u argu­
mentima funkcija, samo su prividni, jer jeA0 taka funkcija," 
kako izlazi iz III (1). Integrali u (69) su stoga očito cijele ana-

13 Ako zahtijevamo, da bude kontinuirana. Vidi Doetsch, str. 34. 
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litičke funkcije. Istina je, da se u tom poopćenju prvi integral 
u (69) više ne može smatrati kompozicijom u strogom smislu 
definicije I (33). Ipak ćemo pridržati taj izraz i u ovom slučaju. 

Provede li se'postupak integriranja po ж od ж do .00, koji 
je doveo od (58) do (59), r puta, dolazi se do relacije 

j e~stl jdx) J0(c \Jt2~x2)dx dt=^±Z^M±^. (70) 
(\/s2 + c2) r + 1 

Uzevši još u račun formulu II (154) za п-struku integraciju, 
možemo dakle reći, da prvotnoj funkciji 

0 za 0 £ t ^ a ; 
F ( t ) = (71) 

t 

(r —l)j \ (У~~ж)г-1Ј0(с\/*2 — y2)dy za t>x 

odgovara izvedena funkcija 

Ш = ШЏ±+11. (72) 
(\/s2 + c2) r+1 

Neka su dalje хг ^ 0, x2 2> 0,. .., xx > 0 realni parametri. 
Onda prvotnim funkcijama 

0 za 0 ^ t £ x f c 

F k ( t ) = • (k= l , . . . , r) (73) 

Jo (c V t2 — x\ ) za t > xk 

odgovaraju izvedene funkcije . 

ехр (— х, \l s2 + c2) 
f ( s ) = ^ Ј ^ Л ^ L (k= l,...,r). (74) 

Vs + c2 

Kompozicija funkcija (73) glasi: 
К1\\\\1{1;хг,...,хт) = F-(t)* F2(t)* . . . * Fr(tj = 

= Ј dyi Fx (t — уА j dy2 F2 (j/i-y2) • • • Ј dur-2 Fr_2 (yr_3 — i/__) • 
о о . • u 

Ут-2 

. j" dyr-iFr--i(yr-2 — j/r-i) Fr (г/r-i). (75) 
u 
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Uvrstimo li funkcije (73), lako se vidi, da će odbacivanje onih 
dijelova integrala, za koje su integrandi jednaki nuli, značiti, 
da se pojedine varijable integracije kreću u ovim granicama: 

xr S Уг-г ^ Уг-2 — Xr-i (76a) 
Xr + Xr-i<L Уг~2 <L vr-3 — Хт-2 (76b) 

Xr + Xr-1 + Xr-2 <• Уг-3 S Уг-4 — Xr-3 (76c) 

Xr + Xr-\ + ... + x3<,y2 йУг — ^2 (76d) 
xr + Xr~i + ... + x2 <I Ух S t — хх • (76e) 

Dobijemo dakle, zamijenivši J0 sa Л0: 

^ о , . . . , ' о (t>xi'•••> Xr> = 

= J ЙУ1 A° (C V(* — yi)2 — *-*) Ј ЙУ2 Л> (С \1(У1—У2)2-Х2
2) ... ј dur_2 -

fc=2 fc . fe=3 * 

Уг-2 - *r-1 

• A> (с V (2/г-в — ?/r-2)2 — а;2_2) { dy--i • 

. А,М(Уг-2-.Уг-1)*--:-£__) A , ( c > / 2 / L t - ^ ) . (77) 

gdje je u smislu (76e) 
r 

t > 2 -¾ • (78) 
fe = i 

Ovoj kompoziciji odgovara kao izvedena funkcija produkt 
funkcija (74): 

* iM* лл * лл - e x p [ — ( ^ + ¾ + .. . + a?r)Vs2 + с 2 ] , 7 ( П 
j i (s) j z (s)... /r (s) = -г-р- - ^ - ^ . г . (79) 

( V s + с: ; 
Stavimo li još 

X = 1 ¾ . (80) 
к = i 

možemo prema (71) i (72) zaključiti, da je 
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К ;(t;x1,...,-Cr) = 7 -~ ? i (y-X)'-^ 0 (cVt--y«)dy (81) 
* " ' * V Л). х 

pod p re tpos t avkom, da je 15> X. Razumijevamo li pod 

^ о ' . . , , о (*> ^- i ' • • •» Хт> 
izraz (77) i onda , ako !uiU. £^ X i j * " 2 ' * * * J **"r 

bilo koji kompleksni 
brojevi, koji dakle više ne zadovoljavaju uvjet t~> X, opet se 
analtiobim produživanjem uviđa, da (81) vrijedi i u tom slučaju. 
3. Jednadžbe rekurzije za kompoziciju dviju Besselovih funkcija 

višega reda 
Za ovo, što slijedi, pretpostavlja se prema potrebi, da su 

parametri xx, x2,... od nule različiti. Slučajevi, kod kojih išče­
zavanje jednog parametra ili više njih dovodi do teškoća, ras-
pravit će se kasnije. Razmatrajmo kompoziciju 

к"','„? (t;x1,x2) = 
t — * 2 

= J У* К (с vV117^) (t-y)^ -A», ft JW^yT11*?) dy, (82) 
pri čemu su m1, m2, щ, n2 nenegativni cijeli brojevi, t, хг, x2 
bilo koji kompleksni brojevi, a krivulja integracije bilo koja 
krivulja, koja se može rektificirati, a spaja točke хг i t—x2. 

Ako su t, xlt x2 nenegativni realni brojevi i t>-xx-{- x2r 
možemo (82) shvatiti kao kompoziciju funkcija 

0 za 0 £ t _ 
Fx{t)^ ' (83) 

0 za 0<Lt<Lxi 

tm< А щ (с V t2 -

0 

-xt
s) za t > Хх 

za 0 <L t <1 x2 
F2 (t) = (84) 

tm* Ащ{с {? — х2
г) za t>x2. 

U tom slučaju komutativni zakon za operaciju komponiranja 
daje 

к Zlln! (¢^1.¾) = KHZ1 (t; X2'Xl) • ( 8 5 > 
Analitičkim produživanjem izlazi, da (85) vrijedi i za bilo koje 
kompleksne vrijednosti od t, xlt x2, a dobije se to i izravno 
iz (82) supstitucijom z = t—у. 
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Diferenciramo li (82) po хг i uzmemo u račun III (9), do­
bijemo 

v r7.m,,m.2 /, \ 

= — ж™'(i — _ci)"b A-,(c\/(t—*_)* —x2
2) + — ; — - ^ г т - К^'^Ц;хъх2) (86) 

ili 

Knt + l,n., &>Х1> X2> = 

__ ?C?i±_) { ^ ^ ^ + ̂ .(t-x^i.HF^)^/)) (87) 

i analogno 

= - - - | "<-% + i ^ t - ^ l ^ c V(t —-C2)2—-ci2) [• 
с x2 l м 2 J 
U (87) i (88) pretpostavlja se хг =f= 0 odnosno x2 ф 0. Ove jed­
nadžbe daju mogućnost postepenog povisivanja donjih indeksa 
kompozicije. Diferenciramo li (82) po t, izlazi s obzirom na 
III (9): 

дК™"'/' {f,xi.x2) 

(88) 

dt 

= (t — x2)mi x™°Ani (c yj(t—x2)2— хх) + m2 К™"^2~ (t; xb х%) — 

--П^П)^^'*^ (89) 

ili 

K r ; ,C+i ( t ; ; r i ' X 2 ) = 

2(na + l) (t — ж2)т ' а^« A„, (с v(t—ж2)2—ccj2) + m2 К™'/™2 (t; -ci, x2) — 

дк7'п!(t;xltx2) \ 
" s <90> 
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i analogno s obzirom na (85) , . 

к :;tl::: (-; *ъ ъ> = - -^ - - - -1 (t - ^- хг< лщ (c ^ - ^ - - ^ - ) + 

+ m i &„'„_/ (t; x i , x2) д i . (91) 

Uvrst imo li u ,(90) za K^"™2
+^ izraz, koji daje (88), dobijemo: 

a,K^ + 1 ( t ;a 1 > a ; . ) 
# X o 

f m m.-iv ч 9 K ^ ' ( t ; a : i ^ ) 1 
x2 j m2 К П Ј ' „ ; (t; x i , x2) — х - l. (92) 

Integriramo li po x2 i odredimo donju granicu integrala tako, 
da integral iščezava za i = хг + x2, kao u (82), izlazi: 

K™1'™2 (t: x i . x 2 ) = 

= \ у\m2 кге;;^; L-(t;жх,у) ^ ^ ^ \ dy (93) 

i analogno 

= J 2 /^^^^(^1 / ,¾) = ^ Jđ2/. (94) 

Posljednje dvije jednadžbe dopuštaju postepeno povisivanje 
gornjih indeksa kompozicije. Jednadžbe vrijede i za m2 = 0 
odnosno m1 = 0, kada otpada prvi član u vitičastoj zagradi u 
integrandu. Toi se razabira, ako» se cijeli izvod izvrši pod tom 
pretpostavkom. 

Dajemo još neke jednadžbe rekurzije, koje mogu prema 
potrebi korisno poslužiti. Prema III (7) vrijedi 

( г / 2 - х 1
2 ) Л „ 1 ( С \ / у 2 " - х 1

2 ) = 

= *Пг{1Г1)\К-1(с{¥^)-К-Лс{¥^)\. os) 
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Pomnožimo li ovu relaciju sa ymi (t— _/)m--Л-, (с \j (t — у)г—х/) 
i integriramo po у od x% do t—x2, dobijemo 

К-Н + 3.-Ч __ • кт,ш, + 4 « П « р 1 ) { K m „н —К^__) (96) 

i analogno 
4n2(n2 —1) 

- ¾ -Ч,,п. + ~2~ ( 1 - - , , - , - 1 - - - - , , - , - . . ) - 1 9 ^ 

Ako se u (92) povisi m2 za jednu jedinicu i uvrsti izraz (97),. 
izlazi 

d m„m2 + l ( у 
—— = (m2 + 1) К П Ј ' ^ (t; 11,¾) — 

— — — ( т /Ym"m2 ff- i , r l + i ^ i ^ ^ Km"mä f f i , t j -

- к ? . С - 1 (*; ^-¾) }• (98) 

Integracija po t daje, ako se donja granica odredi tako, da 
integral iščezava za t = xt + x2 , 

K - » „ m , + l ( t ) = 

= J ) (m. + 1) КЦщ (У > хъ 3¾) — — -јј^ j -¾ К™1'™s (у; х ь х2) + 

[ <:vr- i (?/; --i-*.) - K;:Z-2(y; хь -¾)]} | % 09> 

xt + х2 

4n2(n2 — 1) 
с 

i analogno 

rt,, lij 

= f (mi + 1) K™1/̂ 2 (у; x_, 3¾) — — --^- I ж. K™'" ™г(у; хъх2) +• 

[ к ; 1 ц ( 3 / ; x i , я . ) - К ^ . . ( у ; * i , x _ ) ] | W (100) 

*, +х. 

4n i (n i— 1) 



4. Izravne formule za kompoziciju dviju Besselovih funkcija 
višega reda 

Ponovljenom primjenom jednadžbe rekurzije (87) dobije 
se lako 

C/C ft; *i>-¾) = -¾11 (^ j-J1 КС (-; ** -¾) + 

+ 2 ^--Гм (^^j^'^r'-^t-x^^jcVF^^^^^jaoi) 

к: 
n,—1 

* = 0 

i dalje 
2"-nai / 1 д \п-

On,—fc-, J / 1 Я \n„-k-l 

+ 2-?5й%Йв_к)" N-Mt— .)-.40^^--0--^.-)]. (102> 
п.—1 

Uvrstimo li (102) u (101) i uzmemo u račun, da je prema III (9) 

- f i N l t - ^ - x / ) = Trr^j^A+iicjlf^W17^!2), (ЮЗ) 

dakle 

(^^Г^^3^^ = 2 ^ ^ И Т ^ ^ ^ ? ) - (104> 

izlazi 

К"1""4 (t;xbx2) = г ^ п ^ п г ! / I 
¢2(-..+-1.,) 

л,—1 

/ 1 в Y> / i a y « ._„,,,-,-. U_&_TJ 1^¾]. K°.° <*'•*-.*->+-

+ 2 - г ^ Э Д ^ Р [-r-Mt-.j-ikccVct-*,)'-*.-)] + 
fc = 0 

+ 2 - ^ ¾ l i ^ P f o " 4 ' " ^ ^ ^^^-^? ) ] - (105> 
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P r i tome pretpostavljamo щ . > 0 i n2 > 0. Ako je n a primjer 
щ = 0, n2 > 0, otpada prva suma .na desnoj strani od (105), 
t. j . vraćamo se n a (102). Slučaj щ = n 2 = 0 je trivijalan. Time 
je K™''™2 izraženo pomoću' K ^ " ' 2 . Treba još izraziti K^,1"3 

pomoću K0 '0 , koje je dano formulom (69). To ćemo učiniti u 
točki 6 za općenitiji slučaj konipozöcije bilo kojeg broja Beissel-
o'vih funik-cija ivonđa specijaldzacijom izvesti relaciju, koja nam 
ovdje treba. [Vidi formulu (129).] 

Zabilježimo još nešto općenitiju formulu, kojom se svodi 
'K™1'1"2 паКГ" 1 " ' , gdje je p <C nu q < n2. Ta se formula dobije 
analognim načinom kao (lt>5) i glasi: 

K " ( t ; xi>x^ = 

_ 2">+"г-р-дП1!п2! t\_ д уч-Р / J_ J^^-я m2 

- С2(п1+Щ-~Р-Ф p i q i U r дхЈ \ x2 дх21 КР>« { ' Хъ X2) + 

+ " v* 2"--*-* ml /1_ j y ^ - ^ r mi_. л Ј(,_Ж1)2_Хо2 ) i , 

+ 2 с
2<^Чр + k) . W ^ J L l ( l} A*(cVlt Ж1) X2/J + 

•0 

пз-д-1 ЧЈЧ-Ч-к „ ,1 / 1 Я xiH-q-fc-1 , V 2 ^ - « n_l / 1 0 утя** г - y i , )m. A, (сЈ7Г^ЖГ^)] 

љ = о (106) 

5. Jednadžbe rekurzije za kompoziciju bilo kojeg broja 
Besselovih funkcija višega, reda 

Kao poopćenje od (82) definiramo u analogiji sa (77) kom­
poziciju • . • • • • 

< ; ; . 7 . ' / n ? ( t ; * i > - - o * r ) = 
t—x1 УЈ-ЖЈ 

= J dyx (t-уг)-» АП1 (c ^(f^F-xT2) ) dy2 (угујт* АП2 (с уЦу^-у^х**) . . -
Г Г 

2 *fe 2 хк 
к=2 к=5 

J ауг-2(уг-г-Уг~2)т'-*Апг_2(cV(yr-3-^-2)2-S) ' 

-1 

J d_/-__ iL*... (с УТ^-Т^-Уг-i?-<-.) А »г (сVž / iu 1 ^ ) , do?) 
хТ 
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koja se za realne vrijednosti od t, х1г. .. ,хт i t > X (vidi (80)) 
može smatrati kompozicijom funkcija 

0 ; za Ö ^ t ^ X j 

Fk(t)= (k= l , . . . , r ) , (108) 

•tf"* A,4 {с^¥^х§ za t>xk 

dok ćemo mi dopuštati i bilo kakve kompleksne vrijednosti od 

Diferenciramo li (107) po xt, dobijemo očito: 

—— Kn n
r (t;Xi,...,Хт) = —аг™-Кп

2
 R (t — ^ ; x 2 , . . . , ^ г ) + 

c 2 ; r i к:;;, 2"7'7 и',*1>"-.хт). (109) 2 (1¾ + 1) "1 + 1 

Zbog komutativnog zakona za operaciju komponiranja vr i ­
jedi analogna formula za bilo koje xk, t. j . 

-— K " n
r (t;xl!...,xT) = 

mk j ™ i m 4 _ 1 , m f c f j , ... . >mr , _ v 

— xk Kn, nk_l,nk+l nr (t xk ; Xi,...,хк_1,хк+1) ...,xk) + 

Diferencira li se (107) po t, izlazi: 
j o - m j , . . . , mr , \ m-i -r--m2, . . . , mr ,, < ^ , 

~К" " - „ „ ( t , ' X i , . . . , X r ; — X , i \ . n __ ( t Хл l Х о , - . . , Xr) т 
fff nl > • • • J -V ^ •» х / / X « 2 , . . . , « • - . " _. ^ -. 

i rriTii—1, m 2 ) . . . , m_ / , ч С T ^ - " 1 I + 1 » "-з. • • •» mr /_- \ 

+ m i K
n i : щ,..:,:т (t.;gi,--.-,-cr) — 2 ( n 1 + i ) K»»+i,",,. . , .^.(*» , а ;1)-»gr) 

(UD 
ili pomoću (109) 
^ -г-гЈп-t , . . • , ni-. / , \ T r m i — 1 , т . . , . . . , т _ / , \ 

a t - - - « , , , . . , - , (*;*!,....х-) = mi К„; '„; „; (tjari,...,,-.) — 

1 9 Т ,т!+1, i 
Ж! ЭЖх ">• Z'.'.'. п, ( t ; - " i , . . , - c r ) (112) 
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i analogno za bilo koje xk: 

•̂ - Knl,...,nT { t ; x x , . . . , x r ) = 

= т ^ Г " ' - " ? H ! H 1 ' " " ? ( t ; i i , . . , i , ) . (113) 
"4—1. " i . " t + 1 

Isporede li se formule (109), (110) i (111) sa (86), (89), vidi 
se, da (109) do (111) vrijede i za r = 2, ako se definira 

K™(t;x) = t m 4 ( c \ / t 2 - ^ ) . (114) 

Razumije se, da i formule (112), (113) vrijede i za r = 2 te u 
tom slučaju odgovaraju formuli (92). U anaiogonu formule (93), 
koji bismo dobili iz (112), bila bi integracija po prvom para­
metru protegnuta od t—X4rx1 do x1 tako da integral iščezava 
za t = X. 

6. Izravne formule za kompoziciju bilo kojeg broja 
Besselovih funkcija višega reda 

Pretpostavimo г ^ 2 i primijenimo na (112) operaciju SXl 
definiranu prema II (135) sa дг (хЈ = хг. Uoči li se, da sve 
kompozicije (107) zadovoljavaju uvjet II (148), kako se odmah 
uviđa, izlazi s obzirom na stavak II. 5.: 

_-»,+!, m , , . . . , » . ( ) = = 
Tl_, П 2 » • * • » П г 

= s,J|mxK:i;-i';v:;:;:; ( ^ ь - л ) - i^ K;;::::m
n: (*;*->..., хл 

(115) 
Ova relacija vrijedi i za mx = 0, kad prvi član u vitičastoj 
zagradi otpada, analogno kao što je to bilo kod (93), (94). 

Izbjegavajmo najprije svaku komutaciju operatora SXi i 
—. Označimo li radi kratkoće samo prvi gornji indeks kom­
pozicija, dok mjesto SXl pišemo S, daje postepena primjena 
jednadžbe rekurzije (115) na primjer: 

K4 = (3S2 + 3S2 -l S-l- + 2S 4 S2 ~ + S I: S ~ S + 
\ at at ot at at at 

+ s ¥ s a t s~dtSM \ KP. (116) 
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Pogled na tu jednakost pokazuje, da desno od svakog —stoji 
5 ili K°, i lako je vidjeti potpunom indukcijom, da to vrijedi 
i za bilo koje Km. Prema stavku II. 5. komutira dakle svako ^г-

dt 
s operatorom, koji mu je nalijevo, pa stoga možemo u svakom 
članu operatore ----, počevši s onim, koji stoji najdalje nalijevo 
u dotičnom članu, postepeno pomicati na lijevi kraj člana. Time 
prelazi (116) u oblik 

K4 = [3S" + 6 ( i )V + (*) V ] K ° ' (Ш) 

Općenito vrijedi, kako se dokazuje potpunom mdukcijom na 
temelju (115): 

*Q;;;;;lr (t;_c_,...,xr) = 

*=o - (118) 
Da taj dokaz izvršimo, nadovezujemo najprije na stavak II. 5. 

I д У Tvrdimo, da izraz l-^-j Sq f(t; xx,. ..,хт), gdje Sq znači produkt 
od q operatora Sg о > (к = 1 , . . . , r), koji ne moraju biti me­
đusobno jednaki, zadovoljava uvjet II (148), ako to čini funk­
cija f (t; xlt... , Xr) i ako je p ^ q. To svakako vrijedi za q = 1, 
jer je za p = 0 izraz jednak Sf, pa je prema istom stavku 
— Sf = S — f, čime je operator S na prvom mjestu, pa izraz 
opet zadovoljava II (148). Pretpostavimo li, da je tvrdnja isprav­
na za neko q, bit će 'dopustiva prijertvorba 

čime je Š došlo na prvo mjesto, pa tvrdnja vrijedi i za q + 1. 
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Time je tvrdnja dokazana potpunom indukcijom. Iz nje dalje 
izlazi, da vrijedi 

* ( i f ~ ' ' - U )'***'•• (120) 

ako je p 55 q, a funkcija f zadovoljava II (148). Čitamo li naime 
(119) zdesna nalijevo, vidimo, da se operatori S jedan po jedan 

* * ( д Y 
mogu s lijeve strane potencije l^r/ prenijeti na desnu. 

Ako dakle na izraz (112) djeluje operacija SXl, ta se ope­
racija može dodati potenciji S™*~ , jer je % - -27c <= ma — к, а 
kompozicija K™1+1' ™2;;;;; m

n
r (t; xlt..., xr) zadovoljava II (148). 

Pretpostavljajući, da relacija (118) vrijedi za neko m1 ^ 1, 
uvrstimo je sad u (115) i nadomjestimo u prvoj sumi na desnoj 
strani к sa Je—1. Izlazi 

(-1)--+4-71- + 1). J 2ккНт^-Ш+П\'. 
fe = 0 

(
Й \ m1+l-2k 

Z 2fc-1(fc—l)!(mi—2fc+l)!-W- - л K»i.-- „r (t, ^ , . . . , ^ 

fc = i 

Г_!?_1 

-(-i)-'^' 2 * Щ ^ Й Ы *:+"Х,:;:::;:; (*;*!..-..*>. 
*=0 (121) 

Pretpostavimo najprije 

1 5 5 Ј с ^ - ^ . , (122) 
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Članovi s indeksom к daju 

(__!)»»,+i ( m i + l ) ! ( — l ) ^ - 1 (m i — 1)! mj 
2hk\(mi~2k + l)l 2 ^ 4 ^ - - 1 ) 1 ^ - 2 ^ : + 1 ) 1 

_ (— pfr -mi! 
2 f ck!(m! — 2fc)! ' (123> 

Dijelimo li sa (—l)"*»-1 m,! i množimo sa 2k kl (m1—2Jc -f- 1)!, 
to dobijemo 

m1.+ l = 2 k + m 1 — 2 k + 1 , (124) 

što je ispravno. Za к == 0 dobijemo 
( _ ! ) » . + - ( m i + l ) ! '(—!)«-» mi! 

2° 01 (mi + l ) ! 2 ° 0 ! m i ! ' 

što je ispravno. Ako je ттц lih broj, može biti к = 

dakle m1 = 2s—1, pa dobijemo-

(125) 

Tnl + 1 

( - l ) 2 s ( 2 s ) ! _ ( - 1 ) 2 » - 2 ( 2 5 - 2 ) ! ( 2 5 - 1 ) _ ^ 1 2 6 > 

2 s s ! 0 ! 2 ^ ( ^ - 1 ) 1 0 1 

što je ispravno. Budući da formula (118) vrijedi za m1 = 0 i 
za m1 = 1, ona je t ime dokazana. Razumije se, da analogna 
formula vrijedi za svaki od gornjih indeksa kompozicije. Po­
đemo li od kompozicije, kojoj su svi gornji indeksi jednaki 
nuli i provedemo postepeno povišenje pojedinih indeksa prema 
formuli (118), dobijemo članove s operatorskim produktima 
oblika 

a \m1—2k1 / a \m2—2fc;, " 

dt) »- \di) 
u kojima možemo na temelju (120) sve operatore S premjestiti 
na desni kraj dotičnog operatorskog produkta, počevši od onih, 
koji su desnom kraju najbliži. Dobijemo stoga općenito 

^;:::;:;fo^ ^).-- ( i l f - i r ' -v] . 

M M M r 
L 2 J L a J L 2 J 2 ms-2ks / r \ 

I 2... 2 (£)". nrbl,:: i |w. . . . ,d. 
fc,=o fc2=o fcr=o \"=i / (127)' 
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Ako stavimo sve donje indekse jednako nuli i uvrstimo (81), 
možemo pisati: 

КУ\::,? с*;*.,....-*) - ; ( г - ^ ( П ( - 1 ) я * ^ ч . 

LTJ LTJ i«-.-». / г \ * 
2--- 2 fer1 П s:rK i (у --о--- л (с Vt^v) dy. 

fc1=o fcr = o \t>=i . / х (128) 
Za r = 2 dobije se dz toga: 

K™" 0
mj (t; х-, x2) = (— 1)"- + •"* mi! m2! . 

2 2 (£) S ^ S ^ - J A(cV*2-2/2)du.(129) 

Ova se formula može uvrstiti u (u05), pa je time dobiven izraz 
z a к2',2 (- 5--1.¾). 

Na temelju jednadžbe rekurzije (109) možemo postaviti 
opću formulu, koja izražava K ™ 1 ' ' ' " ™r (t; ж - , . . . , хт) pomoću 
К^"'У'"^ (t; х1г..., Хт). Neka je r, kao i dosad, broj parova 
indeksa kompozicije. (Smatramo, da svaki donji indeks s p r i -
padnim gornjim čini par). Neka je dalje p broj donjih indeksa, 
koji su veći od nule, dok su ostali donji indeksi jednaki nuli. 
Dopuštamo 1 ^ p ^ r. (Slučaj p = 0 je trivijalan.) Radi jedno­
stavnosti zamišljamo, da je p r v i h p donjih indeksa veće od 
nule , što zbog komutativnog zakona komponiranja ne znači 
smanjivanje općenitosti. Neka je Q minimum dvaju brojeva 
p i r — 1 , it. j . Q = p, ako je p <i r—1 i Q = r-—1 z a p = r. Neka 
konačno (kj, k2,... ,ky) znači kombinaciju y-iog razreda 
(1 žs У Žs Q) elemenata 1, 2, . . . , p , a (sx, s 2„. . . , s r _ 7 ) tomu 
komplementarnu kombinaciju (r—y)-tog razreda, tako da su 
ki, k2,... , ky, Sj, 5 2 , . . . , s r _ T sv i elementi 1, 2 , . . . , r. Zbog 
1 ^ у <* Q i jedna i druga kombinacija imaju uvijek barem 

V 
jedan elemenat. Pod sumom -«- sa zadanim у razu-

mijevamo, da u dotičnom izrazu t reba uvrst i t i redom sve kom-
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binacije indeksa (к , , . . . ,ky), a istodobno za indekse slt... , sT-y 

tomu komplementarnu kombinaciju, i tako nastale izraze zbro­
jiti. Postavljamo sada opću formulu služeći se oznakom 

1 д 
— -£- =DXk, (130) 

koja odgovara oznaci II (134): 

К 

п: l 

+ i _ п <s i 
7 = 1 ( / r , , . . . , / ^ ) б = 1 м.-1=0 

П <Ä'E ' C.'ü^tt-Sv1- О • (131) 

Opaža se, da smo umjesto komplementarne kombina­
cije (s l t . . . , sT \ mogli staviti komplementarnu kombinaciju 

(si> • • • >s
p-y)> -• j . mogli smo izostaviti elemente s + J , . . . , s r, jer 

r—7 

ti elementi u produktu П prinose samo faktore DXs ,...,DXs , 

koji znače jedinični operator, pa se mogu izostaviti. Gornja 
granica spomenutog produkta glasila bi onda p—у umjesto 
r—у, а kompoziciju na kraju formule (131) pisali bismo 

Kn/ . . . . o/ 7 0 , - . . . , 0 I * 2j Xk9t Xs^-'-'Xtp^'Xp + iy-'Xrl-

Za kasnije svrhe ipak nam je zgodnije ostati kod oblika (131). 
Treba još primijetiti , da za r^p^r—1, y = p kompozicija 
na kraju formule (131) ima samo jedan par indeksa, pa se t reba 
sjetiti definicije (114). 
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Da dokažemo formulu (131), pretpostavimo r ^ 2 i stavimo 
u (190) щ = n2 = ... = nr. Prema (131) bilo bi za p = 1, nx = 1 

кгго.'::::?(«;*- •••••*> = Jr{D*> ^ : 7 / . : 7 ( ^ . - - 0 ¾ ) + 
+ 1^-^^--.-.-.-,^^--1,-¾.... .¾)} (132) 

u skladu sa (109). Formula (131) dakle vrijedi za taj slučaj. 
Pretpostaviimo dalje, da je formula (131) dokazana, ako je 
p = l, а щ je neki pozitivan cio broj . Dokazujemo, da (131) 
onda vrijedi i za nt + 1. Iz (131) izlazilo bi naime: 

к;^:::::^^--! *) = 

= (|f+1(m+i)!{D::+1 ^::::7(^3-1.-^) + 
« i 

+ 2 (^р^о^ЈхГ-КоГ;;;;^^-^;«., . . .^)]}. <ш> 
u>,=0 

2 
Izluči li se -^Ј (nj +-1) D*, i odvoji član sume za w1 = n1, vidi 
se, da izlazi 

- ,m„ m, mr , . . 2 ( n _ + l ) f / 2 \"» / 2 \ - п * 1 
к-^-- -:(t;xi 'Xr)= —с»~ д *{("?) П 1 ! Ы nrr-

. x™'~ KQ'"_ ' - 'Q r (t— x x ; x 2 , . . . , x r ) + 

+ (J,)"' щ! D*; к™1';;;; or (t; -ct,..., xr) + 

ПЈ—1 

i>,=0 

2(n! + l) f „ : i_i m m 
2 Д ; , ^ Xj K 0

S . . . , О (t -Ci/ X2,..., Xr) + 

+ к"1;;;;;^ (t; *_,..., хг)\ (134) 

34 



u suglasnosti sa (109). Budući da analogni dokaz vrijedi za bilo 
koje xk, t ime je potpunom indukcijom dokazano, da (131) v r i ­
jedi za p = 1. 

Pretpostavimo sad, da (131) vrijedi za neko p ( l r^pr^r—1). 
Dokazujemo, da onda vrijedi i za p + 1. Neka su dakle 
nj, . . . , np bilo koji pozitivni cijeli brojevi i neka je ponajprije 
np +1=1. U izrazu, što ga za taj slučaj daje (131), razmotrimo 
članove, kod kojih je u kombinaciji (к1г .. . , ky) sadržan broj 
p + 1. Indeks sumacije wp + i zbog np + \ = 1 dobiva samo jedinu 
vrijednost nula, pa se iz svih tih članova može izlučiti х™1^1'1 

2 
i к tome dodati faktor - 2 iz produkta pred vitičastom zagradom, 

a izraz, koji ostaje, očito je isti onaj, što ga daje 

К™У, '.'.'.', "n", o^+2'.'.'.',' or tt—Xp+i'' Xi,...,xp, xp+2,. ..,Xr) 

prema formuli (131). Prvi član u vitičastoj zagradi, kako ga ta 
formula daje za ovu posljednju kompoziciju, nastaje od one 
kombinacije (klt..., ky), u kojoj se nalazilo samo p + 1. 

Razmotrimo dalje članove, koji odgovaraju kombinacijama 
( k j , . . , ky), u kojima nije sadržano p + 1. Iz tih članova se 

može izlučiti Dx + 1 , (koje se nalazi među faktorima Dx
5), a 
"s 

taj isti faktor se može izlučiti i iz prvog člana u vitičastoj za­
gradi, koji bi glasio 

2 
I ovdje dodajemo faktor —i od produkta pred vitičastom zagra­
dom, a izraz, koji ostaje, očito je prema (131) jednak 

Ki:v:.\m
n

p
p:7,+i'::::7 ^' ^ , - - - ^ ) -
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Izlazi dakle . 

„ш,, mp,mp+l,mp + 2 , . . . , m r (f \ 
n, , . . . , n . 1 , 0 , . . . , 0 \^, ^-1, • • • , •i'T ) — 

-" I m p + 1 — - u7""11 ' " " • ' mp' m p + 2 ' • - • » m r /+ ^ , 
~ZfiiXp + l ^ п » , • . . , np, 0 0 ^ ^ p + b ' ж 1 i • • ч Xp,Xp+2, • • . , Ж г 1 + 

+ DIp+1 к ^ ; ; ; ^ ; > + 1 - ; ; ; ; ^ (t,-*_,..., я г)1, (136) 

što odgovara formuli (110), ako se u njoj mjesto к piše p + 1 
i stavi Xp+i = 1. Budući da je u kompozicijama na desnoj, strani 
od (136) broj od nule različitih donjih indeksa jednak p. prema 
pretpostavci s pravom smo n a nj ih primijenili formulu (131), 
a relacija (136) dokazuje, da je ta formula (131) ispravna i 
za kompoziciju na lijevoj strani, gdje je taj broj indeksa jednak 
p + 1, a (p - j - l)-ti indeks jednak jedan. 

Pretpostavimo dalje, da je relacija (131) dokazana onda, 
kad je (p + l)-ti indeks np+t neki pozitivan cio broj. Dokazu­
jemo, da formula vrijedi i onda, ako je taj indeks jednak 
Пр+i + 1. Primijenimo opet formulu (131) na taj slučaj, da je 
(p -f- l)-t i indeks %+i + 1. Razmotrimo li članove, koji daju 
kombinacije (k1, .. . , ky), u kojima je sadržan broj p + l, uzevši 
п račun samo vrijednost indeksa sumacije wp+i = np+x, i izlu-

•cimol—2-l (np+i + 1)! iz produkta pred vitičastom zagradom, 

;a I—» : = I - , ,- iz dotičnih članova između 
Vcz/ Wp+il \ć> np+i) 

2 
zagrada, dakle ukupno - г (np+i + 1), dobivamo izraz, koji prema 
(131) odgovara veličini 

^ л , , ' . . . ' n", о Г . . . , ' о г ^ — Xp+i; X\,... уХруХр+2,... ,хт). 

Razmotrimo li sve ostale članove, možemo izlučiti Dx +l . Ovaj 

se operator nalazi među faktorima D , ako je p + 1 sa-

držano u kombinaciji (klt. :. ,ky), pa je tada za kE = p + l 

.Dxk' nadomješteno sa Dx
p+l p+l, jer je (p + l)-ti indeks 

Пр+1+1 umjesto np+1. Tu dakle izlučujemo Dx +1. Ako p + l nije 
sadržano u kombinaciji (кг , . . . , ky), među faktorima se 
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nS П 4 -1+1 П 4_i 

D б nalazi jedan, koji glasi D p = D* ,, D p . 1 ovdje 
2 

izlučujemo D* +1. Odvojimo li još faktor —з(пр+1+ 1) iz pro­
dukta pred vitičastom zagradom, preostaje izraz, koji je u 
smislu (131) jednak 

K % ,mp,mp + 1, mp + 2 , mr /f \ 
^п,, . . . , np, np + 1 + l, 0, . . . , 0 УЂ,Х1,...,ХТ). 

Dobili smo dakle * 

K"" "V+i' mp+?' • • • • m' (t • т , r > = _tfr__±-J__l_ . 
-^ПЈ, . . . , np + 1, 0, . . , , 0 W-» •*-->•••>-CW — c2 

i - ^ p + t 1 " 1 K " 1 >' • • • •' »P >' ^ + 2 ' • • • ' ^ &~ХР + 1 ;X1>...,Xp,Xp + 2,...,Xr) + 

+ DXp+1 к:;;:::;:;^1;^2'.::;^ (-;--_,...,*-)}. азя. 
Primjena formule (131) na prvu kompoziciju desne strane od 
(137) opravdana je, jer ta kompozicija ima samo p donjih 
indeksa, koji su od nule različiti, a primjena na drugu kompo­
ziciju desne strane opravdana je prema pretpostavci, jer je 
(p + l)-ti donji indeks np. Relacija (137) dokazuje, da je onda 
relacija (131) ispravna i za lijevu stranu formule (137). Tim 
je potpunom indukcijom izvršen dokaz za formulu (131). 

Radi boljeg pregleda napisat ćemo tu formulu opširnije za 
slučaj r = 3 , p = 3: 

1*-» n n vi' > X\, Xv, X%) = 

2 \" ,+ n,+ n. 
-A n t ! n2! n3! D"' D"* D"* K^'^'p"3 (t; xbх2, xs) + 

ni—1 

n2—1 
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- 1 

w 3 = 0 

" l — l n2—1 

X 2 (I)"'"" + •-)-. 

• 1>;ГШ1~] D - — ^ x - - 1 х - ' 1 K0
m« ( t - ђ - ч ; x3)] + 

D - . - - W D » p - W - я - . - - Д.-.-1 £ - . ( „ -* -_ . - , , •*_) ] + 

. D - | - « . - - D - . - ^ i [ x ^ - - ж~--- K ^ t - * . - * * ; * _ ) ] } • (138) 

Želimo li izraziti К™1 ™p'^p+i gr (t; x x , . . . , x r) po­
moću K°0""°0{i; xv...,xr) [vidi (81)], moramo formulu (128) 
uvrstiti u (131). Pri tome treba uočiti, da se za r— 1 ^ p <̂  r 
u (131) pojavljuju kompozicije s jednim parom indeksa, kako 
smo već spomenuli [isporedi (138)], dok (128) vrijedi samo za 
r ^ 2 , a z a r = l vrijedi definicija (114). Razlog, da (128) ne 
vrijedi za r = l , leži u tom, da za taj slučaj iz (112) ne izlazi 
(115), jer (112) doduše vrijedi i za r — 1, kako je lako uvjeriti 
se na temelju definicije, (114) i formule 111(9), ali funkcija 
K™ (t; х) ne zadovoljava uvjet II (148). Moramo stoga u (131) 
za slučaj, ako ima kompozicija s jednim parom indeksa, dotične 
članove odvojiti. 

Bit će prikladno da dopustimo i negativne cijele potencije 
integralnih operatora SXk definirajući 

SI" = Dl . (139) 
k k 
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Pretpostavimo1 dakle najprije r ^ 3 i 1 ^p<r— 1. U torn 
je slučaju Q = p i nema kompozicija s jednim parom indeksa. 
Uvrštenje formule (128) u (131) daje, ako uzmemo u račun (139): 

p 
-ггТПг , . . . , m„, m„4-\, . . . , mr , \ T T / -< \ о , 

K B l \ \ . . , n £ . o f + \ . . . o M t ; * ! > • • • > * • ) == 1 1 ( - . - ] n _ ! . 

(r 

M [-1 

— 2)! 2 - - - 2 \dt) 
9. = 0 g r = 0 

+ (r̂ -r:2)i 2 2 2 ••• 2 П te*) щТ̂ Ч* 
7 = 1 ( ^ ку) Wi = 0 u)y = 0 \ e = l 

г — У 

U<'-_1) 2 - 2 (жГ 
г = 1 / i>,=-0 i v _ - v ^ 0 

. П (-I)"5 «-.J <? 

* - ( * * , + . . . + *frj' 

J ( y - x ^ - . - . - x , . . . , ) ^ - 2 ^ ^ V(t-x*,—... —a^)* —y*)d2/ 

(140) 'r-y 

Ako je naprotiv r — 1 ^ Р ^ Л bit će Q = r— 1, a članove sa 
j, = г — i ćemo odijeliti. Dobijemo na pr. za p = r ( r ^ 2 ) : 
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к :::::::^:7 (t;*i>->xr) =-11 (i)" «.i. 

f , L 2 J b J s о».--,,.) 

(г —2)! Z '•• _£• 1 öt/ 

[ TT ( - 1 ) - - mv\ S^-"»-««' I С ( y - X V - 2 i l 0 (с \ / ? ^ ? ) dw + 
r—2 "*, —- nky~* / у 

+ ^Zf^f] 2 2 2 "• 1 П (c2) 

[ms "I Гт , "1 

__J |̂  ^ J ^ 
2 -;i 2 (1Г 

V J = 0 vT _ y--= 0 

2 \ - » ? _ l _ D n „ . - « > . - l 
гое! -1¾ 

II 
mK ~ г 

J (у-х8 1- . . . -х а г_7)Г^-2Л0 (с Vt-3**,---- —-%7)8—У2) du 

t - ( . % + . . . + .V, ) 

+ 

"*! —1 nfcr_r~x / r—1 

2 2 - 2 П 
2 \ ~u'e 1 D * . 

I I х"кЧ \(t^-Xki — ...—Xkr^)mSlA0{c'\{t~Xi!i-...-xltr^f~xlj 

(141) 
Pri tom je st onaj broj između brojeva 1, . . . , r, koji nije sa­
držan u kombinaciji (k1, , . . , icr_i). 
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Za p = r—1 formula ostaje formalno ista, samo što se 
kombinacije (Jq, . . . , ky) tvore od brojeva 1, . . . , k r _ i , pa u 
zadnjoj sumi dobijemo jedinu kombinaciju (fcj, . . . , k r - i ) = • 

(1, . . . , r—1) sa u " " = DnJ = D°x = I. 

7. Kanonski oblik integralnih teorema 

Pokušajmo desnu stranu najopćenitijeg integralnog teore­
ma (141) izraziti pomoću što manjeg broja što jednostavnijih 
funkcija. Uzmu li se u iračun formule (130), II (116), III (255) i 
III (119), a ova posljednja formula s oznakama prema III (1) 
glasi 

f' К'] 
-_- (— D t t '[(n — w — l ) ! ] 2 

_1„ (z) = n! _lj. (z) 2 JTTi^air у ) (го!)2(п — 2w— 1)! 

f-Jl 1 
_ V (— l)w{n — w — 2)!(n — ги — 1)! 

- A o ( 2 ) У ^.2--2..-- , (142) 
„__0 (~\ и > ! ( г и + 1 ) ! ( п - 2 г и - 2 ) ! J 

onda se iz posljednje višestruke sume u vitičastoj zagradi u 
(141) razabira, da ponovljena primjena operacija DXh i Dx na 
izraz u uglastoj zagradi u (141) daje očito funkciju oblika 

Ro (t;x1,...,xr) • A0(c^(t~xki~... — -"_)* — ^ ) + 

+ Rx(t;xx,...,xT) • Л . (с У^ — х^ — . , . — ^ . ^ ) ^ - 0 ^ ) , ( 1 4 3 ) -

gdje su R0 i JJj racionalne funkcije od t, xlt . . . , х.т. Da su te 
funkcije racionalne, uzrokovano je napose time, što su sve 
potencije od z u (142) take, tako da korijen u argumentu Besse-
love funkcije otpada, kad se uvrsti mjesto z u formulu (142). 

Razmotrimo sad srednju višestruku sumu u vitičastoj za­
gradi u formuli (141). Pretpostavimo najprije, da je eksponent 
operatora SXg pozitivan. Stavimo li 

t — {xki + ... + хч) =t, (144) 

xSl + . . . + %-_-, = X , (145) 

<p(t,y) =A0(dt2 — у2), (146)-
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može se integral u srednjoj višestrukoj sumi u (141) nakon 

izvršenja operacije Sx
 б б prema 11(186) i 11(188) svesti 

л а oblik 

T-~x T 

J Ф(у)Ч> (i,y + X)dy= Ј Ф (Ј/-Х) Ч> (t,у) du = 

j ^ (.у — л.) -а0 vc к г- — у J ay = 
X 

J Ф(2/ —-с*! — - - - - - - - - ^ ) 

. Ао(сЏ — хк1 — ...-хку)*т- y2)dy, (147) 

;gdje je Ф u smislu II (189) cijela racionalna funkcija od 

( д \ms —2lv 
— 1 ' 

mk _ 1 ^-4---1 
i zatim, poslije množenja sa x t

 ! , operacija D4 ,očito 
će diferencijacije pod znakom integracije s obzirom na III (9) 
povisivati indeks A-funkcije, koja će biti pomnožena cijelom 
racionalnom funkcijom od у, х1г. ... ,x.r, dok će pred dobivenim 
integralima stajati racionalne funkcije od xk ,..., xk . Rastav­
ljanjem tih integrala po pojedinim potencijama od у dolazimo 
na integrale oblika 

J у-» Лп {clt2-у*) dy, 

pomnožene racionalnim funkcijama od x1;. . ., х.т, a ti se inte­
grali prema III (382) do (385), III (339) i III (318), III (326) mogu 
izraziti u obliku 
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г 

JR0 А0 (с V t 2 - X 2 ) + Rx Аг (с s / l 2 ^ 1 ! 2 ) + R2 J A0 (с ^ 2 - У2) dy + 
x 

t  

+ Rs f ^ 1 (c f t 2 - y 2 ) dy + K4, (148) 
x 

gdje t i X imaju značenje (144), (145), a R0, Rlt R2, R3, R4 su 
racionalne funkcije od t, xlt. .. ,xr . Diferencijacije po gornjoj 
granici integrala* (147) dovode očito do analognih izraza kao 
(143), pa ih možemo smatrati već sadržanim1 u (148). Slučaj, 
da je eksponent od Sx u (141) jednak nuli ili negativan, ne 

-daje nikakvih načelnih promjena u razmatranju, jer se time 
samo pojednostavnjuje funkcija Ф u (147) i u smislu (139) 
dodaju nove operacije diferenciranja. 

Prva višestruka suma u vitičastoj zagradi u (141) dopušta 
isto razmatranje, pa je rezultat sadržan u obHku (148) za у = 0, 
u kojem je slučaju t = t i X = X. Isto tako je i (143) specijalan 
slučaj od (148) za у = r—1 (pri čemu je R2 = R3 = R4 = 0), 
tako da se (141) može izraziti pomoću članova oblika (148). 
Razumije se, da to vrijedi i za slučaj (140), koji se od (141) 
razlikuje u tome, što izvjesnih članova nema. 

Označimo sad sa N broj kombinacija nultog do (r—l)-tog 
razreda e lemenata 1, . . . , r, i numerirajmo isve te kombinacije 
od 1 do JV. (Nije teško vidjeti, da je rV = 2r—1). Neka je 
(xki,..., xk -) k-ta od tih kombinacija. Stavljamo 

xki + ... + xky = ak (k=l,...,N) (149) 

xSl + ... + xSr_y = Ък (к = 1,..., N). (150) 

Napose neka je prva kombinacija ona, koja odgovara у = 0, 
dakle" kombinacija »nikakav elemenat«, koja je nultog razreda, 
pa j e za taj slučaj 

ax = 0 , bi = a;i + . . . + X r = X . (151) 

Eazumije se, da je uvijek 

ak + Ък —X (к = 1, . . . , Щ, (152) 
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Možemo sada integralni teorem (141) dovesti u oblik 

JV 

кт,.. •, щ. (t x Х т ) = V R 0 ; k ( t . x ...,Xr)A0 (c sj^a^ — bl + 
nl * • • • * nr ' •—— 

fc-=l 

JV 

+ 2 R_, * (t; xt,..., xr) Ax (с > / ( * ~ а . > * ~ ъ 1 ) + 
i«=i 

JV t-ak " 

+ ^ R2,k(t;x1,...,xr) ^ 4, (c\l(*-*„)* —lf)dy + 
fc=i • . ьк 

*—afc 

+ 2 Ks;„(-;*_,-...,ж-) С - 1 . ( ^ ( - - - ^ - - / 1 ) % + 

+ R 4 ( t ; x i , . . . , x r ) , (153) 

gdje su R0, Ri,k, R2,k, Кз,к (к = 1 , . . . ,N) i R4 racionalne funk­
cije od t,xx,...,xT). Pr i tome su s obzirom na (143) svakako neke 
od veličina R2,k i Rs,k jednake nuli, na što se međutim ne 
obaziremo. 

Oblik (153) integralnih teorema nazvat ćemo kanonskim 
oblikom tih teorema. Pita se, da li je u tom izrazu, koji je 
linearan s obzirom na funkcije 

Л (с y/(t • ак)г — Ъ1)., Аг (с s / ( t - a A ) ^ ^ b | ) 
—ак i—«fc 

\ A0 (c v / l t ^ a j ^ 1 ) dy, С At (c ^W^irf^y2) dy, 
bk

 bk 

(fc = 1 , . . . , N), 
broj tih funkcija sveden na minimum, t. j . ne daju li se možda 
neke od tih funkcija linearno izraziti pomoću ostalih funkcija, 
s koeficijentima, koji su racionalne funkcije od t, x1 . . . , хг. 
Razumije se, da bi to moralo vrijediti za bilo kakve vrijednosti 
parametara xt, . . . , х:т (izuzevši vrijednost nula, ' koju zasad 
isključujemo) i varijable t. Ovo je pitanje ekvivalentno s pi ta­
njem, da li između navedenih funkcija postoji l inearna re la­
cija s koeficijentima, koje su racionalne funkcije od Х^, • * • , Хг 
\ t. Dokažemo li, da takve relacije ne može biti, t ime je i doka-
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2ano, da se ne daju pojedine od navedenih funkcija izraziti 
'linearno pomoću ostalih i da su prema tome racionalne funkcije, 
koje fungiraju kao koeficijenti u izrazu (153), jednoznačno 
određene. Na temelju takvog dokaza bit će opravdan naziv 
»kanonski oblik« za izraz (153). 

Treba primijetiti, da za taj dokaz nisu dovoljni poznati 
kriteriji l inearne nezavisnosti (determinanta Wronskoga i Gra­
nao va determinanta), jer koeficijenti nisu konstante, već racio­
nalne funkcije varijable t. Jasno je, da je dovoljno dokazati 
nemogućnost l inearne relacije za neke specijalne vrijednosti 
parametara хг, . . . , хт. Odabiramo stoga parametre хг, . . . , хт 
tako, da bude zadovoljen uvjet, da ni u kojem paru jednadžbi 

aj = Ч } 
г., г., (j3=k;j,k = l,...,N) (154) 

ne budu zadovoljene obje jednadžbe i da za najviše jednu vri­
jednost Jcj indeksa 7c bude 

bk = 0 . (154a) 

Da je moguće odabrati parametre x1; . . ., x:r tako, da ovaj 
uvjet bude zadovoljen, izlazi iz poznatog stavka algebre14: 

»Ako su f1 (xlt . . . , х/), . .. ,fr(xlt . . . , x.r) bilo kakvi poli­
nomi, koji ne iščezavaju identično, i ako je M neki skup 
od neizmjerno mnogo veličina, na pr. skup cijelih brojeva, 
mogu se za varijable xlt x.2 , . . . , хт na neizmjerno mnogo 
načina odabrati takve veličine A1( . . . , l skupa M, da bude 

( ^ , . . . , ^ - ) 4 = 0 za v = l, . . . ,n.« Stavimo li za naš slučaj 

јјЛ{х1,...>Хг)^ај-ак + Г{Ц~Ђђ ( јфЈс; j , к = 1,...,JV), (155) 

jasno je, da su prema (149), (150) te funkcije polinomi varijabla 
xlt. . . , xT, koji ne iščezavaju identično, jer bi inače za realne 
varijable realni dio bio a; — ak, i taj bi realni dio morao iden­
tično iščezavati, što je nemoguće, jer su a. i ak sume elemenata 
različitih kombinacija varijabla хг, . . . , xr. Odaberemo li za M 
na pr. skup pozitivnih cijelih brojeva, uklonili smo se vrijed­
nosti nula za parametre хг, . . . , x,., pa i za brojeve bk, a pri­
mjena citiranog stavka daje mogućnost da se zadovolji željeni 
uvjet. Na temelju toga izvest ćemo u idućoj točki dokaz, da je 
nemoguća l inearna relacija između spomenutih funkcija, s 
koeficijentima, koji su racionalne funkcije varijable t. 

14 O. Perron: Algebra I., W. de Gruyter, Berlin u. Leipzig 1932, 
•/str. 77, stavak 29. 
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8. Dckaz jednoznačnosti kanonskog oblika integralnih teorema 
Dokazujemo 
S T A V A K IV. 8. N e k a j e z a d a n o N p a r o v a 

k o m p l e k s n i h b r o j e v a ak, bk (fc= 1,..., N) t a k o , d a 
n i u k o j e m o d p a r o v a j e d n a d ž b i 

_. __ • ü 4 = 7 c ; J.b=l,...,N) (156) 

ц = ч 
n i s u z a d o v o l j e n e o b j e j e d n a d ž b e i da n a j v i š e 
za j e d n u v r i j e d n o s t fcj i n d e k s a v r i j e d i bfc = 0 
(156a); n e k a su d a l j e Ro.fc, Ri,k, R2,k, Rs,k (k = l , . . . , N) 
i R4 c i j e l e r a c i o n a l n e f u n k c i j e v a r i j a b l e t, 
k o j e n i s u s v e i d e n t i č n o j e d n a k e n u l i : o n d a j e 
n e m o g u ć e , d a p oist o< j i i d e n t i t e t o b l i k a 

N • N 

2 Ro,k Л0 (c s[(t-akf-bl) + 2 R_,„ - 1 . (c ^ ^ ^ ) 2 ^ 1 ¾ ) + 

N t-ak 

+ ^,R2,k С Д> ( c v („-_д8"---у*) đy + 

iV t_a f c 

.+ 2 й».* J Aiicftt-aJF-^dy + Ri-0. (157) 

Jasno je, da se slučaj, ako su koeficijenti R razlomljeno 
racionalne funkcije, koji nama treba, može svesti na ovaj,-ako 
se identitet pomnoži zajedničkim višekratnikom svih naziv­
nika. Uvest ćemo još pojednostavnjenje с = 1 (158), koje ne 
znači smanjivanje općenitosti, jer se to pojednostavnjenje može 
postići supstitucijom 

t У ak bfc 

t ,= — , у = ~ , ak = — , bk = —, (159) 
с с с с 

koja ne ruši pretpostavke našega stavka. 
Izvest ćemo najprije dokaz za slučaj N - = 1 . Radi jedno­

stavnosti neka je aj = 0, što ne znači smanjivanje općenitosti, 
jer se to može postići supstitucijom t —i-f-a ! (160). Ispuste 
li se još suvišni indeksi, radi se dakle о identitetu 
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R0A0(jt2-b2) +R1A1(^ — bt) + R>^Al({t2~y2)dy + 

+ R3 ^AxUt2 — y2)dy + R4 = 0. (161) 

Izvest ćemo najprije neke pomoćne formule. Stavi li se u 
ЈЛ1 (216) n = 0, odnosno n = 1 i integrira po z od 0 do i, izlazi, 
ako se mjesto z piše у: 

i Аэ (с V t * = ? ) đy = У --Ц- У -^----, (162> 
3 У ^ (u>!)2 ^ 2 k + l 
0 ti>-=0 1 = 0 

- ( - i ) « ( A ) a e
t - - + i ( - l ) ^ ( ^ ) 

U l v c v ? ^ ? ) đ u . = У ^ У Щ . (163> 
J -- tu! (го + 1)! • ^ 2к + 1 

Stavi li se u 11(94) —q = 2 n + l (164) i nadomjesti n sa ги, 
izlazi 

V U / __ 22"'+1(го + l)!u>! = 22/__M)^ 
--•• 2k + l (2u; + 2)! ( 2 U J + 1 ) ' U ' ' 

Uvrštenje u (162) i (163) daje 

( - 1 ) - - . - 3 - - ^ - + 1 _ ! 

t>=0 

( - 1 ) - 2 ^ ^ 2 - + 2 

о «.-o 

^A0(cjt2-y*)dy = 2 ^ r V V ~ = l S i n ( C t K (166)' 
0 » - 0 

?t 2 - H Ü V » — - ?i" -cos (rt)1' (167)' 
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Na temelju tih formula vrijedi, ako se još uvede (158), 
t ъ 

{ Л0 {{F^2) dy = sin t - f Л0 (y/F^V )dy, (168) 
о 

2 J i l x ( V t 2 - u 2 ) đ u - - j - ( 1 - cost)— Jyl^Vt2 — у2) du. (169) 
ь о 

Stavi Id se и (42) c2 = 0, cx — -1 (170) i odijele irealni članovi 
od imaginarnih, izlazi 

cos [t Vi —%-—l] =cos (V-2 —ж2—-t) = 1 —-^г + 

+ ... = i + o ( u ; - 2 ) , (171) 

sin ( i V i — -^ —I-) = sin(\/t2 —д:2—t) = 

- - f f - l 1 — r J - S F - - - 0 « ! ' ! " 1 ) - <172> 
Piše li se mjesto (realnog) broja х kompleksni broj b, ovi raz­
voji očito ostaju na snazi, ako je samo predznak korijena tako 
odabran, da bude 

i / b2" v/t2 —b2 
lim Vi — - г = lim ^ = -+• 1, (173) 
] ( [ + » I t |t| -> oo t 

pri čemu i t može biti kompleksna varijabla. Vrijedi dakle 

cos(\/T2 — b2 — t) = 1 + O(|ti~2), (174) 

s inCV?^^?—t) = O ^ t ] - 1 ) . (175) 
Možemo stoga pisati 

sin (yflF^b* — -Л = sin It — ~\ cos ( ^ - - Ь * — t) + 

+ cos ft — -^-) sin (\Jtz — tf — t) = 

= sin (t — y ) U + 0 ( | t | - 2 ) ] + cos It — ^OQtl-1) (176) 
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I analogno 

cos I y/t*----b"* — -™) =cos (- — •?) ft + O(|t|-2)] — 

- s i n t — - O d t l " 1 ) . (177) 

Ako je imaginarni dio varijable t ograničen, a'realni dio teži 
j_ I . ' / -Т \ i I / J l \ \ . 

prema ±00, |sm lr —- 1 1 j cos It — H su ograničeni, pa je 
očito za taj slučaj 

sin (- — -?) 0(1*!"" = Ö ( | t | - n ) , (178) 

cos (t — -*) 0 ( | t | - » = 0 ( | t | - n ) , (179) 

dakle prema (176) i (177) 

sinNl^^V2 — -*\ « s i n / t — -*) - p O d t l - 1 ) , (180) 

cos ({iF^J?— П\ -=cos (i — ^ ) + Of l t , - 1 ) , (181) 

Iz (11) rizlazi za v = 0 i ?-= 1 s obziirom na III (1): 

A>(z) = y_f-jcos ( z — Y ) U + 0 ( | z | - 2 ) ] + sin ( z — ^ ) o ( j z H ) J , (182) 

-li(z) = у У Д - { s i n ( 2 - - 4 ) 1 1 + 0( lz | - 2 ) ] + c o s ( z - ^ j O ( | z | - i ) } . (183) 
i 

i vrijedi 

О (| N t ¥ ^ b I r ' 1 ) = 0 ( j t |~ n ) . (184) 

Zbog (173) očito vrijedi 

Nadomjesti li se u (182), (183) z sa \jt2—b2, gdje je t varijabla 
s ograničenim imaginarnim dijelom i s realnim dijelom, koji 
teži prema +oo, bit će s obzirom na (173) zadovoljen uvjet 
(13) (i onda, ako je imaginarni dio od Ь jednak nuli), pa se 
dobije pomoću (180), (181), (184) 
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-l0G/?-b2)= yA|ooe(t--j) +0(|t|-i)J.= 

-=yAcos(t__|)+0(;trb, ( 
^(V7=F) = | \ / f { s i n ( t - f ) + 0 ( [ t | - ) } = 

= | У ^ sin(t-~)-f-0(|t| *). (186) 

- l o ( V t 2 - b 2 ) = O ( | t | 2 ) 
_ A 

A 1 (V : ?^b ž ) = 0 ( | t | 2 ) 
što, drukčije rečeno, znači, da postoji konačni 

(187) 

(188) 

lim sup \t\ | A, (Vt2 — b2)! i Um sup | t | | -1Х(^2—• b8)|, 
| « | > o o 

gdje t tako teži prema <x>, da realni dio teži prema + со, dok 
imaginarni dio ostaje ograničen. 

Označuje li M0(t) maksimum funkcije \Л0 ( Vi2—А2Ъг) | , a 
M-iit) maksimum funkcije \Лг(\]ьг — A2b2) | s obzirom na realnu 
varijablu Л, koja prelazi zatvoreni interval (0, 1), pod istim će 
uvjetima očito postojati i konačan 

i i 
r lim sup |t | M2(t) i lim sup \t\ Mt(t), ili 

M0(t) = O ( | t f * ) (189), M.( t )= 0 ( | t T * ) (190). 
Iz toga izlazi 

< ^A0(ft*-y*)dy\ = J o A ^ - A « ^ * 
о " | | o 

ь 

_£ |b| С |Д,(^?-Я£о")|с1Я <: IЬ(Mo (t), (191) 
о 
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dakle 

i analogno 

A0(f?=y*)dy = O(\t\ 2 ) (192) 

6 _ i 
A(Vt 2 — y±)dy = 0(\t\ 2 ) . (193) 

о 

Prema (168), (169) dobivamo dakle 

' _ I 
[A0U¥^y*)dy = sint + О (\t| a ) , (194) 

j-Mv*-1 
•y*)du = ~ ( 1 — cost) + 0 ( | t | 3 ) . (195) 

" i 
Poslije ovih pr iprava prelazimo na dokaz nemogućnosti 

identiteta (161). Neka je t realna varijabla, a m najveći stupanj 
polinoma Ra, R\, R2, R3, R4, pa stavimo* prema tome 

R0 =PmV" + pm__x t " - 1 + . . . , (196a) 

Д. =- qm tm + qn_1 tm~x + ..., (196b) 

R2 = rm tm + rm_ r t " - 1 + . . . , (196c) 

R3 = sm tm + sm_1 t " - 1 + . . . , (196d) 

R4 = umtm + um_1 tm~x + ..., (196e) 

gdje je barem jedan od koeficijenata pm, qm, rm, sm, um od 
nule različit. Označimo li lijevu s t ranu identiteta (161) sa F (t), / 
izlazi iz toga identiteta na temelju (185), (186), (194), (195), (196): 

lim t~m F (t) = lim (rm sin t + um) = 0 , (197) 
t •* oo t •* со 

dakle zbog periodiciteta sinusa 
rm sin t + um=0 (198) 

ili 
rm = um- 0 . (199) 
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To dakle znači, da su R2 i R4 najviše (m—l)-toga stupnja ili 
nula (ako je m = 0). Time dobivamo dalje 

lim t~ m + 2 F (t) = lim pm J ~ cos 11 — - J ) = 0 , (200) 

dakle 

Pm = ° • (2 0 1) 

I R0 je dakle najviše (m—l)-toga stupnja ili nula. Izlazi dalje 

lim t~'n+1 F (t) = lim [rm_i sin t + 2s,„ (1 — cos t) + u m - i ] = 0, (202) 

t •* OO t -> OO 

dakle zbog periodiciteta izraza u uglastoj zagradi 

rm-x sin t + 2sm (1 — cos t) + un-i = 0. ^(203) 
Za t = 0 izlazi 

am_- = 0 , (204) 
za t = л; dobiva se 

sm = 0 , (205) 

a z a t = ---

r- ,_i = o; (206) 
tako da je i R3 najviše (m—l)-toga stupnja ili nula, a R2 i R4 

najviše (m—2)-toga stupnja ili nula. Prema tome je dalje 

lim t~~m+2F(t) = lim p m , \ / — c o s f t — -A + 

(207) 

dakle 

Pm_i cos (t - ".) + qm sin (t - - J ) = 0 . (208) 

Za t = — izlazi 
4 

3 7 1 

a za t = —— 
4 

, - 1 = 0> ( 2 0 9 ) 

J = 0 . (210) 
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Time je i i?-, najviše (m—l)-toga stupnja ili nula, a R0 najviše 
(m—-2)-toga stupnja ili nula. Prema (199), (201), (205), (210) svi 
su dakle koeficijenti p; qm, rm, sm, um jednaki nuli, t. j . nijedan 
od polinoma R0, . . . , R4 nije m-toga stupnja, što se protivi 
pretpostavci. Identi tet (161) je dakle nemoguć. 

Da dokažemo nemogućnost općeg identiteta (157), prenijet 
ćemo taj identitet pomoću Laplaceove transformacije,iz podru­
čja prvotnih funkcija u područje izvedenih funkcija. Pomno­
žimo najprije identi tet polinomom 

G(t)--= J]! (t — ak — bk){t — ak), (211) 
7 c = l 

koji sigurno ne iščezava identično. Stavimo li 

Ro,k(t) • G(t) =До,*(*)* (212) 

Ri.kit) • G(t) = (t — ak — bk)Rllk{t), (213) 

%fc(t) • G(t) =R2,fc(t), . (214) 

Rs,k(t) • G(t) = (t — afc) _?_.„(-), • (215) 

RAt) - G ( t ) = R 4 ( i ) , (216) 

opet su i Ro,k(t), Ri,k(t), R.2,k(t), Кзд (-)> R4(t) polinomi, i nji­
hovo identično iščezavanje je ekvivalentno s identičnim išče­
zavanjem polinoma R0,k (t), . . . , K4 (i). Uvedemo li još (158), 
možemo mjesto identiteta (157) razmatrati identitet 

JV 

V R0Jt.(t) Л^{(f^^^bl) + 
k=l 

N 

+ _£ R_, к (t) (t — ak — Ък) Л _ ( V F 1 1 ^ ) 8 " 1 ^ ) + 

Лг t—ak 

+ 2 ' ^к (t) j Л0{{Ј^^^) dy + 

Л' «—(¾ 

+ 2 Кз-fc (£) ^ _ a - ) J Л1 ( v l t ^ a , ) 2 — 7 ) d y 4- R4(t) = 0. (217) 
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Prema (58) vrijedi 

] e-*<Ло (V?=b 2 ) dt = ^ ^ j i ä ± Ü (b > 0, Re (s) > 0). (218) 
vV + 1 

Kao što je spomenuto u diskusiji formule (4c), može se anali­
tičkim produživanjem uvidjeti, da se b može odabrati i kom­
pleksno, pa se u tom slučaju krivulja integracije počinje u 
točki b i teži prema + ° ° - Možemo je napose odabrati i tako, 
da vodi od točke b do jedne na osi х po volji odabrane točke, 
a odanle uz os х prema + o o . 

Ako je аг imaginarni dio kompleksnoga broja a, supstitu­
cija će t = t—a (219) uzrokovati, da se krivulja integracije 
počinje u točki a -f- b i teži pirema ai + oo. UočiniO' li, da je 
integrand cijela funkcija, koja teži eksponencijalno prema nuli, 
kad uz ograničeni imaginarni dio realni dio od t teži prema 
-j-oo [isporedi (187)], uviđamo, da se na temelju Cauchyeva 
teorema put integracije može tako pomaknuti , da od točke 
аЛ-Ъ teži prema -f-сю. Vrijedi stoga 

[ e-«A0(y[ii=&=bF)dt = ^^=^Ž±^L (Re(s) > 0). (220) 
J Vs—1 

a + b 

Derivira li se ova jednadžba r puta po s, izlazi 

" Ге--Г/1о(^(-=^=Р) dt = (-1У £• a b b ^ l Z l « ) . (22l> 
J dsr Vs2 + 1 

л+Ь 

Deriviranje relacije (220) po b daje pomoću III (8) 

J e-'tA1(^'Jt^df—b2)dt = 
a+b 

= J- {ехр [— (a + b)s] ---ехр (— b {^+1 — as) ) . (222) 

Derivira li se to po s, izlazi 
00 о i 
j e—* t At (V ( t - a ) ' — b 1 ) đt = у (a + b) ехр [— (a + b) $] + 

а+Ъ ' 

.+ -~ exp(—b yV + l" — as)\. (223) 
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Prema (222) i (223) vrijedi 

J e—*(t — a~ b)HitVC-a)-—b»)dr = 

= у (-^- + a + b) ехр (—b Vš-TT - as). (224) 

Deriviramo to još r puta po s i dobijemo 

] e~" z*r (f— a — b) A i (vTć-^-4>*) dr = 

— ехр (—b V s* +1 — as) . (225) 

Prema (59) vrijedi 

J e- -* j Ло ( y ? = ? ) dy d. = ^=^1+^- ( R e (в) > 0). (226) 
ь ь 

Nadomjestimo li opet t sa t—a, pomaknemo prikladno put 
integracije i deriviramo r puta po s, izlazi 

<*> t—a 

J e-'W j Л0(\'и—a)*—y')dy dt = 

, Ј ^ ехр (— b yrsž~+l — as) 
1 ' 9sr 

sz-|- 1 
(227) 

Ako na temelju "(222) izvršimo prijetvorbu analognu onoj, koja 
je dovela od (58) do (59), i pomnožimo jednadžbu sa eas, do­
bivamo 

oo t—a . ,  

j exp[— s(t — a)] j Ai(\l(t—a)*—уг) dy dt = 

J — [exp(— ys) — exp(— у sjs' + l)]dy (Re(*)>0). (228) 
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Deriviranje po s i dioba sa eOT daje 

- J e—«(. —a) J Ai(y/(-—a)2—y2)dy dt = 
a + b Ъ 

2 ехр [— (a + Ъ) s] 2s , , , 2 , - . ,_„_, 
= c-i——;—'-- -— exp(—b ys2 + l —as). (229; 

S SiJrl 
Derivirajmo tu jednadžbu r puta po s: 

j е - "Г( -—a) ] Л х (у( -—a ) ž = ?)dy df -
a+b ' b 

, ЛЛг дт [2exp[-~(a + b)s] 2s , , Гг— Л 
( - l ) r — | _ - i i — _ , + _ ехр (- b vs2 + l - a s ) } . 

Uvodimo sad kraticu 

(230) 

}* (-) = До, * (-) Л о (v/ (-• — a)* — bf) + 

+ Ri,k(t) (t — ak - Ък)Лг (J(t-ak)* - bf) + 

+ «2. * W J" Ло ( \/ (t — a/ — y*)dy + 

t-ah 

+ \k(t)(t — a,) l Ax{s[(t^af—y2) dy (231) 

i načinimo izraz 

T(s) = _> j * e—'Q^dt + J e—tRiWdt. (232) 
к = 1 a k + bfc 0 

Zamislimo li, da put integracije pojedinih integrala .pod suimoim 
vodi od ak + bA do 0 (na pr. pravocrtno), i zatim od 0 po osi х 
prema oo, dijelovi će integrala od 0 do oo s posljednjim inte­
gralom od (232) prema pretpostavljenom identitetu (217), dati 
nulu, tako da ostaje 

N 0 

T(s) = 2 J* e~«Qk(t)dt. (233> 
k — l ak+bk 
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Time je postignuto, da su otpale teškoće konvergencije, pa ja­
stoga cijela analitička funkcija (233) jednoznačno definirana u 
cijeloj ravnini, (Dvoznačnost korijena u argumentdima Bessel-
ovih funkcija ne očituje se, jer su to take funkcije svojeg 

argumenta.) Razumijeva li se pod Ro.k [—-r-1 simbolički izraz, 

koji se dobije, ako se u polinomu Ro k(t) zamijeni općenito P * 

sa (—l) r — i analogno za Ri,k (t), . . . , R4 (t), može se na temelju 

(221), (225), (227), (230) i na temelju relacije 

r ' дт 1 
s * osT s 

(234) 

mjesto (232) pisati 
s 

T(s) = ~£ \R0,k ( — д_ 
ds 

exp(—b k ys2-f 1 

+ Ri,k ds. 

+ R2,k 

ds + ak + Ъ, 

Vs2 + 1 

2 e x p ( — bk ^"?ТТ 

•aks) 
+ 

• a , s ) 

д_ 
ds 

ехр (—• bk si s2 + 1 — ak s) 
+ 

+ RS,k{-^) 

sz + 1 

" 2 ехр [— (ak + bk) s] 2s ехр (— Ък \ s2 + 1 — ak s)' 
1 

+ E* (- i) (235) 

Slučaj bkt — 0 [vidi (156a)] ne daje bitnih teškoća, U prvom, 
trećem i četvrtom članu pod sumom može se izravno staviti 
b;h = 0, što se može učiniti već u (220), dakle i u (221), zatim 
u (226) i (227) pa u (229) i (230). U drugom članu dobije se 
mjesto 

2 ехр (— bkt {s2 + 1 — акг s) 
bki 

graničnim prijelazom — 2 yV + l ехр (—akis) što se može izvr­
šiti već u (224) i (225). 
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U području, u kojem su integrali u (232) konvergentni, 
funkcija (235) je identična s funkcijom (233), pa analitičkim 
produživanjem izlazi, da mora s njom biti identična svagdje, 
t. j . (235) je cijela analitička funkcija i prema tome ne mijenja 
svoju vrijednost, ako se s uzduž zatvorene krivulje povrati u 
prvotnu točku. 

Riemannova ploha funkcije s 2 +l ima dva razgraništa 
s = i i s = —i, pa obilaženje svakog od tih razgraništa mijenja 
korijenu predznak. Odaberimo dakle zatvorenu krivulju, koja 
obuhvaća, recimo, -f-i, a ne obuhvaća —i, i zamislimo, da s 
prođe po toj krivulji. Tim će se u (235) izmijeniti predznaci 
korijena. Budući da čitava funkcija (235) mora ostati ista, bit 
•će razlika dobivenoga i prvotnog izraza jednaka nuli: 

ђ \ ехр (—bfc V s2 +1 — o-k *) + ехр (Ьк V s2 + 1 -aks) 

harni l 
dsl Vs-4-i 

+ Ri,u ( - ^ - ) { ( £ " + Ч + Ък) [ ^ ехр ( - \ Vi-TT~a ks) 

— — ехр (Ък Vs*+T — ak s)l i + 

— / д \ exp(-bk\ls* + l~aks) — exp{bkJs*+l-aks) 

+ љ,* (--^-) — Š^TT : — ~ 
+ R3,k ( - | - ) [ - s ^ I e x p ( - b Ä v / s 2 ^ I - a f c S ) + 

^ Ј - exp(b,Vsf + l - a 4 s ) ] 1 = 0 + ? ^ т exp(bfcVsf + l - a i S ) H = 0. (236) 

Ni ovdje slučaj bfc, = 0 ne daje bitnih teškoća. Prvi član pod 
sumom daje 

drugi član daje 

ђ у 2ехр(— akjs) 

^(-i){(i+^)[~-^s'+1^(-^s)]}' 
а Ireći i četvrti član otpadaju. 
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Razmatrajmo kompleksne brojeve —ak + bh i — a k — b k 
{k = 1, . . . , N), pr i čemu je moguće, da su neki od tih brojeva 
međusobno jednaki, a da nije povrijeđen uvjet stavka IV. 8, 
da ni u kojem paru jednadžbi (156) nisu zadovoljene obje jed­
nadžbe. Ipak ćemo sve te brojeve in abstracto razlikovati. Ako 
međut im za jednu vrijednost kt indeksa к vrijedi (156a), ne 
ćemo razlikovati dotična dva broja —a k + bk i —a k — b k f 
koja su oba jednaka —a;, , već ćemo taj broj uvrstiti samo 
među brojeve —а к + Ък. U tom slučaju dakle razmatramo svega 
2N—1 takvih brojeva, dok ih je inače 2JV. 

Neka je Q maksimum apsolutnih vrijednosti tih 2N odno­
sno 2N—1 brojeva, t. j . polumjer najveće kružnice sa središtem 
u ishodištu, na kojoj leži bar jedna od točaka, koje odgovaraju 
t im brojevima. Odaberimo jednu od tih točaka na toj kružnici, 
pri čemu je moguće, da toj točki odgovara nekoliko međusobno 
jednakih brojeva. Neka su ti međusobno jednaki brojevi 

— ak + bk za indekse к = аъ а2,..., аП1. (237) 

-ak — bk „ „ k = ß1,ß2,...,ß„,. (238) 

Među indeksima pod (237) može pri tom biti sadržan indeks kv 
Zajednička vrijednost tih brojeva neka je Qe:,f (—n < ц> <I л). 

Da korijeni u (236) budu jednoznačni, ograničimo se na 
područje izvan kružnice s polumjerom й = 1 i ustanovimo, da 
korijen Vs 2 +1 treba da bude pozitivan za realno pozitivno s. 
(Ta pretpostavka odgovara (173) i šutke je vrijedila već za 

(218).) Možemo tada korijen razviti u red potencija po — : 

\ sz 2s 8sd 

Funkcija 
f J Š - X l _ s _ _ J ^ + 

V S + S 2s 8s3+-'-

j e dakle za s = o o regularna i jednaka nuli, i stoga funkcija 

ехр [А(^Ж+Г~8)] = ехр ^ ( ^ - - ^ - 3 - + . . . ) ] , "(241) 

gdje je A bilo kakav kompleksni broj, za s = oo regularna i 
jednaka jedan. Lako se uviđa, da (236) poslije izvršenih deri-
viranja dobiva oblik 
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k=l 

N 

liju (s) + у s2 + 1 Vk (s) 1 ехр (— Ък V s2 + 1 - ак s) — 

— V iuk(s) — Vs2 + 1 VA (s) 1 ехр (bfc ^ б Ч 7 ! - ак s) ==_ 0 , (242) 

gdje su ГЈ (s) i V (s) izvjesne racionalne funkcije od s. Taj oblik 
vrijedi napose i za к = kt (btj = 0), samo što će za taj indeks 
dio sa Ukl (s) otpasti, a dijelovi sa V \ (s) će se zbrojiti. 

Pomnožimo li (242) sa ехр (— s Q eilf), možemo pisati: 

N 

2 ju f c(s) + V^HrT УН*)} e x p [ — b j v ^ + l — s ) j . 

. ехр [(— ak — bk — ee !>)s] — 
N 

— 2- {u* (s) — V^2TT Vk (s) } ехр [bfc ( у7 г ТТ — s) 1. 

. ехр [(— ак + Ък — Qе^) s] = 0 . (243) 

Istražimo iz prve sume članove, za koje indeks к ima vrijed­
nosti (238), a iz druge sume članove, kojima indeks ima v r i ­
jednosti (237). Među ovim posljednjima može biti član s in­
deksom к = к,, za koji je Ък, = 0. Za taj indeks vadimo dotične 
članove iz obiju suma, što zajedno daje 

2 vV + 1 Vh (s) ехр [ (— aki — Q ёП s]. 

Sve ove izvađene članove skupimo u funkciju G1 (s), dok sve 
ostale članove skupimo u funkciju G2 (s). Onda je dakle 

G_ (s) + G2 (s) == 0 (244) 

ili G_ (s) ЕЕН — G2 (s). (245) 

Uzmemo li sad u račun, da su eksponencijalne funkcije 
ехр [(—ak—bk—-Qei'p)s} i ехр [(—ak + bk — Qeir)s] u članovima 
od Gj (s) sve jednake jedan, jer smo zajedničku vrijednost dotičnih 
brojeva —a k — bk i —ak + bk označili sa дё9, izlazi iz (239) i 
(241), da Gi(s) za s = ce može imati samo nebitno singularno 
mjesto. 
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Za vrijednosti indeksa k, koje su sadržane u G2 (s), vrijedi 

— ak + bk = Qk ехр (i OJJ (— л < <pÄ <: л ) , (246) 

— a, — Ък = а, ехр (ZV») (— n<tpk£n), (247) 

pri čemu je sigurno 

QkUQ, ok<,Q> (248) 

jer je Q maksimum svih apsolutnih vrijednosti tih brojeva, a 
u slučaju 

Qk = Q odnosno ak = Q (249) 

sigurno je 
(рк^Џ(р odnosno t/Jk^z(p, (250) 

j e r se ti brojevi razlikuju od Qeiv. Stavimo li sad u G2 (s) 

s = /e—>, (251) 

gdje neka l bude pozitivno (dakle realno), dobivamo za ekspo­
nente eksponencijalnih funkcija 

(—ak + Ък — Qeilf) Яе-:* = X [(—ак + Ък) е~*~- ¢) = 

= X \qk е х р [i (q>k — (p)} — Q) = X [Q, COS (Фк — <р) — д + 
+ iQksin(<pk — <p)} - (252) 

i analogno 

(— a, — Ък — Qd^Xe-* = 

= X [ah cos (tpk — <p) — Q + i(тк sin (tf>k — ?>)]. (253) 

Realni dio tih eksponenata je u slučaju (249) negativan zbog 
(250), a pogotovu je negativan u slučaju znaka < u (248). Ako 
je dakle /л minimum brojeva Q — Qk cos(cpk—(p) i Q—ikcos(y>s- ep) 
i ako je 0 <C £ < /^, za / -> со G2 (s) će sigurno jače težiti prema 
nuli nego ехр [—(ju—s) X], jer su eksponencijalne funkcije po­
množene funkcijom poput (241), (239) i racionalnim funkcija­
m a Uk(s) odnosno Vk (s), a sve te funkcije ne mogu težiti jače 
prema oo nego konačna potencija. Ako dakle funkcija G2 (s) 
sadržava bairem. jedan član, ima ona za s = oo sigurno.bitno 
singularno mjesto, koliko ne iščezava identično. Budući da 
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^lijeva strana identiteta (245) nema bitno singularno mjesto za 
s= oo, mora desna strana, dakle i lijeva, identično iščezavati, 
t. j . vrijedi 

G. (s) = 0. (254) 

Kad G2 (s)*uopće ne bi imao članova, vrijedila bi eo ipso r e l a ­
cija (254), no G2{s) ima za N l> 2 (a slučaj N = 1 smo već 
riješili) sigurno barem jedan član, jer bi inače s v i brojevi 
— ak— bk i — ak + bk bili sadržani među jednakim brojevima 
(237) i (238), što bi dovelo do protivrječja s pretpostavkom 
stavka IV. 8. s obzirom na jednadžbe (156). Kako smo vidjeli, 
u izrazu G1 (s) može biti sadržan član s indeksom /c,. Ako je 
u Gx (s) sadržan s a m o taj član sa кг, za koji je gk = 0, onda je 

G2 (s) =5 0 (255) 

identitet, koji odgovara identitetu (236), samo što nema čla­
nova s indeksom kv Na temelju toga skraćenog identiteta, koji 
zbog N >̂ 2 sigurno nije bez članova, vršimo analogni postupak, 
koji smo izvršili sa (236) i dolazimo do neke nove funkcije 
G, (s), koja više ne sadržava član sa кг (ali sigurno nije bez 
članova, kako izlazi iz postupka, kojim se ta funkcija dobije). 

Prema tome smo dakle svakako došli do neke funkcije 
Gx (s), koja sigurno ne sadržava s a m o član s indeksom kx. 
Prema načinu, kako su iz (243) odijeljeni članovi za Gx (s)r 
imat će (254) oblik 

2 { u f c ^ + V ^ + l Vßk(s) 1 ехр ( - b ß t V"?TT - a ß k s ) — 

fc==i 

«i 

— 2 {Vak(s) — Vs* + 1 V4(s) J ехр (Ъак {s*~+l — aaks) = 0, (256) 

pri čemu smo faktor exp(—s(»ei(p) opet odbacili. Ukoliko je član 
s indeksom kx sadržan u tom identitetu, on glasi prema pri je 
spomenutom 

2 V"?+T V-fri (s) exp(— shs). 

Prođe li s iznova zatvorenu krivulju, koja uključuje -\-i, a 
isključuje —i, promijenit će se predznaci korijena u (256), t. j . 

. izlazi 
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2 lußk(s) — VsM-T Vßk(s)| exp (bßu V ^ T l - c^s) — 

n, 

— 2 !üafc(s) + V s 2 T l Vak(s)\ exp (—b.4 VTS~+1 — < V ) ^ 0 , 
fc=i l ' (257) 

a član s indeksom klt ukoliko je sadržan, glasi 

2 V ? T l V i a ( s ) exp(— akis). 

Razmatrajmo sad brojeve 

— ak— bk za indekse к = а ь , , . , а Л 1 , (258) 

— afc + bÄ „ .. k = ßx,...,ßn,, (259) 

koje dobijemo iz (237) i (238) promjenom predznaka brojeva 
bk. Budući da su brojevi (237) i (238) međusobno jednaki, bro­
jevi su (258), (259) svi međusobno različiti. Da su dva broja 
(258) jednaka, t. j . 

- а . - Ь . = - а к - Ь „ (260) 

a uz to otprije 
— а. + bj = — ab + Ък, (261) 

izlazilo bi 
ПЈ = ak, bj = bk (262) 

u protivrječju s pretpostavkom stavka IV. 8. Analogno vrijedi 
za slučaj, da su dva broja (259) jednaka. Da je jedan broj (258) 
jednak jednom broju (259), bilo bi 

-aa-K=-aß + bß, (263) 
a otprije 

— a„ + b a = —ар — Ър, (264) 
pa bi bilo 

a
a = aß - Ьа = — bß, dakle b* = b£ (265) 

u protivrječju s pretpostavkom stavka IV. 8. Ovdje se vidi, 
zašto su u (156) brojevi bk u kvadratu. Na ovo pitanje ćemo se 
još kasnije osvrnuti . 
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Ako je Q maksimum apsolutnih vrijednosti brojeva (258), 

(259), pa je Q eiv jedan od brojeva, koji imaju tu apsolutnu vri­

jednost, možemo (257) pomnožiti sa ехр (—sQe i 9)i dobivamo 
analogon relacije (243): 

2 |uftt(s)-V72TIv^(s)}. 
/1=1 * ' 

. ехр [bßk ( V s2 + 1 — s) ] ехр [(— aßk+ о ^ — Q eif) s] — 

— 2 \Uak(s) + JTTl Va„{s)\ . 

. exp [— Ъпк ( V 7 T I — s) ]• exp [ (— a4 — ba. — get*) s] = 0 . (266; 
(Eventualni član indeksa кг dakako glasi 

—2 V ^ T l Vki (s) ехр [ (— ah - де1ђ $}.) 

Ako se broj Qeiie nalazi među brojevima —aß + bß , izvadit 
ćemo član s indeksom ßk i nazvati ga Gi(s), dok ostatak izraza 
(266) nazivamo G2(s). Ako je naprotiv broj Qei(f sadržan među 
brojevima —a a — b a , neka je C7x(s) član s indeksom ak, a osta­
tak izraza neka je G2{s)- Analognim razmatranjem kao prije 
dobivamo ' 

G\ (s) == 0 . (267) 

Ako je ge"9 bio broj s indeksom kb t. j . gei<p = — ak , daje nam 

G2{s) == 0 (268) 

identitet, koji se podudara sa (257), samo što nema člana s 
indeksom kv Ponovimo li razmatranje, dolazimo svakako do 
neke funkcije G\ (s), koja ne sadržava' toga člana, t. j . ima 
oblik 

{ Ua (s) + {č + 1 Va (s)} ехр (— ba ТнгТ — aa s) == 0, (269) 
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ako je qe9 među brojevima (258) odnosno 

{üß(s) — №+2 Vß(s)} exp (bß fs* + l ~aßs)^0, (270) 

ako je дё* među brojevima (259). Prođe li s zatvorenu krivulju, 
koja uključuje -f-i, a isključuje —i, možemo u (270) promi­
jeniti predznake korijena, tako da i tu dobijemo oblik (269). 

Isporedi li se (243) sa (236), vidi se, da identitet (269), koji 
sadržava samo članove, u kojima je u eksponentu eksponenci­
jalne funkcije negativni predznak pred b, , mora glasiti 

- i д \ exp(—ba ^ s 2 + l - a a s ) 
\ ds I yjs2 + l 

+ R . . . ( - - | - ) | ( A +aa + Ъа) [ А е ч > ( - Ь _ У ? Т 1 - а в в ) ] | + 

, д v exp(—ba ^ + 1 - a a s ) 

S obzirom na (221), (225), (227), (230) i na relaciju 

Г <г« f dt = (-1)' -|-- ^±=±±J^L 
J dsr s 

(272) 

a + b 

može se mjesto (271) pisati 
со 

f e~« |во,„(t) A, (V(f^/^bf) + 
± 1 . . V 

+ R%a{t) (t — aa-ba) At (s}(t — a/ — b2J + 
t-~aa 

+ %„(f) Г Дз ( / ^ 0 ^ - ^ - - 7 - ) dy + 

+ R«. «(<)(* — аа) Г Л! ( ̂ (t — a / - - -V) dy — 2 й_.«(i)} df = 0. (273) 
5 Rad Jug. Akad. 277 gtj 



Stavimo li 

. = t ' + a e + b e , (274) 

postaje donja granica vanjskog integrala nula, a ako prikladno 
pomaknemo put integracije, gornja granica je opet +°°- Time 
je integracija protegnuta uzduž realne osi, pa možemo upotre-
biti stavak о uzajamnoj jednoznačnosti preslikavanja, koje daje 
Laplaceova transformacija15. Time je izraz u zagradi, u koji 
naknadno opet uvodimo t prema (274), identično jednak nuli. 
To je onda relacija poput (160), tako da vrijedi 

R(), a (t) = Rl, a (t) = 3 Й2, о (>) ^ Нз, a(Ö = Ö (275) 

i s obzirom na (212) do (216), 
Ro, a (t) = Rl, a (t) == R2, a (.) = R3, a (.) = 0 . (276) 

Time smo u prvom identitetu (157) snizili N za jednu jedinicu. 
Ponavljanjem toga postupka'može se sniziti N na jedan. Koliko 
postoji indeks k1; za koji je Ък = 0, dotični će članovi ostati 
u tom posljednjem identitetu, u kojem je* N = 1. Budući da 
smo za taj slučaj već izveli dokaz, koji ne ovisi о tom, da li 
je b = 0, time je sve dokazano. 

Izvršit ćemo još diskusiju nekih slučajeva, gdje nisu zado­
voljeni svi uvjeti stavka IV. 8. Ako nije zadovoljen uvjet, da 
(156a) vrijedi za najviše jednu vrijednost k1 indeksa k, već 
ako je za barem dva indeksa kt i k2 

bfci = b f e j = 0 , (277) 

lako se vidi, da postoji identitet poput (157), Prema (168) izlazi 
naime 

V2) dy = 

sm(t — akJ, (278) 

Doetsch, 3. pogl. § 7. 

t-aki 

A, (уј {t—akf — y2)dy = 
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Io = j И о ( у Д г - = а ^ г - г / " г ) й у 

;= J Л>(\/ (t—ahf~ у2) dy = sin (t — a,J, (279) 
о 

a prema (169) 

i»*! 0 

[1 — cos(£—afc])], . (280) 
-• — at 

I* = J Л_ ( {Ь—Ч? — y2)dy= \ Аг (v/ (г - % / "— u2) dy -
i>/r2 0 

2 
= " 7 Z [ 1 - 0 ) 8 ( . - ¾ . ) ] . (281) 

Ako u izrazu 

sin(f — ak — a k ) = cosafc sin(£—ofr ) —sina,, cos (t — ak ) ~ 

= cosak sin ( £ — a k ) — sin% ccs(£—a k) (282) 

nadomjestimo sin (t — ak ) , sin (г— ak ) , cos (t — ak ), cos (t—ak ) 
vrijednostima prema (278), (279), (280), (281), dobijemo iden­
titet 

cos а̂  Ij — cos afei I2 + -^- (t-—ak ) sin ak I> — 

(f — a ^ ) s j n a ^ j 4 _). s j n a ^ — s m a^ ^ о , (283) 

koji potpada pod oblik (157). 
Ovdje istina treba primijetiti, da su koeficijenti u kanon­

skom obliku integralnih teorema bile racionalne funkcije ne 
samo s obzirom na varijablu t, već i s obzirom na parametre 
xlt...,Xr- Kad bismo za parametre a£ uvrstili izraze (149), 
u identitetu (283) bili bi koeficijenti doduše racionalne funkcije 
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varijable t, ali transeendentne funkcije parametara xv ... ,xr. 
Iz toga se vidi, da bi zahtjev, da koeficijenti ovise racionalno 
о parametrima, vjerojatno omogućio slabije uvjete s obzirom 
na te parametre u stavku IV. 8. U ovo pitanje međutim ne 
ulazimo. 

Pretpostavimo dalje, da u drugoj jednadžbi (156) nisu na­
pisani kvadrati, već prve potencije parametara Ък. To dakle 
znači, da na pr. za neko ?c moiže biti a. = ak (284), b. =- — bk ф 0 
(285). Funkcije za indekse j i к podudaraju se u prvoj sumi od 
(157), a isto tako i u drugoj sumi. Takvi se članovi dakle mogu 
zbrojiti. U trećoj i četvrtoj sumi također će se neki članovi 
moći zbrojiti, kako ćemo još vidjeti. (Pri tom još pridolaze neke 
trigonometrijske funkcije.) Pita se, nisu li poslije toga zbra­
janja koeficijenti opet jednoznačno određeni. Neka najprije 
postoje barem dva para indeksa jlf кг i j 2 , Jc2, za koje vrijedi 
(284) i (285). Supstitucija _/== — _/ (286) daje 

h -h 

l Л0 (VI^-y2) dy = — j " Д, (Vt 2 - t ? ) dy, ' (287) 
о о 

dakle s obzirom na (168) 
t ~b 

j Л0 (VT^tf) dy = sin t — j* Л0 ( K 7 = j , 2 ) dy = 
—Ь 0 

(> 
= sin t + j Л0 {V t2 — уа) dy = sint + 

о 
t 

+ sin t — l Д, ( K ? - ^ / 5 ) dy (288) 
ь 

ili 
t t 

j Л0 {VT^y2) dy + j Л, ( K7*-~=?) dy = 2 sin t. (289) 
b - b 

Slično se dobiva 
t • t 

J Л- {VJ^tf) dy + j At {VT^if) dy = -f (1-cost). (290) 



Prema tome ее biti 

A f A0(iXt—ahf-y2)dy + A J Ao{i(t—ah)2 — y2)dy + 

*-% *~?- . 
+ B J Ao(V(--a / :)2--y2)d?/ + ß J Ao(f(--a / 2)"2-?/2)dy + 

*-"л  
+ C(f —u / i) С ^ ( f ^ — а л ) 2 —u2) đu + 

+ C(t--o>.i) J A.fVCt — а,. )2 — у2) du + 

'-% 
+ D (t — a/2) J л . (VП—а^)2 — u2) dy + 

'-% 
+ D(t — a.) j ^ (Vt- —-V,)2 —2/2Td2/ — 

— 4C —4D = 2Asin(t —ал) + 2Bsin(.—а,ч) — 

— 4D cos (t — ah) — 4D cos (г — а у ) . (291) 

Stavimo li 

A =— 2ctg (а. —а, );*В = ^ — 7 - 2 ч~ 1 С = 1 ; D = 0, (292) 
Jl j2 sin(a/i—a. j 

desna strana izraza (291), u kojoj su stegnuti dotični članovi 
treće i četvrte sume prema (157), identično iščezava, kako se 
može lako izračunati. U tom slučaju dakle postoji identitet 
oblika (156). I ovdje su koeficijenti racionalne funkcije vari­
jable t, ali djelomice transcendentne funkcije luarametara. Po­
stoji li samo jedan par indeksa j , k, za koji vrijedi (284), (285), 
a nema indeksa, za koji bi vrijedila jednadžba (156a), dokaz 
jednoznačnosti se može ipak izvesti, ako se stegnu članovi, koji 
odgovaraju u (157) tim indeksima. 



Na temelju (284), (285) vrijedi 

= [R0J(t) + R0k(t)] A0 (ЈЏ^Г^Ц) , (293) 

= [ Rl ; (t) + R, fc (r)] л. (jjf̂ ĵ̂ bf) • (294) 
Dalje je s obzirom na (288) i (166), (167) 

J AoWF11"^)27^2) di/ = — J Aolv 'T i 7^) 2" 1^ 2)^ + 2 sin ( .^ . ) = 
-i.,. 6. 

= - 5 А 0( \ / (--ар 2-у 2)йу + 2 J Л 0 У ^ - а р 2 - ? / 2 ) du, (295) 
ь/ о 

"i , t-ai ' 
J A 1 ( V

/ ( - - a y ) 2 - i / 2 )d i /= - ( АхЦ{1-а;)*-у*)б.у +j±^[ 4 ' 1 -

— cos(t-a,-)] =— f ^ itv^*1"^-"7^") d2/ + 2 f Л- ЏЛ11^.)2 ^уђ du. 
h о ' (296) 

Mogu se dakle prema (293) do (296) članovi identiteta s indeksi­
ma j i k dovesti u oblik 

I X . (t) + K-.>)] A0 (уГП-Г^Т Г Го)) + | X .(t) + R1>k(t)] . 

.^(/(^=7¾)2^¾) + [R2J(t)-R2k(t)] J Ao(^r^2_Z^2)dy + 

+ 2R2jt(t) J A0(V'(^- а.)2~=^) dy + \R3,j(t)-R3Jc(t)], 

t—aj jf (— aj 

. J Л ^ ^ ^ ^ а . + г В . » « j A1{jTt^f^)dy.(291) 
bi о 
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Uvedemo li mjesto članova s indeksima j i к članove s novim 
indeksima p, q s vrijednostima ( 

ap = ar
 Ъ

Р = ЪР (298),(299) 

R0p(t) = RQj(t) + R0k(t), (300) 

R i , pW = R i , . /W + **..*(*)> (3 0 1) 

* . , , ( ' ) = K 2 , i W - R 2 > f c W > (3 0 2) 

\ W = «s.yW — -*_,*.(-), (303) 

aq = a., bq = 0, (304),(305) 

К->в(.) = 2R2 f i (*) , (307) 

2¾ q{t) = 2RSj(t), (308) 

dobivamo upravo izraz (297). Vrijednost b«, je dopustiva, jer 
smo pretpostavili, da nijedan od ostalih bk nije jednak nuli. 
Stavak IV. 8. je dakle primjenljiv, i identitet je nemoguć. 

Time je diskusija osobitih slučajeva izvršena. 

9. Formule rekurzije za kompozicije, ako pojedini parametri 
iščezavaju 

Jednadžbe rekurzije (87), (88), (92), (93), (94) nisu pr i ­
mjenljive, kad je dotični parametar jednak nuli. Za taj ćemo 
slučaj izvesti druge jednadžbe rekurzije. Stavimo u (82) x.2 = 0 
i upotrebimo III (6): 

JK. 

л r / 4 , ) , 4(n2 + 1) (rio + 2) г .„, m„ — AJcU —y)] J du = — ^ — ^ [Ki;™;+1 (t;xb0) ~ 

C^'^b^J- < (309) 
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Nadomjestimo li u (89) n2 sa n 2 - f l i w2 sa m2 + 1, stavimo 
x2 = 0 i uvrstimo izraz (309), izlazi 

dK™»"b+i, 0 ) • | 

" ^ " = (m_-2Ti_-l)K^+1-(«;a:b0) -f 

+ 2 (щ +1) к"';;„? U; *_, о). (šio) 

Pretpostavimo li m2 >• 0, deriviramo (90) (u kojem je stavljeno 
x2 — 0) po t i uvrstimo izraz (310), dobivamo 

c2 аг ' c2 ö i 2 j 
(2n2 —m2 + 14=0, m 2 > 0 ) . (311) 

Ako je naprotiv m2 = 0, u (90) prvi član u vitičastoj zagradi 
ne iščezava, kada stavljamo x2 = 0, ali iščezava drugi član. 
Dobivamo za taji slučaj, 

*„,.„,+- (*,-"i,0) - 2 п з + 1 | K „ j > n . ( t . a - i , 0) 

mj, 0 1 д Г / , \1 1 ö2Kmi',, (.,-^,0) 1 

—?£ ^ (w**-*.)] + i -—^ : L - i l - )•(3l2) 

Formule (311), (312) dopuštaju postepeno povisivanje donjega 
indeksa, kojemu odgovara parametar stavljen jednako nuli, uz 
pretpostavku, da je m2 ф 2n2 + 1. Uz lihi m2 može se dakle 

, .. , л , Tn2 1 • j ^ 2 + 1 
povisivanje od n2 provesti od 0 do —--— i od — -— na vise, 
dok za täki m2 povisivanju od n2 nema zapreka. 

Pretpostavimo sada m2 > 0 i nadomjestimo u (311) m2 sa 
m2 + 1. Poređenje sä (90), gdje zbog x2 = 0 prvi član u zagradi 
otpada, daje 

= (2n2 — тщ)т2К^;^+1(1;х1,0) — (2щ-2т^-1) ^- К"';;,!;' (-«' xi>°> 

(rn.>0) (313) 



Stavimo li u (311)' m2 = l, i 2 = 0 i isporedimo sa (90), gdje 
stavljamo m2 = 0, tako da otpada drugi član u zagradi, dok 
prvi član ne otpada, izlazi 

- 2щ tm* ЛП1 ( с фг!=Ц ) _ (2«а — 1) jj К™1,'", (*; хг, 0). (314) 

Jednadžbe (313) i (314) imaju oblik 

c2f(t) + f"(t)^9(t), (315) 
pri čemu je za sjučaj (313) 

f(x1) = 0, f(Xl) = 0, (316) 
a za slučaj (314) 

/ ( ^ ) = 0, f'(x1) = x^! . (317) 

kako izlazi iz definicije (82) i iz jednadžbe (89), koja vrijedi i 
za m2 — 0, pri černu otpada drugi član na desnoj strani. Opće 
rješenje jednadžbe (315) može se varijacijom konstanata dobiti 
u obliku 

fit) = ~- J d + j e-*q>{y)dy + - ј ^ I Co + J e™<p{y)dy\. (318) 

Odredimo li konstante Cx i C2 pomoću (316), dobivamo 
t t 

f (t) = _ J еш \ e-irr<p(y) — е~ш \ ei<y <p(y) dy l = 

t 

= у J ->(i/)sin[c(t —2/)]dy. (319) 

Odredimo li te konstante pomoću (317), izlazi 

Ht) = - ^ - I e*c<*-"->-с̂ - + e":( \ e-ic*<f>{y)dy — e-«(«--o О-ЈЧ _ 



1 

ct \ eict(p{y)dy\ = — { x''hsin[c(t — xt)\ + 

J I c I 
« i 

+ i <p(y) sin [c(t—y)j dy\. (320) 

Uvrštenjem izvoza za ep (t) prema (313) jednadžba (319) glasi 
t 

Kre"n (i;xi,0) = \ К„ „ (u;ж,, 0) sin [с(г--?/)] du — 
с j 

-^ \ щ Ki;n; (у;хъ 0) sin [c(t—y)\ dy (m2 > 0). (321) 

Parcijalna integracija daje 
t 

\ ~дџ К"ь "=2 ( У ; ХЪ 0 ) S l n I C ^~"^1 đ?/ = 

= I -C.C (у: *-• °>sin [«(-—у)] K~^ + 

+ с \ кГ;;„'"2 {у; хъ 0) cos [с(г—у)] dy = 

с \ К!:!!? (Уiхь 0) cos [c(t — y)]dy. (322) 

No budući da je 
t. 

o7 ^ C;n7(j/;^o)sin{c(f—u)jdu = 

t 
c f K^4y;*i,0)cos[c(;—v)]du , (323) 
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izlazi 
i 

К1:"п! (У: хь°) sin [c(t — у)] dy I ду 
t 

ft \ К""ъ {у>' Xl> 0) s i n lo(t-y)]dy. (324) 

Stavimo li kao u (83) 

tm> АПл (с Х/У2—х\) za t > х1 

Flit) = , (325) 
О za 0 £ t <; ЖЈ 

a kao specijalne slučajeve od (84) i (62) odnosno (63) 
F2 (.) = ."•» -_„, (cr) (t ^ 0) , (326) 
F3(t) - Met) ( t_>.0), (327) 

onda je prema (82) i I (33) 

к'2™; (t; xlt o) = FT(t) * F2 (t) (t > се,), (328) 
a prema (64), (69), (166) 

— sin (ct) - Fa (t) * F3 (*) (- _> 0) . (329) 
с 

Prema tome je očito za t > i , 
t 

7 ( - C C fe;^ö) sin [с(t —у)] dy = FrW * F2(t) * F3(t) = 

= К 2 Zl о (* -' хь 0,0,0), (330) 
a analitičkim produživanjem se uviđa, da je i za bilo koji 
kompleksni xu t 

t 

7 \ <: ;Г (г/;an, о) sin [с(t—у)] dy = к:;;;;0°;° (.,-^,0,0,0). 
i (331) 

Jednadžba (321) može se dakle pisati u obliku 

щ,п2 (t;xb0) = т2(2п2 — гщ)Кщщ* 0 ,0 (-,--¾0,0,0) — 

— (2n , — 2 m 2 — 1) ~ к£'™* J; J (t; x b 0,0,0) ( r n a > 0). (332) 
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Uvrštenjem izraza za ep (t) prema (314) u jednadžbu (320) izlazi 

Кт"1 (t;xb 0) = — х™» sin [c(t — хг)] + 

t 

+ ^Т \ У"Н Ani (С №~~^) sin [с(. —t/)l dy — 

t 

jj -^у С;;„°2(У'жьО)sinic(t-y)idu. (ззз) 2њ — 1 

Analognim se zaključivanjem uviđa, da se ta jednadžba može 
dovesti u oblik 

*C'n2 (*; *-. о) = XT Kl о (- — *-; o. o) + 2 "2 K ^ ' J ; J (-; xx, o, o) — 

_ ( 2 n a - l ) jj К ^ 1 ! ( « ; х ь 0 , 0 , 0 ) . (334) 

Za kompozicije sa više od dva para indeksa dobiva se 
mjesto (309) sasvim analognim načinom 

*CJa. "I','.'.'.', 'Z (t;0,x2,...,xr) = 

• = 4 ^ + 1 ) ( ^ + 2 , „ . . o . - , . . . . , - , ) -
С " l+J . , п 2 , . . . , nr 

— к™1;';;.; m
n

r (t; о, x , , . . . , x r ) , (ззб) 

gdje je samo radi jednostavnosti prvi parametar stavljen jednak 
nuli umjesto drugog. Nadomjestimo li u (111) m1 sa m1 + 1 i 
n3 sa nj + 1, stavimo хг = 0 i uvrstimo zatim izraz (335), izlazi 

. ^ KX\%:.'::Z (-;o,-c.,...,x-) = 

= 2 (щ + i) к™1;;;;; ™'r (t; o, x 2 , . . . , х,) — 

— (2ni — mi. + i) к™ 1 ; .^ ; ; ; ; ; ™ч.; о, x 2 , . . . , -Cr). (ЗЗб) 
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Neka je sada m1 > 0. Deriviramo li ( Ш ) , u kojemu je stavljeno 
Xj = 0, po t i uvrstimo (336), izlazi 

*C+i,1Ü','.".;! t ('»' °> x 2 , • • •, -сг) = . 

= J ( n l j L l ^ f к „ ь _ _ _ x r ) __ 

--2-4- k;*-1'™"---':' (^-0,^,.. . ,^) + 

1 д2 m »i 1 

(27 . - . - ГП1 + 1 Ф 0 , m i > 0 ) . (337) 

Ako je m 1 = 0, onda za xt = 0 u (111) ne otpada prvi član 
desne strane, ali otpada drugi član. U tom slučaju se dobiva: 

"m
n
r(t; 0 , x 2 , . . . , Xr) = 

_2(niJ-_ 
2 n i + f{<" "г (^; 0 , ,то , . . . , x r ) 

К" ' 2 ' '"'' (t; Хо,..., Xr) + dt ."='•••• »г 

+ -½ -f^ K°' ' ;;=•••"// (t; 0,x2,...,xr)\.- (338) 

Formule (337), (338) dopuštaju povisivanje donjega indeksa za 
ove kompozicije pod analognim uvjetima kao formule (311), 
(312) za kompozicije sa dva para indeksa. 

Za povisivanje gornjega indeksa postupamo sasvim ana­
logno kao u slučaju kompozicija sa dva para indeksa. Polazeći 
od formule (111) umjesto (89) odnosno (90), i od (337) umjesto 
(311), dobivamo analogno prema (313), (314): 

(> + ^)к^+1':::;;;;:ч^;о;х2,...,хг) = 

= (2пг — mjm-i K™*— ' ™ 2 ' ' ' '\"^ (t; 0, x2,..,, хт) — 

— (2% — 2 m i — 1 ) j ~ К"'1," ;;'";; (t;0,x2,...,xr) ( m i > 0),(339) 
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(с 2 + ^ - ) к ^ : : ; ; ; ; ; ' : ; ч г ; 0 ! Ж 2 ! . . . : х г ) = 

2 T7-HI2 > • • . - Шг / . \ 

% Кп n
r {t;x2, ••• ,Хг) — 

— (2пх— 1) К°; '" ; ; ' ; ; '£ (t;0,x2,...,xr). (340) 

Jednadžba (315) vrijedi i ovdje. Mjesto (316), (317) dobivamo 
га m, > 0 i za Tfii = 0 

/(:.2 + . . . + 1-) = 0, f (_c2 + . . . + ж г ) ~ 0 , (341) 

kako se razabira iz (107) i (111). Sasvim analogni zaključci kao 
kod kompozicija sa dva para indeksa dovode konačno do jed­
nadžbi 

К ГОЈ+1. nij , . . . , III,. / . A \ 

ni ni,.... n,. ("•' 0 ' #2> • • • , # # • ) = 

= m i ( 2 n i — rnx) К"1/ 'm„l'." '''"' ' 'о о (^/ 0, ж 2 , . . . , x r ,0 ,0) — 

— (2п_—2т. — i) ~.|- к™;;;;;;";;°Ј (г;о,ж 2 , . . . ,х- ,о ,о) 

( m j > 0 ) (342) 
i 

К „ . п!," ! + "п &>' О, X2,...,Xr) = 

— 2п! К™2' " ' ' "̂  .'0 '0 (-; х2, • • •, Хг.О, 0) — 

— (2П-—i)к"; ,™;;;;;; '";;° ° (*; о, х 2 , . . . , х г , о,о). (343) 

Formule (311), (312), (332), (334), (337), (338), (342), (343) omo­
gućuju postepeno povisivanje indeksa, za koje je pripadni pa ra ­
metar stavljen jednak nuli. Formule su izvedene za slučaj, da 
je to prvi par indeksa, ali vrijede, dakako, analogno, i kad je 
to bilo koji par indeksa. Polazna je točka kod toga povisivanja 
formula (81), koja daje kompozicije s bilo koliko indeksa, ako 
su ti indeksi jednaki nuli. Povisivanje donjih indeksa svih 
potrebnih kompozicija vrši se onda na temelju formula (87), 
III (5), ako se pripadni parametar razlikuje od nule, a pomoću 
(311), (312), (337), (338), ako je jednak nuli (pri čemu nema 
teškoća, jer gornji indeks nije lih, nego jednak nuli). 
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Zatim se vrši povisivanje gornjih indeksa pomoću (93), 
(112), ako se pripadni parametar razlikuje od mule, a pomoću 
(332), (334), (342), (343), ako je jednak nuli. Razabira se, da je 
postupak, ako je koji parametar jednak nuli, dosta opisežan, pa 
će zato biti prikladnija metoda graničnog prijelaza, koju ćemo 
raspravit i u idućoj točki. 

10. Granični prijelaz u izravnim formulama za kompozicije, 
kad pojedini parametr i xa, x 2 , . . . konvergiraju prema nuli 

Želimo li u općim formulama (140), (141) neke od para­
metara xlt. . . , хт staviti jednako nuli, nailazimo na teškoće, 

jer operator DXk — 7,— u tom slučaju gubi smisaoi. Očito 

lijeva s t rana u tim formulama prema definiciji (107) n e pruža 
nikakve teškoće u tom pogledu, pa je vrijednost te lijeve strane, 
kada se neki parametr i stave jednako' nuli, jednoznačno odre­
đena i jednaka limesu, koji dobivaimo, ako* ti parametr i isto­
dobno na bilo koji način ili svaki za sebe u bilo kojem poredaju 
konvergiraju p rema nuli. Taj granični prijelaz mora dakle biti 
primjenljiv i na desnu s t ranu kao cjelinu, ali ne mora biti 
primjenljiv na svaki sumand desne strane. Tu ćemo se poslužiti 
stavkom II. 7, koji je primjenljiv, jer svi sumandi desne strane 
imaju derivacije bilo kojega reda i za xk = 0, ako ih prethodno 
pomnožimo dovoljno visokom potencijom dotičnoga, parametra 
xit koji t reba konvergirati prema nuli. 

P rema 11(270), a s obzirom na formule 11(132) i 11(133) 
vidi se, da je rezul tat postupka taj , da treba operatorsku poten­
ciju Ds

x = ~ ) nadomjestiti sa -—-.-j ( — - I , ako djeluje 
xk дхк J (2s)! V dxt 

2S s 1 / д \ 2 , + 1 

na neku funkciju f (xk), a sa т ^ - т т п I ^— , ako djeluje na 

funkciju oblika — <P(xk), i poslije tih deriviran ja funkcija f(xk) 
xk 

odnosno cp(xk) staviti xk=0. Slučaj, da je funkcija oblika 

— <p{xk), nastaje u (140) odnosno (141), kada je mk = 0, jer je 
xk

 e 

onda dotični faktor u uglastoj zagradi х~г. 
Time bi problem graničnog prijelaza u načelu bio riješen, 

no mi ćemo još raspravit i neka pojednostavnjenja, koja se mogu 
učiniti, Zamislimo na primjer, da se u srednjem članu vitičaste 
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zagrade na desnoj strani ođ (141) treba neki određeni xh sta­
viti jednako nuli. Označimo uglastu zagradu u tom srednjem 

» članu sa 4>(t,x. ) i stavimo 

' ж_е 

<p(t,xks) = х^ tfj(t, xkh (344) 

Prema prije rečenom imat ćemo nadomjestiti 
„пк„~™е~ 1 1 . , / , . , , -4 

- V ^ ^ ¾ 0 ^ ¾ ) (345) 

sa 
„ _ и . е _ 1 ( n f c , - t o . - l ) ! J / д ч " - * - - - - - - -

(346) (-r) • ^ 1 = (2n t e -2r» £ —1)! [ \ d x k e / rK' ^')xlt = 0 

Prema (344) vrijedi 

,K ) 9{tlX0 = 

*- \ s / (mft — s)! X*- \dxk 

. 4 > ( t , x k e ) , (347) 

ako je 

mk > 2nk —2we—l (348) 

ђ \2ще - 2 . , , - 1 

•ч) .̂-.,) = 
2 Р Г* "JK^i)T<''~'(ä|;J '' ' -<'•**>• 

(349) 
ako je 

"** й 2пк — 2и>, —• 1. (350) 
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Stavimo 1ш sada xk = 0, onda u slučaju (348) iščezne desna stra­
na od (347), dok u slučaju (350) dobivamo 

ĆXh j J Че = 0 
(2nfc„ — 2we— 1)1 {( д \ 2 » „ £ - 2 » e - m f r e - l 

(2*. e —
 2™E — ^.e — ! ) ! ( \ дхке J *- J *fre = 0 

Prema tome rtretaa izraz (345) u slučaju (348) nadomjestiti nu­
lom, a u slučaju (350), s obzirom na (346), sa 

»_e-»e-l( _ 1 } ! f/ \ 2 - * г - 2 - - . - - m i e _ l 1 
_^ ! ( i L V(t,-C»)} .(352) 

(2nft£ - 2u>e — тп^ — 1)! l \ &**. / ' J Ч = ° 

Budući da V (£, зск ) ovisi о varijablama t i xk očito samo u 
obliku linearnoga izraza t — xk —. . . — xk , gdje se xk nalazi 

među varijablama xk ,...,xk , može se diferencijacija —— na­

domjestiti diferencijacijom ( — ^ - j , tako da mjesto (352) može­

mo pisati 

(_!) ^ ( n J), ^ - a - , - » _i 

V(t,0). (353) 
• (2^-2^.-^-1). \dt/ 

Konačni je dakle efekt, da se u slučaju (348) dotični član u 
(141) odbaci, dok se u slučaju (350) ispušta dotični х h

k* , a 
mjesto dotičnoga operatora 

DZ'"''1 (354) 

piše se 
2 ¾ - »' - 1

 ( __ 1 } " Ч + г
 ( __ __ 1 } , j , , _ 2lI)£ _ _ x 

_ JL (355) 
(2n, — 2iv — m,. — 1)! Л ć* ' 
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i konačno se stavlja xk = 0, što se može učiniti i prije deri-
viranja po t. Razumije se,' da se diferencijacija po t, sadržana 
u (355), može sažeti s diferencijacijom 

ar 
koja se nalazi u (141). 

Uzmimo sada, da treba neki određeni broj parametara 
х (б = 1, 2,. . ., H; 1 <^H <^r — у) и (141) staviti jednaiko шли. 
Pretpostavimo, da uz odabrane vs vrijedi 

m __ n v ^ o (ö = l,2,...,h) (356) 

i 
m — n — u , < 0 (ö = h + 1,...,H), (357) 

gdje je 
K h £ H , (358) 

ра se pitajmo, čime treba nadomjestiti operaciju 
н m m _ n _ ,. 

П (—1) "б m ! S ' * *б 's , (359) 

ako hoćemo parametre xs (б = 1,..., H) staviti jednako nuli. 
Primijenimo li jednadžbu II (205), dobivaimo 

I I m. m. — в . — v, \ 

\ e=i б / 
( — (xki+... + ¾^) 

\ (у X . . . _C ) r ~ y ~ 2 . 

• A0(c}jt~-xki--..:-xkyr-y2)dy 
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= {r~y — 2)! 

fr —У —2 + 2 2 К — *V — %)1! 

L ^ = 1 * v J 

a (__!)%+ e* 2™'* ~"'e ~°e m ! г ( т л , —n, —va + \ ) 
T T ¢, \ 's 's -t / 

5=1 ^ л 
« — (*), + . . . + X,. ) ft 

( 1 / - ¾ ) 

• Л0 (с у (7— xki —... — х ч ) 2 — yz)dy, (360) 

je je 
Xh = xm + ... + хщ . (361) 

Na ovaj izraz treba još da djeluje operacija 

IT (—1) ** m. ! S 'б '*б , (362) 
8=/.+1 

koju zbog (357) i (139) treba prema prije rečenom nadomjestiti 
operacijom 

я (—1) « тп i 2- "* a (—m, + n. + v ) ! 

бЛ+i (— 2m
s + 2 n + 2 v e ) ! 

—2m, + 2o, +2i> .' ' a a ђ 
(363) đxs 

i poslije izvršenja te operacije staviti 

х -=... = a- = 0. (364) 
s f t + l SH 

Stavimo li kratkoće radi 
w — — ms + n + v , (365) 
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vrijedi s obzirom na II (85) 

(-m + \ + vsV- wi ( u , - ! ) , Г(№) 

(—2m, +2n + 2 « )! (2w)\ 2(2«;—-1)! 2Г(2и>) 
б б б 

2 2 ю I/ тг 

\ SÄ 's б 2 / 

2 • б б б V п 

2 ' , (366) 

tako da (363) dobiva oblik 

т т *б \ *я •*« б 2 / 

Pod pretpostavkom 

q > 2 2n- > (368) 
г = 1 

gdje SU пт pozitivni cijeli brojevi, vrijedi očito 
'* } 

{z — X)q y{t, z) dz\ = mi) I xi == . . . = x s = 0 

Г (z—X 0 ) 4 ~ 2 n i ~" _ 2 r i s p(*,z) dz, (369) 
(q — 2 ^ - . . . - 2 1 1 , ) 1 

dok za 

<z < _£ 2пг (37°) 



lako dobivamo 

-{'-i-')-1 

x= 0 

= ( - 1 ) 
4 + 1 ~l П _L 

ÖX 
q> (t, X) . (371) 

X = X o 

Ako je X0 ф 0, može se dakako već u vitičastoij zagradi staviti 
X = X(). 

Primijenimo li foiranule (369) odnosno- (371) na opeiraiciju 
(367), koja t reba djelovati na izraz (360), izlazi konačno-, da išče­
zavanje parameta ra xs , . . . , xs znači, da u (141) treba izraz 

r т., m, — п . — v. 

Л (—1) '*m, \Sx
:s 'б б . 

б • «s 

\ {у—ж, — • • • — х , У' 

t - ( x k + , , , + xk) 

•v.Sj + , . . + 

Л0 (c]jt — x: h 
хк. У2— у2) dy 

za slučaj 
н 

г —у —2 + 2 ^ {m^ — nSr — vJ >0 
<p=i 

nadomjestite izrazom 

(г — у — 2)! 

(372) 

(373) 

n-v + v., т., 
н (___!) 'б -S 2 s п 

— у —2+2 2. (™,0 — n,e — vJ 

т. "! Г\т. — п . —vK + 

V 71 
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* — <**, + • • • + - О 

] (у-х*)' - - •> s? • 

• Д, (c \/ (t — "ж~—. . 7 — хч)2 I^y") dy, (374) 

gdjie je ' 
X„ = х + . . . -f- .т , . (375) 

a za slučaj 
н 

r — у —• 2 -f- 2 2 Om,., — n
s — «,) < ° (376) 

izrazom 

( „ 1 )
r -^ 1

( r __ y _2)! . 

" r-1) б 5 m t ! 2 ä б б Г ms ~ns - v s + T ) 

a_-i К я: 

1/1гН-1+,Ь ---^] 
• V O X 

. 4 0 (с ^(t'-Xfc, - • • • - ^ , / - X2) х = Х д . (377) 

Pojednostavnjenja, koja smo raspravili , mogu se dakako 
analogno primijeniti na prvi izraz u vitičaistoj zagradi u (141). 
U posljednjem izrazu u toj zagradu može se operatoir, Dx

H 

izravno primijeniti na Besselovu funkciju 

Л0 (с \!{t — xh —- . . . — хкг_х)г — -cft ) , 

što s obzirom na (104) daje 



pa se naknadno može staviti х = 0, taiko da se tu dobije re­
zultat i bez primjene stavka II. 7, koj,i bi dakako dao isto, jer je 

^Jix) = ^{fx^[ix-a)mfix)l}x = a' (379) 

ako li limes na lijevoj strani postoji. U tom slučaju ga dakle 
ne treba nadoimjestiti limesom desne strane, kao' što to činimo 
u smislu jednadžbe II (207). Prijetvorbu (378) smo- uostalom već 
upotrebili u foirmuli (105) za kompoziciju dviju Besselovih funk­
cija. Sto- je izvršeno' za jednadžbu (141), može se dakako ana­
logno učiniti i za jednadžbu (140), osim prijetvorbe (378), koja 
ne dolazi u obzir, jer dotičnih članova nema. Kada su neki 
parametri stavljeni jednako nuli, jasno je, da će se brojevi aht 
bk, definirani prema (149), (150), tvoriti saimo od onih parame­
tara, koji nisu stavljeni jednako nuli, i da će broj članova u 
kartonskom obliku biti prema tome manji. Ako su napose svi 
parametri stavljeni jednako nuli, bit će samo jedan par brojeva 
ak, bk, naime a = b = 0. 

11. Kriterij za pojavljivanje integrala u kanonskom obliku 
integralnih teorema 

Prema (153) mogu se kompozicije, koje razmatramo, ćizra-
ziti pomoću četiri vrste transeendentnih funkcija: 

An (с s/W^'aJ2~— bjj), Ax (c y/(t — а Ј ^ Г ђ г ) , (38o), (381) 

l Л0(с VF-oTF^") dy, (382) 

j" At (c ЈП^Ј=у*) dy . (383) 

Od tih su funkcija prve dvije vrste dobro poznate Besselove 
funkcije, za koje postoje i tablice, dok su posljednje dvoje vrste 
manje poznate transcendentne funkcije, za koje smo u IV. 8. 
dokazali da se ne mogu linearno izraziti pomoću prvih dviju, 
a ni međusobno. Da su te nove funkcije (382), (383) transcen­
dentne, izlazi! već iz toga. što prema (166), (167) za specijalnu 
vrijednost parametra bk degeneriraju u trigonometrijske funk­
cije, za koje znamo da su transoendentne. 
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Bit će zanimljivo- istražiti, pod kojim se uvjetima u kanon­
skom oblaku uopće n e pojavljuju funkcije (382), (383), koje ćemo 
kratkoi zvati »integnalima«, t. j , kada ее racionalne funkcije, 
koje u (153) fungiraju kao koeficijenti t ih integrala, bi t i iden­
tično jednake nuli s obzirom n a varijablu t za bilo koje vrijed­
nosti parametara x1;..., хт. P r i tom ćemo- uzeti u račun * i 
slučaj, da neki od tih parametara imaju fiksiranu vrijednost 
nula. Kao odgovor n a to pitanje poisitavljamo 

STAVAK IV. 11. D a u k a n o n s k o m o b l i k u k o m -
p o z i сii j a 

к™1;;;;•;"' {г;х^...,хт) (r;>2) 

k о e f i c i j e n t i i n t e g r a l a b u d u ш d e n t i č n о ji e d n a-
k i n u l i s o b z i ;r о m n a v a r i j* a b 1 u t z a b i l o k о j e 
v r i j e d n o s t i o n i h o d p a r a m e t a r a xlt...,xr, k o j i i 
n й s u s t a v l j e n i j e d n a k о n u l i , n u ž n o - j e i d o-
v o l j n o i , d a s e i s p u n i j e d a n o d o v i h u v j e t a : 

A) Z a s v e k = l, . . . , r v r i j e d i 

mk<nh, (384) 

a n i j e d a n о d p a - r a m e t a r a n e m о r a b i t i s t a v i j e n 
j e d n a k о n u 1 i. 

B) M e đ u v r i j e d n o s t i m a к = 1 , . . . , r i m a j e d ­
n a v r i j e d n o s t /c3, z a k o j u j e 

mki — nki _;> 0 , (385) 

a z a s v e о s t a l e к ф kj v r i j : e d i 

™_ — n„ £ — (™kl — nks + D • (3 8 6) 
N i j e d a n o< d p a r a m e t a r a n e m o r a b i t i s t a v l j e n 
j e d n a k oi n u 1 i. 

C) M e đ u v r i j e d n o s t i m a к = 1 , . . . , r i m a 1 i h 
b r o j q > 1 v r i j e d n o s t i к1,к2, . . . ,кч , z a k о j e j e 

™к > 2n,. (j = 1 , q) , (387) 
j j 

a p r i p a d n i p a r a m e t r i s u s t a v l j e n i j e d n a k o 
n u l i : 

хк = 0 (j = 1, . . . , q) . (388) 
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Z a s v e o s t a l e v r i j e d n о s t i 7cq+1,. 
i m a (t. j . а к о n i j e q = r), v r i j e d i 

,k r, u k o l i k o i h 

< 2 + I кв—v 
(j — q + 1, . . . , r), 

a p r i p a d n i p a r a m e t r i xk ,... ,xt 

(389) 

n e m o r a j u b i t i 
3-1 "r 

s t a v l j e n i jhe d n а к о n u 1 i. 
U s 1 u č a j u r == 2 u v j e t C) j e n e i is p u n j i v, j e r s e 

t r a ž i r^>qj>3, d o k s e u v j e t i A) i B) d a j u s a ž e t i u 

m1 -f m2 <C n2 + n 2 . (390) 

S obzirom na komutativni zakon za komponiranje možemo 
uvijek postići, da bude кг = 1, t. j . da (385) glasi 

m i — ni žš 0, (391) 

a (386) postane 

тк — пк£ — (т1 — щ + 1)(к = 2,...,г). , (392) 

Dalje možemo postići, da vrijednosti к} ,. . . ,kq budu prve u 
nizu 1, 2 , . ' . . , r, tako da (387) glasi 

m f c >.2n , ( k = = l , . . . , q ) , -(393) 

a mjesto (388) vrijedi 

хг = х-, = ... = xq = 0. (394) 

Konačno je (389) nadomješten sa 

™fc — Щ й ~ 
q+l , v t \ 

2 -^ ( m < 1 " " И" 

(fc = q + 1 , . . . , r) (395) 

Time je ipostignuto pojednostavljenje u pisanju. Prije nego što 
pristupimo dokazu stavka, primjećujemo: ako je za neku kom­
poziciju dokazano*, d a koeficijenti, integrala identično iščezavaju, 
onda taj zaključak ostaje na snazi, ako bilo koje od parametara 
(koji nisu već stavljeni jednako* nuli) stavimo* jednako* nuli. Ako 
naime u kanonskom obliku nema integrala (382), (383) i ako 
neki oid koeficijenata funkcija (380), (381) odnosno član R4 u 
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(153) postaju neizmjerni, kada dotični parametri teže prema 
nuli, onda maramo izvršiti granični prijelaz prema stavku II. 7. 
Takav postupak involvira procese deriviranja, koji, izvršeni na 
funkcije (380), (381), prema (142) i III (9) daju opet funkcije 
tih vrsta, tako da u kanonskom obliku opet nema integrala 
(382), (383). Dokazujemo li dakle, da je koji, od uvjeta A), B), 
С) dovoljan, možemo pretpostaviti, da su samo oni parametri 
jednaki nuli, koji prema uvjetu to moraju biti, pa će dokaz 
vrijediti i za slučaj, ako su još dalji parametri stavljeni jednako 
nuli. Ako dokazujemo, da su ti uvjeti nužni, moći ćemo za 
slučajeve, koji tim uvjetima nisu obuhvaćeni, pretpostaviti, da 
je što više parametara jednako nuli, i dokazati, da se u kanon­
skom obliku pojavljuju integrali. Taj će dokaz vrijediti i onda, 
ako ti parametri nisu stavljeni jednako nuli, jer bi inače inte­
grali moral; nastati stavljanjem tih parametara jednako nuli, 
što smo vidjeli, da ne može biti. Kratko rečeno, stavljanjem 
parametara jednako nuli mogu integrali iz kanonskoga oblika 
nestati, ali integrali ne mogu nastati, ako :h nije već bilo. 

Dokazujemo najprije, da su uvjeti stavka dovoljni. Pri 
tome trebamo neke zaključke, koji se daju izvesti iz stavka 
II. 2. Zamislimo, da je u smislu IV. 7. određen kanonski oblik 
integrala 

t 

j* (у - ХУ" A0 (с yfF^y*) dy . (396) 
x 

Pitamo se, pod kojim se uvjetima izvršenjem operacija 
Dxk (k — l,...,n) na taj integral mogu ukloniti integrali u 
njegovu kanonskom obliku. » 

Razvijemo li potenciju (у — X)'" po binomnoim stavku i 
rastavimo integral (396) na toliko sumanda, koliko taj razvoj 
ima članova, jasno je prema III (269) i III (333), da članovi s 
lihiim potencijama od у ne prinose integrala za kanonski oblik, 
pa dakako ni onda, ako* na njih još izvršimo' neke operacije 
Dxk. Članovi s täkim potencijama od у daju prema 111(341) 
izraz, koji, ako se izostave članovi bez integrala, ima oblik 

(-ir{xm-(^)f2(t)xm-24-
" t 

+ (™) u (t) х"'"4 - . . . } J A) (c v? ---V) dy + 
X 
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-f (-ir{_r-(^)g-(t)X"*-a-r-
v e 

+ (7)sn(t)Xm~4----} $Л, (cj¥^y*)dy, (397) 
х 

gdje funkcije / (t) i g (t) znače sume, koje u III (341) fungiraju 
kao .koeficijenti integrala, a indeksi tih funkcija znače ekspo­
nent od х u integralu na lijevoj strani od III (341). 

Primijene li se na izraz (397) operacije DXk, vidi se, da 
diferencijacije' po donjoj granici integrala daju članove bez 
integrala., tako da se možemo ograničiti na pitanje, pod kojim 
se uvjetima, primjenom operacija DX/_ može poništiti izraz oblika 

X"*- ( ™ ) i 2 ( t ) X f f i - 2 + ( ^ ) f 4 ( t ) X " 1 " 4 - . . . (398) 

Jasno je, da se mora poništiti koeficijenat svake potencije od t 
u tom izrazu, a takav koeficijenat ima oblik polinoma 

аХ'" + ЪХт~~2 + . . . , (399) 

gdje neki od koeficijenata a, b,... mogu biti jednaki nuli. Po­
tencija X s je prema (80) homogena funkcija s-toga stupnja 
varijabla x1; . . . , xn , pa primjena nekih operacija DXk na sumu 
(399) snižava stupanj svakoga člana, koji pri tome ne iščezne, 
za isti broj jedinica:, tako da su članovi, koji nisu iščezli, razli­
čitog stupnja i poslije izvršenja tih operacija, i njihova suma 
ne može biti jednaka nuli za bilo koje vrijednosti parametara 
xx,. .: , Xr . Moraju dakle svi članovi sume (399) iščeznuti svaki 
za sebe, da cijela suma iščezne. Budući da svaka potencija od 
X, koja se pojavljuje u (398), mora biti sadržana u nekom koefi­
cijentu (399) neke potencije od t (uključivo nulte potencije), 
dakle će (398) primjenom operacija DXk iščeznuti identično s 
obzirom na t za bilo koje vrijednosti parametara x1,...,,xr 
onda i samo' onda, ako primjenom tih istih operacije iščeznu 
sve potencije Xm, Xm~2, ... , koje se nalaze u (398). 

Za iščezavanje potencije X1"* vrijede kriteriji stavka II. 2. 
Ako je za najvišu potenciju Xm ispunjen kriteri j A) toga stav­
ka, t. j . ako' je m <C n (400), taj je uvjet pogotovu ispunjen i 
za sve niže potencije od X u (398). Ako je za najvišu potenciju 
Xm ispunjen kri teri j B) rečenoga stavka, t, j . ako> je m — n lih 
broj, a m j> n, onda je i za sve niže potencije Хт~2к u (398) 
m — 27c — n lih broj , pa te potencije, bez obzira n a to, da li je 
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za njih m — 2k = n, iščeznu kratnom primjenom 
svih operacija DXk. Te su operacije za ponišitenje najviše po­
tencije X,m nužne i dovoljne, a za, poništenje nižih potencija 
očito pogotovu dovoljne. Prema tome možemo ustanoviti, da su 
kriteriji za poništenje integrala u kanonskom obliku od (396) 
primjenom operacija DXk isti kao kriteriji prema stavku II. 2., 
koji sax nužni i dovoljni za poništenje potencije Xm . 

Prijeđimo sada na pitanje, dla li je uvjet A) stavka IV. 11. 
dovoljan. Promoitrimo u tu svrhu prvi elan vditičaste zagrade 
u (140) odnosno (141). Budući da je zbog (384) 

mr —- n„ — qe <: — 1, (401) 

možemo prema (139) pisati 
т.. — п.. —• </„ — m,. + п.. -f a,. 

S = D . (402) 

Budući da je r — 2 < r (403), što odgovara uvjetu m<in kri­
terija A) u stavku II. 2., a primijenjeno je r različitih operacija 
(402), dok prema rečenom kriteriju treba primijeniti barem 
m + 1, t. j . u našem slučaju r — 2 + 1 = r— 1 takvih opera­
cija, ne daje taj član integrala za kantonski oblik. 

U druigom članu u viitičasitoj zagradi od (140) odnosno (141) 
može se analogno zbog (384) staviti 

m —n — v , < — 1 (4041 
"б s 

i prema (139) 

s'"'e " "*« ""e = D~'"'6 + ""б +1'б . ' (405) 
' "г '*б 

Ovdje je broj varijabla хн ,.. . , xSr_y jednak r — у, pa je 
r — у — 2 < r —-у (406) analogon relacije т<Сп. Izvršeno je 
r — у operacija (405), što je više nego m-f 1 = r — у — 2 + 1 = 
= : r — у — 1. I ovaj član dakle ne daje integrala za kanonski 
oblik, a treći član u vditičastoj zagradi (141) uopće ne sadržava 
integrala. Time je dokazano, da je uvjet A) stavka IV. 11. do­
voljan pod pretpostavkom, da nijedan od parametara Xi, . . . , Xr 
nije stavljen jednako nuli, što se pretpostavlja u (140), (141). 
Pogotovu je taj uvjet dovoljan i onda, ako se neki ili svi ti 
pairaimetri stave jednako nuli, kako smo već prije raspravili. 
Pretpostavimo! dalje, da vrijedi uvjet B) stavka IV. 11., t. j . da 
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vrijede (301) i (392). Za članove drugog izraza u vitičastoj za­
gradi od (140) odnoisnoi (141), za koje je m1 sadržan u brojevima 
mk , . . . , mk , t. j . kada je 1 sadržan među к1г . . . ,ky, vrijedi 
isto razmatranje kao gore, t. j . ti članovi ne daju integrala. 
Ako • je naprotiv u drugom izrazu vitičaiste zagrade 1 sadr­
žan, među brojevima sa,. . ., sr_7, t. j . m, među brojeviima 
mSl,.'.., roS(._7, maramo izvršiti novo razmatranje, koje će biti 
primjenljivo i na prvi izraz u vdltičastorji zagradi. 

Zamislimo*,, da je u drugom izrazu u vitičaistoj zagradi na 
integrali najprije primijenjena samo operacija S™1 ~ "* ~"%, gdje 
simo pretpostavili, dia je s1==l. Smijemo dalje pretpostaviti, 
da je 

m, — n, —-v, ^ 0, • (407) 

jer inače operator S™,1 ~ "' ~~ щ u -smislu (139) znači deriviranje, * 
i istoga taij slučaij potpada pod argumentaciju, koju smoi dalli za 
slučaj uvjeta A) stavka IV. 11. Uvodimo kratice 

Xi = xkj + ... + xh , (408) 

X2 = x+x-{~... + x = хл+'х + ... + х . (409) 

Prema definicijama, koje ш dane prije foirmule (131), vrijedi 
onda 

X, + X2 = X = ху + . . . + xr. (410) 
Supstitucijom 

z = y — X2 + x1 (411) 
možemo integral drugog izraza u vitičastorj zagradi od (140) 
odnosno (141) dovesti u nešto drugi oblik: 

t —X, 

J ( j / - x , ) r - T - 2 i 0 H ( i - - ^ ? 4 s ) d i / = 

•__(__ D'-T-I j* (^^2)г^2Л(сУи^Х^2=^+^=^а)й2.(412) 
t-Х+ж, 

Stevimo sada u II (168) 
П = = Г ; q = = r _ _ ; / _ 2 ) k=l, (413), (414), (415) ' 

(p (t; z,x2, . . . , xr) = 

= ( - 1 ) г ^ х ( г - у - 2 ) ! A0 (dit-X^iz + Xa-x3>), (416) 
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označivši varajiablu у sa z. Prema II (170) i II (175), gdje osim 
(413) do (416) još stavljamo 

m = m1 — щ — vx , (417) 
dobivamo onda s obzirom na (412) 

<-Хд 

x2 

(mi—ni—uj 12'"1 -»*» tj+x^ [ \ j ; a 

. Д, (c V ( t ^ - Х ^ ^ ч Ј Т ^ С ^ х ^ ј 2 ) dz, (418) 
što u slučaju у = r — 2 (419) [to je najveća moguća vrijednost 
od 7 u dotičnom izrazu od (140) i (141)] daje 

S?r"l~r' j ЛАс yjlt^W—l?) dy = 

" 1 Г (дЗ ,'Л-
(rai — n , — V i ) \ 2 

f-X-Kr, 

. ^ ^ ^ ( - — -^^^-(г-f"Xa — a:i)2) dz, (420) 
dok u slučaju da je у <C r — 2 (421) možemo« prijeći na obJik 
II (176), t. j . 

t—х, 

-£ГП,~"! 1 (У —Х.Г-^-а^1о(с>/'(-"—-^)а-!^)с1у = 

7 ^ = ^ ¾ ^ ? Г ((- -^(-".-u8)-—-du 
(m!—П!—vj! 2mi n i "- J . J * t -Х+д 

. A0 (c f(t - rX.)2 '— (2 + X^— x- )"a) dz. (422) 
Ako na desnoj strani od (420) i (422) opet uvedemo у prema 
(411), te formule glase; 

t—X", 

s : r ^ J -i0(c>T(t^x1")^-\?)di/-= 
i —X'j 

(m5 — n! — vj - - • ^ Ј Г Ј ^ ^ Г 1 [xj-(y~X2 + Xi)-]™.-».--.. 

. A,'(cV(- —Xj)2"--ž/*)d_y, (423) 
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ЗлГ"1""1 j* {У-Х2У-^ А0(с yJit—Xj' — y^dy 

= (—iy-t-2{r — y — 2) 
( m j — n _ — " v i ) ! 2m>-'"-"' 

f-.Y, ГЈ-А- + *, 
. j" j (y — X2 + Z, — U)^"8 (x* - u2) 11 du 

. Л (с v / ^ X ) 2 ^ ? ) du. (424) 
Stavimo sada 

X> — ,¾ = Xo = ас. + .. • + xt • (425) 

Pretpostavi lj. se najprije (419), onda je X2 = xs, (426), pa se 
integral и (423) može pisati u obliku 

t—v, 
J [х1 — {у-хЈ]"н-"^,нА(){с4{1-Х,?--у2)ау. (427) 

Prema (140) odnosno (141) treba na taj, integral još primijeniti 
operaciju 

m _ „ _„ . , -_m + „ + v 
S " 2 • = D 2 2 , (428) 

gdje je s obzirom na (392) sigurno 

— т,г + n-2 + v2 >̂ mi — ni + 1 > ni! — ni — vi. (429) 
Razvije li se potencija u integralu (427) po binornnorn stav­

ku, dobiju se integrali oblika (396) (gdje je sada X = xS2). Kako 
smo vidjeli, mogu se na te integrale primijeniti kriteriji stavka 
II. 2. Najviši će eksponent biti 

m = 2(m1 — n1 — v1), (430) 
a i svi su ostali eksponenti taki. Broj varijabla je jednak jedan, 
dakle n = l (431). U slučaju m = 0 (432) dat će diferencijacija 
(428) izraz, koji ne sadržava integrala. Ako je m1—пг—vt > 0 
(433), može prema (430) i (431) biti m > n, a m — n je lih 
broj:, dakle treba prema stavku II. 2. B) izvršiti jedinu operaciju 
DXg , i to 

m—n-4-3 2 (mi — щ — ui) — 1 + 3 
-—'i— = = mi — ni — vi-f 1 



puta. Prema (428) ona Je izvršena —m,^+ n-, + v2 puta, što 
je zbog (429) barem toliko, kao m1 •—щ — va + 1. U kanon­
skom obliku dakle nema integrala. 

Za slučaj (421) služimo se oblikom (424). S oznakom (425) 
integral na desnoj strani od (424) dobiva oblik 

J j" (u —X2 — и ^ - з ^ - и 8 ) " 
v, + X, 

"C| du 

i l 0 (cv r ( t—X x ) 2 -u 2 )du . (434) 

Nutarnji integral može se razviti po potencijama od у — X2 
pomoću formule II (182), čime se dobivaju sami integrali obli­
ka (396): 

у-% 

j (у —X, — иу-^3 {x\ — u2)'"--"--«-< du = 

- 7 - 3 ( _ 1 ) r - 7 - 2 - . ( m i _ n i _ t , l ) ! 

1 
-у—3 
s И r—у—1—s\ 

2 I 
IF 

2 (m, — п, — V,) + T — 7 — 2 — 
X\ 

+ rni — n i — Vi 

• (u—ХоГ + 

(-1)- ( m l - ^ Ü 1 ) 

--=0 ( r - y ~ <ГЛ1 
2 (in,- ». ) - - * 0/-Х.Г 

• у - 2 

(435) 

U prvoj je sumi najviši eksponenit s = r — у — 3, koji odgovara 
eksponentu m u (396) i u stavku II. 2. Da se ponište integrali 
u kanonskom obliku, treba prema stavku II. 2.A) primijeniti 
m ~f- 1 različitih operacija Dx , svaku barem jedamput. Prema 
(140) odnosno (141) ima tih operacija r — у — 1, idäkle za jednu 
više nego što je potrebno, a svaka je izvršena barem jedamput, 
jer je zbog (386) i (385) 

(436) т*ђ + п., + vs >̂ 1. 

Članovi prve sume od (435) dakle ne prinose integrala za ka­
nonski oblik. 
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U drugoj je sumi najmanji eksponent od у — X% jednak 
r — у — 2. Tu je m < n, a primijenjeno je, kako amo spome­
nuli, r — у — 1, dakle m + 1 različitih operacija Dx , što je 

'S 

prema stavku II. 2. A) dosta da se uklone integrali u kanon­
skom obliku. Za ostale potencije je m > n, a 

m — n = r — у — 2 + 2s — (r — у — 1) = 2s — 1 

uh broj,, pa p rema stavku II. 2. B) t reba primijeniti sve operacije 

Dx (<5 = 2, . . . , r — у), i to svaku „ puta. To je u našem 

slučaju 
m — n + 3 _ r — у — 2 + 2s —(г —у —1) + 3 _ 

. ~ 2 ~ " ' 2 " ' - - 8 + i 

puta. No budući da je s ^ m , — n, — v3, to je zbog (386) 

s + 1 ^ Ш ] - n i — v i + 1 .<̂  —(m. - - n , ) ^ —(n-,e —n-e —v5) , (437) 

tako da je i taj zahtjev zadovoljen, a n i ovi članovi ne prinose 
integrala za kanonski oblik. Razmatranje je očito primjenljivo 
i na prvi član u vitičastoj zagradi u (140), (141), ako stavimo 
у — 0. Time je dokazano, da je uvjet B) stavka IV. 11. dovoljan. 
To pogotovu vrijedi, ako su korji od parametara stavljeni jed­
nako nuli. 

Prelazimo na pitanje, da li je uvjet C) stavka IV. 11. dovo­
ljan. Neka dakle vrijede (393), (394), (395). Ako su koji od bro­
jeva 1, . . . , q sadržani među brojevima кг,. . . , ку", zbog (393) 
za njih će vrijediti (348), tako da desna strana od (347) iščezne, 
kako je tamo spomenuto, kada se dotični parametr i prema 
(394) stave jednako nuli, odnosno tih članova u smislu (140) 
uopće nema, ako< je dotični donji indeks jednak nuli. (Razumije 
se, da u (140) ne bi moralo baš r—p posljednjih donjih indeksa 
biti jednako nuli , kako« smo radi jednostavnijega pisanja pret ­
postavili.) U tom slučaju dakle dotični članovi u (140) odnosno 
(141) otpadaju. Zamislimo prema 1 tome, da su svi brojevi 
1, . . . , q sadržani među brojevima S j , . . . , s r _ 7 ; na pr. kao 
s1 = l, s2 = 2, — „ sq = q, gdje j e q ^ r — у, jer inače moraju 
neki pd brojeva 1 , . . . , q biti sadržani među klf... , ky. Na ovaj 
slučaj može se primijeniti formula (374), gdje samo> treba mjesto 
H pisati q. Zbog у ^ r — 2 i uvjeta (393) ne može vrijediti 
(376), tako da (377) Пе dolazi u obzir. (Taj izraz i onako ne bi 
pridonio integrala za kanonski oblik.) 
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Ako je najprije q = г — у, to je Xq , koji odgovara Хц u 
(374), jednak nuli, a operatori u izrazu (372) s v i su integralni 
operatori, koje prema (140), (141) t reba primijeniti. Budući da 
je q Idh broj, bit će i eksponent varijable у u (374) lih, pa taj 
izraz u smislu III (318) ne daje integrala za kanonski oblik, na 

čemu n i primjena operatora DX)i i — prema (140), (141) ništa 

ne mijenja. Neka je dakle q < r — у. U tom slučaju na (374), 
u kojem piše H mjesto q, treba još primijeniti operatore 

s™*e~nts~v* ( d = q + i , . . . , r — у). 

U smislu stavka II. 2. i izraza (396) vrijedi iu ovom slučaju za 
broj varijabla n = r — у — q (438), a za eksponent pod inte­
gralom 

ч 
m = r — у—-2 + 2 2 (т^~п€— v^). (439) 

Ako je m <.n, to prema stavku II. 2. A) t reba da bude izvršeno 
barem m + 1 različitih operacija Dx (д — q + 1 , . . . , r — у), 
svaka barem jedamput. Budući da j e broj različitih izvršenih 
operacija jednak broju varijabla n, koji je pretpostavljen kao 
veći od m, a svaka je operacija D* s obzirom na (139) izvršena 

"б 
barem jedamput, jer je zbog (393), (395) i q ^ 3 

т*б ~ n°5 — vs й ™-e " nSg £ — 

(ö = q + l , . . . , r — у ) , (440) 

taj je uvjet zadovoljen. Ako je m^n, p r e m a (438), (439) m—?г 
je lih broj, je r je q lih, pa se može primijeniti stavak II. 2. B). 
Broj m je po (439) maksimalan, ako su svi v = 0, t. j . 

ч 
mmax = r — у — 2 + 2 2 ("i« — п9). (441) 

q + l 
2 + 2(- < - ^ < - l 
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Treba dakle svaku operaciju izvršiti barem 

™ma*— П + 3 q + l , V , , ил9Л 

= j - 1_ 2_, (my — п9) (442) 

puta, a to je s obzirom na (440) i (139) zaista učinjeno. Prema 
toime u drugom članu vitičaste zagrade u (140), (141) nema 
integrala u kanonskom obliku, a isto razmatranje vrijedi i za 
prvi član, ako stavimo у = 0. Ovo vrijedi pogotovu onda, ako 
su koji od parametara xq+i,... , xr stavljeni jednako nuli . Time 
je dokazano, da je i uvjet C)^ stavka IV. 11. dovoljan. 

Pr i je nego što. dokažemo, da su uvjeti stavka IV. 11. nužni, 
provest ćemo* neka pomoćna razmatranja. Recima, da želimo 
sve paramet re od (140), (141) staviti jednako nuli. Ako za jedan 
od ke (£ = 1 , . . . , у) vrijedi 

mkt>2nkt, (443) 

onda će s obzirom na (348) svi članovi dotične sume po we 

otjpasiti, t. j . članovi za dotičnu kombinaciju (fca,. . . , /с-у) o tpa­
daju. Možemo dakle pretpostaviti 

mfce<2nfcf ( £ = 1 , . . . , 7 ) . (444) 

Indeks »umacije w* će onda trebati primiti samo cijele vr i ­
jednosti 

2nk — mk — 1 
0 £ we <I ! --— , (445) 

jer za ostale vrijednosti na temelju (348) dotični članovi 
otpadaju. Prema (355) dobivamo stoga za dotičnu kombinaciju 
(kv . . . , ку), a uz odabrane vf, kao dio drugoga izraza vi ticaste 
zagrade u (140), (141): 

1 у 
(г—у—2)! - -

к>, = 0 
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\2nk -mk - 1 1 

У \ JJ-~l) (n4.-u,.-l)!N 

, e = l гое! (2n, — 2ги£— mk — 1)! 

2 (2nks-2u;-mkE)-y-+h I 
• ( - ^ ) E = 1 V ( t , 0 , . . . , 0 ) | , (446) 

gdje smo radi kraćega pisanja stavili 
r—y 

p = l • • -

а я/' (t, 0, . .. , 0) znači 

gdje je у izraz u uglastoj, zagradi u (140), (141), od kojega je 
odbačen produkt parametara хк . Ponovljenom primjenom for­
mula (423), (424), (435) može se гр (t, 0, . . . ,0) izraziti linearno 
pomoću integrala oblika 

P = J" y«A0 (с v't2 —г/2) dt/ (448) 

X* = x + ... + x, . , (449) 
»i . -V—у 

Pri tame možemo pretpostaviti, da je M tak broj, jer u slučaju 
lihoga M integrali (448) prema III (254), Щ (318) ne prinose 
integrala za kanonski oblik. Nadom jestit ćemo dakle ц> (t, 0 , . . ., 0) 
u jzrazu (446) integralom (448). 

P r v i s l u č a j . Neka je 

M = 4n, (450) 
У (• У 

' 2 (2% t —- 2u)e — тк) — у + h = 2r = JV — 2 ~£ гог (451) 
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N = 2 (2тг* — та*.) — У + Ь • ' (452) 

Uvrsitimo li to u III (408), dobivamo 
У St_ N__ У 

T V - 2 2 н>е 4 + "2 - - " e 

| ) "' r - - ( ^ k — - ^ - - H'P.. + 
2 2 

2 С 
' • • ( f ) ' 

+ const, t2 P, + ... . (453) 

Ako se to uvrst i u (556), vidi se, da će se moći faktori c~"£ kra­
titi i da pridolazi faktor (—1)~""% čime je omogućena provedba 
šumarija po wlt. . . , wy, koje su naznačene u (446), i to pomoću 
formule II (52). Stavkno> li u II (52) 

n = 2nk — тк — 1, (454) 

m = nk — mk — 1, (455) 

dobivamo 
Г 2пк " тк ~г 

2 
J ( _ 1 ) H V 2-% ™.E 1 - « e ^ _ и , _ 1 } . 

_ и>г! {2nk — m k — 1 — 2 w ! , ) \ 
we — и - е е 

_ (-1) 2 г ( ч _ Т О 4 г _ _ ј . т ^ , 
__ ^ ^ ^ ^ : ;(456) 

ti — 1 gdje uvjet m < —-— sada znači 

2n,. — m,. — 1 
Ti». — m, — 1 < — 

2 
što je ispravno, jer vik nije negativan. 
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Pišiimo (456) u obliku 

( _ 1 ) m * - + , " - + Ve 2Wc \nkE — we—l)\ 

^ w '(2n. —2wF— m. — 1)! 

( - 1 ) £ '2 J r(nkc-mke-Y)-mkel 
_ - (457) 

У я (2тЧ — ™Ч — D '• 

i uvrstimo (453) i (457) u (446). Ako označimo 

Ц -_ TJ _ LJ !__1Z __, (458) 

dobivamo mjesito (446), u kojem smo ц> nadomjestil'ii integralom 
(448), izraz 

М N 

- (—1)T + T M » „ м-
t 2 P0 -^-w±—tl — I I + c o n s t - 1 2 P., + . • • 

2 2 c T " ( . М ) , ( r _ y _ 2 ) , ( 4 5 9 ) 

D r u g i s l u č a j.. Neka je 

M = 4n + 2, (460) 

IV—-2 2 wc - 2 (2ПАЕ
 — 2tüe — mfc£) — у + h = 2r + 1. (461) 

E = l £ = 1 

Služeći se ovaj put forimuloim III (411) dolazimo sasvim analog­
nim načinom do izraza 

М — 2 iV—_1 

( — l ) 2 2~M<* т.- -
t - P o - ^ - V - ^ - — — Ц + const.t» P 1 + . . . 

2 2 c 2 " ( ^ Ј ! (r—у —2)!- . (462) 
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T r e ć i s l u č a j . Neka je 

M = 4n, ' (463) 

У Ti 

N~2 ^ we- У ; (2nke — 2wt — mkc)—y + h = 2r 4- 1. (464) 

Služimo se formulom III (409) i računamo ovaj pu t koeficijent 
od Pj , pa dolazimo* do oblika 

<М_ i V — 1 

iL + i ( — 1 ) 4 + 2 M< тг ~ - i 
t» Pi п г г Н ^ - - - — П + const, t» 4 + -

2 2 с2 ^ J ! ( r . _ y - 2 ) ! (465) 

Č е t v r t i s 1 u č a;'j. Neka je 

M == 4n + 2, (466) 
у у 

N — 2 2 и>.= 2 (2n,f —2u) e —m f c £ ) - T y + h = 2r . (467) 

Služimo se formulom III (410) i dolazimo do oblika 

М N — l 

« f + 1 Pi пгтг^"T, 7 — - П + «-- '* "Ч + -
2 2 с 2 ^ - ! ( r - y - 2 ) ! (468) 

Prvi i drugi slučaj mogu se sažeti u jedan oblik. U oba slučaja 

+ 2V = 0 (mod. 2), (469) 

M p — -f- JV tak broj t. j . 
9. 

i? 
2~ 

a ta zajednička (pretpostavka može biti ostvarena samoi prema 
(450), (451) prvoga slučaja ili p rema (460), (461) drugoga slučaja. 
Vrijede l i (450), (451), očito je 

M N M N , л «ч ,лпП-

T + T~~~T + T (m0 2h { } 
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a vrijede li (460), (461), to je 

M — 2 N — l M N , . . . , , _ . . _ + ^ =- _ _ _ + _ _ ( m o d . 2) , (471) 

tako da se (459) i (462) mogu predočiti u zajedničkom obliku 

£ i» 

t 2 po - ^ ^ 4 - ^ - _ J ] + const, t 2 P l + . . . 

2 с -"- ! (r — r — 2 ) ! (472) 

(Ne tvrdi se, da je konstanta pred t 2 Px u (459) i (462) ista. Ta 
konstanta nas dalje ne zaniima.) 

Treći i četvrti slučaj imaju zajedničku pretpostavku, da je 

-^- + N lih broj, t. j . 

•у- + N == 1 (mod. 2), (473) 

a ta pretpostavka može biti ostvairena samo prema (463), (464) 
trećega slučaja ili prema (466), (467) oetvirtoga slučaja. Ako 
vrijede (463), (464), dobivamo 

м , N—l , M N + 1 , , о ч , . „ . , •— H + 1 = - - - , - (mod. 2) , (474) 

a ako! vrijede (466), (467), izlazi 

M N—l M N + 1 , - , 
4 - : 2 == - + (mod. 2) , (475) 

tako- da se (465), (468) mogu predočiti u zajedničkom obliku 
_ М_ N+J. 

- + i Г — 1 ) 4 2 Mi n - - i 

22 c2 (-^J- (r —у —2)! (476) 

Za kasnije svrhe treba još pretrest i predznak produkta (458). 
Neka je za izvjesne vrijednosti od e, na pr . za £ = 1,. . . , б, 

\ — тке — 1>0 (£ = 1,...,0), • (477) 
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dok je za sve ostale vrijednosti od s 

пке — ткс — 1<0 ( £ = 0 + 1 , . . . , 7 ) . ¢478} 

Razdvajaimoi onda produkt (458): 

П = R П2 (479) 
nkr '% — mut — - / i \ 

- (—1) 2 Г[пк—тк —T)-mk ! 
__ Д ^ t (480) 

a=i У?г (2n i f— m,£ — 1)! 

»*, nk' —mfc. — - _, / ' i \ 
• , ( - l ) ' 2 - Г „ - т . w ! 

П 2 = II - p - - — ^ -(481) 

S obzirom na (477) i II (84) može se pisati 

б (— \)П"е (2nk — 2mfc — 2)! mk ! 
, = П — Т ^ Ц > С482) 

- i 2 Е Е ( 2 % £ - m A e - l ) ! ( n t e - m , e - l ) ! 

a s obzirom na (478) i 11(85)' 

mk + J mk — nk + 1 

у (— 1) 2 / (m4 —пк + 1)! т% ! 
__ TT .(483) 

2
 t. Ј Д - (2m,£ — 2nÄf + 2)! (2пЛе — т^ — 1)! 

Prema tome je 

s 

sgn П Ј = ( — I ) " ' , (484) 

7 — б + 2 mk 

sgn П 2 = (—1) '~' + * , (485) 
JZ čega izüazi predznak čitavoga ipirodukta, 
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Prelazimo sada na dokaz, da siu uvjeti stavka IV. 11. nužni, 
t. j . d a u svim slučajevima, koji tim. uvjetima nisu obuhvaćeni, 
kanonski oblik sadržava barem jedan integral. 

a) Pretpostavimo, da vrijede uvjeti C) s tavka IV. 11., samo 
s toim razlikom, da nisu svi paramet r i хг,... ,"xq stavljeni jed­
nako nuli, kako- Ы prema (394) trebalo biti, već da je-jedan od 
tih parametara, na pa\ xlt po volji, dok su svi drugi parametr i 
uključivo Xg+i ,..., xr stavljeni jednako nuli . Neka dakle vr i ­
jedi, da je q > l lih, neka vrijedi (393) i (395), a (394) neka 
je nadomješten sa 

x2 = ж3 = . . . = Xr = 0. (486) 

Budući da je xx jedini parametar , koji nije stavljen jednako 
nulli, s obzirom na (149), (150), (151) kao gornje granice integrala 
(382), (383) u kanonskom obliku doilazi u oibzitr samo t i t—xv 
Provest ćemo dokaz, da u kanonskom obliku ima sigurno inte­
gral s gornjom granicom t, t. j . sa a = 0, b = xt. Takav se inte­
gral očito može pojaviti samo u članovima od (140), (141), gdje 
je хг sadržan među хн , . . . , х,т . No i x.>,. . . ,xq moraju tu 
hiti sadržani, j e r inače dotični član zbog (393) i (348) otpada, 
kada se dotični parametar uzme jednak nuli, odnosno uopće 
nema toga člana, ako je dotični donji indeks jednak nuli, kako 
se razabira iz (140). Neka je dakle, recimo, 

x; — xi i хн = x2, • • •, х, = хя . (487) 

Pretpostavimo najprije, da je r — y > q (488), t. j . da među 

xs. (ß=l, . .. , r—у) osim х,,..., xq ima jm jedan ili više pa­

rametara xs + 1 , . . . , х,т . Ozna&iimo pirema tome 

r — у — q = z _ > l . ' (489) 

Primijenimo na integral u drugom članu vitičaste zagrade u 
(140), (141) najprije operacije 

Sx
s '5 б (б = 2 , . . . , q) 

i stavimo dotične parametre jednako nuli. Budući da je q ^ 3, 
r — 7 > q, 0 <ь 2vs <^, ms , a vrijedi (393), to se lako vidi, da 
je uvjet (373), u kojemu sada ep pr ima vrijednosti od 2 do q, 
sigurno ispunjen, tako da dobivamo izraz (374), gdje <p i б p r i ­
maju vrijednosti: od 2 do q, a X[{ je nadomješten sa 
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X 2 , q = (Х_), , = .. . = . , -.-, о = х.ч + , + . . . + %_. 7 , (490) 

t. j . dobivamo integral oblika 
ч 

' ^ А / г - т - 2 + 2 2 (»V-«,.-«>) 

J (2/-X2.,) s=2 ^(cVt-^xT)*^*')-.?/. 
л"г.</ (491) 
Ako se na ovaj integral primijeni operacija S'"" ~~ ni ~ "', dobiva­
ju se u analogiji s formulom (424) odnosno (434) i (435) sami 
integrali oblika 

t — xt 

J ( r / ~ - X 2 . 4 ) R A 0 (cV(t —Хх)3 — у2) d u . (492) 
*, + x2,,, 

Treba p r i tome svagdje eksponenat r —• у — 2 nadomjestiti 
eksponentom u (491), tako da je najveća vrijednost indeksa 
sumacije s u prvoj sumi (435) 

ч 
r — у — 3 + 2 ^ (f"f — n<? — Vv), 

e=2 

a u drugoj sumi eksponenat od у — Хг,, glasi 

ч 
г — у — 2 + 2 ^ , (rrif — nf — Vf.) + 2s . 

¢=2 

Očito je eksipomenat R najviši u drugoj sumi za v1=v2= . . . —-
= vn , 5 = тл — n], dakle 

'/ 
R m a i = Г — ' У — 2 + 2 ^ ( m f — Щ) + 2 ( m [ — n i ) = 

fr-=2 

Ч 

= r — у — 2 + 2 2 (тп« — Ti?). (493) 

Primijenimo sada n a integrale oblika (492) operatore 
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i stavimo dotične parametre jednako nuli. S obzirom na (395), 
a u smislu (139) stavimo 

Sy~"Ss"Vs =* D~~"'ss + nss+vs (494) 

<5 - б 

i nadomjestimo ih prema razlaganjima na početku točke 10. sa 

— 1», +П 

2 б 
(—т„б + ns$ + vs) ! 

(— '2ras + 2n, + 2 v j ! 

-2m. + 2ft. + 2 -
б б (495) 

Formula (369) nije neposiredno primjenljiva, jer donja granica 
integrala (492) nije X.,9, već x1 + ^2,g, tako da diferencijacije 
po donjoj granici integrala daju članove, koji ne otpadaju, kao 
što je to u slučaju formule (369). Ipak ti članovi ne sadržavaju 
više integrala, i jasno je, da će i sada uvjet analogan sa (370) 
biti dovoljan, da se dobije izraz bez integrala. Taj bi uvjet 
glasio 

R < 2 У (—тч - t - n - r 1>б). 
--" ' S * <S 

5= , + 1 

Prema (493) je 

R £ Ят._ — r: 

Dalje je 

2 + 2 2 (m, — n,). 

^ (— m, + n )< N (— m + n + u5 
-—' 's б -»* б б 

8=9+1 б -=q + l 

S obzirom na (395) i (489) vrijedi 

2 (— m, + n, ) > # 
б б 

¢=9+1 * 

у 

- - 2 — h 2,- (т?"~ V 

(496) 

(497) 

(498) 

(499) 
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dakle 

2 2 К — п.) + 2 2 К. - п.б) й — х(q +1) — 2ок—i) 2 К-пр <; 

^ — Z ( q + l ) _ _ - — (r — у — q)(q + l) . (500) 

Razmotrimo li parabolu 

у== — (г — у — х)(х + 1) (501) 

i s tavimo y = r — y— 2 (502), izlazi 

* i = — 2 ~ 1 + V l + Z - Ч т — Г Ь (503) 

_ r—У"1 
ж , - 2 (504) 

Budući da je q lih broj veći od jiedan, i s obzirom na (445), 
izlazi ' 

3 ^ q ^ r — у — 1 , (505) 

dakle svakako; r — у — 1 > 0 (506). Jasno je, da za xt > х > хг 

(507) vrijedi u О — у — 2 (508). S obzirom na (506) vrijedi 
prema (503), (504) хх>г — у — 1 (509), x2 > 0 (510), dakle se 
može na temelju (507) i (505) pisati 

Ж а > г — у — l _ > q _ ^ 3 > 0 > _ c 2 , (511) 

pa je stoga prema (501) i (508) za naš q 

_ _ ( r _ r — q)(q + 1 ) < г _ _ у — 2 (512) 

Prema (497), (500), (512) i (498) vrijedi dakle 

q s—У 

R = Rm« = r — v — 2 + 2 У (m. — n_) < 2 "£ (— m, + n, ) < 

г—у 

< 2 У (—ms + n + « . ) , (513) 
<5=</+l 
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a to je traženi uvjet (496), Slučaj r — у > q dakle ne daje 
integrala za kanonski oblik. Razmatranje dakako vrijedi i za 
prvi član vitičaste zagrade u (140), (141), ako se stavi y = 0. 
Pretpostavimo dakle sada 

r — y = q^3. (514) 

(Г — у << q n e dolazi u račun, jer bi onda. neki od .parametara 
Xj, . . . , xq bili među xk ,. . . ,xk , a taj slučaj smo već prije 
odbacili.) (514) određuje jednoznačno* у, a određuje i kombina­
ciju ( S j , . . . , sr-y), jer u njoj moraju biti sadržani brojevi 1 . . . ., q, 
t. j . ta kombinacija je identična s kombinacijom ( 1 , . . ., q). Jasno 
je, da je prema (490) sada X2,q = 0 (515). Integrali (492), koji 
potječu od članova druge sume (435), u kojoj je, kako smo spo­
menuli, r — у — 2 nadomješten sa 

q 

r __ у _ 2 + 2 2 (me — п^ —• vf), 
¢=2 

imaju svi lihe eksponente R, je r je zbog (514) sa q i r — у lih. 
Ti integrali prema III (254), III (318) ne prinose integrala za 
kanonski oblik. Među članovima prve sume (435) ima naprotiv 
i potencija s takirn eksponentima. Najveća j e vrijednost ekspo­
nenta s uz odabrane v , kako smo spomenuli, 

ч 
r — у — 3 + 2 ^ , (m^ — ne — vj, 

a ta je taka, jer je r — у lih i pr ima svoju najveću vrijednost 
za v.j = . . . = v„ = 0, t. i. imamoi za taki R 

Ч Ч 

Rtak max = M = Г - У - 3 + 2 ^ ^ . - Tlf) = q - 3 + 2 ^ (ТП„ — Tl.) . ( 5 1 6 ) 
¢=2 ¢=2 

Na dotični integral treba u smislu (353) još piriimijeniti stanovite 
diferencijacije po t, tako da se radi о izrazu poput (446). Prema 

м 
(472) odnosno (476) dobivajmo dakle za kanonski oblik ili t P0 

ili t Px s koeficijentom, koji je očito od nule razlio'-t (jer je 
i faktor, koji potječe iz (435) od nule različit), uz eventualno 
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još druge članove s nižim potencijama od tm Integrali (492) s 
manjini takim efesponentoim R, dakle sa R ^ M — 2 (517), daju 
prema (472) i (476) članove s najvišom potencijom od t oblika 

Л[ . М_ М_ — + 1 

t 2 P0 odnosno t2 P i . Članovi t 2 PQ ili t 2 Pb 

koje nam je dao integral s eksponentom M, sigurno su dakle 
jedini te vrste , pa budući da im se koeficijenat razlikuje od 
nule, kako simo spomenuli, dokaz je time izvršen, da u kanon­
skom obliku ima barem jedan integral. To vrijedi pogotovu 
onda, ako koji od parametara x.2, . . ., xr nije stavljen jednako 
nuli. 

b) Pretpostavimo, da je 

mk^>/nk (k = l,...,q), (518) 

gdje je q lih broj , za koji ovaj put dopuštamo i vrijednost 
q = 1. (Za neke ili sve vrijednoisti 1 , . . . . q može dapače vr i ­
jediti mk i> 2nk.) Neka dalje postoji barem jedna vrijednost 
к = к,. > q, za koiju je 

i. — n, > — 
q + 1 + _£ (Щ — пк) (519) 

a najviše jedna vrijednost к = kg > q, za koju je 

m, > 2n, . (520) 

[Među vrijednostima к — q + 1 , . . ., r može biti takvih, za koje 
je mk >̂ nk. Ako ima takva vrijednost ili ako "za jednu od njih 
vrijedi dapače (520), tada je tom vrijednošću već zadovoljen 
uvjet (519).] Konačno neka budu svi parametri stavljeni jed­
nako nuli. 

Dokazat ćemo, da u 'kanonskom obliku ima integrala. Uzmi­
mo opet u razmatranje drugi izraz vitičaste zagrade u (140), 
(141). Jasno j e najprije, da među s1; . . ., s r _ 7 moraju biti sa­
držani svi oni indeksi k, za koje je mk ^ 2nfc, jer b i inače do­
tični članovi za xk=0 u smislu (347) otpali, ako je n f c > 0 , jer 
za njih vrijedi (348), a uopće ih nema, aiko> je nk = 0, kako se 
vidi iz (140). Uzet ćemo povrh toga među sv . . ., s r _ 7 još i sve 
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one indekse к, za koje je mh ^nk, ali тк < 2пк. Budući da su 
svi parametri stavljeni jednako nuli, primjena će operatora 

ms —™s ~v5 
Sx prema (360) dati integral oblika 

r-7 
r _ 7 _ 2 + 2 2 (mSif -n$v ~v9 ) 

"=1 A 0 ( c f t 2 - y 2 ) dy, (521) 
0 

na koji u smislu (446) treba još primijeniti stanovite diferenci­
jacije po t. Ako je r — у tak broj, bit će eksponenat u tom inte­
gralu tak, i budući da smo za sv ..., s r_ 7 odabrali sve one vri­
jednosti, za koje je mSlf >̂ nStp , za v1 = ... = vr-y = 0 ovo je 
i najveći taki eksponenat, koji se može pojaviti. U smislu (472), 
(476) kanonski će oblik dakle sadržavati 

м м 
t 2 P0 ili t 2 Pi 

sa 
Т-У 

M = r —у —2 + 2 2 (го.,— n._). (522) 
( C = _ l 

Ako je naprotiv r — у lih broj, eksponent će biti lih, i članovi 
(521) dakle prema III (254), III (318) ne prinose integrala za 
kanonski oblik. U tom slučaju moramo potražiti članove s naj­
većim täkim eksponentom pod znakom integracije. Zato mo­
ramo broj r — у ili povećati ili smanjiti. Treba dakle iz indeksa 
kj, , . . , к-у preseliti još neke indekse među sx,..., s r-y ili iz ovih ne­
ke indekse preseliti među к1}..., ку . Preseljenjem nekoga in­
deksa ке u slt..., sT—у > za koji je mk < rik , povećava se r — у 
za 1, tako da se eksponent smanjuje za 2 (nk — m k ) — 1 ^ 1 , 
dok se preseljenjem nekoga indeksa ss , za koji je m. >̂ n, , 
među klt.. .,ky eksponent smanjuje za 2 (ms — n, ) + 1 ^ 1. 
Budući da želimo smanjiti eksponent za što manje," svakako 
ćemo izvršiti samo jedno preseljenje, čime će se naš lihi ekspo­
nent smanjiti za lih broj, tako da će postati tak. Pri tom su 
dakako svi vv stavljeni jednako nuli, jer konačni taki eksponent 
treba da bude što veći. 
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Ako se prebacuje jedan indeks iz fca,..., ky u su ..., sr-y, 
rvat ćemo to preseljenjem prve vrste. Pri tome se у promijenio 
u Yi, tako da je уг — у— 1 (523). Prebacuje li se indeks iz 
s 1 ; . . . , s — 7 u к!,..., ky , neka se to zove preseljenje druge 
vrste, a 7 se pri tome mijenja u y2, tako da je y2 — у + 1 (524). 
Treba sada dokazati: 

1) da uvijek postoji barem jedna mogućnost preseljenja, 
koja vodi do integrala, čiji se koeficijent razlikuje od nule; 

2) da su onda, kad ima više mogućnosti preseljenja, koje 
vode do istoga najvećeg takog eksponenta, koeficijenti dotičnih 
iistovrsnih integrala za kanonski oblik svi istoga predznaka, te 
se ne mogu međusobno ukinuti. 

Ad 1). Neka ima osim (518) još daljih indeksa, za koje je 
тк^>пк, a koje smo prema prije rečenom, uvrstili među 
«i , . .« , sT—у Mora ih biti tak broj, dakle barem dva, jer bi inače 
zbog lihoga q r—у bio tak, a taj slučaj smo već uzeli u račun. 
Od ta dva indeksa ili više njih može prema pretpostavkama 
najviše za jedan vrijediti mk J> 2n&, dakle ima i barem jedan, 
za koji je mk >̂ mh, aii mk<C 2nk. Taj se posljednji indeks može 
preseliti među fc1} . . . , k 7 ) da dotični članovi onda ne otpadnu. 
Eksponent je poslije preseljenja 

M = - r —ya — 2 + 2 J (m,, — п . , ) , (525) 

koji sigurno nije negativan, jer je m. ^ ns? -za sve ep, pa bu­
dući da ima barem jedan indeks (518) (jer je q ^ 1), a bar je 
jedan dalji, koji nije sadržan u (518), ali je za nj m f t^ nh, pre­
ostao među sr,.,. , $r-y , onda je r — y2 >̂ 2. To preseljenje druge 
vrste dakle zaista vodi do člana (521), koji može pridonijeti 
integrala za kanonski oblik. 

Ako naprotiv osim (518) nema nijednog indeksa, za koji je 
*пк^пк, ipak prema pretpostavkama ima barem jedan indeks 
kf za koji vrijedi (519). Taj se nalazi među ku ..., ky , pa ćemo 
ga preseliti među slt..., sr-y Budući da je sada r — y = q, 
bit će r — y1 = q + 1, a eksponent će postati 
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т-у 

до = r _ _ y i _ 2 -b 2 2 (гл., — п . , ) + 2(mkf—nkf) = 

г-7 

= q — 1 + 2 2 <m«. — n s , ) + 2 (mfc — - nfc ) . (526) 
«i=i 

Prema (519) vrijedi 

+ 1 (527) 

2 К , . — V >• — q +1 —2 2 (m^ — n*> > (528) 
4 = 1 

dakle je 
r - 7 <? 

N ^ q — 1 + 2 2 (m v — 1 4 ) — q + 1 — 2 j (m, — nA) = 0 . (529) 
(.-=•1 * = i 

Ni ovdje dakle eksponent ne može biti: negativan, t. j . ovo 
preseljenje prve vrste daje član oblika (521), koji može prido­
nijeti integrala za kanonski oblik. Time je pokazano, da uvijek 
ima barem jedno preseljenje, koje vodi do, cilja. 

Ad 2). Kako'smo rekli, među s 1 ; . . . ,; sT-y stavljeni su svi 
indeksi к za koje je mk^nk (među kojima se nalaze i oni, za 
koje je dapače m 4 sž 2 п Ј , dok se svi drugi indeksi nalaze među 
k j , . . . ,ky. Za preseljenje prve vrs te dolaze u račun oni od 
indeksa к između ku ...,ky, za koje je izraz 2 (nk—mk) — 1 
što manji, jer se za tu vrijednost smanjuje eksponent pod inte­
gralom (521). Za preseljenje druge vrs te dolaze u račun indeksi 
s između s1( . . . , sr-y, za koje je izraz 2 (ms — ns) + 1 što manji, 
jer se za toliko smanjuje rečeni eksponent, a osiim toga mora 
biti w s < 2 n s , j e r inače poslije preseljenja sv- članovi otpadaju, 
kako smo spomenuli. 

> 9_±! 
2 + 2 (»»*—«_) 
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Neka je џг minimum izraza 2 (nk — mk ) — 1 (e = 1 , . . . , у), 
a /л2 minimum izraza 2 (ms — n, -) + 1 (б = 1 , . . . , r — у), za 
koje je m , <C 2n s . Ako je lu1 <C џ2, dolaze u račun samo pre­
seljenja prve vrste, ako je /½ > ju2, samo preseljenja druge 
vrste, a ako je jux = ju2 = /i dolaze u račun obje vrste prese­
ljenja. Pretpostavi t ćemo taj najopćenitiji slučaj. Neka izraz 
2 (nk — т к ) — 1 primi taj minimum za nekoliko vrijednosti 
indeksa ks, na pr. za ke =a, ke — Ъ i t. d., t. j . 

2 (n„ — ma) —'l = 2(n b — mh) —J. ="'.Л = u . (530) 

Izraz 2 (m. — n„ ) + 1 neka primi taj minimum za neke vri­
jednosti ss = a, ss = ß i t. d., za koje je т п , т < 2 п . , t. j» 

2{та — па) + 1 = 2'(mß — nß) + 1 = . . . = .-.. (531) 

Sva preseljenja pojedinih indeksa a, b, . . . i a, ß, . . . dovode 
do istoga najvećeg täkog eksponenta 

M = r — у — 2 + 2 У, (m-, — n,e) — fi. (532) 

Pita se najprije, da li će za integrale kanonskoga oblika, koji 
su pomnožen-; najvećom potencijom od t, biti primjenljiva for­
mula (472) ili (476). Označimo li u smislu (452), (447) sa N1 i 
h1 dotične izraze poslije preseljenja p rve vrste indeksa a, a sa 
Ј\Г2 i h2, ove izraze poslije preseljenja druge vrs te indeksa u 
i analogno dotične veličine уг i y2 prema (523) i (524), očito je 
s obzirom na v(c = 0 

г-У 

hi = _£ m v + та«» ( 5 3 ¾ 

Ju — ^ mh, — m„ , (534) 
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-V_ = 2 (2тЧ —~mkJ — (2n« — me) — ћ + fc_ = 

= 2 (2nfc£ — ткс) — (2n„ - m„) — (у — 1) + 2 m*9 + m ° = 
e = l <f=l 

= N + 2(m„ —n„) 4- 1, (535) 

JV2 = 2 (2пк — m, ) + (2nB — ra„ ) — y2 + Ь2 

= 2 ^2гЧ " "V* + 2n« ~ m« ~ (У + !) + _E тч ~ m« = 

= N — 2 (m, — na ) — 1, (536) 

dakle 

+ Ni — rlf + Wa) = -V1-Na-=2(me —n„ + m« — n_) + 2 = 0 M 
2 

(mod. 2)-, (537) 
pa stoga 

ivf Ш 
у + -Vi = y + #2 (mod. 2). (538) 

Prema tome vrijede ili za sva preseljenja (469).i (472) ili za sva 
preseljenja (473) i (476). 

Treba sada pokazati, da je predznak članova s integralom 

t 2 P0 prema (472) odnosno s integralom t 2 Pt prema (476) 
poslije svih pojedinih preseljenja isti, tako da se ti članovi 
sigurno ne mogu ukidati. Taj se predznak sastoji od ovih 
faktora: 

a) Faktor, koji potječe iz formule (360), iz koje smo dobili 
integrale oblika (521). U toj formuli (360) treba dakako staviti 
h — r — у. Prema II (84) vrijedi za 

m , - n s > 0 , (539) 
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г(™-.-"-0 + т ) = 
\/л (2rnJg — 2n ä s ) ! 

2ms — 2ras 

2 б б (m. — ns,)! 
(540) 

a za 
m« — n„. < 0 (541) 

prema II (85) 

77/ 1 \ v—D " Y - - 2 e e (n_ — m _ ) ! 
Г m„—n„ +-=- ) = • 542) 

\ 2 / (2ne —2rn„ ) ! 

Prema tome na temelju formule (360) predznak za slučaj pre­
seljenja prve vrste, recimo indeksa a, ima oblik (—l)^ ( a ) „ 
gdje je 

r-Tf r - 7 

E x ( a ) = ^ ns + Па + ( n o ina) = 2 n.,S + 2 п „ ГП„ , ( 5 4 3 ) 
5 = 1 5 = 1 

dok je u slučaju preseljenja druge vrste, recimo indeksa a, taj 
eksponent od (—1) 

Г--У 

Et (a) = У n», — na . (544) 
5 = 1 

ß) Faktor, koji se pojavljuje u formulama (742) odnosno 
(476). Prema (472) bio bi eksponent od (—1) poslije preseljenja 
prve vrste indeksa a s obzirom na (535) 

E2(a) - = - - - ^ - = _ _ + - _ + , „ „ - - . « _ _ , - _ , (545) 

a poslije preseljenja druge vrste indeksa a s obzirom na (536; 

„ , ч Ш N2 M N 1 ,_,„, 
E2 (a) = — — + --A = — _ + _ _ m e -j- n a — _ . (546; 

Ako se primjenjuje (476), glasile bi te formule analogno 

M N +1 1 
g2 (a) = __ JL + _±_ + ma _ По + J. г (547) 
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т- / \ M < N + 1 , 1 /сох 
E2 (о) -= — — -I i Тоа + n a — у . (548) 

Razumije se, da su eksponenti (545), (546) cijeli brojevi, ako za 

Ћ м 
—i + Nj i — + N2 vrijedi uvjet (469), a eksponenti (547), (548) 
Zt Z 
su cijeli, ako analogno vrijedi uvjet (473). 

у) Faktor (484). Poslije preseljenja prve vrs te vrijedi za sve 
preostale indekse fc;'uvjet (477). Tih indeksa ima б = yx = у—1, 
t. j . od prvotnih у indeksa otpao je indeks a, tako da je ekspo­
nent od (—1) 

Ев(а) = •_> nk — na. (549) 

Kod preseljenja druge vrste pridolazi među indekse ke indeks 
a, za koj;; (477) ne vrijedi, dakle б = y„ — 1 = у i eksponent od 
(—1) je ' 

T 

E3(o) = 2 nkt- (55°) 

д) Faktor (485). Poslije preseljenja prve vrste ne vrijedi ni 
za koji od preostalih ke uvjet (478), tako da je б = у1 = у — 1, 
dakle eksponent od (—1) 

Ti 

Е4(а) = Уг — б+ J mke = 0. (551) 
e = 5 + l 

Poslije preseljenja druge vrs te za jedini indeks a, koji je pr i-
došao među kc, vrijedi uvjet (478), tako da je б = y2 — 1 = у, i 
eksponent od (—1) 

Ta 

Ei (a) = y2 — д - j- 2 m * = 1 + m« . (552) 
£ = б + 1 б 

Ako je dafcle primjenljiva formula (472), ukupni je eksponent 
od (—1) za slučaj preseljenja prve vrste prema (543), (545), 
(549), (551) 
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E (a) = Et (a) + E2 (a) + E3 (а) + Е4 (a) = 

'<*?•.* М , N , 1 -V . | л 
= / , ПЈ + 2 n 0 ni« — + "TT + m " na + "TT 7 , Tl. na + 0 4 2 ' 2 

-гч -с-« М JV 1 

= 2*ч+ 2 \ - T + Y + T ' (553) 

а аа preseljenje druge vrste prema (544), (546), (550), (552) 

E (a) = Ex (a) + E2 (a) + E, (a) + E4 (a) =-

• v' Ћ . N . i . -J. . . . 
= Z п»л — П а Z" + ~ö m<r П а 2 ---' n*t Ш а : 

5 = 1 E = l 

б=1 --=1 

Kada je primjenljiva formula (476), dobivamo analogno, upo-
trebivši (547) odnosno (548) umjesto (545) odnosno (546), iste 
formule, samo je N nadomješten s a N + 1. Svakako je 

S(a ) = E ( a ) , (555) 

a budući da izrazi (553) i (554) uopće ne ovise о tome, da li smo 
preselili indeks a ili b i t. d. odnosno a ili ß i t. d., bit će dakle 

E (a) = E (b) == . . . = E (a) = E (ß) = - . . . , (556) 

t. j . sva dopustiva preseljenja daju članove s ist im predznakom. 
U slučaju primjenljivosti formule (472) osigurali smo dakle, da 

u kanonskom obliku postoji član oblika t P0 , a u slučaju pr i -
м 

mjenljivosti formule (476) da postoji član oblika t Р а . Time 
je izveden dokaz, da pod uvjetima b) ima integrala u kanon­
skom obliku. To vrijedi t im više, ako parametr i nisu stavljeni 
jednako nuli, kako smo to pretpostavili. 

c) Na temelju razlaganja pod a) i pod b) možemo sada izvesti 
dokaz, da su uvjet i stavka IV. 11. nužni, t. j . da u svim sluča-
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jevima, gdje nijedan od tri uvjeta А), В), С) toga stavka nije1 

zadovoljen, ima integrala u kanonskom obliku. Da dobijemo sve 
te slučajeve, razlikujemo ove mogućnosti: 

1. Nema nijednoga indeksa k, za koji je mt2> 2nl:. 
2. Ima jedan indeks, za koji je mk 2> 2nk. 
3. Ima tak broj (veći od nule) takvih indeksa. 
4. Ima Uh. broj veći cd jedan takvih indeksa. 
Ad 1. Da uvjet A) stavka IV. 11. ne bude zadovoljen, mora 

postojati indeks кг, za koji je 

mk1 ^ nk, • (55?) 

Da uvjet B) ne bude zadovoljen, mora postojati jedan indeks 
kn, za koji je 

mfc. ~nk>~ 0mkl — nk> + D • (558) 
Uvjet C) očito nije zadovoljen. Budući da (557), (558) odgova­
raju pretpostavkama (518) i (519) za q = l, taj je slučaj sadržan 
pod b). U kanonskom obliku dakle ima integrala. 

Ad 2. Uvjeti A) i C) očito nisu zadovoljeni. Budući da iz 
тк^2пк izlazi m & ^ пк, postoji indeks, za koji vrijedi (557). 
tako da moramo tražiti, da postoji i indeks, koji zadovoljava 
(558), jer bi inače bio zadovoljen uvjet B). T'me je slučaj opet 
sveden na razmatranje pod b). I ovdje dakle ima integrala u 
kanonskom obliku. 

Ad 3. Ako je broj indeksa, za koje vrijedi тк ij> 2nfc, jednak 
q + 1, gdje je q Uh broj, za q indeksa vrijedi pogotovu (518), 
dok (q -j- l)-ti svakako zadovoljava (520) i ujedno (519). I ovaj 
slučaj se dakle svodi na razmatranje pod b), dakle ima inte­
grala u kanonskom obliku. 

Ad 4. Uvjeti A) i B) očito nisu zadovoljeni. Ako od uvjeta 
C) nije zadovoljen (395), onda to znači, da ima jedan indeks, 
za koji vrijedi (519), dok sa (393) nužno vrijedi i (518). Prema 
razlaganju pod b) dakle ima integrala u kanonskom obliku. Ako 
je naprotiv (395) zadovoljen, moramo pretpostaviti, da ima ba­
rem jedan indeks među 1 , . . . , q, za koji dotični parametar nije 
uzet jednak nuli, tako da je prekršen uvjet (394). Ovaj slučaj, 
je raspravljen pod a), tako. da i tu ima integrala u kanonskom, 
obliku. Time su sve mogućnosti iscrpene, i dokaz stavka IV. 11. 
je izvršen. 
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12. Nekoliko specijalnih slučajeva integralnih teorema 

Kao primjenu općih razmatranja odredit ćemo kanonski 
oblik najjednostavnijih integralnih teorema. Odabiramo za to 
kompozicije dviju Besselovih funkcija, kojima nijedan indeks 
nije veći od jedan. Da tekst bude kraći, stavit ćemo iznad znaka 
jednakosti broj formule, na kojoj se temelji dotična prijetvorba. 
Slučaj, da je koji parametar stavljen jednako nuli, napose će 
se navesti, ako kod toga nastaje neodređen oblik, pa je potreban 
granični prijelaz. 

(129) д2 ' 
К1л

0(1;хъх^ = -tfs*'s*, J 4>(eV- 2 — yz) dy = 

II (187) 

dt г SXl S-, SH4) _40 (с у t2 — \хг + x2f) = 

II (188) a2 

dt2 J Ф (у) A0 (с V t2 — (у + x± + xa)2 ) dy 

IK194) a2 ; 
-Q£ \ Ф (j/ — -Ci — х.) A (c V t s — V ) dy , 

II (189) 
Ф(х) = Fx(x) * F2(x) * H(x) , 

II (159), II (191) 
FT (x) = X 4- X, , 

II (159), П (191) 
Fa (Х) = X + Х2 , 

П (188) 
Н(х) = 1. 

У - Ж Ј - % >> 
Ф(У — ж3-— 0¾) = \ C(i? —1 + х , ) ( | 

(559) 

(560) 

(561) 

(562) 

(563) 

di?. (564) 
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Izračunavanje ovoga integrala daje 

yi (xl + xf)y2 {xf + хђу (-cf —аф* 
Ф(у-хг~х2) = -2i i + 8 — 

Izvrši li se u (559) diferencijacija po t, izlazi: 

1II_(9) 
K.0 0 ( t ; X], x 2 ) — 

= 4г\ 0(t — X! — a . ) — -™ J $(u — х- — XaJ-dt (с \Г*2—У2) di 

(565) 

at 

Ш (9) д 

ГЈ + Ж. 

JU = 

' (¢ - - -1 - -¾) — — J Ф(У — -ci— х2) Л. (с Vt2 — г/2) dt/ -
л-,+ % 

— - у Ф(е —х-—• х2) + - ^ J Ф(у —х х —х2) Л 2 ( с ^ г —y 3 )d u . (5 
*.+*• 

Uvrsti li se ovdje (565), integrali se raspadaju u integrale oblika 
t «, 

J ym An (c it*1^) dy 

sa m = 4, 2,1, 0 i n= 1, 2. Ti se integrali mogu izraziti ovako: 

J у*Ах{сј¥=?)б.у = 
-, + % 

111(383) 2 

66) 

[t3 — (x_ + x2)3 Л0 (с Vt2 — (xx — x2)2 >] — 

С- С 

1 д0 (cv?:z(-c7+^)2) 

:-, + ¾ 

2 (хх 4- х2)3 6 (х_ •+ х2) 
* Т л 

122 



- - i . I А (с f*=Š) dy - ^ j A(cVF=?)dy;(567) 

« _ 111(382) „ r , -. 
J у2 Аг (cV?—V) dt/ = Л [-—ta + жа) Д»(с V t 2 - ( ^ + x2)2) J 

2 ' J A0(cft2 —u2)du, 
x,+x, 

111(384) 2 

(568) 

J| i/A.(c>/?=7) du " " . I " ' -^ [11_д)(су{___ (a.1 + ^ ) ] ; (569) 
•i-i + -i; 

1 111(382) d , T 
J y4A2(cVt2— y2)du = - , - [ ^ - ( x i + ^MiCcVt8-- txi+xs)*)] — 
+ x, C 

~ ^ [ t - ( x 1 + x 2 ) A , ( c V ? - ( x 1 T ^ ) 2 ) ] + ~ J J.0(cVi2^y)dy,(570) 

* 111(382) 4 r -i 
J r A, (c Vt2 — y2)dy = -.- [t — (ж, + x2) -1-. (c Vt2 - (xx + x2)2 ) J — 

— i- J -l1(cV?=ys)d2/, (571) 
ДГ. + .Г, 

I 111(384) 4 r i 
J i/-i.(cVt2 — y*)dy = - ,- l l-A i(Wt*-(x1+x a) ,)J, (572) 

x, + i'-. . C 

I ла (с v'ž^V) dy п =36 A -i-^+*i- . л, (с v?HiTT-ö-) -

- - ^ . - J A> (с v'?"11^2) du -f- ~ | At (c №=&) dy. (573) 
-,+¾ •*,+*, 

123 



Pomoću tih izraza dolazi se konačno do kanonskoga oblika, koji 
glasi: 

КЦ ( t ;x i , a . ) = Щ ^ - [t2 + ( x i - a . ) * + ~ Л0 (eft2 — (Х! + Х-2)2) + 

Х1 + Ж2 + ~ ~ ^ [t2 - с 2 1 * ( х г - х ^ + с2 ( а * - xf )2 (X! + z2)2] Л, (с Vt2^- (Xi + x2)2) + 

+ 8 + 8 4 + 8c2 j -l0(cv/t2—j)dy + 
x^+x.i 

t* сЧ2{х\ + х2Л 
+ | _ + 8  j A, (c v/?"-y§) du - 4J-—V^~ (574) 8c2 

Slično se dobiva 

(129) 
К£2 (t; ж ь х2) = — -дг S-, j Л (с V? —г/"*") du = 

П(187) ö • • / . 
- — SXl Sj Uk) А0 (с у t2 •- (х- + х2)2) = 

И (188), II (194) д ' 
= ' at" J ф (У — ^ 1 — ^ i ) A » (с Vt2 —г/2) du = 

. - ,+ ха 

III (9) 
a»(t —*_ — *_)—-¾^ J # ( u — X! — x 2 M l V c V t 2 — у 2 ) du , (575) 

z _•,+„ 

»(ж) = Fj(x) * H(x) = j ( | + xt) dl (576) 

ф ( y _ _ X l __ a.ä) = _|_ _ Xti y _ ^ _ _ f 2 VT (577) 
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Uvrštenje u (575) daje uz pomoć od (567), (569): 

,2 (-r-2 ^.2\ + t c2(x|—x|)t | Aj (cyt2—u2)dy 
Cl X2 (578) 

Dalje dobivamo 

Kl
tl (t;xbx2) — 

(87) 2 

e2X! 

(574),111(9), 111(11) 

^Љ1Ј^±^ +x1(t-x1)A0 (c V(t- Х г ) 2 - ^ ) | -

*___£__. r t - _ ( < r i + ^ , - j ^ ( c ^ _ ( a : i + X2)2) + 

j Л 0 ( с ^ 2 * - ж 2 ) dy + 
+ x, 

+ у J A (c {F=tf)dy — -J-; (579) 
2 * 

КХд (t.x^a^) -= 

(88) 2 
c2x2 

; i d^0(t;xbx2) _ -,--—-.J 
__ J _ 1_ X2 ( t _ a-g) ^ . (c J(¢,.^)-_Xi- j j. 
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(579), III (9), III (11) 2 , , ) 
__._______+_i5__ Ai ( c ^ - ( X i + a.)») + 

+ _2i t__^ Ai (c v-{t_:-^_X22) + UL^L Ai (c ^ -^) -1 . . - , - ) _ 

- Л Ј A0 (c Vi^=P) du; 
с • -1 

* " *i + % 

{ ^ Щ ^ ^ + х ^ Л с ^ ^ х ^ ^ х ? ) } 

(580) 

K i ' n (¢/-^1,3¾) 
(87) 

С X j 

(578),111(9) 2 , 2 

-i- Л0 (с J ( t -X l j -—я_") + t J А, (с Vt2 — У2) d?/ i-; (581) 
C П + ^ C 

K'0; x (t; xlt x2) = 

(88) 2 ( dKi°0(t;xbx2) л . . , , . ] 
__ _ _ | °^-^ + (t—X.2) Л (с sl(t -ХоУ-Ху2) J = 

(578),111(9) 2 t   
= — - « — A> (c Vt2 - (ал + х2)г) + 

+ ( " _ ^ \ д ^ с ^ ^ _ — t ) t \ A,(cV?^P)du + 4-;(582) 

(88) 2 

c2x2 

' K J ' J (t; x1 ; x2) = 

l i дК,'п (t.'XijXo) . .- . 1 

_ |—-_?__ __ + (t—xs)A (c V(t-*_)*—*_«)} = 
(581),111(9) „ „• 

- -^- __. (с V („«"- (xx +lr2)2) + - ^ -1- (c V (t - xj — xJ) + 

+ J i _ __f̂ _ л - (с v a - ' a r ^ - X ! * ) ; (583) 
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(69) ' 
< ; (t; хх, x2) = J A0(cJ¥=?)dy; (584) 

JCj; <t;x_,*_) = ^ 1 ^ ^ ¾ ^ ^ + A 0 ( c V ( ^ ^ = ^ ) } = 

(584) 9 i _ _ _ ^ _ \ 
= сЛх! |~~ Л ° ( с V** —( l̂ + ^)2) + Л0(с y/(t-xi)« —xa«) } ; (585) 

o n (88) 2 f дК?-; (t; xi, ica) ж , . —. , ,ч"| 
J-JJ (t; x}, x2) = ^ - 1---^-^---1--.. + A.(C V(t--c.)2--"i-) } « 

(585), III (9) 2 , _ , _ ч ч 
- Щ±В± At (с Vt2~-(x1 + x2)2) + С XiX2 

+ -}- Л1 (с V(-^--i)2"—х2*) + "Х- Л1 (с V*(t —-Ca)3— 1̂2) • (586) 
С Хх С*Х2 

Stavi li se u kompozicijama (582), (583), (585), 586 хг == О, 
odnosno x2-=0, odnosno oboje, granični prijelaz daje: 

К J; J (t; xb 0) = — 4 Aj fc (t — xx) 1 — ta- Ax (с V?"31*?") — 

— J Л-. (С {?--^f)dy + \ - (587) 

Kj;; (tixj.0) = - ^ - ^ - - Л0 (с vV-x.« ) + 

+ - ^ ( 7 ^ ¾ Л1 (с V ^ i ? " ) + J> A-Icfc-x-)]; (588) 

К J; J (t; 0, x_) = (t — x.) Лг (с Vt '^x? ) ; (589) 
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KU (t; 0,xa) = - - . 7 7 ^ - г г Л0 (с №-хг) -
С2 Vi/ "Г XgJ 

2 (t - = ^ ) л . (с y / ? = i ? ) + -8— Л-. [с (t — * a ] ; (590) 

КЈ;Ј (t; 0, 0) = - - - - J - [A,(rt) — A t(ct)]. (591) 

Formule za kompozicije, koje se iz navedenih mogu dobiti 
pomoću komutativnog zakona komponiran ja, kao 

„ 1 , 1 rrO.l „ 0 , 1 „ 0 . 1 „ 0 , 1 ^ 0 0 
л 0 , 1 ' Л 0 , 0 > " - 1 . 0 ' " - 1 , 1 ' " - 0 , 0 ' л 0 , 1 ' 

nije potrebno posebno navesti. 
Očito je (589) identičan sa I (148), dok (585) daje I (149), 

ako se stavi x2 = 0. Vidi«se dakle, da su teoremi I (148) i I (149), 
do коућ smo došli drugim putem već u I. dijelu, sadržani kao 
specijalni slučajevi u našim općim formulama. 

Još ćemo na tim primjerima provjeriti ispravnost stavka 
IV. 11. Lako je vidjeti, da 

К10 К00 i К00 

zadovoljavaju uvjet (390), pa zaista prema (583), (585), (586) u 
kanonskom obliku nema integrala, dok ih ima za 

К1Л К1'1 К1'1 К10 К1 '0 К 1 0 i К 0 0 

^•0,0' л 1 , 0 » л 1 , 1 ' л 0 , 0 » " -1 ,0 ' л 0 , 1 л 0 , 0 ' 
kako pokazuju formule' (574), (579), (580), (578), (581), (582), 
(584). 

(Primljeno na sjednici Odjela za matematičke, fizičke 
i tehničke nauke dne 25. X. 1948), 
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