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H. IVEKOVIC i F. MIKIC

O PRIMJENI STATISTICKIH METODA
U ANALITICKOJ KEMIJI

(Prikazano na przjmjem podzemne vode na podruéju grada
Zagreba)

U veoma malo radova pokusalo se do sada obraditi kemijsko-
analitike podatke pomoéu statisti€kih (biometrijskih) metoda.
To vrijedi narofito za podruéje anorganske analititke kemije.
Buduéi da je jedan od nast imao prilike da se kroz desetak godina
(1929.—1941.) bavi studijem podzemne vode na podru¢ju grada
Zagreba iprikupi veéi broj analiti¢tkih podataka, bilo je od
vrijednosti, da se ovi podaci proude statistitkim metodama i tako
profiri znacenje ovih posljednjih i na anorganski materijal.

Analitiéki materijal, o kojem je rije¢ u ovom spisu, odnosi
se na oko 340 ogledaka podzemne vode sa cijelog podruéja
grada. Iz tog materijala uzeti su podaci za 5 sastojina i to: 1. za
isparni ostatak, 2. cjelokupnu tvrdoéu, 3. alkalinitet, 4. klor-ion
i 5. nitratdon. Navedene sastojine podvrgnute su skupinskom
promatranju, tj. sva plitka podzemna voda na podruéju grada
Zagreba promatrana je kao jedna (biolodka) cjelina.

Skupinsko promatranje ovih sastojina pokazat ée nam, u
kolikoj se mjeri zagrebatke podzemne vode medusobno razli-
kuju, odnosno u kolikoj mjeri variraju od neke sredine. O ste-
penu razli¢itosti obavijestit ¢e mnas standardna
devijacija®* o (mjerilo za apsolutnu Sirinu varijacije), te
koeficijent varijacije KV* (mjerilo za relativnu
Sirinu varijacije). Orijentaciona totka, oko koje temo odredivati
varijaciju, bit ée aritmeti¢ka sredina M. Za sada éemo pretpo-
staviti, da se razdioba vrijednosti oko M krete po normalnoj
krivulji distribucije, a to ¢emo kasnije pokuSati da verificiramo
i grafi¢kim putem.

¥ 12
* Standardna devijacija ¢ — Suh (2
n n

bliZzne srednje vrijednosti svih sastojina jedne vrsti, n = broj odredivanja
te sastojine.

, gdje x = otklon od prl-

- KV = L‘;%ﬂ, gdje M = aritmeticka sredina za kolidinu stanovite

sastojine.



TABLICA 1.

Varijacione konstante za pet sastojina zagrebaékih podzemnih voda

| Granice tipa Granice icii §
— Aritmetiéka | Standardna P& vijerojatnosti Koehc’n)e‘l?cﬂ Broj Faktiéni
g sredina devijacija varfjacije ana= | gkstremi
) Sastolina gornje | donje | gornje | donje Oy liza
) [ I -
&
8 M v M+o|M~0olM+30\M~30] KV n | gomii | doni
|
i Isparni ostatak ‘
1. mg/l 532 4-7 18945 721 342 | 1099 neg. | 3564 1,1 321 | 1220 | 185
Tvrdoéa, njem.
2. stupnj. 24,83 - 0,256 6,89-0,18 | 31,72 | 17,93 | 45,561 417 | 27,8+0,8 344 | 49,256 9,21
Alkalinitet
3. njem. stupnj. | 19,1040,15 | 408010 | 2318 | 1502 | 31,33 | 687 | 21,3406 | 344 | 3386 841
4. Kloridi, mg/1 C1' 18,354-0,48 | 13,04 £ 0,34 | 31,35 5,31 ‘ 57,47 ‘ neg. | 71,0+26 344 | 83,6 0,0
5. Nitrati, mg/l N G 8,49 -}-0,18 4,80 40,13 | 13,29 3,68 | 22,89 | negq. 56,6 41,9 3830 | 26,0 01
l |




Tablica 1. pokazuje nam, da su zagrebatke podzemmne vode
karakterizirane prosje¢nim isparnim ostatkom od 532 mg/l, pro~
sjeénom tvrdo¢om od 24,8 njem. stupnjeva, prosje¢nim alka-
linitetom od 19,1 njem. stupnjeva, prosje¢nom koli¢inom klorida
od 18,3 mg/1 Cl te prosje¢nim sadrzajem nitrata od 8,5 mg/l N.
Svi navedeni prosjeci su signifikantni.**

Ako u normalnoj krivulji distribucije koli¢ina jedne sastojine
odredimo aritmeti®ku sredinu tih sastojina i njima pripadajucu
standardnu devijaciju, moZemo odrediti i granice, koje su tipi¢ne
za tu sastojinu (granice tipiénih sluéajeva), tako
da aritmetitkoj sredini dodamo odnosno oduzmemo standardnu
devijaciju. Grani¢ne tocke tipi¢ne za neku sastojinu jesu prema
tomuM +06iM-—o0 Suma frekvencija (broj svih odre-
divanja jedne sastojine) izmedu navedenih graniénih toéaka
daje nam u normalnoj krivulji distribucije 2/s svih uéinjenih
odredivanja jedne sastojine. Sve koli¢ine, koje se nalaze izmedu
M+ 6iM— o nazivamo tipiénima (tipovi). Takova
klasifikacija prirodnija je i objektivnija od drugih vrsti klasi-
fikacija, gdje se mjerilo bira po subjektivnim kriterijima. U
tablici 1. su sve navedene standardne devijacije signifikantne.

Podzemne vode na podru¢ju grada Zagreba imaju (prema
raéunu iz tablice 1): isparni ostatak, ¢ije se tipiéne vrijednosti
kretu izmedu 342 i 721 mg/l; tvrdoéu s tipi¢nim vrijednostima
izmedu 18 i 32 njem. stupnja; tipi¢ni alkalinitet predstavijaju
vrijednosti izmedu 15 i 23 njem. stupnja; tip za kloride varira
izmedu 5 i 31 mg/l Cl, a za nitrate izmedu 4 i 13 mg/l N.

Relativno varira najmanje alkalinitet, t. j. samo za 21%. U
sve veéem redu variraju: tvrdoéa za 28%, isparni ostatak za
36%, nitrati za 57%, a kloridi §to viSe za 71%. TUzrok ovoj
pojavi ima se pripisati ¢injenici, da su kloridi i nitrati najvise
ovisni o lokalnim oneéi¥¢enjima (raspad fekalne i druge organ-
ske materije). Koeficijenti varijacije KV su takoder signifikantni.
Iz velitine KV moZzemo zakljuCiti, da su spomenute vrijednosti
{koli¢ine sastojina) vjerojatno podijeljene po uzoru na normalnu
krivulju distribucije, izuzev moZda one za nitrate i kloride.

Ako usporedimo rac¢unom dobivene granice, koje su vjero-
jatne za koli¢ine pojedinih sastojina s njihovim fakti¢nim ekstre-
mima, dobivenim analizom, pokazuje se, da ove fakti¢ne vri-
jednosti kod svih pet sastojina prelaze gornje granice vjerojat-
nosti (M + 3 o), §to se kod tolikog broja ispitivanja — gdje se

** Signifikantnost neke statisticke veli¢ine (na pr. M ili KV) znadi,
da je ta velidina toliko utvrdjena, da je sigurno, da se kod daljnjeg po-
vefavanja broja ispitivanja ne ¢e mijenjati preko granica trostruke vje-
rojatne pogreske,



TABLICA 2.

Varijacioni redovi za tvrdoéu, isparni ostatak, alkalinitet, kloride i nitrate zagrebadkih podzemnih voda
u apsoluinoj frekvenciji i sa vrijednostima za apsolutni i procentualni sumarni poligon

1. Isparmni osiatak 2. Tvrdoéa 3. Alkalinitet 4. Kloridi 5. Nitrati
Frekvencija** | cen- Frekvencija Cen- Frekvencija Cen- Frekvencija cen- | Frekvenclia

Cen- tar tar tar tar
&cxr_ sumarnog mdz; sumarnog ::dz.c-x sumarnog :::; sumarnog x‘:dz; sumarnog
e e HEI et T T e e
=t o I B I R I o S I - i S IO wreer| o
150 2 2| 06| 50 2 241 06] 75 9 9] 26 5 95‘ 95 | 28,4 25| 98 | 98 29,7
250 19, 21 6,5} 150 75| 77| 2241 125 28 37 | 10,81 15| 125 | 220 | 65,9] 7,5 124 | 222 | 67,3
350 | 47 68 21,2]|250| 203 | 280 | 81,4} 1756| 171 | 208 | 60,6| 25| 61 | 281 | 84,1{125| 72 | 294 | 89,1
450 | 100 | 188 | 52,3} 350! 55 ]335 | 974} 225|118 | 326 | 948] 35| 28 309 | 925[175| 18| 312 | 94,5
550 | 72 | 240 | 74,8} 45,0 9| 344 |100,0| 27.5| 16 | 342 | 994 45 14 | 323 | 96,7]22,5 | 17 | 329 | 99,7
6501 31 271 | 844 32,5 2 | 344 {100,0]. 55 7| 330 | 98,8] 27,5 1 | 330 |100,0
760 | 13| 284 | 885 65 4 | 334 ]100,0
850 | 15 | 299 | 93,1
950 { 16 | 315 | 98,1
1050 3| 318 | 99,1
1150 2 | 320 | 99,7
1250 1} 321 {100,0

* Razred = izabrana skupina koli¢ina jedne sastojine u odredenim jedinicama; centar razreda = aritmeti¢ka sre-

dina izmedu gornje i donje
izmedu 101 i1 199 mg/l isparnog ostatka,
** Frekvencija distribucije je broj svih fakti®nih nalaza (odredivanja),

razred; frekvencija sumarnog poligona je broj svih odredivanja od najniZeg do dotlénog razreda,

granice razreda; na pr, centar razreda u kolidini od 150 mg/l isparnog ostatka je sredina
koje su kolidine izabrane kao granice tog razreda.
koji po svojoj veli¢ini spadaju u doti¢ni
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81, 1. Distribucioni integrali kemijskih Sastojina zagrebalékih podzemnih voda

n kreée izmedu 321 i 344 — smije dogoditi u nekoliko sluéaja.
Vrijednosti, koje bi se kretale ispod M —3 o, nije nadeno ni u
jednom sluéaju.

Dali ¢e se neki distribucioni poligon®* moéi prila-
goditi na normalnu krivulju distribucije, moZemo najlakse
ispitati grafickim predoé¢ivanjem. U tu svrhu iznijet ¢emo vari-
jacione redove* injimapripadajuée sumarne poli-
gone, jzrazene u apsolutnim i procentualnim frekvencijama
(vidi tablicu 2.).

Iz podataka navedenih u tablici 1. i 2. sastavili smo graficki
prikaz teoretski i faktiéno dobivenog poligona zbroja odre-
divanja (suma distribucije) spomenutih pet sastojina zagrebatke
podzemne vode. Taj je prikaz uéinjen u koordinacionom sustavu
s aritmeti¢kom skalom na apscisi i sa skalom vjerojatnosti na
ordinati. Na taj naéin dobivamo grafikone nacrtane u si. 1. Iz

* Distribucioni poligon dobivamo spajanjem tofaka faktigno nadjenih
vrijednosti u koordinacijonom sustavu.

** Varijacloni red@ = red broja odredjivanja rasporedjen po velidini
sastojina.
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ovih se grafikona razabira, da se sve distribucije mogu sma-
trati normalnima, buduéi da se njihovi sumarni poligoni dobro
prilagoduju na integral normalne krivulje distribucije.

U kolikoj su mjeri ispitivane sastojine zagrebatkih podzem-
nih voda povezane medusobno, pokazat éenamkore-
lacioni koeficijenti. Sto je naime povezanost nekih
parova sastojina veca, to se korelacioni koeficijent viSe pribli-
zava prema vrijednosti 1, i to prema -+ 1, ako s porastom jedne
sastojine raste i koli¢ina druge sastojine, a prema — 1, ako se
s porastom prve smanjuje koli¢ina druge sastojine. Korelacioni
koeficijent kre¢e se dakle izmedu + 1 i — 1. To se pak u
grafiékom prikazu odrazuje u veéem ili manjem pribliZavanju
pravceu, koji prikazuje porast (odnosno padanje) koli¢ine jedne
sastojine. Kad neki par sastojina nema medusobnih veza (i ako
obje sastojine Zive zajedno u istoj sredini, u naSem sluéaju
vodi), korelacioni koeficijent pribliZava se nuli. Njegov je
simbol r, kojemu su prema tablici 1, dodani odgovarajuéi indeksi
(1 2 prema tome naznaduje odnos isparnog ostatka i tvrdoce, 1 3
isp. ostatka i alkalinifeta i t. d.). Primijenimo 1i dakle tekuée
brojeve iz tablice 1. kao indeksne brojeve, korelacioni koefici-
jenti naseg ispitivanja glasit ¢e:

TABLICA 3.

Korelacioni koeficijenti* za isparni ostatak, cjelokupnu tvrdoéu,

alkalinitet, kloride i nitrate

re = +0,82 £ 0,01 n = 321
riy = 10,72 £ 0,02 n = 313
Ty, = +0,74 + 0,02 n = 302
7.5 = +0,45 £ 0,03 n = 305
Tey = +0,71 £ 0,02 n = 344
Ty, = +0,62 £ 0,02 n = 334
rys = +0,57 * 0,03 n = 327
754 = 10,60 £ 0,02 n = 334
Tys = 10,54 * 0,03 n = 330
s = 10,54 + 0,03 n = 318

Iz podataka u tablici 3. vidimo, da su medusobno najvise
povezani isparni ostatak (1) i tvrdo¢a (2), buduéi da im je kore-
lacioni koeficijenat r,, == + 0,82. To znadi: ako raste isparni

2wy [FW] [2Ww]
n_ n n

Gy Gy

# Korelacioni koeficijent ry = —
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ostatak, raste i tvrdoéa, i obrnuto. U skupini nasih sastojina
najmanje su medusobno povezani isparni ostatak (1) i nitrati (5),
buduéi da je 75 samo + 0,45. Korelacioni koeficijenat
715 = 10,45 smatramo srednje velikim, te stoga jo§ uvijek
moZemo reti, da vrijedi pravilo, da ée isparni ostatak porasti
paralelno sa porastom nitrata, i obratno. Buduéi da su svi kore-
lacioni koeficijenti pozitivni, to porast koli¢ine jedne sastojine
slijedi porast koli¢ine druge sastojine. Pripisane vjerojatne po-
greske pokazuju, da su svi korelacioni koeficijenti signifikantni.

Poredamo 1i korelacione koeficijente prema njihovoj veliéini,
dobivamo: vy, T14 Tis, Togs Togr T Toss Tase Tis 1 715 Prema tome
je isparni ostatak jako povezan ne samo sa tvrdotom, veé i
s alkalinitetom i kloridima. To znaéi, da nam veé¢ samo pozna-
vanje koli¢ina isparnogostatka jedne vode
na terenu grada Zagreba pruza istovremeno
moguénost zakljuéivanja i o tvrdoé¢i, alka-
linitetu te koli¢ini klorida i nitrata dotie-
ne vode, Da koli¢tine ovih sastojina otprilike proreknemo iz
poznavanja koli¢ine isparnog ostatka, treba nam regresio-
na tablica.

Ako srednju vrijednost tvrdoce, alkaliniteta, klorida i nitrata
u koordinacionom sistemu veZemo za srednju vrijednost isparnog
ostatka kao na osnovu, dobivamo ove jednadzbe:

TABLICA 4.

Regresione jednadibe za tvidodéu, alkalinitet, kloride i nitrate
s obzirom na isparni ostatak

isparni ostatak () — tvrdoca (y,) : Yy = 3,003 -I- 6,136 = — 0,264 2
isparni ostatak (@) — alkalinitet (y,) 1y, — 3,340 + 4,715 x — 0,261 x2
isparni ostatak (x,) — Kkloridi (y,) : Ys = 2,844 4 0,731 2 -{ 0,468 x2
isparni ostatak («,) — nitrati (y,) : Y, — — 0,422 i 2,039 x — 0,020 x*

Ishodiste svih gornjih jednad¥bi (tabl. 4) je isparni ostatak
od 50 mg/l, kad je x = 0. Intervali ratunati su za skokove ispar-
nog ostatka od po 10 mg. Kad poraste isparni ostatak za 10 mg/],
poraste x za 0,1. Na pr.: isparnom ostatku od 430 mg/l %elimo
odrediti pripadajuéu tvrdocu. U tom slucaju je

2= (43 —5).0,1 = 3,8
Uvrstimo 1i ovaj x u jednadzbu za tvrdotu, dobivamo
y = 3,0 + 23,2 — 4,3 = 21,9° njem. tvrdoée. Rezultate radunanija,
koji su vrieni u originalu sa do 4 do 5 decimala u gornjim jed-
nadzbama, daje nam tablica 5. Otuda izvjesne razlike kod skra-
¢enog ratunanja u poredenju sa tablicom.
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TABLICA 5.

Regresije tvrdode, alkaliniteta, klorida i nitrata
s obzirom na isparni ostatak.

Isparni Tvrdoda 1 Alkalinitet Kioridi, C1 Nitratl, N
ostatak mg/l | njem. stup. | njem. stup. mg/l mg/l
150 8,87 7.79 4,04 1,60
160 9,43 8,21 4,21 1,80
170 9,99 8,62 4,40 2,00
180 10,53 9,03 4,59 2,20
190 11,07 943 4,78 2,39
200 11,61 9,82 4,99 2,59
210 12,14 10,22 521 2,79
220 12,67 10,60 5,44 2,99
230 13,19 10,98 5,68 3,18
240 | 1371 11,36 5,92 3,38
250 14,22 11,73 6,18 3,58
260 14,72 12,09 6,44 3,17
270 15,22 12,45 6,72 3,97
280 15,72 12,81 7,00 4,16
290 16,21 13,15 7.29 4,36
300 16,69 13,50 7.60 4,55
310 17,17 13,84 7.81 4,75
320, 17,64 14,17 8,23 4,94
330 | 1811 14,50 8,56 5,13
Donja granica |

tipa 340 | 18,58 14,82 8,90 5,33
350 19,03 15,14 9,25 5,52
360 19,49 15,45 9,61 5,65
370 19,93 15,76 9,97 5.90
380 20,37 16,06 10,35 6,09
390 | 2081 16,36 10,74 6,28
400 21,24 16,65 11,13 6,47
410 21,67 168,93 11,54 6,66
420 22,09 17,22 11,95 6,85
430 22,51 17,49 12,38 7.04
440 22,92 17,76 12,81 7,23
450 23,32 18,03 13,25 7,42
460 23,72 1829 13,70 7,61
470 24,11 18,54 14,17 7,79
480 24,50 18,79 14,64 7,98
490 24,89 19,04 15,12 8,17
500 25,27 19,28 15,61 8,36
510 25,64 19,51 16,10 8,564
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Tablica 5. (nastavak)

Isparni Tvrdoca Alkalinitet Kloridi, Cl Nitrati, N
ostatak mg/l [ njem. stup. | njem. stup. mg/l mg/l
520 26,01 19,74 16,61 8,73
M 530 26,37 19,96 17,13 8,91
540 26,73 20,18 17,66 9,10
550 27,08 20,40 18,19 9,28
560 27,43 20,60 18,74 9,47
570 27,77 20,81 19,29 9,65
580 28,10 21,00 19,86 9,83
590 28,44 21,20 20,43 10,02
600 28,76 21,38 21,01 10,20
610 29,08 21,57 21,61 10,38
620 29,40 21,74 22,21 10,56
630 29,71 21,91 22,82 10,74
640 30,01 22,08 23,44 10,92
650 30,31 22,24 24,07 11,10
660 30,61 22,40 24,71 11,29
670 30,89 22,55 25,36 11,46
680 31,18 22,69 26,01 11,64
690 31,46 22,83 26,68 11,82
. 700 31,73 22,97 27,36 12,00
710 32,00 23,10 28,04 12,18

Gornja granica

tipa 720 32,26 23,22 28,74 12,36
730 32,52 | 23,34 29,44 12,54
740 32,77 | 23.46 30,16 12,71
750 33,02 \ 23,67 30,88 12,89
760 33,26 | 23,67 31,61 13,07
770 3340 | 2377 32,36 13,24
780 33,72 | 2386 33,11 13,42
790 | 8395 | 23,95 33,87 13,59
800 | 3417 | 24,08 34,64 13,77
810 \ 34,38 . 24,11 35,42 13,94
820 | 34,59 24.18 36,21 14,11
830 | 34,80 24,25 37,00 14,29
840 \ 35,00 24.31 37,81 14,46
gs0 | 3519 24,37 38,63 14,63
860 36,38 24,42 3945 14,81
870 35,56 24,47 40,29 14,98
880 | 3574 24,51 41,13 15,15
290 35,91 24,54 41,99 15,32
900 ‘ 36,08 24,57 42,85 15,49
910 | 3624 24,60 43,72 15,66
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Tablica 5. (svrietak)

Isparni ‘ Tvidoéa Alkalinitet Kloridi, Cl1 Nitrati, N

ostatak mg/l ; njem. stup. njem. stup. mg‘l mg/l
|
920 36,40 | 24,62 44,61 15,83
930 36,55 24,64 45,50 16,00
940 36,70 24,65 46,40 16,17
950 36,84 24,65 47,31 16,34
960 36,97 24,65 49,06 16,51
970 37,10 50,01 16,68
980 37,23 50,96 16,84
990 37,35 51,93 17,01
1000 37,46 52,80 17,18
1010 37,57 53,89 17,34
1020 37,68 54,88 17,51
1030 37,78 55,89 16,68
1040 37,87 56,90 17,84
1050 37,96 57,93 18,01
1060 | 3804 | 58,96 18,17
1070 38,12 / 60,00 18,33
1080 | 8819 | 6106 18,50
1040 38,26 b62,12 18,66
Gornja granica :

vierojatnosti | 1100 38,32 63,19 . 18,82
1110 38,38 64,27 | 18,99
1120 38,43 65,36 | 19,15
1130 38,47 66,46 19,31
1140 38,51 67,57 19,47
1150 38,55 68,69 19,63
1160 38,58 69,82 19,79
1170 38,60 70,96 19,95
1180 38,62 72,11 20,11
1190 38,64 73,26 20,27
1200 38,65 74,43 20,43
1210 | 3865 75,61 20,59
1220 | 3865 | 76,79 20,75

Buduéi da je za odredivanje isparnog ostatka potrebno neko-
liko sati, a alkalinitet se moZe titracijom odrediti za nekoliko
minuta, to smo regresione jednadZbe izrafunali i za odnose
sastojina prema alkalinitetu. Tu se dakle moZemo ve¢ samim
alkalinitetom posluZiti kao osnovom za brzu orijentaciju o koli-
¢inama drugih sastojina podzemne vode. U tu svrhu posluzit
¢emo se tablicom 6.
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TABLICA 6.

Regresije isparnog ostatka, tvrdoce, klorida i nitrata
s obzirom na alkalinitet

alinitet Ispazni ;' vrdoéa idi, Ci i ,
nAilgm% l:lup. oiﬁqg‘fl'k \‘ njgm. sléup- Klo;dgi“ © N“x;qgt/‘l N
Donja granica 7 213 11,0 54 2,5
vjerojatnosti 8 229 12,2 5,5 2,7
9 247 18,3 5,7 2.9
10 267 14,5 6,2 3.1
11 288 : 15,6 6,8 34
12 311 16,8 7.5 3,8
13 335 17,9 8,4 4,3
14 360 13,0 9,4 4,8
Donja granica 15 387 20,2 10,6 5,3
tipa 16 416 21,3 12,0 6,0
17 446 22,5 13,5 6,7
18 477 23,6 15,2 7.4
M 1 18 511 24,8 17,0 8,2
: 20 545 25,9 19,0 9,1
I a1 581 27,0 211 10,0
| 22 619 28,2 23,4 11,0
Gornja granica| 23 658 29,3 25,8 121
tipa ' 24 699 30,56 28,4 13,2
25 741 31,6 31,1 ‘14,4
26 784 32,8 34,1 15,6
| 27 829 33,9 37,1 16,9
| 28 876 35,0 40,3 18,3
: 29 : 924 36,2 43,7 19,7
| 30 | 974 37,3 47,2 21.2
Gornja granical 31 ¢ 1025 38,5 50,9 22,8
vierojatnosti 32 i 1078 39,6 54,7 24,4
33 | 1132 40,8 58,7 26,0
34 | 1187 41,8 62,8 27,8
] 35 ! 1245 43,0 67,1 29,6

Osnovu ove tablice ¢ine slijede¢e regresione jednadzbe:

TABLICA 7.

Regresione jednadZbe za isparni ostatak, tvrdocu, kleride i nitrate
s obzirom na alkalinitet

alkalinitet («,) -— isparni ostatak (y;) : Y5 = 157,04 + 45,05 x + 18,81 x2
alkalinitet (x,) — tvrdoda (y,) : Y= 590+ 571z

alkalinitet (x,) --- kloridi (y,) : y;, = 6,74-— 328x + 19322
alkalinitet (a,) — nitrati (yq) : Ys = 2,60+ 0,67Tx 4+ 0772

Ishodiste prednjih jednadzbi, izuzev nitrate, nalazi se kod
2,5 njem. stupnjeva alkaliniteta, u kojem je sluéaju x = 0. Ko-
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relirani podaci za isparni ostatak, tvrdoéu i kloride ratunati su
za svaki cijeli njem. stupanj alkaliniteta. Kad poraste alkalini-
tet za 1 njem. stupanj, poraste x za 0,2. Kod nitrata nalazimo
ishodiste kod 7,5 njem. stupnjeva alkaliniteta.

U tablicama 8. i 9. pokuS$ali smo verificirati ove jednadZbe
na 15 starijih analiza, od kojih su analize br, 1—5 objelodanjene
veé god. 1900.%), one br. 6—10 god. 1929.%), a one br. 11—15
god. 1934.%). Istadi treba ovdje, da je za primjere uzeto namjerice
redom po pet prvih analiza navedenih u citiranim publikaci-

TABLICA 8.
Verificiranje tablice 5. na analizama iz god. 1900., 1929. i 1934.

7 Clelokupna |y jiniter Kloridi, Nitrati,

a|a3 ";;g;é?, atom, 0 mg CUi mg NI

RS

® 2, o

| Bod | teor. § anal. | teor. Iunal‘ teor. | anal. | teor. l anal,

1] 486 25 22 | 189 — 15 7 8 -— | Magazinska 3
21 509 28 22 212 — 20 {102} 10 — | Magazinska 8
3] 497 25 36 |191] — 15 101 8 1 | Kaci¢eva 8

41 789 | 34 | 30 1 239! — | 34 87 ) 14 [ 23 | Jeladi¢ev trg 20
5] 489 | 25 24 | 190 — | 16 23 8 0,3| Trnje 21

6] 204 | 12 9 {10 5 5 23 3 3 | Kraljevac 2

7§ 452 { 23 | 25 |18 22 {13 5 7 3 | Kustosija

8] 591 | 28 27 {21 22 20 13] 10 3 .

o] 692 | 31 | 31 | 23 23 27 28| 14 3 | Nica 224

10| 728 | a2 | 32 |23 | 24 | 20 | 53| 12 | 4 .

ul 77 |32 | 28 |2s |22 [ 2s | 28| 12 | 10 | Bolamilkivat
12] 681 31 | 27 |23 |22 | 26 | 27]| 12 | o .2
13 697 {32 | 27 |23 |22 | 27 | 27| 12 | 10 . 3
14700 (32 | 27 |23 {23 |27 | 26{12 | 9 ..
15] 724 | 22 | 28 2‘::7 22 |20 | 27|12 | 10 . s
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TABLICA 9.
Verificiranje tablice 4. na analizama iz god. 1900, 1929. i 1934.

§ Alkali Tvrdoéa, Isp. ostatak Kloridi, Nilmtj,

4 nn‘:"‘" njem, ¢ mg/l mgCl1 mgN/l Ulica
T | niem.0 e — -

L5 teor. | anal | teor. | anal.| tecr. | anal.] teor. | anal.

6* 5 9 6 | 184 | 204 6 23 2 3 | Kraljevac 2
7y 22 28 25 § 619 | 452 | 23 5 11 3 | Kustosija

8] 22 28 27 1619 | 591 | 23 13 11 3 o

9] 23 29 31 | 658 | 692 | 26 28 12 3 | Hica 224

10| 24 31 32 1699 { 723 | 28 | 33 13 4 "

11| 22 | 28 | 28 | 610|712 23 | 28 | 11 | 10 | Botamicki vrt

iR o - busotina 3
12] 22 28 | 27 | 619 1681 23 | 27 | 11 9 M 2
13] 22 -28_ ¥2/‘ “(E 697 | 23 27 11 10 " 3
14 23 ‘ 29 27 658“ 704 ] 26 | 26 £2 Qiﬁa_ 4 o
; ';; ’2‘8‘— 28 | 619 | 724 | 23 | 27 | 1T | 10 “ 5 o

* Analize 1--5 ovdje nisu navedene, jer ne sadrZavaju nalaz alkaliniteta.

jama. Pomoéu regresionih tablica br. 5 i 6 dobiveni teoretski
rezultati usporedeni su tu s analitickim podacima. Najmanju
suglasnost s teoretskim nalazima pokazuju naravno analize iz
god. 1900. Tu su razlike, 8to viSe, veoma znatne. (Ovu dinjenicu
treba pripisati raznim faktorima: bunari u jo§ nekanaliziranim
predjelima, razlike u analit. metodama; regresione tablice teme-
lje se samo na novijim podacima od 1930. ovamo i t. d. Sudeci
po kloridima u analizama br. 2—75, radi se ovdje o vodama,
koje se nalaze na oneé&ii¢enom terenu). Sto se tite klorida, a
jos viSe nitrata, suglasnosti su opcenito malene. Ovu su éinje-
nicu pokazali i korelacioni koeficijenti ra¢unskim putem, a ona
je i lako razumljiva, ako se ima u vidu, da su kloridi i nitrati
najviSe ovisni o lokalnim prilikama vodoopskrbnog objekta.
Sliéno kao $to smo gore sastavili regresione tablice za isparni
ostatak i alkalinitet, mogli bismo to uéiniti i s ostalim sastoji-
nama zagreb. podzemne vode. No buduéi da su druge sasto-
jine povezane medusobno u manjoj mjeri, to bi se fakti¢ne

2 Rad Jugosl. Akad. 271 17



vrijednosti znatnije odvajale od onih, koje bismo dobili radu-
nom. Osim toga ne bi to moglo imati neke veée praktiéne vri-
jednosti, jer su metode za odredivanje isparnog ostatka i alka-
liniteta veoma sigurne, a odredivanje alkaliniteta predstavlja
pored toga jednu od najbrzih metoda.

Zelimo li se brzo orijentirati o medusobnim odnosima ispi-
tanih kemijskih sastojina podzemne vode na terenu grada Za-
greba, mogu nam posluziti i grafikoni u slikama 2. i 3., koji svoje

504  nyemacki ot { Tvrdote

3 Alkatinilela

Kiortda (kao C1)
Mitgrami {
u 11 vode Nitrale (kao V) KLORIDI mg -t

E /
40 /

4 Me2m72mg /

/

3 s TVRDOCA njem st

M-g=342mg

VALKALINITET njem st

;
H
i
H
k
2o ;
] ! NITRATI mg /1
J i I
fee
o] a
1 |
E PT+33= 1099
© . r - r T . r Ly - : .
10_0 200 300 400 500 800 700 BGO 300 1000 106 1200
Isparni asfalak u miligramima

Sl. 2. Grafikoni prosjeénih regresija tvrdode, alkalinitela, klorida
i nitrata s obzirom mna isparni ostatak

osnove nalaze u tablicama 5. i 6. NajéeS¢e ¢e trebati podaci,
koji se nalaze izmedu granica tipova, t. j. izmedu M 4+ ¢ i M —o.
Zato su ove granice oznatene i u oba grafikona. Pored njih
vazne su i zanimljive granice teoretske vjerojatnosti (M -+ 3¢
te M — 3 o), koje su u grafikonima takoder ucrtane. Na podruéje
izmedu tipova otpada 2/; slutajeva. U tom podrucju je vjero-
jatnost proricanja najveéa, dok ¢e daleko odavle na ekstremima
s jednog i drugog kraja teoretski podaci znatnije odstupati od
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Sl 3. Grafikoni prosjeénih regresija isp. ostatka, tvrdoce, klorida
i nitrata s obzirom na alkalinitet

faktiénih vrijednosti. U tom istom podruc¢ju dopustene su sto
viSe i linearne interpolacije. U grafikonima sl. 2. ¢ini osnovu
promatranja isparni ostatak, dok u grafikonima sl 3. daje
osnovu alkalinitet. Iz slike 2. razabiramo, da se s porastom
isparnog ostatka tvrdoéa i alkalinitet priblizavaju nekom maksi-
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mumu, koji je karakteristiCan za zagrebacke podzemne vode
ispod obronaka. Teoretski maksimum je tu gornja granica vje-
rojatnosti (kod tvrdoée oko 45° kod alkaliniteta oko 31°). Koli-
¢ine klorida rastu naprotiv sve naglije, §to isparni ostatak biva
veti. To znadi, da je kod voda veoma bogatih mineralnim sasto-
jinama isparni ostatak uvjetovan relativno daleko viSe porastom
klorida nego Sto je to sluc¢aj kod mineralnim sastavom siro-
masnijih voda.

Grafikeni slike 3. pokazuju, da s porastom alkaliniteta raste
tvrdoéa linearno. Jednadzba pravca (vidi tabl. 6.) glasi:

t=3+1la

gdje t i @ oznacuju tvrdoéu odnosno alkalinitet izraZzene u njem.
stupnjevima. Ako tu jednadzbu verificiramo na analizama nekih
zagrebatkih podzemnih voda (vidi tabl. 8.} vidimo, da nam ona
moze dobro posluZiti.

Neku zanimljivost mogu u ovim grafikonima predstavljati
i mjesta, na kojima se krivulje sijeku.

Sjecidte krivulje tvrdoce i krivulje klorida u grafikonu
slike 2 nalazi se na visini od oko 800 mg isparnog ostatka u 1
litri vode. Ordinata tog mjesta pokazuje na cca 34 njem. tvr-
doée i isto toliko mg Cl/L. Ovo sjeciSte utvrduje, da je kod voda,
koje imaju manje od 800 mg/l isp. ostatka, tvrdoéa, izraZena
u njem. stupnjevima, veta od miligrama Cl-iona iste vode. Ta
se razlika kre¢e maksimalno do 10° njem. tvrdoée odnosno isto
toliko mg Cl/l. Kod voda pak, koje su bogatije od 800 mg/l
isp. ostatka, tvrdoca je u njem. stupnjevima manja od kolid¢ine
miligrama CV1. -~ Za sjeciste krivulja alkali¢nosti i klorida kod
cca 610 mg/l isp. ostatka te 21,59 alkali¢nosti odnosno 21,5 mg
‘Cl/1 vrijedi analogno. Maksimalna razlika izmedu obje sastojine
kod voda s manje isp. ostatka od 610 mg/l iznosi cca 6° alkali¢-
nosti odnosno 6 mg/l ClL

Prakti¢no znacenje ovih navoda moze biti slijedeée: Ako zna-
mo sjeci§te moZemo bez regresionih jednadzbi, tablica i grafi-
kona ve¢ iz podatka za kloride donekle ocijeniti tvrdoéu, odnosno
alkali¢nost neke zagrebalke podzemne vode. I obrnuto: iz po-
-dataka za alkali¢nost ili tvrdoéu moZzemo donekle ocijeniti koli-
¢inu klorida. Napr. voda glavnog sabirnog bunara vodovoda ima
15,4 mg Cl/l (dne 7. 1. 1941.). Prema tome bi se tvrdoéa njegove
vode morala kretati izmedu 24° i 34°, a alkali¢nost izmedu 15,5° i
21,59 Analiza pokazuje pak faktiéno 27,60 tvrdoée i 18,7° alka-
liniteta. Sli¢no vrijedi za sve vode, koje imaju normalni sastav,
t. j. koje nisu lokalno onetiséene.
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Na grafikonu 5. imamo &etiri sjeci§ta: krivulje tvrdocée i isp.
ostatka sijeku se dva puta i to kod ceca 6,5% i kod 17,5% alkalie-
nosti, odnosno kod cca 10 i 32 mg Cl/1 te cca 200 i 640 mg/l
isp. ostatka. Kod voda s viSe od 17,5° alkalinosti isp. ostatak
u mg/l je 20 puta veéi od tvrdoée izraZene u njem. stupnjevima.
Kod voda s alkali¢nosti izmedu 6,5 i 17,59 isp. ostatak je cca
20 puta veél od stupnjeva tvrdoce. Krivulje klorida i tvrdoce
sijeku se kod cca 259 alkaliénosti i kod cca 329 tvrdoée odnosno
32 mg Cl/1. Kod voda s viSe od 25 alkali¢nosti koliéina klorida
(mg CU/1) veca je od tvrdoée izraZene u njem. stupnjevima. Kod
voda s manje alkaliCnosti tvrdo¢a je veta od klorida, a maksi-
malna razlika krec¢e se do cca 10° tvrdoé¢e odnosno 10 mg CI/L
Sjeciste krivulja isp. ostatka i klorida kod cca 31° alkaliénosti
te kod cca 1050 mg/1 isp. ostatka odn. cca 52 mg Cl/1 izlazi izvan
granica vjerojatnosti i veli nam samo to, da je kod zagrebatékih
podzemnih voda isparni ostatak uvijek veéi od 20-erostrukog
umno$ka koli¢ine klorida, izraZzene u mg Cl/1. Razlika izmedu
mg Cl/1 i ovog umnod$ka ne iznosi medutim nikad vige od cca
160 mg/] isp. ostatka odnosno cca 8 mg Cl/l. Vice versa vrijedi
ovo naravno za ocjenjivanje koli¢ine klorida iz koli¢ine isparnog
ostatka. Kloridi treba da budu uvijek barem 20 puta manji od
koli¢ine isparnog ostatka, ali kvocijent, koji dobivamo diobom
miligrama isparnog ostatka sa 20, ne razlikuje se od fakti¢nih
vrijednosti za vise od § mg Cl/L

Prilitno dobro mogu se gore navedeni zakljugci o sjecistima
verificirati i na tablicama 8.1 9. Analize Bosnjakovica
treba naravno i ovdje tretirati s velikim oprezom, jer se radi
— kako veé rekosmo — o lokalno oneéi§éenim bunarskim vo-
dama staroga Zagreba bez kanalizacije.

* * *

Kako kod svih podataka dobivenih statistitkim metodama,
tako vrijedi i u ovim istraZivanjima: podaci za koli¢inu poje-
dinih sastojina vode, dobiveni pomoéu regresionih jednadzbi ili
tablica ili pomoéu diagrama, predstavljaju naravno samo vje-
rojatne koli¢ine. Stvarne koliéine ¢ée donekle varirati
od tih ratunom dobivenih podataka. Kod alkaliniteta i tvrdoce
te ¢e se varijacije kretati redovito u granicama od nekoliko
stupnjeva na niZze ili na viSe od onih dobivenih rac¢unom. Tek
u iznimnim slufajevima oni ée pokazivati veéa odstupa-
nja, §to normalno ovisi o lokalnim prilikama vodnog objekta.
Stvarnim koli¢inama najvi$e ¢e se priblizavati teoretski podaet
dobiveni u granicama izmedu tipova t. j. izmedu M + 6i M —o0,
dok ¢e ekstremi sve vige od njih odstupati.
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Sluéajevi unutar granica tipova, kod kojih se analizom dobi-
veni podaci znatnije razlikuju od onih dobivenih na ovdje opi-
sani nadin, zasluzuju posebnu paznju. U sistemu podzemne vode,
koja je u pitanju u ovom spisu, takovi sluéajevi daju opravdanu
sumnju, da je podzemna voda bilo Iokalno one€is¢ena (kad su
analiticki podaci znatno visi od teoretskih) ili pak da je pod
utjecajem pukotinske, izvorne vode (kad je sadrZaj znatno siro-
masdniji od onoga dobivenog ratunom). Znatnije razlike dobit
¢e se i tamo, gdje u plitku vodu dotjeée dublja podzemna voda.
Statistickim metodama dobiveni podaci mogu se prema tome
s uspjehom primijeniti i kod sanitarne analize pitke vode.

Zakljucak

1) Podaci za isparni ostatak, cjelokupnu tvrdocu, alkalinitet,
kloride i nitrate, dobiveni analizom ogledaka plitke podzemne
vode na podru¢ju grada Zagreba, podvrgnuti su skupinskom
razmatranju uz primjenu statisti¢kih (biometrijskih) metoda.

2) Korelacioni koeficijenti (tabl. 3.) navedenih sastojina po-
kazuju, da porastom Kkoli¢ine jedne sastojine raste i koli¢ina
druge sastojine. Narodito velika je povezanost isparnog ostatka
sa ostalim sastojinama, a osobito sa tvrdocom i alkalinitetom.
Ako je poznata koliina isparnog ostatka neke vode, moze se u
granicama pogreSaka zakljuéivati i koli¢ina drugih sastojina
(tablica 4. i 5.).

3) Navedeno za isparni ostatak vrijedi takoder i za alkalini-
tet (tablica 6. i 7.). S porastom tvrdoc¢e raste alkalinitet linearno
(slika 3.). Jednadzba pravea glasi t =3 + 1,1 a.

4) Ra¢unom dobiveni teoretski podaci verificirani su na ana-
lizama starijih publikacija (tablice 8. i 9.).

5) Odredene su granice tipi¢nih slucajeva M -+ o0 i M —o0 za
pojedine sastojine kao i gornje i donje granice vjerojatnosti
M -+ 301 M —3 o0 za pet navedenih sastojina (tablica 1).

6) Izraunate su regresione jednadzbe za pojedine sastojine
obzirom na isparni ostatak i obzirom na alkalinitet. Pomo¢u ovih
jednadZzbi izvedene su regresione tablice, iz kojih se mogu dobiti
podatei za pojedine sastojine, ako je poznat isparni ostatak od-
nosno alkalinitet doti¢ne vode (tablice 5.1 7.).

7) Za brzu orijentaciju uéinjeni su grafikoni pojedinih sasto-
jina obzirom na isparnij ostatak (slika 2.) te obzirom na alkalini-
tet (slika 3.). Svracena je pozornost na sjecidta krivulja u gra-
fikonima i njihovo znacenje.
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8) Iz predlozenog spisa vidljivo je, da se statistitke metode
mogu s uspjehom primijeniti i na razmatranje podataka dobi-
venih kemijskom analizom anorganskog materijala. Preduvjeti
za takova razmatranja su isti kao i kod bioloskih ispitivanja:
veliki broj podataka, koji se odnosi na jednu istu u stvarnosti
povezanu skupinu individua (u naSem sluéaju ogledaka podze-
mne vode). Vjerojatno je, da bi se iste metode mogle s uspje-
hom primijeniti i na razmatranja anorganskog i organskog ana-
litickog materijala druge vrsti kao na pr. kod kemijskih analiza
ruda, bilja, biogenih™ proizvoda i t. d. MoZe se §to vie oéeki-
vati, da se takovim ispitivanjima nadu korelacije pojedinih
sastojina, iz kojih se mogu izvesti zaklju¢ei o samoj genezi
sastojina.

Iz zavoda za opéu, anorg. i analit. kemiju Farmaceutskog
fakuiteta i Higijenskog zavoda w Zagrebu
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Dr. VILIM NICE

CETVEROSTRUKI FOKUS UNIKURZALNIH
CIRKULARNIH KRIVULJA 3. REDA I NEKI OSOBITI
PRAMENOVI TIH KRIVULIJA,

Neki pravac p, koji sije¢e jednostruku ravnalicu neke prav-
¢aste plohe 3. reda u toc¢ki A, neka probada ovu plohu jo§ i u
totkama B i C. Probodi$ta B, C nalaze se na paru izvodnica ove
plohe, koje se sijeku ma njenoj dvostrukoj ravnalici, recimo u
to¢ki O. Sijetemo 1i sada nasu plohu ravninama pravea p i sve te
presjetne krivulje centralno projiciramo iz totke O na bilo
kakvu ravninu, dobit ¢emo na toj ravnini pramen unikurzalnih
krivulja 3. reda, odreden dvostrukom toékom (tri elementa),
trima jednostrukim to¢kama (projekcije to¢aka A, B, C), te tan-
gentama u dvjema od tih to¢aka (u projekcijama totaka B, C).
Sjeciste F' ovih tangenata je ¢vrsta toCka ovoga pramena, jer su
¢vrste u njemu i spomenute tangente.

Mjesto bilo kakove pravéaste plohe 3. reda uzmimo sada
Pliickerov konoid, a pravac p neka se nalazi u neizmjerno dale-
koj ravnini para minimalnih izvodnica foga konoida. Svezak
njegovih ravnina bit ée prema tome svezak usporednih ravnina.
Totka O bit ée ovdje neizmjerno daleka totka dvostrukog pravea
ovog konoida, a to je, kao $to znademo, ona njegova tocka,
kojom prolazi par njegovih minimalnih izvodnica.!) Odavle
direktno slijedi poznata ¢injenica, da se svi presjeci Pliicke-
rova konoida projiciraju u smjeru dvostrukog pravca na direk-
cione ravnine kao cirkularne krivulje. Sijeemo 1li sada ovaj
konoid sveskom usporednih ravnina neizmjerno dalekog pravca
p i sve te presjeke u smjeru dvostrukog pravea projiciramo na
bilo koju direkcionu ravninu, dobit ¢emo na toj ravnini pramen
cirkularnih krivulja 3. reda, koje imaju zajedni¢ku dvostruku
totku, neizmjerno daleku realnu to¢ku i obje apsolutne tocke
s njihovim tangentama. Realno sjecidte F ovih imaginarnih
tangenata u apsolutnim totkama zove se Cetverostruki fokus.

1) Miiller-Krames: Vorlesungen iiber darstellende Geometrie, Bd. I1I.
str. 204.
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Buduéi da su apsolutne to¢ke i njihove imaginarne tangente
zajedni¢ke svim krivuljama ovog pramena, to ¢e i ovo realno
sjeciste F biti zajedniCki cetverostruki fokus svih cirkularnih
krivulja ovog pramena.

Po jedna ravnina svakog sveska usporednih ravnina prolazi
jednom izvodnicom Pliickerova konoida. Presjek toga konoida
s tom ravninom raspada se u spomenutu izvodnicu i neku elipsu,
koja se u prije spomenuti pramen cirkularnih krivuplja 3. reda
projicira kao kruZnica. Buduéi da je srediite kruZnice sjeciste
njenih tangenata u apsolutnim totkama, to ée sredi$te spome-
nute kruZnice, u pramenu na$ih cirkularnih krivulja 3. reda
roda nultoga, biti zajedni¢ki &etverostruki fokus svih krivulja
ovog pramena. .

Kad svaku cirkularnu krivulju 3. reda roda nultoga mozemo
shvatiti kao projekciju nekog ravnog presjeka Pliickerova
konoida u smjeru dvostrukog pravca na jednu njegovu direk-
cionu ravninu?), tad pomoéu gornjih razmatranja moZemo na
svakoj takovoj unikurzalnoj cirkularnoj krivulji 3. reda odrediti
njen &etverostruki fokus.

Neka je zadana unikurzalna cirkularna krivulja 3. reda k
kao projekcija nekog presjeka Pliickerova konoida u smjeru
njegovog dvostrukog pravea na jednu direkcionu ravninu (vidi
sliku). Povutemo li tangente a,, a, na tu krivulju, usporedne
s njenom asimptotom, i njihova diralista T,, T, spojimo s dvo-
strukom to¢kom, tada su ove spojnice t,, t, projekcije torzalnih
pravaca toga Pliickerova konoida, dakle okomitih jedan na
drugom. Kod unikurzalnih cirkularnih krivulja 3. reda ove dvije
spojnice moraju biti medusobno okomite?). Uzmemo 1i sada sve
presjeke naleg Plickerova konoida, &ije su ravnine usporedne
s ravninom zadanog presjeka, tada ¢e njihova projekcija dati,
kao §to vet znademo, pramen cirkularnih krivulja 3. reda sa
zajednitkom dvostrukom to¢kom, realnom neizmjerno dalekom
to¢kom, te apsolutnim tockama i njihovim tangentama. Tangente
7y, T, U sjeci§tima tih krivulja s pravcima t,;, t; bit ¢e usporedne
s praveima a,, a,, a razmak njihov bit e jednak razmaku pravaca
a, a,, jer su parovi ovih tangenata tragovi tih usporednih ravni-
na u torzalnim ravninama, koje su kod Pliickerova konoida uspo-
redne. Sve krivulje ovog pramena imaju zajedniCki cetvero-
struki fokus, a jedna izmedu tih krivulja raspada se u kruznicu
i pravac, koji prolazi dvostrukom to¢kom, a usporedan je s prav-

¢} Vidi moju radnju: Vanjska oznaka unikurzalne cirkularne krivulje
3 reda. Nast, Viesnik, knj. L., str. 360.
4) Vidi moju radnju: Cit, pod 2).
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cima a,, a,. Srediste ove kruZznice c¢ bit ¢e dakle traZeni ¢etvero-
struki fokus F, a sama kruZnica je projekcija presjene elipse
s onom ravninom naseg sveska, koja prolazi onom izvodnicom
naseg Plluckerova konoida, koja je usporedna s pravcima ay, as.
Rekli smo veé, da ova kruZnica ¢ mora prolaziti dvostrukom
to¢kom, a prema gornjemu mora sje¢i pravce t,, t, tako, da tan-
gente 7, r, na tu kruZnicu, u tim sjeci$tima, budu wusporedne
s praveima a,, a,, a razmak tih tangenata da bude jednak
razmaku onih pravaca a,, a.. Povuéemo li prema tome neki
pravac okomito na tangente ay, a, i raspolovimo udaljenost nje~

|
A

, C

A

govih sjeci$ta s pravcima t;, t,, a to poloviste spojimo s dvostru-~
kom toékom, tada se na toj spojnici s nalazi srediSte F traZene
kruznice ¢, odnosne ¢etverostruki fokus cirkularne krivulje k.
Udaljenost njegova od dvostruke toéke na stranu vitice krivulje,
jednaka je polovici razmaka tangenata ay, a,, $to slijedi iz gor-
njih razmatranja.

Uzdignemo 1i u dvostrukoj to¢ki okomicu o na asimptotu, tada
za pravee ty, t,, 01 s vrijedi (t; t, 0 §) = — 1, odnosno <% oty ==
< t8, jer je kut pravaca t, t, pravi, Vidimo dakle, da ¢emo
dobiti ¢etverostruki fokus svake unikurzalne cirkularne krivulje
3. reda ovako: dvostruku tofku te krivulje spojimo s diralistima
njenih tangenata a,, a, usporednih s asimptotom i kroz nju povu-
demo okomicu ¢ na te tangente, odnosno asimptotu. Prenesemo
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li pravac o oko jedne ili druge ove spojnice simetriéno na drugu

stranu, tada na dobivenom pravcu lezi cetverostruki fokus na-
strani vitice, udaljen od dvostruke tocke za polovicu udaljenosti

tangenata a,, d,.

.. Imamo li Setverostruki fokus F neke cirkularne unikurzalne
krivulje k 3. reda i oko nje, kroz njenu dvostruku toéku, opisanu
kruznicu ¢, tada se na temelju prostornih razmatranja moze
utvrditi zanimljiva veza ove kruZnice s naSom krivuljom k.

Svaku zraku dvostruke to¢ke krivulje k moZemo smatrati
projekcijom jedne izvodnice Pliickerova konoida. Neka takva
izvodnica i sijete kruznicu c u to¢ki L, a krivulju k u toc¢ki K.
Buduéi da su ravnine presjeka k, ¢ usporedne, to iz prostornih
odnosa jasno slijedi, da to¢ka L mora biti ispod pravca r, upravo
toliko, koliko je to¢ka K ispod pravca a,. Pomoc¢u ove Cinjenice
moZe se vrio jednostavno konstruirati svaka krivulja naSeg pra-
mena, ako mu je zadan zajednicki smjer asimptota, dvostruka
tocka i ¢etverostruki fokus. Tangente u pojedinim to¢kama mogu
se dobiti takoder vrlo jednostavnim putem, koji se temelji na
poznatim svojstvima Pliickerova konoida. Na pr. presije¢emo
li tangentom kruznice ¢ u toki L pravac r, pa spojnicom toga
sjeciSta i dvostruke to¢ke presije¢emo usporednicu tangente
kruZnice ¢ u totki L, povudenu todkom K, tada ¢ée nam ovim
sjeciStemn povucena usporednica s pravcem KL sjeéi pravac a, u
totki, kojom prolazi tangenta krivulje k u tofki K (vidi sliku!).
Ova planimetrijska konstrukcija je projekecija prostornog odre-
divanja presjecnice ravnina presjeka k s dirnom ravninom
Pliickerova konoida u to¢ki K.

Uzmimo na krivulji k kao naprijed spomenutoj projekciji
nekog ravnog presjeka Pliickerova konoida, totku A i zrakom
SA sijecimo kruZnicu ¢ i asimptotu krivulje k u totkama A,, 4,.
Iz na8ih dosadanjih razmatranja vidi se, da mora biti 4, A =
SA,, §to vrijedi i za sve to¢ke krivulje k, jer su radi paralelnosti
ravnina krivulja k i ¢ u prostoru, kao presjeénih ravnina spome-
nutog Pllickerova konoida, jednake duzine AA,, SA, u pro-
storu, dakle i njihove projekcije na naoj slici, a odatle slijedi
i A,A == SA,. Vidimo dakle, da izlazi ovaj veé poznati sta-
vak: Svaka unikurzalna cirkularna krivulja 3. reda je cisoida
kruZznice opisane oko njenog tetverostrukog fokusa kroz dvo-
struku tofku i njene asimptote, a za dvostruku tofku kao pol.

Pomoc¢u ovih nagih prostornih i ravninskih razmatranja lako
se moze uvidjeti i to, kako svaku elipsoidnu unikurzalnu krivu-
lju 3. reda, t. j. onu, koja ima obi¢an par imaginarnih toéaka u
neizmjernosti, zgodnom afinom transformacijom (u prostoru
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paralelnim projiciranjem) moZemo prevesti u ecirkularnu i obr-
nuto, isto kao Sto i svaku elipsu moZemo projicirati u kruZnicu
i obrnuto. Osim toga odavle izlazi ¢injenica, da je svaka unikur-
zalna krivulja 3. reda s parom imaginarnih tofaka u neizmjer-
nosti cisoida*) neke elipse, koja je dira u njenim imaginarnim
neizmjerno dalekim to¢kama, te asimptote ove krivulje, a za
dvostruku to¢ku kao pol.

Konstruktivno odrediti ovakovu elipsu je vrlo lako. Spojimo
dvostruku toéku ove krivulje s dirali§tima T,, T, njene neiz-
mjerno daleke toc¢ke i tim spojnicama presijecimo njenu asimp-
totu. Prenesemo li na tim spojnicama njihov odsjeé¢ak od asimp-
tote do dvostruke totke od totaka T,, T, u istom smjeru, tada
dobivene to¢ke T,, T, (vidi sliku) leZe na traZenoj elipsi. Spoj-
nica njihova je promjer te elipse, dok su njene tangente u tim
tockama usporedne s asimptotom krivulje. S ovim i dvostrukom
totkom krivulje ta je elipsa odredena. Ako je jo§ i spojnica
T,, T, okomita na asimptotu krivulje, postaje ta elipsa kruzni-
com, odnosno naSa krivulja je cirkularna. Za cirkularne kri-
vulje 3. reda roda nulfoga vrijedi prema tome jo$ i ovaj stavak:

Ako su spojnice dvostruke tocke S s tangencijalnim tockama
T, T, neizmjerno daleke toke neke unikurzalne krivulje 3.
reda s parom imaginarnih tofaka u neizmjernosti medusobno
okomite, pa na te spojnice prenesemo od toéaka T,, T, mjihov
odsjeéak od asimptote do dvostruke totke u smjeru asimptota —
dvostruka tocka, tada ¢e ova krivulja biti cirkularna samo onda,
ako je spojnica dobivenih dviju tolaka okomita na mnjenu
astmptotu.

Iz ovoga stavka nam se namece izravno novi konstruktivni
postupak za odredivanje Cetverostrukog fokusa, buduéi da je
taj fokus poloviste duzine T,, T,.

U vezi s naSim razmafranjima moZemo lako rijesiti pitanje,
kada ¢e se tetverostruki fokus F nalaziti na krivulji k. Povuce-
mo li dvostrukom toékom S usporednicu s asimptotom, tada ¢e
sredi§te F kruznice ¢ pasti na krivulju k samo onda, ako od te
usporednice bude jednako udaljeno kao i asimptota, samo na
suprotnu stranu. Ovo je, kao 5to znademo, poznata &injenica kod
strofoide.”)

4) K. Zahradnik: Einheitliche Erzeugung der bekannten rationalen
Kurven dritter Ordnung als Zissoidalen, (Prager Ber., 1806). G. de
Longchamps: Sur les cubiques unicursales. (Nouvelle Corréspondance

‘mathématique T. IV, 1878 i Progressd, T. 1., 1891).
%) H. Wieleitner: Spezielle ebene Kurven, str. 38.
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Na temelju opisanih ¢injenica moZze se vrlo jednostavno kon-
struirati svaka unikurzalna cirkularna krivulja 3. reda, koja je
zadana Cetverostrukim fokusom, dvostrukom totkom i dvima
realnim totkama od kojih jedna mozZe biti i u neizmjernosti.

Mi ¢emo medutim sada promotriti pramen ovakovih krivu-
1ja, ako je on zadan Cetverostrukim fokusom (Cetiri elementa),
dvostrukom to¢kom (tri elementa) i: a) jednom to¢kom u neiz-
mjernosti, b) jednom to¢kom u konacnosti, ¢) jednom totkom,
koja pada u dvostruku todku i d) jednom tockom, koja pada u
tetverostruki fokus.

a) Uzmimo na na8oj slici da je pramen unikurzalnih cirku-
larnih krivulja 3. reda zadan Cetverostrukim fokusom F, dvo-
strukom totkom S i neizmjerno dalekom to¢kom Krivulje k.
Neizmjerno daleka to¢ka daje nam smjer asimptote, a svaka
asimptota odreduje nam jednu krivulju tog pramena. Svaka
krivulja ovog pramena moZe se odmah konstruirati, ¢im zadamo
asimptotu, jer je poznata kruznica c¢. Medu krivuljama ovog
pramena nalaze se dvije sa &iljkom, jedna strofoida, a jedna
se raspada u kruZnicu i pravac, §to se sve vrlo lako moZe raza-
brati iz nasih ravniénih i prostornih razmatranja.

b) U ovom sluéaju neka je na$ pramen zadan opet tofkama
F, S i tockom A u konalnosti. Presijetemo li spojnicom SA
kruZnicu ¢ u toki A,, pa na taj pravac prenesemo duzinu A4,
od totke S na suprotnu stranu do totke A,, tada ovom tockom
prolaze -asimptote svih krivulja ovog pramena, jer znademo,
da je na svakoj takovoj krivulji 4,4 — SA,. Svakom asimpto-
tom u ovom pramenu odredena je jedna krivulja toga pramena.
Povucéemo 1i na svaku ovu krivulju tangente usporedne s nje-
nom asimptotom, tada je razmak tih parova tangenata opet
jednak promjeru kruZznice c¢. Povucimo unutar svakog ovakvog
para usporednih tangenata s asimptotom simetralu. Radi para-
lelnosti ravnina knvul]a k i ¢ u prostoru svaki ovakav par tan-
genata a‘l, al, mozemo dobiti paralelmm pomicanjem para tan-
genata iy, vy, kruZnice ¢ u smjeru i veli¢ini odredenocj totkama
AA,. Pomaknemo 1i kod svakog para i njegovu simetralu, tada
sve te simetrale prolaze nekom to¢kom O, koja se od tofke F
nalazi isto tako daleko i u istom smjeru kao i to¢ka A od totke
A,, odnosno totka 4, od tocke S, t. j. FO == A, A, jer kod svakog
takovog pomaka totka F prelazi u totku O. Za ovakav pramen
unikurzalnih cirkularnih krivulja 3. reda moZemo prema tome
napisati slijedeéi stavak:

Kod pramena unikurzalnih cirkularnih krivulja 3. reda, koji
je zadan tolkom A, ¢&ine asimptote svih krivulja toge pramena
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pramen pravaca, ¢iji se vrh As nalazi na spojnici SA udaljen
od tocke S isto toliko kao tofka A od sjecista Ay spojnice SA
s kruZnicom c, opisanom oko fokusa F s polumjerom FS, samo
na suprotnu stranu. Tangente svih krivulja ovog pramena, uspo-
redne s njthovom asimptotom, omataju neku kruinicu h, koja
je jednaka kruinici c, a dobivena je paralelnim pomakom kru-~
Znice ¢ u smjeru i udaljenosti tocaka A,, A. Evidentno je, da
dobivena krufnica h prolazi vrhom As pramena asimptota.

Ako je totka A, kao osmi zajednic¢ki elemenat krivulja toga
pramena, na viticama tih krivulja, tada unutar toga pramena
ne postoji niti jedna krivulja sa Siljkom. Ako je pak ta totka
na rastegnutim dijelovima tih krivulja, tada postoje u pramenu
dvije krivulje sa $iljkom. Smjer njihovih asimptota dobit éemo
tako, da totku As na spojnici SA prebacimo simetriéno na drugu
stranu, pa iz te to¢ke povuéemo tangente na kruZnicu c¢. Prema
tome da 1 su te tangente imaginarne ili realne, dobit ¢emo gore
navedena dva slutaja. Povuéemo li naime paralelu s asimptotom
simetriéno s druge strane tocke S, tada sjeci$ta te paralele
s kruznicom ¢, spojena s totkom S, daju tangente krivulje k
u tocki S, jer ovim sjecidtima (A,) pripadne totke A padaju u
to¢ku S. Postane li ta paralelna sekanta kruZnice ¢ s asimptotom
njena tangenta, onda te dvije tangentne krivulje k u dvostrukoj
tocki S padaju skupa, t. j. ta to¢ka postaje 8iljak. Ovakove real-
ne tangente na kruZnicu c postojati ¢e samo onda, ako je vrh
A, pramena asimptota unutar kruznice ¢, jer ¢e vrh pramena
paralela s tim asimptotama pasti u tom slucaju izvan kruznice c.
U ovakovom pramenu unikurzalnih cirkularnih krivulja 3. reda
postoji samo jedna strofoida, jer ¢e samo u jednom slucaju biti
fokus F 1 asimptota krivulje jednako udaljeni od paralele s asim-
ptotom kroz dvostruku toku. Isto se tako u samo jednom slu-
¢aju raspada krivulja ovog pramena u pravac i kruZnicu.

c) Padne li totka A u tocku S, t. j. bude i mjesto totke A
zadana jedna (od dviju moguéih) zajedni¢ka tangenta krivulja
toga pramena u dvostrukoj tocki, ne ¢e se nista bitno promije-
niti. Totka A¢ je sjeciSte ove tangente kruznicom ¢, a tocka As
se nalazi simetri¢no na suprotnoj strani. Sve ostalo je analogno
kao u proslom sluéaju.

U ovom pramenu unikurzalnih cirkularnih krivulja 3. reda
postoji uvijek jedna i samo jedna krivulja sa Siljkom, jer one
u to¢. b) spomenute tangente padaju ovdje skupa. Strofoida je
u ovom pramenu takoder samo jedna, a i samo se Jedna krivulja
raspada u pravac i kruznicu.
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d) Odaberemo 1i totku A tako, da padne u zajednicki Cetve-
rostruki fokus F, tada se cijeli problem mnogo pojednostav-
njuje. Sada su sve krivulje pramena strofoide, a vrh A., kojim
prolaze asimptote svih tih strofoida, dobit ¢emo ako tocku F
na spojnici FS prebacimo simetri¢no na drugu stranu tocke S,
jer je u ovom sludaju A = F, a A; F = FS = SA,. Sredifte O
kruZnice h poklapa se dakle s dvostrukom to¢kom S, a kod svake
je strofoide dvostruka totka jednako udaljena od njenih tange-
nata usporednih s asimptotom. Vidimo dakle, da za ovakav pra-
men strofoida moZemo izre¢i slijedeti stavak:

Zadamo li pramen kubnih strofoida zajedni¢kom dvostrukom
tockom (tri elementa) i zajednickim CEetverostrukim fokusom
(pet elemenata), tada asimptote tih krivulja fine pramen pra-
vaca, tako da dvostruka tocka raspolavlja udaljenost vrha ovog
pramena do zajednickog fokusa. Tangente krivulja ovog pra-
mena, usporedne s njithovom asimptotom, omataju kruznicu, koja
prolazi zajednickim cetverostrugim fokusom, a sredilte joj je
u zajednickoj dvostrukoj tocki.

Ocito je, da je pramen ovih krivulja simetri¢an obzirom na
spojnicu zadanih dviju to¢aka, pa prema tome u njemu postoji
i jedna uspravna strofoida.
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Dr. VILIM NICE

O CIRKULARNIM KRIVULJAMA 4. REDA
RODA NULTOGA S NEIZMJERNO DALEKOM
DVOSTRUKOM TOCKOM

Uwvod. Razlika izmedu cirkularnih i obi¢nih necirkularnih
krivulja bilo kojega reda oStro se zapaza u obliku njihovih jed-
nadzbi, jer se u jednadzbi cirkularnih krivulja javlja poznati
njen tipiéni dio (x®*+4y%). Po vanjskom (grafitkom) obliku razli-
kuju se nacrtane ovakove krivulje mnogo manje. Otita se raz-
lika vidi samo kod krivulja 2. reda, dok se veé kod krivulja 3.
reda to ne moZze tako lako raspoznati: Za cirkularne krivulje
3. reda roda nultoga, kao i neke 4. reda roda nultoga') pokazano
je, kojim uvjetima mora zadovoljavati njihov vanjski oblik, da
one budu cirkularne. Kod unikurzalnih cirkularnih krivulja 4.
reda bile su razmatrane samo one, koje imaju sve tri dvostruke
totke u konalnosti. U ovoj radnji promatrat éemo cirkularne
unikurzalne krivulje 4. reda, koje imaju jednu neizmjerno da-
leku dvostruku to¢ku. Potrazit éemo uvjete, kojima mora zado-
veljavati vanjski oblik ovakvih krivulja, da oné budu cirku-
larne, a naé¢i ¢emo i jednostavan konstruktivni postupak za
odredivanje ¢etverostrukog fokusa ovakvih krivulja.

1. Neka je kruznica ! projekcija uspravnog kruznog valjka,
a totka D, projekcija nekog pravca o usporednog s tim valjkom.
Zamislimo taj valjak presjeen ravninom u nekoj elipsi I, koja
se takoder projicira u kruznicu I. Okomice spustene iz svake
to¢ke ove presjetne elipse na pravac o su izvodnice nekog us-
pravnog konoida 4. reda, ¢ije neizmjerno daleke izvodnice &ine
par minimalnih pravaca. Tangente r,, 7, kruZnice 1 neka su
projekcije tragova 7,7, presjetne ravnine onog valjka u torzal-
nim ravninama naSeg konoida, a prema tome su pravci t,, t,
projekcije torzalnih pravaca (vidi sliku). Pravaci !l r, r, je pro-
jekcija dvostruke izvodnice ovog konoida.

1) Vidi moje radnje a) i b): a) Vanjska oznaka unikurzalnih cirku-
larnih krivulja 3. reda (Nast. Vj, knj. L) i b) Krivulje i plohe 3. i 4.
reda nastale pomoéu kvadratne inverzije (iza8lo ranije u Radu).

3 Rad Jugosl. Akad. 271 33



Uzmimo sada neku ravninu po volji, kojoj su tragovi u tor-
zalnim ravninama konoida pravei d:, c? Presjecnica s ravnina
(dl dy), (7, 7)) sijeée dvostruku izvodnicu i u dvostrukoj toéki
D, presjeéne krivulje k ovog konoida s ravninom (d, d,). Tocka
Dy, t. j. probodiSte pravea o i ravnine (d, d), bit ée druga
dvostruka togka krivulje k, dok je treéa takva totka neiz-
mjerno daleko u smjeru tragova dv,, &; Ostale tocke pre-
sjetne krivulje dobit ¢éemo ovako: presijecimo na$§ konoid
jednom direkcionom ravninom; pravei a, b neka su presjeénice
te ravnine s ravninama (7, %) i (d; d,); izvodnice, ¢&ije su pro-
jekcije pravei A; Dy, A, D,, a nalaze se u toj ravnini, sijeku
presjetnicu b u totkama B,, B,, koje su toke probodiita tih
izvodnica s ravninom (d; d,), dakle tofke naSe presjelne kri-
vulje k. Analognim putem moZemo dobiti sve ostale to¢ke kri-
vulje k kao i njene asimptote 4,, 4,. Iz same konstrukcije evi-
dentno je, da su tragovi dil, 5 tangente krivulje k, povudene na
nju iz dvostruke neizmjerno daleke tofke. Projekcija k krivulje
k bit ée cirkularna krivulja, jer smo je dobili projekcijom iz
neizmjerno daleke tofke dvosirukog pravca, kojom prolazi par
minimalnih izvodnica, na jednu direkcionu ravninu.

2. Uzmimo svezak ravnina usporednih s ravninom (d, d.,)
nageg presjeka k. U svakoj toj ravnini nalazi se neka presjeéna
krivulja k; naSeg konoida, a projekeije k; svih tih krivulja €init
¢e pramen cirkularnih krivulja 4. reda. One krivulje ovog pra-
mena, koje su projekcije presjeka onih ravnina, $to prolaze
jednom izvodnicom na$eg konoida, bit ée 3. reda. Buduéi da na
takovom konoidu postoje dvije izvodnice, koje su usporedne
s ravninom (d; dy), to ée se dvije krivulje u nagem pramenu k;
raspasti u ovakovu unikurzalnu cirkularnu krivulju 3. reda i
projekciju jedne izvodnice.

Sve presjene krivulje k; u svesku usporednih ravnina si-
jeku neizmjerno daleke minimalne izvodnice naSeg konoida u
iste dvije totke, koje se iz neizmjerno daleke totke dvostrukog
pravea o projiciraju na naSu ravninu projekcija u njene apso-
lutne totke. Odavle slijedi, da ¢e sve krivulje k; naSega pra-
mena, kao projekeije krivulja IZ[, imati zajedni¢ki detverostruki
fokus F, jer se one dodiruju u apsolutnim toc¢kama.
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Kako u pramenu krivulja k; postoje i dvije krivulje 3. reda,
znat ¢emo odrediti njihov zajednicki ¢etverostruki fokus, jer je
to za ovakove krivulje 3. reda veé poznato?). Krivulje k; nasega
pramena imaju tangente d,, d, kao i asimptote q,, a, konstantno
jednako medusobno razmaknute, jer su ti pravci presjecnice
ravnina krivulja k; s torzanim ravninama i direkcionim ravni-
nama poloZenim onim izvodnicama, koje su usporedne s ravni-
nom (d, dy). Cirkularna krivulja k, pramena raspast te se u

pravac i krivulju 3. reda onda, ako asimptota a,, odnosno a,, ide
totkom D,. Dvostruka totka D, past ée u tom slu¢aju u tocku
D,, odnosno Dy, na spojnici D, D,, a to su u tom sludaju dvo-
struke toc¢ke onih raspadnutih krivulja 3. reda u pramenu k;
(vidi sliku).

Cetverostruki fokus neke unikurzalne cirkularne krivulje
3. reda dobivamo tako, da dvostruku tofku spojimo s tangenci-
jalnim toékama njene realne neizmjerno daleke tocke (te spoj~
nice moraju biti okomite kod cirkularnih krivulja), te njom

?) Vidi radnju c): Cetverostruki fokus unikurzalnih cirkularnih
krivulja 3. reda i neki osobiti pramenovi t‘h krivulja.
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povuéemo i okomicu na asimptotu. Preklopimo li ovu okomicu
oko jedne ili druge spomenute spojnice simetri¢no na drugu
stranu, pa na ovu prenesemo, od dvostruke to¢ke, polovicu uda-
ljenosti izmedu tangenata te krivulje usporednih s asimptotom,
na strani vitice, tada je dobivena to¢ka Cetverostruki fokus te
krivulje®).

Na naSoj unikurzalnoj cirkularnoj krivulji 3. reda k; unu~-
tar pramena, kojoj je dvostruka to¢ka D;, dobit ¢emo tangen-
cijalne tocke T %, T,! njene neizmjerno daleke realne tocke tako,
da dirali§ta T,, T, krivulje k pomaknemo po pravcu t,, odnosno
t,, U okomitom smjeru na pravce d,, d,, a;, @, za udaljenost
totke D, od asimptote a,. T. j. treba naéiniti T, T, = P, D,, od-
nosno T, T,1 = P, D, ako su totke P,, P, sjecidta pravaca
ty = T, Dy, t, = T, D, s asimptotom a;.

Spojnice D, T, i D, T,' stoje okomito jedna na drugoj,
odnosno bit ¢e uvijek tada medusobno okomite, ako je krivulja
k cirkularna, jer je u tom sluéaju i nasa reducirana unikurzalna
krivulja 3. reda cirkularna. Na temelju malo prije opisanog po-
stupka za konstrukciju ¢etverostrukog fokusa unikurzalnih cir-
kularnih krivulja 3. reda, znat ¢emo sada konstruirati i Eetvero-
struki fokus F na$e krivulje k. Asimptota a, one reducirane
krivulje 3. reda u pramenu k; usporedna je naravski s pravcima
‘al: s, dl) dﬂ'

Uzmemo li u pramenu k, mjesto reducirane krivulje 3. reda
s dvostrukom tofkom D, onu s dvostrukom to¢kom D,, dobit
¢emo istim konstruktivnim putem isti ¢etverostruki fokus F, jer
to uostalom, kao §to znademo iz prostornog razmatranja, tako
i mora biti.

Na temelju ove posljednje &injenice moZe se konstruktivni
postupak za odredenje ¢etverostrukog fokusa naSe unikurzalne
cirkularne krivulje k 4. reda veoma pojednostavniti, a ¢&itav
postupak izraziti slijedeé¢im stavkom:

Cetverostruki fokus F neke unikurzalne cirkularne krivulje
4. reda s neizmjerno dalekom dvostrukom tockom dobit éemo
tako, da spojnicom D, D, konaénih dvostrukih tofaka D,, D,
presijeemo njene asimptote u tockama S,;, S, i na tu spojnicu
prenesemo duZine S, D,, S, D, od tocke D, u istom smjeru do
todaka D,, odnaosno D,. Cetverostruki fokus F krivulje k bit ée
ong tofka na strani njene vitice, koja je od toéaka D, D, uda-
ljena za polovicu udaljenosti izmedu tangenata krivulje k uspo-
rednih s njenim asimptotama.

%) Vidi radnju c).
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Totke D,, D, dobit ¢emo i tako, da od totke D, nanesemo
duzine S; D, i 8; D, u istom smjeru.

3. Kada bismo sa svakom pojedinom totkom krivulje k
uéinili isto kao s tockama T,, T,, t. j. potraZili njima pridruzene
na isti naéin kao §to smo nasli toc¢ke T, T,}, tada bi sve te tocke
sadinjavale projekciju one krivulje u pramenu k,, koja se je
raspala u krivulju 3. reda i pravac. Odavle vidimo, da krivulja
k moze nastati kao cisoida ove cirkularne krivulje 3. reda i
pravea a, za tocku D, kao pol. Ova unikurzalna cirkularna kri-
vulja 3. reda moZe opet nastati kao cisoida njene asimptote a,
i kruZnice ¢, koja prolazi njenom dvostrukom totkom Dy, a sre-
diste joj je u zajednit¢kom ¢etverostrukom fokusu F*). Tocke
T.%, T,! su tangencijalne tocke neizmjerno daleke toc¢ke ove kri-
vulje, a na kruZznici ¢ pridruZene su im to¢ke T,1, T,M, u kojima
su tangentne kruZnjce c usporedne opet s pravcima d,, d,,
a;, Uy, @y

Udinimo li sada s totkama T,, T, istu dvostruku translaciju
(Ty, T, — T, T — T,1 T,1) kao do sada, samo mjesto asim-
ptote ¢, uzmemo asimptotu a, krivulje k, tada su dobivene tocke
T.,1, T.! tangencijalne to¢ke neizmjerno daleke toéke one druge
krivulje 3. reda, koja je nastala raspadanjem u pramenu Kk;.
Dvostruka tocka ove krivulje je, kao Sto znademo, totka D,.
Krivulja k moze se prema tome smatrati cisoidom i ove cirku-
larne krivulje te pravea a, za pol D,. I ova krivulja 3. reda
moZe se smatrati cisoidom, kao i ona malo prije, i o opet kruz-
nice ¢ i svoje asimptote a, tako, da je totkama T, T,t te kri-
vulje pridruZen na kruZnici ¢ isti par to¢aka T, T,, jer su
samo u tim tockama kruZnice ¢ njene tangente usporedne s
pravcima dy, d,, a,, a,, a, i a,.

Kada bismo na$ problem shvatili samo posve planimetrijski
pa pretpostaviti da u pramenu k,; totka D, ostane évrsta, dok
totka D, putuje po spojnici D, D., tada se vrlo lako moZemo uvje-
riti, da ¢e one dvije krivulje u tom pramenu, koje se raspadaju
u krivulju 3. reda i pravac, imati iste dvostruke totke D,, D,
kao i isti ¢etverostruki fokus F. U ovakvom slucaju samo bi
pravel ty, t, 1 totke Tf, T,! promijenili mjesta, dok bi spojnice
D, Tt D, Tt D, T'iD,T,) kao i totke T,T, T," ostale ist~.

Prostorno gledajuéi, morali bismo tada na$u krivulju k
shvatiti kao projekeiju presjeka nekog drugog uspravnog ko-
noida, ¢iji se dvostruki pravac projicira u to¢ku D,, dok bi totka
D, bila projekcija probodista dvostruke izvodnice toga konoida

3) Vidi radnju o).
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s ravninom presjeka. Usporedne ravnine s ravhinom krivulje
k sjekle bi ovaj novi konoid u krivuljama, kojih ¢ée okomite
projekcije dati pramen unikurzalnih cirkularnih krivulja &,
u kojima ¢e se nove dvije krivulje raspasti u krivulju 3. reda
i pravac.

Na temelju svega ovoga moZemo za unikurzalne cirkularne
krivulje 4. reda s jednom neizmjerno dalekom to¢kom napisati
slijedeéi stavak:

Imamo li neku unikurzalnu krivulju 4, reda k s jednom
neizmjerno dalekom dvostrukom tockom, tada se moZe konsta-
tirati, da li je ona cirkularna, na slijedeéi nadin: Jednu konaénu
dvostruku tofku, recimo D,, spojimo s drugom takovom tockom
D, i s dirnim toékama T,, T, tangenata usporednih s asimpto-
tama te krivulje, pa tim spojnicama presijecimo jednu asim-
ptotu, recimo a,. Prenesemo li na tim spojnicama dufine izmedu
asimptote i tocke D,, od to¢aka D,, T,, T, u istom smjeru, dobit
¢éemo na njima tocke Dy, T,%, T,I. Uzmemo li mjesto asimptote
a, asimptotu a,, dobit ¢emo na istim spojnicama istim postup-
kom to¢ke D,, T.!, T,'. Spojnice D, T,I, D, T," neka se sijeku
u tocki T,%, a spojnice D, T,!, D, T,! u tocki T,'I. Krivulja k bit
ée cirkularna onda, ako je

DT LDM T i DT LDy T8, a TM TSN 1 ay, a0

Duzina T, T, bit ée osim toga jednaka razmaku tange-
nata krivulje k usporednih s asimptotama, dok je poloviste te
duZine, kao §to veé znademo, Setverostruki fokus krivulje k.

4. Uzmimo neku unikurzalnu cirkularnu krivulju 4. reda s
jednom neizmjerno dalekom dvostrukom totkom kao bazu
uspravnog valjka 4. reda i u jednoj njenoj kona¢noj dvostrukoj
totki postavimo okomicu o paralelno s izvodnicama toga valjka.
‘Presijetemo 1i taj valjak ravninom usporednom s asimptotama
njegove cirkularne baze i u svakoj tocki te presjeéne krivulje
postavimo okomicu na pravac o, tada sve te okomice sa¢injavaju
uspravan konoid 4. reda. Neizmjerno daleki par izvodnica ovog
konoida je par izotropnih pravaca, jer te izvodnice prolaze ne-
izmjerno dalekim konjugirano kompleksnim parom toéaka cir-
kularne baze na$ega valjka'4. reda, t. j. apsolutnim tofkama.
Vidimo dakle, da svaku unikurzalnu cirkularnu krivulju 4. re-
da; koja ima jednu neizmjerno daleku dvostruku to¢ku, mo-
Zemo smatrati projekcijom jednog presjeka dvaju uspravnih
konoida, okomitom na direkcionu ravninu tih konoida. Na te-
‘melju ovoga, kao 1 svega naprijed izvedenoga, moZemo napisati
jo§ i slijedeéi stavak:
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Svaka unikurzaina cirkularna krivulja 4. reda s jednom
neizmjerno dalekom dvostrukom tockom moZe se dobiti kao ci-
soida svojih asimptota kao ravnalica i odgovarajuce dvostruke
tocke kao pola, te Cetiriju unikurzalnih cirkularnih krivulje 3.
reda, od kojih po dvije prolaze jednom dvostrukom tockom, a
sve skupa imaju zajednicki Cetverostruki fokus sa zadanom kri-
vuljom 4. reda.

Pomoc¢u nasih razmatranja i izvoda moze se vrlo lako kon-
struktivno odrediti afina transformacija, primjenom koje mo-
zZemo svaku elipsoidnu unikurzalnu krivulju 4. reda s jednom
neizmjerno dalekom dvostrukom to¢kom prevesti u cirkularnu
takvu krivulju i obrnuto. Evidentno je takoder, da se svaka
elipsoidna (ona koja ima par imaginarnih tofaka u neizmjer-
nosti) unikurzalna krivulja 4. reda s neizmjerno dalekom dvo-
strukom to¢kom moZe smatrati cisoidom svojih asimptota i Ce-
tiriju elipsoidnih unikurzalnih krivulja 3. reda, od kojih po
dvije prolaze jednom konatnom dvostrukom to¢kom zadane
krivulje, a sve Cetiri diraju tu zadanu krivulju u neizmjerno
dalekim imaginarnim totkama.
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Dr. STANKO MIHOLIC

ODREDIVANJE NATRIJA KAO NATRIJEVA
URANIL-MAGNEZIJEVA ACETATA

Metoda odredivanja natrija kao natrijeva uranil-magnezijeva
acetata, kako su je izradili Earle R.Caleyi C. W. Foulk!
teErnest Kahane? spada danas medu najbolje metode za
direktno gravimetrijsko odredivanje natrija. Njenu svestranu
upotrebljivost pokazali su na mnogim primjerima Masayo-
shi Ishibashi i Haruo Kishi®, R. Dvorzak i A.
Friedrich-Liebenberg! Folke Nydahl, R. Lie-
geois® i dr. Pri tom odredivanju nastaje talog sastava
NaMg. 3 UO3(CoH;50:)s 4~ aq. O koli¢ini u talogu sadrzane kri-
stalne vode razilaze se pojedini pisci. Tako po A. Blanche-
ticre-u™ i AL Krassilechik-u® talog sadrzi 9 H,0, po
E Kahane-u 8H,0,poE. R.Caley-uiC. W.Foulk-~u
61/2,apoS. Miholié-u® 6 H,O0. N. Schoorl!® posvetio
je tome pitanju narofitu paZnju i utvrdio, da je prvih 3est mo-
lekula vode stalno, ali da talog povrh njih moZe da sadrZi jo$
nes$to vode, koje koli¢ina zavisi o prilikama, pod kojim je talog
nastao. N. Schoorl bio je prvi, koji je upozorio, da u slu-
¢aju, da se upotrebljava alkoholni reagens, u sastav molekule
ulazi ne samo kristalna voda, veé i kristalni alkohol i da u tom

1 Journal Americ. Chem. Soc., 51, 1664 (1929).

? Bull. soc. chim., [4], 47, 382 (1930).

3 J. Chem. Soc. Japan, 56, 357 (1935) cit. po Chemical Abstracts,
29, 5038 (1935).

4 Microchim. Acta, 1, 168 (1937) cit. po Chemical Abstracts, 31,
7787 (1937). .

5 Ann. Agr. Coll. Sweden, 6, 37 (1937) cit. po Chemical Abstracts,
31, 8429 (1937).

¢ Ing. chim, 21, 189 i 205 (1937) cit. po Chemical Abstracts, 32,
2868 (1938).

7 Bull. scc. chim., [4], 33, 807 (1923).

& Compt. rend., 203, 78 (1936).

¥ Rad, 223, 177 (1920).

10 Rec. trav. chim., 58, 305 (1940) cit. po Chemical Abstracts, 35,
4272 (1941).
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sludaju talog sadr#i 5 H,0i1l 1/2 C,H,OH. E. R. Caley i L.
B. Rogers' potvrdili su, da talog sadrzi kristalnog alkohola
i odredili mu koli¢inu (1 1/2 C,H;OH).

Kako je molekularna teZina nastalog spoja veoma velika
(za bezvodni triacetat 1388.923), to je njegov sadrzaj na natriju,
a prema“tome i koeficienat za preracunavanje na natrij malen
(0,0153 poE.R. Caley-u iC.W.Foulk-u, 0,0150 po E. K a-
hane-~-u). Stoga je metoda naroéito prikladna za mikroanali-
ticko odredivanje malih koli¢ina natrija. Kod obaranja natrija
sluzese S. Miholi¢ te E.R. Caley i C. W. Foulk reagen-
som u vodenoj!?, a E. Kahane u alkoholnoj otopini!®, Premda
je zbog velike molekularne teZine izlutenog triacetata koli¢ina
u spoju sadrzane Kkristalne vode, odnosno alkohola, analiti¢ki
gotovo irelevantna, jer faktor za talog sa 9 H,O iznasa 0,0148,
za 8 H,0 0,0150, za 6 1/2 H,0 0,0153, za 6 H,O 0,154, a za 5
H,01i1 1/2 C,H;0H 0,0149, to-je ipak zbog vaZnosti same me-
tode potrebno, da se kona¢no utvrdi to¢an sastav nastalog spo-
ja, osobito s obzirom na razli¢ite reagense (u vodenoj i alkohol-
noj otopini), koji se u praksi upotrebljavaju.

Prije svega provjerena je joS jednom sama meétoda. Kemij-
ski ¢ist natrijev hlorid suSen je 3 sata kod 180° C, a zatim je od-
vagnuto 2,5419 g, otopljeno u vodi i nadolito na 500 cem. Da se
odredi sadrzaj natrija u ovako priredenoj otopini, uzeto je po
25 cem otopine i odreden natrij kao natrijev sulfat. U &etiri od-
redivanja nadeno je suglasno, da 10 ccm otopine sadrze: 0,0200
g Na. Sad je 10 ecm ove otopine stavljeno u staklenu zdjelicu,
dodano 60 ccm Kahane-ovog reagensa i uz Cesto mijeSanje
ostavljeno 24 sata. Poslije toga filtrovan je talog kroz porcelan-
ski lon¢i¢ za filtriranje, ispran najprije sa Kahane-ovim reagen-
som, a zatim sa 96%-nim alkoholom, suen 2 sata kod 105° C i
odvagnut.

Rezultate prikazuje Tabela I.

i Ind. and Eng, Chem. Anal. Ed, 15, 32 (1943).

1?2 Otopina a: 83 g kristalizovanog uranilovog acetata, 60 g bez-
vodne octene kiseline 1 500 ccm vode ugriju se na 70° C, dok se sve
ne otopi. Otopina b: 500 g kristalizovanog magnezijevog acetata, 60 g
bezvodne octene kiseline i 1000 ccm vode ugriju se na 700 C, dok se
sve ne otopi. Obje se otopine sad pomijesaju i ohlade na 20° C. Nakon
dva sata filtruje se tekuéina u suhu bocu.

13 32 g kristalizovanog uranilovog acetata i 100 g magnezijevog
acetata otope se u 300 ccm vode, doda 20 ccm -bezvodne octene kiseline
i 500 cem 90%-tnog alkohola, te grije na vodenoj kupelji, dok se sve
ne otopi. Sad se dopuni do 1000 ccm i ostavi neko vrijeme da stoji.
Nakon toga se filtruje, da se odstrani izludeni talog (Kahane-ov reagens).
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TABELA I

10 ccm otopine = 0,0200 g Na dalo je
ff:jﬁ:&}fffé Fuktcﬁz,ome ¥ razlika pogu”;/:ka
1.3246 0.0198 — 0.0002 — 101
1.3307 0.0199 —0000L | - &750“
i _1;;3;19 ‘\ ' 0.0198 ,,,_6&),02 ...... R 1;1_—-
1.3248 “ 0.0198 —00002 | —101
71.3284 : 0.0198 7" -— 0.0002 - i — 101
Srednja vrijednost " oot i — 00002 | — 001

Uzme 1i se u obzir mala koli¢ina upotrebljene otopine na-
trijeva hlorida, podudaranje je dobro.

Dobiveni talozi sakupljeni su i promijeSani te zatim pod-
vrgnuti analizi. Odredivanje uranila, magnezija i natrija izvr-
Seno je tako, da je 0,5 g tvari otopljeno u 200 cem vode, teku-
¢ina zakiseljena solnom kiselinom, dodano joj amonijeva hlo-
rida, uran oboren za vrela kao amonijev uranat, talog filtrovan,
zaren i vagnut kao U,0q. Filtrat isparen je sa koncentrovanom
sumpornom kiselinom, Zaren, ostatak otopljen u vreloj vodi,
filtrovan, otopina isparena i ponovno Zarena. Time je odredena
suma magnezijeva i natrijeva sulfata. Sulfati su otopljeni u
vodi i u otopini odreden magnezij kao magnezijev pirofosfat.
Odbivsi vrijednost za magnezijev sulfat od sume sulfata dobi-
‘'vena je koli¢ina natrijeva sulfata. Acetat odreden je destilaci-
jom 0,25 g tvari sa fosfornom kiselinom u aparatu za mikro-
kjeldahl i octena kiselina hvatana u predlogku sa 25 cem 1/10n.
natrijeve luZzine. Zbog teze hlapivosii octene kiseline potrebno
je destilovati neSto dulje uz opetovani dodatak destilovane
vode, Nepotro$ena luZina titrirana je sa 1/10 n sumpornom ki-
selinom. Alkohol odreden je po metodi Th. v. Fellen-
berg-al oksidacijom pomoéu 1/10 n otopine kalijeva bihro-
mata sa jakom sumpornom kiselinom kroz pola sata kod obiéne
temperature, dodatkom kalijeva jodida, te titracijom izlu¢ena

1% Mitt, Lebensm. Hyg., 18, 290 (1927).
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joda pomoéu 1/10 n otopine tiosulfata. Voda nije direktno odre-
dena, posto se triacetat raspada kod jaleg zagrijavanja, veé je
izradunata iz diferencije.

Rezultate prikazuje Tabela II.

TABELA II
Nadeno analizom Raéunom za formulu
; P NaMg. 3 UO, (CuH,04), +
1 2 " 3 v,i’fed’x’}‘;’s‘ Ve CHOH 4 74, H,0
) uo, 52.58 52.69 52.53 52.57 52.35
Mg 154 1.63 1.43 1.50 1.57
Na 162 1,49 1.45 1.49 1.52
[ i . R - I _
CyH30, 34.40 34.38 34.50 34 43 34.34
1
C,H;,0H 1.48 1.42 1.38 ! 1.43 1.49
. — ,_;w . .
H.O — | — — i 8.58 8,73
|

Iz Tabele II razabire se, da talog dobiven sa reagensom u
alkoholnoj otopini odgovara formuli NaMg. 3 UQOs (C2H3Os)s -
+ 44 CuH;0H -+ 7 Yo Hy0. Kako se dobiveni rezultat ne slaZe sa
onim, koji su dobili N. Schoorl, te E.R. Caley i L. B.
Rogers, vidi se, da kristalni alkohol i kristalna voda ulaze
u molekulu u raznim omjerima, 5to zavisi o prilikama, pod ko-
jima je talog nastao i da mogu medusobno da se zamjenjuju u
dosta Sirokim granicama. Kako je ve¢ istaknuto, fe su oscilacije
analiti¢ki beznadajne.
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Dr. VLADIMIR S. VRKLJAN

PRILOG IZVODENJU MAGNETICKOGA MOMENTA
ELEKTRONA I POZITRONA

Poznato je, da se u teoriji elektrona, koju je osnovao P. A. M.
Dirac', moZe izvesti magneticki moment elektrona primje-
nom valnoga paketa C. G. Darwina® uz pretpostavku o
otsutnosti izvanjega elektromagetskoga polja. Ali kod ovoga
izvoda primjenjene su — koliko mj je dosada poznato — spe-
cijalne Cetveroredne matrice, koje sastoje samo iz 4 od nule
razli¢ita elementa (od ukupno 16 elemenata).

Prema tomu moze se postaviti pitanje, da li je moguée kon-
struirati takove ¢etveroredne hermitske matrice «;, koje sa-
stoje iz 8 od nule razli¢itih elemenata, zadovoljuju Diracove
uvjete @ =1, e,y = ay ¢; 3,y = 1,2,3,4,y 3= 8) i pomocu
kojih se dakako zbog toga moze izvesti magneti¢ki momenat
elektrona.

Svrha je ove radnje, da pokaZe, da se ovakove matrice
doista mogu konstruirati, ujedno se pckazuje konstrukcija bes-
kona¢nog broja takovih matricg

Mozemo se naime lako osvjedoditi, da matrice

f . Vi1 . yr-1 |
l ' Vet B ICE SV
| NS Y 0 ‘
| VR ' 2r+1) |

a = —

' \< 0 _,V,'l:,} _ 0 - l/f,li ;;1;
J NERES ' NEICESY)
1
| i o1
IEREICEEY ' J2u+ny

*P. A, M. Dirac, Die Prinzipien der Quantenmechanik, 1930. Ori-
ginal Diracovih radnja u Proc. Roy. Soc. od 1928 nije mi pri-
stupadan.

1. de Broglie, L’Electron magnétique, 1934, str. 170—177.
C. Schaefer, Einf in die theoret. Physik, III-2, 1937, str. 468-—473.
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gdje n znadi pozitivni broj po volji, zadovoljuju spomenute Di-
racove uvjete; za kontrolu navodim ovdje produkte @, @, @,a;,
o 0, O Oy, O Ry 1 Oy
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Razlog, za$to moramo uzeti, da je
pozitivan, jest u hermitizmu tih matrica;
svuda yn, odnosno Y2 (m--1) istoga predznaka®.
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broj n u matricama (1)
ujedno wvalja uzeti
Zanimljivo jJe

spomenuti, da u matricama (1) mozemo za n staviti i nulu; fo
je ujedno i jedan od najjednostavnijih oblika za te matrice s 8
drugi jednostavni oblik one po-

od nule razli¢itih elemenata®;

primaju,
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ako pn]edemo na granicu n» oo; ovaj slutaj daje

|

[
!
|
i
|
}

(3)

a lako se osvjedotimo, da su produkti matrica (3) sadrZani u (2).

3 Kod toga mogu vz i V2 (n+1) imati razliCite predznake.
¢ Za n =1 prelaze one u matrice sa 4 od nule razl'tita elementa.
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Pomoéu »linearizovane« Hamilton-Jacobijeve re-
lativisti¢ke diferencijalne jednadibe za jednu Ccesticu izvan
elektromagnetskoga polja

U
alpx+a2py+avgpz+a_4moc=lAc 4)

(gdje p,, p, i p, znate komponente impulza, U energiju Eestice,
a, ¢ brzinu svjetlosti u vakuumu) i poznatom zamjenom

R0 ho 0 hoo R0

dolazimo uz obzir na (1) do Cetiriju valno-mehanickih jednadzbi
za komponente spinora:

Vot 2 [0 (-~—z- LA
+ (1) (= + + 00@23 )}
i oy VZ:Ln—:—ll) moeli g e =0
T {0 (e =

(2% 0l 0T
tlyn—) (S i 02—)}—
o neD) o Nl e R W
V’}"@T.FI)‘ VT Tt T 2mic o
BY AT
\/2( 2n1{\/ “1) *bz'ﬁ(:)‘yl oz )+
_ 99, __t_iw
| F(vn—H)( Sy dz—}—l-
Va1 v, n—i Kl
T VZ(n+1) moe + —rlj ‘+2nzc gt "
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t 0, a0,
FEs B Lalle ot P )
o o o0, o,
+(\/n+1)<’9 'ﬁ_—bz_)—
_ At yn_ =
Vzotn ™ zeg +1f moe it 2””' K

Mnozimo li ove formule s -~ Z—l— i onda redom s konjugirano
kompleksnim komponentama lj‘,, Qj'), .117 i @' spinora, napiSemo
1i dalje k (5) (nakon multiplikacije s —271—) konjugirano komplek~

sno postavljene jednadzbe i mnoZimo 1i onda opet tako postavljene
jednadzbe s komponentama ¥, &,, &; i ¥, spinora i zbrojimo sve
ovdje spomenute jednadzbe, dobivamouz poznati naéin pisanja

DG g 2y 3 .
~5?ﬂzl V1 ¥4 FJ—C»(CZ Uya )+ '()g(CElDﬂa._, /.
+'jz»(c2§lfﬂa3 Ty =0. (6)
Iz ove jednadZbe, koja je analogna formuli ' kontinuiteta,

moZemo odmah napisati formule za komponente statisticke gu-
stoce elektriéne struje

+ (\ n——l)(— b w4 0,0, 0, 0, B,w)]
jy \/2 +l) [(\/n+1)( w[ llf._)—l—w'.zllfl—@j} {I)‘1+ Qilq}'%) _+_

+(V m—1) (d}x o+ Q}z {D‘;"*if:a mz—if4 wl)]

- [0 (00, — &, 0, 8,0, b, ) +

+Wwﬂﬂ@%+@%+@%+@%ﬂ

gdje ¢ znadi elektriéni naboj festice bez obzira na predznak.
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Da iz ovih posljednjih jednadZbi dobijemo magnetiki mo-
menat elektrona (odnosno pozitrona), zgodno je iz jednadibi (5)
dvije komponente spinora izraziti s drugim dvjema i onda uvr-
stiti u formule (7). U tu svrhu mnoZimo tre¢u jednadzbu (5) s
Vn-1 te je ovako mnoZenu odbijmo od prve jednadzbe, koju
prije toga mnozimo s yn—1; tako dobivamo u Newtonovoj

pribliZznosti (»lcj— =my c)

S —— h 0T, o7 0.
— T~ L0y 9y 0%
V2G04Vt me B = V2D 0 [ G G T+
+WntD) moe T (8)
Isto tako dobivamo zbrajanjem druge jednadZbe (5) mno-
zene s \/n—— 1 sa Cetvrtom (koju prije toga mnozZimo s \/;—}—1)
u Newtonovoj pribliZnosti

VZGFD + Vi moe By= V2D - o [0 i 204 200 4

27 dy
e (\(I;{‘}‘ i) moc&,. 9
S obzirom na Darwinov izraz za ¥;,,, koji piSemo za
¢as t = 0O
oyt 2

U, =4,,-€ 2

2ai
— ~ P+ pyy+poz)
e d =4y, * P, (10)

gdje je R t. zv. »prakti¢ki« polumjer valnoga paketa, daju jed-
nadzbe (8) i (9) za komponente ¥, i T, spinora

o, =[ \/E(_n—{—l) T

WZF D+ yn—1 moc |

A(—p.t+ ipy) -+ 4, P, -+

h Alciz—y) - Aiz] yn—+1 A
+ 34 R ] V2D a1 ABIP (11)
V2(nt1) 1 '
U,=) Y - . \ ]
. {\/2(n+1)+\/n—1 myc [A' (P t+ip)+4ip, +

ko AGe—y) FAiz]_ yntl1
T am 4
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Uvr§tavanjem izraza (10) i (11) za komponente spinora u

jednadzbe (7) dobivamo za x-komponentu statistitke gustoée
elektritne struje

— 22D 4 i e [hoa— Aay-d

. \/mf) -+ \/“T:-—l {(A3 At AA) eve 4mm,, [(A3 A A4 dy
) N S T

—itha—duan g fle” T (12)

jer ¢lan

; ; Vntl (n41)° _

cethart 4| G~ et by

g, n—1 ynt1 ]e~f+,{§+‘—’
V2(n-FD) V2D 4yVn—1

koji jo¥ dolazi iza izraza na desnoj strani od (12), otpada zbog
identiteta

B (175 2 VP S e S (13)
W2+ +yn—1]° V2t 4yn—1 .

Isto tako dobivamo za i1

_ 2y2(m+1) « * eh [ x  x 0
= o At A e g A A Ay,

Mo

* « 9 _ x“‘+f;+z“
— (A3 43— A A) (3'.1‘]} e

(14)

P zmﬁ * * &h L _ * ‘i.—
]Z_VZ(T—'-])+\/1’Z+1{(AJA3+A4A4) £V + 4nm0 [1 (ArJAui A4-Ad) ox

sve to dakako opet zbog ii¢ezavanja élana na desnoj strani od
(14) zbog identiteta (13).
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Ako sada pomocu jednadzbi

Ao 22wt _

4 2 FD)+yn—1 4”’”1-0 N

L, 2y2wfD  en s . L. s L
Ely— V2t D)+ yn—1 " dremge ¢ (A3 A —AA) e R (15)
s T LGS = V) Y

T T ) 1 Bmee AT AL

>
definiramo vektor I, dolazimo uz obzir na poznatu formulu iz
elektromagnetizma

> 1 >
m—HSIdT

do ovog sustava jednadzbi

Z\/Z(n+1) S x+Jf2‘j.L:'
¢2<n+n+r_1"4aim7( Aa—Aa)\e T F s
y=ﬁﬁ\%i’%—74nsmhc’([ld A4—A*A3)S ® gz (16)
2z n+l) ch . _edran

g

gdje se integrali proteZu na ¢&itav prostor. Ali sada treba jos
provesti normiranje i na osnovi jednadZbe (6) dolazimo s lako-
¢om do formule

S(E By @) ar=1, (17)

gdje se integral proteZe na ¢itav prostor i koja dalje nakon pri-
mjene od (10) i (11) 1 izostavljanja izraza, kod kojih dolazi mge
i my’c? u nazivniku, daje

i : . _EErds
[\/*2‘(77(1\[?)11\)/5—1]2} (A 45+ 4,40 S e de=1.(9)
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Zbog identiteta
(Yn41)? [~ 2v2(n+1)

V260 it T a0y

izlazi nakon primjene jednadzbe (18) na (16) odmah apsolutna
vrijednost magnetickoga momenta elekirona (== -—e), a dakako
1 pozitrona (za koji je e=¢e)

eh
Potrebno je samo jo§ da naglasim, da konstrukeija matrica
s 8 od nule razli¢itih elemenata, kakva je dana pod (1), nije je-
dina konstrukeija uz povoljni broj n, koja zadovoljuje Dir a-
cove uvjete i prema tomu vodi na magneticki momenat
elektrona.






Dr. F. MIKIC

KOREKCIJA HALLEY-EVE METODE
SASTAVLJANJA TABLICA REDNICA UMIRANJA

Uvod

Tablice rednice umiranja! mogu se temeljiti, s obzirom na
podrijetlo, na heterogenom materijalu. Primjena prikladne
metode za njihov sastav ovisna je o tome, s kakvim se ishodnim
materijalom raspolaZe. Po Bortkieviczu? mogu se tablice
rac¢unati:

1. na temelju broja umrlih,

2. na temelju broja umrlih i rodenih,

3. na temelju broja umrlih i Zivih.

Halley (H.), koji je sastavio prvu tablicu rednicu umiranja
(za grad Breslau za petogodiste 1687./1691.) upotrebio je broj
umrlih odredenog vremena, distribuiranih po dobnim skupina-
ma. Priznaje se toj metodi, da je prikladna, kad se radi o sta-
cionarnom pucanstvu, t. j. o puéanstvu ispitivanog razdoblja, u
kojem se jednaki broj i rodi i umire, te u kojem su emigracija
i imigracija u ravnotezi.

Buduéi da se deSava dosta rijetko, da bi se moglo obradi-
vati stacionarno pucéanstvo, to ima i malo prilike primijeniti
Halley-evu metodu nepromijenjenu. Kad bi se ona ipak pri-
mijenila, na pr. na progredijentnom putanstvu, onda je opravdan
prigovor, da bi konstruirana tablica davala lodiju sliku o Zivot-
nim prilikama, nego 3to to istini odgovara. Uslijed progredi-
jentnosti je dobna struktura umrlih, naime takva, da su starija
godiSta nesrazmjerno manje jaka, a mlada godista jaca, nego
to odgovara strukturi Zive populacije. Primjeni H. metode
smeta to, §to je u pojedinim godistima umrlih razli¢it intenzitet
radanja.

* Jezic-Kodrnja-Miki¢, Oko znatenja koZe u vakcinaciji protiv
antraksa; Arhiv Min, Polj. V./12., str. 14.; Beograd 1938.

2 Bortkievicz, Sterbetafeln: Handwérterbuch f. Staatswissenschaften
VII. 1926., str. 1030--1044., G. Fischer, Jena,
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Druga metoda oslanja se osim na strukturu umrlih, jo§ i
na broj rodenih, koji se odnose na promatr#nu skupinu umrlih,
Ovamo- se ubraja Knappova anhaltska metoda kao i direktna
metoda. Knappov postupak eliminira upliv mijenjanja inten-
ziteta broja rodenih, te je primjenljiva samo za razdoblje, u
kojem rednica umiranja nije izloZena promjenama. O znafenju
direkine metode govoreno je veé i na drugom mjestu®. Njoj se
prigovara, da imade samo historijsku vrijednost te da ne uva-
Yava migraciju, koja se u ispitanom razdoblju dogada. Direkt-
nom se metodom sluZio na pr. Hermann za Bavarsku.

Treta, savremena, metoda pofinje mjerenjem pomora na
aktualnoj populaciji. Usporeduje se srednji broj Zivih s brojem
umrlih jednake starosti u istoj vremenskoj jedinici. Metoda
nam daje rezultate, koji odgovaraju aktualnim razdobljima.

Zadatak

Prilikom obrade materijala o umrlima u Halozama* za
stoljece 1831.—1930. Zeljeli smo upoznati se sa Zivotnim stanjem
pudanstva u ¢itavom stoljeéu kao cjelini. Primijenili smo prvo-
bitnu metodu, koju smo po Bortkieviczu upoznali djelomi¢no
kao Halley-evu. Postupali smo na ovaj nacin.

Iz distribucije umrlih po dobi iz tablice 1.** konstruirana
je tablica 2. tako, da je suma umrlih postavljena kao potetna
populacija. Ozna€ili smo ju simbolom 1Y (= broj Zivih po
Halley-evo] metodi). To znaédi isto, kao da smo pretpostavili,
da su se umrli jednog stolje¢a rodili u isti mah. Odbijanjem
pojedinih vrijednosti iz tabele 1, koje su s obzirom na dob
homologne, dobiveni su dalji ¢lanovi populacije umrlih. Pro-
duzujemo odbijanjem dotle, dok se populacija nije iscrpila.
Ovim postupkom po Halley-u dobili smo populaciju, kakova
bi rezultirala, da je broj rodenih i umrlih bio jednakomjeran.

U daljem toku kombinirali smo H. metodu grafi¢tkom inter-
polacijom. Takvim postupkom smo iz tabl. 2. dobili jednogo-
disnje dobne skupine funkeije 1, populacije, umrle u razdoblju

3 F. Miki¢, Tablice redoslijeda umiranja... Prirodoslovna istraziva-
nja Kr. Jugoslavije XXI.; izdanje Jugoslav. akademije znanosti i umjet-
nosti, Zagreb 1938.

* Haloze su juzni dio sreza Ptuj, s prilikama sliénim onima u
Hrvatskom Zagorju.

#* Osnovne podatke za tabl. 1. prikupio je Skolski upravitelj g.

Juranéié.
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Tablica 1. Tablica 2.

Dobna struktura broja umrlih Populacija u dvije fupe u Halozama
u dvije ¥upe u Halogama 1831,—1930., konstruirana na temelju
1831.—1830." . disiribucije broja umrlih iz tabl. 1.
i U jednom sto-
D\?b::dsi:?::e goldi§tu umrlo Na poZetku bilo ‘je .Od }17.88
je oseba obaju | umrlih jod zivih
starosti spolova dobne skupine
(u godinama)
x/x-+n S (d') 1H
|
0,0— 0,9 ‘ 2340 0,0 | 11 796
10— 99 2839 1,0 9 456
10,0—19,8 528 10,0 6817
20,0—-29,9 | 550 20,0 6088
30,0--39,9 609 30,0 5638
40,0—49,9 797 40,0 4929
$0,0—59,8 1154 50,0 4132
60,0—69,9 1543 60,0 2978
70,0~-79,9 1159 70,0 1435
80,0—89,9 251 80,0 276
90,0—99,9 25 90,0 25
Zbroj umrlih 11 796

* Ove podatke sakupio je J. Juranéié, uditely.

od 1831.-—1930. Odbijanjem ovako dobivenih ¢élanova funkcije
1# dobivamo komplementarnu funkeiju d,, broj umrlih u
jednogodinjim dobnim skupinama i to po formuli:
d; = lf - lfﬂ

Funkcije 1 i d iz tablice 3. predstavljaju rezultate dosada
opisanog postupka. Primjedbe Halley-evoj zamisl, koje smo
iznijeli u uvodu i oznacili opravdanima, navele su nas na to,
da razmi$ljamo o njenoj korekciji, $to smo si postavili kao
zadatak u ovoj studiji. Polazimo li sa stanovista, da je struktura
umrlih, kako ju daje funkecija d’ tabl. 3., aktualna za ispitivano
razdoblje, dok iz nje deducirana struktura Zivih (funkcija 1¥
tabl. 3.) nije aktualna za to isto razdoblje, slijedi, da moramo
funkeiju 1 tablice 3. aktualizirati, ako Zzelimo tablici rednici
umiranja dati sinhronizirano tumacenje. Zna¢i, da imamo pored
opcenitog zadatka rijeSiti i specifitan zadatak, koji je ovisan
o konkretnom materijalu (o Halozama).
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RjeSavanje zadatka

Rjesavati zadatak opcenito, zna¢i traziti metodu korekcije,
koja ¢e odgovarati potrebama svakog pojedinog slucaja ove
vrsti. In concreto smo, medutim, rjeSavali zadatak najprije na
odredenom slucaju (Haloze), pa tek onda opéenito. Stoga ¢emo
i tok misli opisati istim redom.

Utiniti tablicu rednicu umiranja aktualnom, znaéi popula-
ciju I dobivenu po Halley-u korigirati s istovremenim brojem
poroda. Tako se uvaZava i karakter populacije s obzirom na
progredijentnost. U slu¢aju Haloza rodilo se u jednom stoljeéu
16093 djece, dok je u istom razdoblju umrlo samo 11796 osoba.
Populacija je progredijentna i u svome dobnom sastavu sigurno
Jrazlitita od populacije postavljene po Halley-u. Sigurno je
dalje, da su u tom stolje¢u bile izloZene smrti 16093 osobe.
Te su se osobe rodile u razdoblju od 1831.—1930. U istom raz-
doblju umrle osobe mogle su se roditi ve¢ oko godine 1730.
pa sve do godine 1930. Kod poroda promatramo razmak od 100
godina, dok promatramo kod pomora razmak od 200 godina.
U prvom sludaju (porod) je broj rodenih osoba potpun. U
drugom je sluaju (pomor) vremenski uzeto, dvostruki broj
rodenih probran, naime tako, da je dio rodenih umro veé¢ u
razdoblju od 1730.—1830., te da zbog toga nije mogao uéi u
promatranje.

Pretpostavljamo, da su se prilike radanja i umiranja kroz
¢itavo stoljeée toliko izjednadile, da su bitno utjecale na dobnu
strukturu puéanstva. Stoga bismo mogli uvaZiti 16093 poroda
kao osnovu za odredivanje broja i dobne strukture pulanstva
pod stacionarnim prilikama, t. j. pod uvjetima, po kojima sa-
stavljamo tablicu rednicu umiranja.

Slijedeéi ova razmatranja do$li smo na pomisao, da uspo-
redimo aktualnu populaciju od 16093 poroda s populacijom
umrlih od 11796 osoba, dobivenu po ;t{allegr—u. Odnos

16093 : 11796 = 100 :x

x = 73,3%
daje nam, da je populacija Haloza po Halley-u za 26,7% pre-
malena, te da ¢e se u utvrdenom opsegu nalaziti i pogreska po
H. sastavljene tablice s obzirom na aktualnost. Usporedenje

pomora dojentadi, postavljenim po obim metodama, daje nam
odnos

198,4%, : 1454%, = 100: x
x = 73,3%
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koji je jednak odnosu spomenutih populacija, te nam potvr-
duje, da smo na pravom putu. Istovremeno nas upucéuje na
to, da nam daje iznos od 73,3% tek korekcioni faktor za prvi
¢lan aktualne populacije.

Pojavljuje se pitanje, kako treba korigirati ostale &lanove
Halley-eve populacije. Kod odredivanja ¢itave skupine korek-
cijskih faktora za H. populaciju bilo nam je jasno, da ¢e H.
populacija biti toliko bliZe aktualnoj populaciji, Sto se vise
odaletuje od ishodi3ta, t. j. od nulte godine starosti. To znadi,
da ¢ée korekcioni faktor biti toliko bliZi 100%, $to bude bliZi
100. godini. Prva pomisao bila je, da bi korekcijski faktor (k. £.)
mogao rasti linearno. Sumnja, da bi porast k. f. mogao biti
linearan, dala je povoda za dalje pitanje: a kakav je intenzitet
porasta? Pomisljali smo na oblik sumacijske krivulje, pa smo
tim putem dosli do uvjerenja, da imade skupina korekcijskih
faktora vrlo vjerojatno istu strukturu, kao Sto ju ima H. po-
pulacija, uz uvjet, da ju treba vezati na mjerilo 73,3% dalje
do 100%. Grafikon 1. predoéuje nam postupak.

ODREDIVANJE KOREKCIONIH FAKTORA (k.f.)
za korekciju Halley-eve populacije

za Haloze
1831.—1930.
Broj pudansiva u Halozama
Postotak porasta o Halley-u
P Y

wa P o
‘/ wre
s " 2000
// .
w e oo
_,..«""'/ 5000
_,,.,.,,,,...—-"" ..... o0
1 -~ o
£ wor
ks sam
oo
" frrom
L S SO —_ B

" v —— y
o © » © ' P © © © © o0

O A e PPODOC pOPOSTQ /= 0KO POA bro) pubanston, postotak Korekcionog
faktopa raste /
rrsastreimmnormasewm  FOIINL DOPOST /o intenatet [ %) pocedana metoe populacye {desnol,
00 koJo) & se ona priblida faktiéno) Populacyg:/
Grafikon 1.
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Na apscisi oznadene su godine starosti. Na lijevoj su ordinati
procenti porasta H. stanovnis§tva rastuéi od dolje prema gore.
Na desnoj ordinati je apsolutni broj H. pucanstva, ali rastuéi
od gore prema dolje.

Mjerila na obim ordinatama uskladena su tako, da porastom
procenta na lijevoj ordinati (od 73,3% prema 100%) pada u
istom razmaku broj HaloZana na desnoj ordinati (od 11796
prema nuli), Tocke 73,3% i 11796, te totke 100% i nul, nalaze
se u obje ordinate na istoj visini. U sva je tri sluéaja (na
apscisi i na obim ordinatama) mjerilo aritmeti¢ko. U ovako
prireden graf. ucrtamo prema mjerilu na desnoj ordinati vri-
jednosti iz tablice 2. Zatim oé¢itamo odgovarajuée vrijednosti
na lijevoj ordinati: njih smatramo kao najvjerniji izraz gibanja
skupine korekcijskih faktora. O¢itane k. faktore uvrstimo u
tabl. 3. Sto se viSe pomifemo od ishodiita prema 100. godini,
upliv broja rodenih na strukturu putanstva biva sve manji,
dok upliv broja umrlih sa staro$éu sve vise raste.

Graf. 1. je zoran prikaz podataka iz tablice 3., kolona 1.,
2.14.

Opéenito rijesit ¢emo zadatak na ovaj naéin.

Oznacimo simbolom r zbroj rodenih u ispitivanom razdoblju,
simbolom 1¥ zbroj umrlih u istom razdoblju kao pocetnu popu-
laciju (jednako zbroju umrlih u ¢itavom razdoblju), simbolom
k, korekcijski faktor prvoga ¢lana populacije I¥. Prvi ¢lan
korekcije t. j. k, dobivamo relacijom

ril =100 k
|4

T

100 L Lo oo (D)

ko =
Svaki slijede¢i €lan korekcije je veéi od prvoga ¢lana k.

Sto vise pada I¥, toliko viSe raste k, prema 100. Porast k_ od
prvoga prema drugom &lanu na jedinicu populacije 17 jznosi:

porast ke na jedinicu =—1901;'k0.
0

>

Buduéi da je 1§ —1¥=d,,
puta prednji iznos, naime, za:

. 100 —
d - lyﬂzdifka..........(Z)
o

porasti ¢e ko u totki 1¥zad,-
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Tablica 3.
KRorekcija .Halley"-jevog pulansiva*®
Haloze, 1831.—1930.

Putanstve Haloza, | Distribucija Kerekeijski faktor Populacija
Jednogodignje | . ststovllens po  f broja umilih k. pokeruje, da do- 1¥ xorigirana
dobne skupine Holley-levol metodl | iz kolome 2: | 1B o; | sa faktorom

4 kombinaciji sa IH__ ]H stite L semo | %/,

grof. interpolacijom X X +1 fakiiéne populucije kx

S i

x/x+1 b d, k, ¥ =100 X

X

1 2 3 4 5

0,0 0.9 11 796 2340 73,3 16 D93
Lo— l,g 9 456 456 78,6 12031
2,0— 24 9 000 500 79,6 11 307
3,0— 3.9 8 500 550 80,8 10 520
40— 4.3 7950 300 82,0 9695
50— 5.9 7 650 300 82,6 9261
8,0— 6.9 7 350 250 83,2 8834
70— 7.9 7 100 225 84,2 8 432
8.0— 849 6875 175 84,6 8126
9,0— 9.9 6 700 83 84,8 7901
10,0109 6617 117 85,0 7785
15,0—15,9 6275 50 85,6 7 331
20,0--20.9 6 088 88 86,2 7 063
25,0—25,8 5800 60 87,1 B 659
30,0309 5538 88 87,7 6 315
40,0-40,9 4929 79 88,9 5544
50,0—50,9 4132 132 91,0 4 541
60,0--60,3 2978 153 93,3 3192
70,0—70,9 1435 135 96,9 1481
80,0-80,9 276 51 99,5 277
90,0—-90,9 25 5 99,9 25
Zbroj 371 891 11785 427 822

* QOriginalni podaci, neskraéeni, mogu se vidjeti kod autora.

Prema tome ¢e biti
ke==k,4dif, . ... ......0)
Verificirajmo formulu za k1. Uvrstimo iz tab. 3. vrijednosti

za d, k, 1 12 i dobit ¢emo, da je
100%, —173,3%,

; : (i - b
dify, = 2380 - 796 = 2340 Tivge

- 26,7=15,30%,
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a dalje, da je
k, =173,3% -+ 5,3% — 78,6%
Vrijednost, koja je u tablici 3. dobivena grafi¢kom interpola-
cijom, poklapa se ralunski dobivenom vrijednoSéu.
Po gornjem bio bi 3. ¢lan korekcije
100—k,

k2=kl—}—difkl =k -+d - TE e (3a)
1
Verifikacijom iz tabl. 3. dobili bismo, da je
100 —786 _
k,="78,6 + 456 - g — 78,6 1 1,0="1796,

Sto odgovara vrijednosti, dobivenoj grafickom interpolacijom.
Formula za rac¢unanje svakog ¢lana korekcionog faktora
glasi dakle:

. . 100 — k.-
k,=k_,+ dlka*l =k td_, - — i :

a1

. .4

Napominjemo, da se nijedan daljni ¢lan ne moze ratunski
utvrditi, dok nije utvrden prethodni ¢lan.

Zadatak, t. j. korekcija (k) Halley-evog pulanstva, se sada
rjeSava po formuli:

1 H
k. L

x

..... R 6))

1k =100 -

Usporedenje tablica

Formulama (4) i (5) rijesili smo postavljeni zadatak opéenito.
Preostaje, da utvrdimo razlike u primjeni. S tog smo razloga
izraunali tablice rednice umiranja na oba nacina:

1. na temelju populacije, sastavijene po Halley-u,

2. na temelju populacije, sastavljene korekcijom Halley-eve
populacije.

Usporedenje obiju tablica pokazuje nam efekat, postignut
razli¢itim na¢inom ratunanja. Potvrduje nam, da su opravdani
prigovori H. metodi, koje smo naveli u uvodu. Primjer Haloza
pokazuje nam, u kojoj su mjeri oni opravdani (v. tablice 4. i 5.).
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Tablica 4.

Tablca rednica umiranja za Haloze, 1831.—1930¢,
rac¢unana po Halley-jevoj metodi

) SRR E ERl I
2 SREREIES | 53| 22 EREL
3 28824 8% B3| o5 o 8% |guge
Dob u 2. EZEREW g"E. = =y o S 5 on> 2
godinama 2% 0 | 57e”gleg ] 98 EE 53 £ *535}3
swost | g B |88 e8| E9 ) ) B | 85 [ SF |E230
88 |5i=s5l gy =% ) L8, ] 55 ] g3 |28,
2@ | 2588 S g% Sz T2 2% |H8°80
s 2F | B8955 | 588 24| 33E| 5° | o8 |53um
2z 2 3 Mol | mT N W= [P~ N oo Z o tMaaA
x/x 41 |rooe-gint 4 , T 1000 | €2~
fx 100 1y x L, |L./d R P
0,0- 0,9 1984 10 GO0 198419008 4,5 |310274| 32,2 | 31,03
Lo 1,8 48,2 8018 387 { 7823 20,2 {301 266{ 26,6 { 37,58
2,0- 2,9 55,6 7629 424 17418 17,5 }293 443 26,0 | 38,46
30- 33f 647 7 206 466 | 6973 150 |286026{ 252 | 39,69
4,0- 4,9 37,7 6739 254 16612 26,0 |279053] 24,1 | 41,42
5.0- 5,4 39,2 6 485 254 1 6 358 25,0 §272441] 23,8 | 42,01
6,0- 6,9 34,0 6 231 21216125 28,9 1266 083 23,4 | 42,71
7.0~ 7.5 31,7 6019 191 { 5923 31,1 (259959} 23,1 | 438,19
8,0- 83 25,5 5828 148 | 5754 38,8 }254035; 22,9 | 43,59
9.0 9.9 12,4 5680 70 | 5645] 80,2 248281 22,9 | 43,71
10,0-10,9 17,7 58609 99 1 5 560 56,1 1242637} 23,1 | 43,26
15,0-15,9 8,0 5319 42 15298 | 1250 |215428] 24,7 | 40,50
20,0-20,9 14,5 5161 7515124 68,7 |189271| 27,3 | 36,67
25,0-25,% 10,3 4917 5114896 95,3 {164 124} 30.0 | 33,38
30,0-30,9 158 4695 7514657 62,4 (140103} 33,5 } 29,84
35,0-35,8 9,6 4408 4214387 1036 117389 376 | 26,63
40,0-40,9 16,0 4178 70| 4 145 61,9 95958 43,5 | 22,96
50,0-50,¢ 32,0 3503 112 | 3 447 30,8 57 649f 60,8 } 16,46
60,0-50,9 51,4 2525 130 | 2 460 18,0 27 656] 81,3 [ 10,95
70,0-70,8 94,1 12186 114 11159 10,1 8461} 1438 5,96
80,0-80,9 184,9 234 43 212 4,9 1209} 183,6 5,17
90,0-90,8 200,0 21 4 19 4,5 81} 262,3 3,81

* Originalni podaci, neskradeni, mogu se vidjetl kod autora.

Usporedenja mogli bismo ¢&initi sa svakom pojedinom funk-
cijom obiju tablica rednica umiranja. Smatramo medutim, da
¢e biti najracionalnije, kad usporedujemo samo funkcije e

kao krajnje i najdotjeranije relativne izraze tablica. Odnos*

e, eﬁH: 100 : x
* 1 Znak eﬁk zna¢i fanse na Zivot, ratunane s korigiranom (= k)
Halley-evom populacijom.
2 Znak egH znat¢i $anse na Zivot, ratunane s izvornom Halley-evom
(= H.) populacijom.
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prikazuje nam, u kolikoj se mjeri-razlikuju funkcije e tablica
rednica umiranja, kad primjenjujemo kao osnovu mjerenja
Halley-evu ili korigiranu Halley-evu populaciju. Tablica 6. i
grafikon 3. prikazuju nam gibanje tih odnosa.

Vidimo, da zaostaje prvi ¢lan, po H. metodi dobivene vri-
jednosti za e® =za aktualiziranom vrijedno$¢u, u konkretnom

slutaju za 14,21%, odnosno da postize samo 85,79% od aktu-
aliziranih 100%. U drugoj godini priblizi se H. vrijednost za
Tablica 5.
Tablica rednica umiranja za Haloze 1831.—1930.,*

radunana & korigiranim Halley-jevim puc¢anstvom

g6 . o ] 8 [
o $rE5el .8 20179 g &g
= "G o= -;% 3 = a3 E] E%g
a PR R o Q ) N ]

g 28808 ekl 832 a 88, |5%ce
° Za B a 9 o o Q= 0 e

Dob u g Enn"c'“ 2.o8 ot = R 520 | S E
godinama v w~gdoe |lagH [ o8 g o 582 | "za
A o8 "alZay o o & o= =Ho D O My

starosti 2 8T ea v < ne e > I )
g8e | 594581898 | =2 | 25 S S8F [958

8%B | tEST |2 B | &2 e — g€o5 |grel

= o= |E28ss|sea e R | 58| T ST |Hoe

v £H 530 {28° s | 98§ g v9= |ogud
z83 |8Rcaf|aS. | @2 |OR3 a3 Z%3 |SHR2

H,H o

, 1000 0/ 1000 e, =

< Yk i ! x

x/x+1 x 1 d, L, |Lyg/ds T, 1/ .
= 1000 gy « x| Tl

O,0- 0,9 145,4 10000 1454 {9273 6,4|361725| 27,6 | 36,17

lo- 1,9 37,9 8546 324 18384 | 259 ]352452| 242 | 4124
2,0- 2,3 44,2 8222 364 | 8040 | 22,1 [344068| 239 | 4185
3,0- 8,9 52,3 7 859 411 | 7653 | 18,6 |336028] 23,4 | 42,76
40- 49 30,9 7448 230 | 7332 3181328374| 22,7 | 44,09
5,0- 5,9 32,4 7217 234 1 7100] 304 1321042 225 | 44,48
6,0- 6,8 28,3 6933 198 | 6885 | 34,8 313942 222 | 44,95
To- 1.4 26,7 6788 181 | 6695 | 37,01807057] 22,1 | 45,24
8,0- 83 21,5 6 605 142 | 65341 4591300362) 22,0 ] 4548

90 98 10,5 6 463 68 | 6429 | 94,7 [293828] 22,0 | 4546
10,0-10,8 150 6 395 96 | 6347 | 66,0]2873099] 222 | 44,94
15,6159 6,8 6112 42 16092 | 146,1 | 256241 23,9 | 41,92
20,0-20,9 - 12,5 5956 74 | 5919 | 79,8 |226112] 263 | 37,96
25,0-25,8 9,0 5711 51 | 5686 | 110,56 | 196 988 29,0 | 34,49
30,0-30,9 139 5485 76 | 5447 | 712]169010| 32,5 | 30,81
35,0-35,9 8,5 5190 44 | 5168 | 117,2 | 142 364| 36,5 | 27,43
40,0-40.9 14,2 4 950 71 [ 4914} 69,7]117043] 42,3 | 23,65

50,0-50,3 29,1 4226 123 | 4164 | 339 71145| 59,4 | 16,84
60,0-60,3 47,9 3128 150 [ 3053 | 20,4 ] 34492} 907 | 11,03
70,0-70,9 91,1 1564 143 11493 | 105{ 10361 151,0 6,62
80,0-80,9 184,1 238 44 2186 4.9 1228 193,56 5,17
90,0-90,9 200,0 22 4 19 4,6 80| 268,9 3,72

* Originalni podaci, neskraéeni, mogu se vidjeti kod autora.
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Tablica 6.
Odnosaj Sansa na Zivot*

e, : el , Haloze 1831.—1930.

x, xg

e = ratun je izveden na temelju originalne Halley-jeve metods
H

e = ratun je izveden s korigiranom Halley-jevom populacijom

K

Procenat akomodacije e} na e;’k iznosi:
N H

Potetak dobne ! Poletak dobne
skupine u godi- | Procenat skupine u godi- Procenat
p g N akomodacije P g + akomodacije
nama starosti nama starosti
— - - _ ]
CER LA o
x 100 - e /ey x 100 exH leXL
C.0 85,79 15,0 i 96,61
1,0 91,12 20,0 96,60
2,0 91,90 25,0 96,78
3,0 92,82 30,0 96,85
4.0 93,94 35,0 97,08
50 94,45 40,0 97,08
6.0 95,02 50,0 97,74
kR 05,47 60,0 ; 99,27
8.0 95,84 70,0 | 105,14
9,0 96,15 80,0 100,00
10,0 96,26 90,0 102,42

* Neskrad¢ena tablica moZe se vidjeti kod autora.

e’ veé na 91,12%

aktualizirane vrijednosti. Brzina porasta

odnosno akomodacije na aktualizirane vrijednosti biva sve
manja te se oko 10. godine ustali na oko 96%. Porast akomo-
dacije ipak nije ¢isto prestao, dok oko 63. godine ne dostiie
100%. Poslije 64. godine prelazi ¢ak neSto 100%, temu pripi-
sujemo manje znacenje s razloga, §to je broj puctanstva u toj
starosti znatno smanjen (na pr. u 76. godini 123% sa 775 osoba).

Verifikacije korekcije

Najodluéniji, moZda i najbitniji odlomak ove studije pripada
verifikaciji Halley-eve metode sastavljanja tablica rednica
umiranja. O tome Ce ovisiti, u kojoj mjeri i pod kojim uvje-
tima ¢emo moéi primijeniti iznijetu korekeiju.
5 Rad Jugosl. Akad. 271
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Kao materijal za verifikaciju odabrali smo najprije ame-
ri¢kuv, tablicu rednicu umiranja za bijelce za razdoblje 1901.—
1910.* Iz Gloverovih podataka o originalnom materijalu (tabl.
173.) izratunali smo zbroju umrle dojencadi pripadajuéi zbroj
zivorodenih relacijom:

Zbroj Zivo- (t. j. zbroju umrle — . . t. j. or
rodenih ° 359834 dojendéadi) = 1000 : 127’38 (dgjeg?‘:gzii)

Rezultira, da je zbroj Zivorodenih —- 2 824 886.
Relacija

2824 886 : 1786 656 (Zbroj svih umrlih 1901.—1910.) == 100 : 2
daje nam x = 63,24701%,

Sto je ishodiste za korekciju umrlog puganstva u USA 1901./10.,
distribuiranog po H. metodi. Daljnji se korekcijski faktori ovog
pucanstva razabiru iz tabl. 7., kolona 2. i grafa 2.

Tablica 7.

Korekcijski iaktori*

za korekciju Halley-jeve populacije za USA 1801./10.
i za Hrvatsku i Slavoniju 1874./1926.

' . | [

- N - s

=8 .-g =g :g ) J -
g S5 | g3, g 53 23 o 83 | 22
g N L% g N g g =g Lug
g o a B~ & -1 3] U—~& =4 | Ba | T~
g hollS et = holiN Tas & [ Y
= -3 =g 5 PR =g 5 eg | ul
o w8 ﬁﬂl o 48 ”:f.gl. S L
v flg | SEE & f<g | TEE L f4g . 538
2 2wd Z 28 = Ao S22 El Swu= | 2E%
a CEN oL a CER CE: a CERS T
S 598 | So& S 568 | su= s | 5481 5%
A MRZ | MNE a a2 MNE a [ MAZ o mEE
x/x41 |k k. x/x+1 k. k. X%+ k| k

0005 6325 | 7466 | 10,0105 | 74,34 | 8775 | 60,0604 | 88,59 | 9575
leolg, 70,85 | 8173 | 155154 7487 | 89,41 | 65,0654 90,77 96,33

4.8- 1,8 2,6 02,8 PO D000

2,0-29 | 72,16 | 83,71 | 20,5-20,5 | 75,71 | 90,09 | 70,0-70, } 93,09 97.83
3,034 ! 7281 | 84,85} 2502535 76,94 | 90,84 { 75,0-759 9538, 98,74
4,0-4,9 73221 8566 | 30,0-30,6 | 78,31 | 91,61 | 80,0-80,6| 97,45

|
5,0-5.4 | 7351 | 86,28 | 35,0353 | 79,79 | 92,10 | 85,0-85,4 ! 98,94§ 99,80

{

I

2,0-10

6,0-6,9 | 73,74 | 86,68 [ 40,0-40,5 | 81,44 | 92,73 | 90,0-90,9 ‘ 99,70
7075 7393 | 8706 | 45,0454 | 83,12 | 9338} 950955 99,94
8,0-8,9 74,09 | 87.34 | 50,0-50,5 | 84,84 ‘ 94,05 i

9,094 | 7422 | 8756 | 55,0-55,§ | 86,67 \ 94,86 ; |

99,98

# Neskra¢ena tablica moze se vidjeti kod autora.

t J. W. Glover, USA life tables 1890.—1910. (tablica 8.); Washing-
ton 1921.
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U tablici 10. iznaSamo odnoSaje e? i egk za USA, bijelce,

muske, 1901./10. kao i rezultate usporedenja obaju redova
$ansa na Zivot. Ostale funkcije tablica rednica umiranja, izra-
¢unane na oba nafina, ispustili smo, da ne bi radnja bila pre-
velika.*

Iz tabl. 10., kol. 5. vidimo, da je skladnost obaju redova t. j.
e i eﬁk za USA dosta visoka, jer poéinje sa 93,25%; ali ona

ipak nije 100%, 3to bismo ogekivali u optimalnom slu¢aju.
Skladnost koleba za malenkost oko 93% sve do 35. godine, na-
kon ¢ega polako raste tako, da imamo oko 50. godine akomo-
daciju od oko 97%, koja se nakon 60. godine priblizuje veé
100%. Poslije 85. godine akomodacija prelazi 100%, $to moze
da potjece odatle, jer kod ratunanja osnova za e‘jk tih godina

nije primijenjena Wittsteinova formula.

KOREKCIONI FAKTORI

za aktualizware Halley-evog pulanstoa

it porrer sererie

Horekcion fastor

USA, boela, m, 1901 1910 e
Haloze, 1631-1930 = emeseme
Hpoatska- SIGUOMG 18741326 sessaseerveve

Grafikon 2.

Razloge, da akomodacija aktualiziranih vrijednosti (egk)

nijel00-postotna, vidimo u tome, $to se proteZe broj proma-
tranih generacija u USA samo na razdoblje od 10 godina.
Stoga smo odluc¢ili da trazimo, postoji 1i rjeSenje, t. j. bolja
akomodacija kod primjene korekcija na veéem razdoblju (kao
§to je bilo u sluéaju Haloza). U tu svrhu smo si priredili ma-

* Originali stoje na uvid kod autora (Zagreb, Ministarstvo Narod-
nog Zdravlja),
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terijal za Hrvatsku-Slavoniju za razdoblje od 1874.—1926. t. j.
za 53 godine. Veé korekcijski faktori za Halley-evu populaciju
za Hrvatsku-Slavoniju pomenutog razdoblja daju nam intere-
santnu sli¢nost s korekcijskim faktorom za jedno stoljece u
Halozama (v. tab. 3.1 7. te graf. 2.); oni su si, naime, dosta blizu.
Znati, da korekcija H.-populacije za velika razdoblja bolje
aktualizira nego li za malena razdoblja.

Od 1874.—1926. godine rodilo se na podrut¢ju Hrvatske i
Slavonije bez Medimuria i Kastva 4811051 zZivo dijete. U
istom razdoblju umrlo je svega 3 592 137 ljudi. U tom vremen-
skom razmaku bilo je na podru¢ju Hrvatske i Slavonije pet
popisa stanovnistva, naime, u godinama: 1880., 1890., 1900,
1910 i 1921. Iz distribucije ovog stanovni§tva i odgovarajuteg
broja umrlih po jednogodisnjim dobnim skupinama sastavili
smo dvije tablice rednice umiranja — jednu aktualnu, a drugu
aktualiziranu. Rezultate tog rada prikazuju nam tabl. 7. i 8.

Usporedimo 1i funkcije e? .1 e‘;k gornjih tablica (8.1 9.), vi-

dimo, da su si pomenute vrijednosti vrlo blizu, $to nam potvr-
duje medusobni odnos njihovih korekecijskih faktora (v. tabl.
7.). Gore smo iznijeli dedukeiju (iz grafa 2.), da dobivamo kod
ratunanja s velikim razdobljima bolju korekeiju na aktuelnu
{100%-nu) populaciju. Dodali bismo (na temelju grafa 3.), da
dobivamo racunanjem s velikim razdobljima i bolju akomo-
daciju na Zivotna zbivanja u aktualnoj populaciji.

Dobivene rezultate o akomodaciji ipak ne smijemo uzeti
apsolutno, t. j. za sve dobne skupine od 0.—100. godine i dalje,-
ve¢ samo relativno, naime — za sada -—— samo od 12. godine
dalje. Za dobne skupine prije 12. godine vidimo iznimku; raz-
doblje od 10 godina (1901.—1910. u USA) kod funkcija e?, na-
ime, bolje akomodira na aktualne vrijednosti nego razdoblja
od 53 godine (1874.—1926. u Hrvatskoj i Slavoniji) i od 100
godina (1831.—1930. u Halezama). Dok je tok akomodacija
(v. graf 3.) u Hrvatskoj i Slavoniji te u Halozama u skladu s
opéom dedukcijom, po kojoj racunanje s veéim razdobljima
daje bolje rezultate, vidimo, da se krivulja za USA ne pokriva
¢isto s deduciranim oéekivanjima. Kad trazimo razloge za spo-
menuti izuzetak, drzimo, da nam je najblize i najopravdanije
miSljenje, da i pored nasih napora nismo kadri upotrebom ko-
rekcije Halley-eve metode sastavljanja tablica rednica umi-
ranja sasvim eliminirati upliv dobne strukture fakti¢nog pu-
¢anstva kao izraza za njezino bioloSko stanje. Progredijentna
puéanstva, na pr. Haloze, te Hrvatska i Slavonija, u prvim
godinama Zzivota akomodiraju se loSije na fakti¢no stanje nego
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Tablica 8.

Tablica rednica umiranja za Hrvatsku i Slavoniju 1874-1926
(aktuelna tablica)

Braj pre-

Broj

et i Na 1 sty 7i- umefin ko | bk fKolikose
piarng | 08"t | i (S | s | 2 s | 24050 | i | o
Godine u Hre. i} 1926 umi- { iste jedno-{ svake god. disnie sku-§ hroj fivin | broja avih 4 braja Zivi fa 1000 mote jo§
tarosti Siav. u ralo je u [ god. do- | skupine od § pine od | iz kolane svakoj rema osoba iz nadoti
s razdoblju Hryatskoj bne sku- 106000 108000 (5) I gedisnjoj prem skupine
1880~ | iSlevonili | pine umi- | pocetnih | poEetnih x skupini brofu -} oot | Sveke
1920 god. pros. | ralo je fiva- zivo- LLULLEE T g'id's.’““
esoba sodenil radenih skupina
xx+1 | b, | Ppp, |1000g,| 1, a, | L, T, |4 L"“?x e
(1) (2) (3) (4; (5} (8) (7) {8) (3) (10) (11)
00— 0, {76706(18897,2{208,18|106000{20818(89 5913 369 491 4,301 29,68 { 33,69
lo— 1,9158027( 52984 73,71 | 79182 S837|76264(3279900| 13,07] 24,14 | 41,42
2,0— 2,9]56584] 3058,5] 45,94| 73345] 3369}71661|3203636| 21,27 22,89 | 43,68
80— 3,9157284| 21738,2] 3421 69976] 2394|68779{3131975| 28,73 22,34 | 44,76
4,0— 4,9156983] 1654,7] 25,97 67582) 1823}66671|3063136) 36,57{ 22,06 | 45,33
50— 5,3156687! 1140,01 19,10| 65759] 1256{65131[2996 526] 51,86} 21,95 | 45,57
6.0— 6,5 | 58 780 978,0f 16,64 64 503| 1073}63967 2931 394| 59,60] 22,00 | 45,45
70— 7.9 155920 757,51 13,55] 63430 859163000 |2 867 428 73,32} 22,12 {4521
8,0~ 8,9]53620 6006 11,20[ 62571 701622202804 427 88,78 22,31 [ 44,82
90— 9,9 |47 198 489,41 10,58 61 870 B55 |61 543127422077 94,01} 22,56 | 44,32
10,0—-10,5 | 54 480 432,1 7,93 812158 486 {60973 {2 680664125,58] 22 84 |43,79
11,011,547 881 367,8 7,68 60730 467160497 12619682]129,68| 23,18 [43,14
12,0—-12,6 | 56 438 348,2 6,19) 802863 3731600772559 195}1161,12 23,55 | 42,47
13,0—13,9 [ 51 786 3132 6,05 59890 362159709]2449118)164,84| 23,96 | 41,73
14,0—-14,9 | 53 588 318,3 5,94 59528 354159351 12439409]167,85| 24,40 | 40,98
15,0--15,5 ] 52898 342,0 6,47 59175 383158983 72380058] 154,17 24,86 | 40,22
16,0—16.,5 | 51 464 361,83 7,02| 58792 4135858612321 074} 141,94] 25,33 | 39,48
17,0--17,9 | 46 801 383,8 8,41 581379 491 15813412262 489|118,34| 25,80 | 28,75
18,0—-18,9 | 47 096 425,2 9,03] 57888 523576272204 355|110,26 26,26 | 38,08
19,0—19,9 | 36 609 426,1] 11,64 57365 66815703212 146 728] 85,42| 26,72 | 37,42
20,0—20,2 146 870 443,5 9,501 56698 539)56428120896361104,75] 27,13 36,86
21,0--21,9 | 33 995 403,3] 11,86 56159 666 ] 5582612033268 83,79/ 27,62 | 36,21
22,0—22,9 | 38 530 419,91 10,90 554393 6055519011977 442 91,26| 28,06 | 35,63
23,0—23,9 1 36 990 406,1 | 10,98 54888 603 | 54 587 | 1922252} 90,58 28,55 135,02}
24,0—24,4 | 39879 429,4| 10,77 54285 585|53993]1862685| 92,37| 29,14 | 34,31
25,0—25,9 | 41 545 415,0 9,991 53701 53615343331813672] 99,611 28,61 33,77
26,0—28,9 | 36 204 385,3| 10,64 53164 56615288211 760233; 93,46 30,20 ;33,11
27,0—27,¢ {32 904 376,7| 11,45]) 52598 602522981707 358| 86,85 30,81 | 32,46
28,0—28.9 | 34 355 361,5] 10,52] 51997 547 |51 72311655060 94,53 31,42 31,83
29,0—29,9 § 24 534 374,61 1527 | 51 449 78651 05711603337 64,89/ 32,09 | 31,16
30,0—30,5 { 45 808 422,9 9,23} 50664 468 1 50 430§ 1 552 281]107,82] 32,64 | 30,64
31,0—31,4 | 24 758 306,9] 12,40| 50196 622149885)1 501 851 80,15] 33,42 | 29,92
32,0-32,9 1 31 257 348,2| 11,14 49574 5521492981451 966| 89,27] 34,14 | 29,29
33,0.-33,9 | 27 962 313,41 11,21] 48021 549148747(1 402668 88,72| 34,95 | 28,61
34,0-34,9 | 28 648 359,41 12,55] 48472 680848 168]1353921| 79,21 35,80 | 27,93




Tablica 8. (nastavak)

70

xz+1 | D 10000, 1, d, L, T,
{1) 2) {4) (5) (8) (7 (8)
35,0-35,9 | 35842 11,02] 47864] 527[476001 305 753
36,0—36,5 | 29 772 12.09| 47337| s572|47050|1258 153
37,0879 | 26 160 1341 467641 627]|46451|1211103
38,0—38,5 |28 711 12,19| 46137] 562)45856)1 164 652
39,0395 [ 21 041 20,21 | 45575 921|45114|1118798
40,0409 | 44 045 1068 44654 477|44415{1073681
41,6419 | 20 546 15.64] 44177 691|43832|1029 266
42,0425 [ 26 270 1419| 43488| B17[43178| 985434
43,043 | 21 802 1487| 42869| 637|42550] 942257
440445 |24 421 1641 42232| ©93|41885| 899706
45,0453 | 29 480 1481} 41533 615|41231 857821
46,5469 | 22 499 16,17 40924 862}40593| 816590
47,0475 {19 604 1890 40262| 76139881 775547
48/0-48'5 { 22 229 16,60 39501 65639173 736116
49,0495 [ 16 454 2861 | 38845] 1111{38290| 696943
50,0506 | 37 546 1537] 37734 58037444 6588653
5051916075 2440 | 37154! 907|36701] 621209
52,0--52.5 { 19 924 23,53| 36248| 853{35821] 584508
53,0539 { 17 080 26,15 35395| 925|34932] 548687
54,054 {17 864 27,361 34469] a43)33998] 513755
55,655, | 22 703 25,12| 33526) 842(33105| 479757
56,0-56.9 § 17 980 30,01 32684| 981}32194] 446652
57,0-57,3 | 14 105 35,03] 31703 1111{31148] 414459
58,0585 | 14 776 33,.98| 30593 104030073 383311
59,0—59,¢ | 11 210 54,26] 29553| 1604 |28751| 353238
60,0—60,3 | 27 990 29,58] 27948| 827[27536| 324487
61,0613 [ 10 108 4832 27123| 1311|26487| 296950

1820625 [ 12235 4671 25812| 1206|25208| 270483
63,0635 |10 124 54)57| 24608 1343(23935| 245274
B840 64 [10175 B0,55| 23264| 1409}22559] 221339
65,0655 | 12 685 54,44| 21855| 1190|21260] 198779
66,0664 9227 60,70 | 20665| 1254]20038| 177519
67,0-673 | 7702 74,24 | 19411} 1441|18690| 157481
68,0-68,9 | 7108 75,00} 17970 1348{17296] 13879l
6906931 5237 106,95| 16622) 177815733] 121495
70,0704 [ 13 658 58,20 14844| 865(14412] 105762
Tlo-7ls{ 4152 109,30 13979| 1s528(13215] 91351
72,0-72,5 | 4986 99.48| 12451| 1239|11832{ 78136
730-735 | 3778 12544 | 11213 1406{10509| 66304
V40745 3588 130,07| 9806] 1276} 9188} 55795
750-754 | 4722 111,46| 8531 951 8055| 46626
76,0—76,5 | 3 060 13526 7580 1025( 7067] 88571
770774 | 2376 146,84| 6555| 92| 6073] 31504
780785 | 2242 159,371 55921 891]| 5148] 25431




Tablica 8. (nastavak)

xx+1 | D, | Pp. |r1000q | 1 d. | 1, T, L/d, 1|009T' e
X/ 'x

o @) @ | o | & ®) @ ) @ | an | an
790795 1461 290,4]19877] 4701 934| 4234| =20284] 4,53|231,75] 4,92
800-805| 3728| 3965(10636| 3786| 401] 3586| 16051 8,90|234,86] 4,26
8lo-81y| 88s5| 19e4[221092| 3386| 747] 2992| 12485| 4/01|269:60| 371
82.0-825| 914] 2072226701 2619] 594| 2322] 9432 39127590 362
835835 | 648| 1653]25500| =2025] s17)| 1787)  7170| 39.42|282.45] 354
840-84,5| 684] 160,8[23509| 1509| 355] 1331 5403| 8,75|279,20] 3,58
850-85¢| 755| 1543]|20437| 1154| 236] 1036 1072| 4,39]283,39) 3,53
86,0-864| 467| 1095|23448| o18| 215| si0| 3038| 3.78/30242| 3,31
870-876| 306 76.8|25098( 703| 178| 15| 2225] s.48|sise3| 317
88,0885 | 277 645|232,85] 52| 123| 4ss| 1s11]| 379{326.83] 3.08
89,0895 180 46926056  404{ 105| 851 1146} 3,34|352,53] 2,84
90,0-90$ | 342 s37f1s7,02| 299 47| avs 794] 5,87|37593| 2,66
91,0-81;9 48|  209f43s542| 2521 110| 197 519] 1,80{484,88] 2,06
92,092, 41 18.3 | 446,34 142 83 110 22| 1,74]441,08| 2.27
930934 39 13,2 { 338,46 79] 27| &5 212]| 2.46|371,46{ 2,69
940945 36 11,5] 319,44 s2| 17| 44 146 2.63(85546| 2,81
95,095, 52 11,9]228,85 35 8l a 103] 3,87(344,92| 2,90
96,0—96,3 27 79| 292,59 27 8| =28 71| 2.92|382,95| 2,61
97,087, 23 5,11221,74 19 4 17 48| 4,01/402,54] 248
98,0-98,9 17 4,5{264,71 15 4 13 31| 3.28|487.8¢| 205
99,0994 14 3,2| 228,57 11 8 10 18] s3,87|62205| 161
100ivise| 58 7,51 129,31 9 1 8 gl 725 0,94
Nepoznate | 11 24 23,91 21,26 7
Ukupno 2346306 877759 28,89

putanstva, koja se priblizuju stacionarnosti, na pr. USA. Prema
tome nismo ni mi uspjeli potpuno eliminirati onaj faktor, koji
nas je smetao kod primjene nepromjenjcne Halley-eve me-
tode, razlog, zbog kojeg smo prigovarali originalnoj Halley-evoj
metodi, i koji nas je naveo, da pristupimo njezinoj korekeiji.
Napominjemo, da smo namjerno usporedivali aktualne i
aktualizirane vrijednosti te aktualizirane s nekorigiranim vri-

jednostima, iako znamo, da treba ove dvije skupine kod pri-

mijene oStrijeg mjerila smatrati ve¢ diferenciranim, dakle, veé
heterogenim skupinama. Preostaje nam stoga, da izra¢unamo
jo§ tablice rednice umiranja po izvornoj Halley-evoj metodi
za Hrvatsku i Slavoniju (1874.—1926.) te za USA (1901.—1910.),
da bismo mogli razlikovati obje skupine i dobiti uvida u stepen
njihovih heterogenosti. Rezultati su vidljivi iz tablice 10,
unijeli smo ih takoder u graf. 3.
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Tablica 9.a

Osnove za raéunanje uktualizirane tahblice rednice umiranjn
za Hrvatsku i Slavoniju 1874,—1926.
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§ECR2 |Populacija) £ D3 57592 | Populacija & 79
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Godine mg;gg‘k igirana| 2 S Godine gz 82 Kosigi =9 A

siarosti 2 8y [ OHO =3 starosti L e S8y erigirana RN

S N | satakto- Bz o G=om N | sa fakto- Eo S
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EEE A= EEREY 4%8

x/x+1 hig 1 plk S(Pp,) | zz+1 Dt pik S(Pp,)
0,0- 0.9 | 3590871 4809785 1001551 35,0-35,9 | 1229 581 | 1 335 050 20928
lo- 1,9 12589320(3168139| 280814 36,0-36,6 { 1 208 653 | 1 310477 18074
2,0- 2,6 | 2308506 2757742, 162101 37,0-37,4 |1 189579 | 1 288 120 18 594
3,0- 3,9 12146405 | 2529646, 115177{ 38,0-38,¢ | 1 170985 | 1266 340 - 18546
4,0- 4,5 | 2031228 | 2371268 87 6981 39,0-39,¢ | 1152439 1244 669 22541
5,0- 5,5 1943530 2252585 60 420 | 40,0-40,9 ‘ 1129898 |1 218482 24 922
" 6,0- 661883110/2172485 ‘ 51834 41,0-41,§ ' 1104 976 ' 1 189 553 17032
70- 7611831276 (2103464 40149} 42,0-42,5 1 1 087 944 - 1169 832 19755
8,0- 8,4:1791127|2050752; 31833} 43,0-43,9 |1 068189 1 146987 17178
9,0- 9,9 | 175920412009 244 26 470| 44,0449 | 10510131127 212 21 239
10,0-10,9 | 1 732624 { 1974728 22901 | 45,0-45,9 1029774 1102778 23138
11,0-11,4 {1709 923 | 1 945 084 19496 | 46,0-46,9 | 1 006 636 | 1 076 271 19 281
12,0-12,9 16904271919 849 18510 | 47,0-47.9 | 987 355 | 1 054 303 19 644
13,0-18,9 ‘ 1671917 | 1896 027 16 600 | 48,0-48,9 | "967 711 ;1032005 19 5564
14,0-14,5 "1 655317 1 1 853 658 16 870 49,0-49.5 | 948157 | 1 009 859 24 947
15,3-15,9 163844718325101 18125} 50,0-50,8 | 923210| 981616 30575
16,0-16,9,1620322 11809809, 191501 51,0-51,9 1 897635| 047003 20791
17,0-17,4 11601172 1786030| 20870( 52,0-52,9| 871844| 923759 24 849
18,0-18,4 1580302 1759 998 22538 | 53,0-b3,9 | 846095| 895912 23 668
19,0-19, 1557764 ‘ 1732004 225841 54,0-54,6 | 823327| 869497 25 906
20,0-20,5 1 1 B35 180 11704051 | 235031 55,0.55,5| 7974211 8408629 30 220
21,0-21,5 | 15611677 ;1675174 21374 56,0-566,9 | 767201 | 807155 28 595
22,0-22,9 | 1489303 | 1648 748 229257 67,0-57,9 | 738606 775602 26189
23,023,611468046 1621434 215241 58,0-58,5 | 712417 | 746768 26613
24,0-24,5 | 1446522 )1 595018 22757| 59 0-59,5 | 685804 717593 32238
25,0-25,5 [ 1423765 ‘ 1567 333 219941 60,0-60,5 | 653566 682362 43882
26,0-26,3 11401771 1540577 2041971 61,0615 609684 634691 25881
27,0-27,9 13813521515 970 19964} 62,4-62,9 583803 606675 | 30289
28,0-28,9 | 1361 388 | 1491 932 19160 63,0-63,9 | 553514 | 574006 29 284
29,0-29,9 | 1342228 [ 1468 842 19853 64,0-64,9 | 524230 | 542 5669 32655
30,0-30,5 | 1322375 1445061 22413 65,0-65,5.] 491575| 507668 36 603
31,6-31,9 ;1299962 . 1 418 398 16268} 66,0-66,5 | 454972 468705 29 684
32,0-32,9 ‘ 1283694 1399121 18457 67,0-67,¢ | 425288 | 437269 30 304
33,0-33,5 11265237 1377204 16 608 | 68,0-68,9 | 394984 | 405278 28 257
34,0-34,9 11248629 1 1 357 500 190481 69,0-69,¢ | 366727| 37556911 29688




Tablica 9.a (nastavak)

x/x-+1 DH DEE | S(Pp,) | xxtl p¥ L - S

x

70,0-70,9 | 337039, 344515 421921 85,0-85,9 32320 32385 8180
71,0-71,9 | 294847 | 300558 24049 | 86,0-86,9 24140 24176 5 806
72,0-72,8 | 270798 275621 26 289 | 87,0-87,9 18 334 183562 4071
73,0-73,9 | 244509 | 248434 25115 88,0-88,9 14 263 14271 3420
T4,0-74,9 | 219394 | 222554 24 737 89,0-89,9 10843 10 848 2487

75,0-75,9 | 194657 197 141 27 894 | 90,6-90,9 8 356 8359 2 846
76,0-76,9 | 166763 | 168584, 21 937{ 91,6-91,5 5510 5512 1110

77.0-77,9 | 144826| 146200  18489] 92,0-92,¢ 4400 4401 969
78,0-78,9 | 126337 127355 1 18939} 93,0-93,9 3431 3432 698
79,0795 | 107398 108112 . 153891 94,0-94,9 2733 2734 €09
80,0-80,9 92 009 92536 21015 95,0954 2124 2124 631
81,0-819 70 994 71308 10410} 96,0-96,3 1493 1493 419
82,0-82.9 60 584 60815  10980{ 97,0-97,¢ 1074 1074 270
83,0-83,3 49 604 49763 | 8763} 98,0-98,3 804 804 238
84,0-84.9 40 841 40 947 | 85211 99,0-99,9 566 566 | 170

‘ i 100,0- | 396 396 396

U grafu 3. usporedujemo aktualne vrijednosti za e sa homo-
lognim vrijednostima, izracunanim po izvornoj Halley-jevoj me-
todi (e‘:H) i po korigiranoj Halley-evoj metodi (egl{). Usporedenja
odnose se na USA, na Hrvatsku-Slavoniju i na Haloze. MoZemo
zakljuciti:

a) aktualizirane vrijednosti (e‘jk) bolje akomodiraju na aktualne
vrijednosti (¢?) nego 1i one, izra¢unane po originalnoj Halley-evoj
metodi (e} ), $to znati, da imade postupak za konstrukciju kori-
girane H. populacije svoje znafenje (usporedite na grafu 3.
krivalju 1. s krivuljom 2. te krivulju 3. s krivuljom 4.);

b) aktualizirane vrijednosti ¢ daju prema ¢’ toliko bolje re-

zultate, §to je racunano razdoblje, kao jedinica, vete; e° -;éf .
*k
100 je, naime, kod podataka za USA manja, a kod podataka za
Hrvatsku i Slavoniju vec¢a; kod USA radi se o 10-godi$njem, a
kod Hrvatske i Slavonije o 53-godisnjem razdoblju (usporedite
na grafu 3. krivulju 5. s krivuljom 6., ev. jo§ krivulju 5. s kri-

vuljom 7.);
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Tablica .b

Tablica rednica umiranju za Hrvatsku i Slavoniju, 1874.—1926.*
Aktualizirana tablica

Godine
starosli

jednogodi-

inje dobne skupine
dobne skupine

Na 1000 stanovnika
akiualizirane popula-
uniralo je (iz kol. 3)
Broj precstalih Zivih
kod svake jednogodi-
od 108.000 podetnih
Broj umrlih u pojedi-
noj dobnoj skupini
iz kolone I,

Srednji broj preosta-
lik Zivih iz kolome Iy
Zbroj srednjeg broja
sivih u svakoj
Qdnos srednjeg broja
%ivih prema broju
umrlih

Obrok umiranja na
1000 csoba iz skupine
preostalih Zivih
Koliko se godina zivo-
ta moZe jo& nadati
svaka god. skupina

Zivorodenih
dobnoj skupini

cije
Snje

=
=4
a8
©

x/x+1 | 1000q,
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O,0- 0,9 208,23 100000 |20823}89588 (2971337 4,301 33,65[29,71
lo- 18 88,64 79177 7018756682881 748 10,78 27.48(36,40
20- 2.9 58,78 72159 424217003812806080| 16,561| 2572(38,89
3,0- 3,8 45,53 67 917 300216637112736042) 21,46| 24,82(4028
4,0- 4.9 36,98 64 825 2397163626 |2669671| 2654 24,28141,18
5,0- 5.8 26,82 62427 1874]1861590]2606045| 36,78 23,95{41,75
6,0- €3 23,86 60 753 1450160028]12344455] 4141| 23.88(41,88
7.0- 79 19,09 59 303 1132158738]2484 4261 51,89 23,87[41,89
8.0- 8.9 15,52 58 172 903 |67 720] 2425639 6392 23,98(41,70
90- 93 13,17 57 269 764156801 (2367 969 75,41 24,18)41,35
10,0-108 11,60 56 514 65556 1862311077 8573 24,45(40,89
15,0-15,3 2,89 53 752 532153526{2035 714 ] 100,60| 2642(37,84
20,0-20.3 13,79 50 743 70015039411 773995| 72,00| 28,60)34,96
256,0-25,9 14,03 47 405 665 (4707211528643 70,76} 31,01|32,26
30,0-30.9 15,51 44 321 687143 97711299478 6397 34.11129,32
35,0-35,9 15,68 41 461 650141136)1085205] 6329 3321)26,17
40,6-40.9 20,45 38 349 784137957| 8855791 4839| 43,30(23,09
50,0-50,§ 31,15 31762 98931267 | 5344661 3161 59,43}16,83
60,0-60,9 64,31 22 893 1472]122157] 259584| 1605] 88,19}11,34
70,0-70,9 | 12247 12 066 1478|111 327 86 204 7,67(138,97| 7,14
80,0-80,9 | 227,10 3353 7621 2973 14 585 3,901229,93( 4,35
90,0-90,9 } 340,47 307 104 254 930 2,441312,77] 3,20

* Neskraéena tablica moZe se vidjeti kod autora.

¢) za Haloze nemamo aktualnih €?, ve¢ samo aktualizirane
(€2 ); one odgovaraju akomodaciji vrijednosti efH na e za Hrvat-
sku i Slavoniju; s obzirom na veée razdoblje (100 godina), aktu-
alizirani podaci za Haloze se vjerojatno bolje priblizuju aktualnim
vrijednostima za €? nege oni za Hrvatsku-Slavoniju (53 god.);
pribliznu sliku dobivamo usporedenjem akomodacija e] na e}

obiju geografskih jedinica.
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Usporedenje funkcija e, egl‘_ ie~

Tablica 10.

(Sanse na Zivot)
za USA 1901./10, te za Hrvatsku i Slavoniju 1874./1626.

H

Dob u

USA, 190L,—1910,, m., bijelc

Ako je

Hrvatska i Slavonija 1874.-—192B.

&Ako je aktualni

o Aoko je akiualni Ako fe
odiname : iz. i o . iz.

gsx‘:‘ms“ Akm(u)lni al}i\zkifr‘clx-m Halfaoyﬁu ;e“' - 190, onda je :f"ufl;ao‘ Aktaalui Azlii‘;ilil- qulpeoy-ju eﬁilq& onf‘i’i :%Iu,al;:ol

&Y o 0 aktuali- B3 e’ o 0] aktuali- | h
* e.r,‘ exH zirani e’ . onda je x exk exH zizani e = onda je
x/x+1 e! = “h e = el = o e? =
£ v £ %,
1 2 3 4 5 8 7 8 g 10 1 12 13

0,0 49,32 45,99 38,31 93,25 77,68 83,30 33,69 29,71 24,87 88,19 73,82 83,71
Lo 55,48 51,63 46,84 93,06 84.43 90,72 41,42 36,40 33,30 87,88 80,40 91,48
2.0 56,19 52,56 48,35 93,54 86,05 91,99 43,68 38,89 36,29 89,03 83,08 93,31
3.0 55,97 52,44 48,50 93,69 86,65 92,49 44,76 40,28 38,00 89,99 84,90 94,34
4.0 55,46 52,03 48,23 93.81 86,96 92,70 45,33 41,18 39,12 90,84 86,30 93,20
5.0 54,62 51,44 47,75 93,83 87,10 92,83 45,87 41,75 39,86 91,62 87,47 95,47
6.0 54,11 50,77 47,16 93,83 87,16 92,89 45,45 41,88 40,13 92,15 88,29 85,82
7,0 53,34 50,04 46,51 93,81 87,19 92,94 45,21 41,89 40,26 92,66 89,03 96,08
8,0 52,54 49,26 45,79 43,76 87,15 92,96 44,82 41,70 40,14 93,04 89,56 96,26
9,0 51,71 48,46 45,03 93,72 37.08 92,92 44.32 41,35 39,86 93,30 89,94 96,40
10,0 50.86 47,62 44 24 93.63 86,98 92,80 43,79 40,89 39,46 93,38 90,11 96,50
15,0 46,50 43,32 40,11 93,16 86,26 92,59 40,22 37,84 36,60 94,08 91,00 986,72
20,0 42,39 39,37 36,40 92,87 85,87 92,46 36,86 34,96 33,88 94,85 91,92 96,91
25,9 38,69 35,86 33,20 92,90 86,03 92,61 33.77 32,25 31,34 95,50 92,80 97,18
30,0 34,80 32,46 30,14 93,27 86,61 92,85 30,64 29,32 28,65 95,69 93,18 97,37
35,9 31,12 29,18 27,16 83,77 87,27 93,08 27,28 26,17 25,26 95,93 92,59 96,562
40,0 27,55 26,08 24,37 94,66 88,45 93,44 24,04 23,09 22,56 96,05 93.84 97,70
50,0 20,59 19,83 18,72 96,79 90,92 93,93 17,46 16,83 16,47 96,39 94,33 97,86
60,0 14,17 14,06 13,23 99,22 93,37 94,10 11,61 11,34 11,14 97,67 95,95 98,24
70,0 8,96 8,82 8,56 98,44 95,54 97,05 7.12 7,14 7,07 | 10028 99,30 99,02
80.0 5,07 5,08 502 | 100,20 99,01 98,82 4,26 4,35 4,33 | 102,11 ] 101,64 99,54
90,0 2,90 3.08 3,07 {10621 [ 105,86 99,68 2,66 3,20 3,17 | 120,30 | 119,17 99,08

* Originalni podaci, neskraceni, mogu se vidjeti kod autora,




Tim dedukcijama (tabl. 10. i graf 3.) dovoljno je jasno do-
kazano, da postavijena korekcija H. populacije za racunanje
tablica rednica umiranja daje to¢nije i aktualnom vremenu
bliZe vrijednosti negoli originalna H. metoda, te da u velikoj
mjeri eliminira upliv dobne strukture (bioloski tip) umrlog

ool AKOMODACIDA AKTUALNIH ¢

MA el IZRACUNATI PO HALLEY-euo) /2%, | PO MORIGIRANGD HALLEY-00c) |
HETOD /o3, / |
|
H

Grafikon 3.

pudanstva. RjeScenje postavljenog zadatka ipak nije moglo biti
zakljuteno bez ostatka; daljnjem radu ¢éc preostati, da se nade
jo§ bolja metoda za odredivanje korekeijskih faktora, ¢ime bi
se i ostale funkcije tablice rednice umiranja mogle dalje pri-
bliziti vrijednostima, dobivenim na osnovu aktualnih populacija.

Pregled

Pri svrietku ove studije bit ¢e dobro da dademo — bez
obzira na genezu istrazivanja — kratak pregled njezinih bitnih
momenata,

Prilikom raznih statistickih ispitivanja materijal nije uvijek
tako prireden, da bi se iz njega mogle sastavljati tablice red-
nice umiranja, koje bi imale aktualno znalenje. Ovdje je iznijet
slutaj, gdje su kao osnova za sastav tablice slijede¢a dva
clementa:
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1. dobna distribucija zbroja umrlih odredenog razdoblja,

2. zbroj zivorodenih u razdoblju kao kod umrlih.

Vidimo, da nema onog elementa, koji je takoder potreban
za sastav aktualne tablice rednice umiranja, naime, dobne di-
stribucije populacije, koja joj pripada.

Iz dobne distribucije umrlih dade se sastaviti populacija,
kao $to je to u¢inio Halley za grad Breslau za razdoblje 1687.—
1691., kad je sastavljao prvu tablicu rednicu umiranja. Metodu
njegovog rada iznijeli smo na prakti¢énom primjeru u tablicama
1. i 2. Uzeli smo zbroj umrlih u jednom stolje¢u (1831.—1930.)
u Halozama, uvazivsi njihovu dobnu strukturu u tom stoljecu.

Zovimo zbroj svih umrlih = § (d)) = 17
0
Znak d je znak za zbroj umrlih u pojedinoj dobnoj skupini.

Zbroj svih umrlih S (d)) je ujedno potetni &lan ovako jzgra-
o

dene populacije, naime I¥. Budué¢i da je Halley bio medu pr-
vima, koji je sastavljao na ovaj nadin osnove za tablice rednice
umiranja, uveli smo kraticu i smatrali 1} prvim ¢lanom »Halley-
eve« populacije. Daljnji ¢lanovi Halley-eve populacije dobiveni
su odbijanjem umrlih po dobnim skupinama tako, da je na pr.

1 — =11

Visegodi$nje dobne skupine umrlih, iz kojih je bio sa-
stavljen niz brojeva kolone d, rastavili smo na jednogodiinje
dobne skupine grafi¢kim putem i to iz grafa za Halley-evu
populaciju (@%).

Originalna Halley-eva populacija upotrebljiva je i daje
osnovu za aktualne tablice rednice umiranja samo u iznimnom
sludaju, naime, kad je populacija stacionarna. Taj se sludaj
desava u prirodi, gdje je sve u gibanju, vrlo rijetko, ili jos
tocnije, takav je slucaj upravo izuzetak. U prirodi je pucanstvo
progresivno ili regresivno, treée je, da se pudanstvo priblizuje
stacionarnosti. Opcéenito uzeto, pulanstvo je progresivno, kad
je broj rodenih veéi od broja umrlih, a regresivno, kad je broj
umrlih veéi od broja rodenih. Prvo je danas ce§éi slucaj na
selu, a drugo u gradu. Mozda bi se Halley-eva originalna me-
toda mogla u vefoj mjer primijeniti za gradove, jer bi se
slucaj pribliZavanja stacion:rnosti naSao prije nego na selu.

To nam je dalo povoda, da uvazimo jo$ zbroj Zivorodenih —
pogotovu, gdje takav podatak postoji — te da pristupimo ko-
rekciji Halley-eve populacije.
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Odnos zbroja zivorodenih i umrlih istog razdoblja daje nam
prvi ¢lan korekcijskog faktora H. populacije (16093 :11796 =
100 : 73,3). Na temelju prvog ¢lana smo odredili ostale ¢lanove
najprije graficki, kako nam to prikazuje graf. 1. Umjesto linear-
nog gibanja korekecijskog faktora, koji se s porastom starosti
giblje u konkretnom sluéaju od 73,3% prema 100%, uzeli smo
strukturu u H. populaciji kao mjerilo za gibanje korekcijskih
faktora. Sto se vise iscrpljuje brojéana snaga H. populacije, to
se ja¢e smanjuje upliv broja rodenih i to se viSe pribliZzuje li-
nearnom pravcu gibanja.

Radunanje ¢itavog niza korekcijskih faktora teklo je nakon
odredivanja prvog ¢lana po formuli:

. 100 — k.
kx=kx—1+dx—1'“-l?f—_l D -3
a—1

Tu znac:i '
k, =korekcijski faktor za dob =,
k,_, = korekcijski faktor prethodnog é¢lana, t. j. za dob x—1

d,_, = broj umrlih u dobnoj skupini prethodnog Zlana,

1#_, = Halley-eva populacija u dobnoj skupini prethodnog &lana.

Kratica je uvedena za formulu:

x—1 lH i g1

t. j. diferencija od k od x—1, $to znaéi diferencija korekcijskih
faktora sadanjeg (x) i prethodnog (x—1) ¢lana.

Racunanje prvog korekecijskog ¢lana, kako smo ga konkret-
no izrazili gore, ima formulu:’

T l(l;’ 1NN AY
Ry == xuu......-..“/
T
Tu znaci:
k, == prvi ¢lan niza korekcijskih faktora,

l‘f,’ = prvi ¢lan niza jednogodi$njih dobnih skupina Halley-eve
populacije, ‘
r == zbroj rodenih ispitivanog razdoblja.

Tablica 3. prikazuje nam na primjeru Haloza za 1831.—1930.
godinu, kako se korigira Halley-eva populacija; u toj izvedbi
dodani su svi navedeni elementi, naime, 1%, d , k,. U istoj
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tablici nalazi se i korigirana Halley-eva populacija, koja je
dobivena formulom:

R N )

£l

Time smo postavljeni zadatak rijesili. Preostaje nam da
verificiramo korekciju Halley-eve metode.

Najprije smo usporedili efekt naSe korekcijske metode sa
efektom Halley-eve metode. Izraéunali smo po obim metodama
tablice rednice umiranja za Haloze za stoljece (1831.—1930.),
od kojih nam je prva korigirana metoda dala aktualizirane
rezultate (tabl. 5.), a druga, originalna H. metoda vrijednosti
(tabl. 4.), za koje se ne moZe tvrditi, da su dovoljno to¢ne.
Isporedivale su se samo funkcije e? kao najdotjeraniji izraz
tablica rednica umiranja. Uzelo se, da su pojedini ¢lanovi
funkcije e? aktualizirane tablice, t. j. e;’k = 100; zatim se
pitalo, koliki je odgovarajuéi iznos izvorne, »Halley-eve« ta-
blice, naime, e} . Odgovor daje tablica 6., gdje su vrijednosti

0
100 - —*. Medu inim, daje nam odgovor i graf. 3.
o .

Rezultat je, da originalna Halley-eva metoda daje vrijed-
nosti za €2, koje se odvajaju od aktualiziranih, polev sa devi-
jacijama od 14% (1. &lan) pa sve na manje (2. ¢lan je 9%,
3. tlan 8%), dok ne postignu 100%, t. j. devijaciju od 0%.

Zbog eliminiranja svake zabune u prosudivanju i tumatenju
rezultata naSe korekcijske metode uéinili smo za daljnju veri-
fikaciju jo$ dva pokusa. Prvi je pokus izvrien s ameri¢kim
materijalom, za koji je aktualna tablica ve¢ publicirana (USA,
1901./1910., muski, bijelci — radunata po Gloveru), dok je
drugi pokus ufinjen s domaé¢im materijalom (Hrvatska-Slavo-
nija, 1874.—1926., oba spola).

Najprije smo iz jednogodi$njih dobnih skupina zbroja
umrlih sastavili Halley-eve populacije za obje skupine (za
Hrvatsku-Slavoniju v. tabl. 9., kolona 2.; za USA podatke
nismo iznijeli). U daljem toku rada smo izrat¢unali korekcijske
faktore za USA i Hrvatsku-Slavoniju, koje smo prikazali ta-
blicom 7. i grafom 2. Iz njihovog gibanja opravdano naslu¢u-
jemo — zakljuéiti jo§ ne éemo —, da su velika razdoblja manje
potrebna korekcije nego malena razdoblja.
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Najzad smo izracunali slijede¢e tablice rednice umiranja:

1. aktualiziranu, za USA (v. tabl. 10., kol. 3.),

2. po originalnoj Halley-evoj metodi, za USA (v. tabl. 10,
kol. 4.),

3. aktualnu, za Hrvatsku-Slavoniju (na danas uobicajen
nadin iz podataka o popisu pulanstva i broja umrlih;
v. tabl. 8.),

4. aktualiziranu, za Hrvatsku i Slavoniju (v. tabl. 9.),

5. po originalnoj Halley-evoj metodi, za Hrvatsku i Slavo-
niju (v. tabl. 10. kol. 10.).

Iz njih smo usporedivali samo funkcije e? i to:

a) aktualne s aktualiziranima (e? i e;’h),

b) aktualne s Halley-evima (e] i ] ),

¢) aktualizirane sa Halley-evima (e:ki egH),
Sto se vidi iz tabl. 10. i grafa 3.

Zakljucak

Na temelju ovih ispitivanja zakljuujemo, da je primjena
korigirane H. metode kao osnove za sastav aktualiziranih ta-
blica rednica umiranja opravdana prvenstveno tamo, gdje
raspolaZemo s distribucijom umrlih po dobi kroz §to dulji
period vremena, na pr. za nekih 100 godina, time, da istodobno
znamo i za zbroj Zzivorodenih u istom razdoblju. Metoda ko-
rekcije je to manje primjenljiva, $to je razdoblje promatranija
kracée od 100 godina, odnosno tamo, gdje se mozZe upotrebiti
aktualna metoda.

Mnoge naSe Zupe raspolazu s podacima o rodenima i umrli-
ma, koji se odnose na zadnjih 200 godina i viSe. Stoga ¢e nam
diskutirana metoda, u pomanjkanju ostalih demografskih poda-
taka, napose popisa puanstva, moé¢i da posluZi za ispitivanja
nasih seoskih prilika u raznim predjelima naSe zemlje. Napor,
koji se ulaze za sastav pojedine tablice, nije tako velik, da ga
pojedini ispitivaéi ne bi mogli podnijeli, a i rezultati napora
bi odgovarali uloZenom trudu.
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Najzad je korigirana H. metoda vrlo prikladna za uspore-
divanja prilika u pojedinim stoljeéima medu sobom, uzevsi
stoljete kao cjelinu. Prednost ispitivanja jednog stoljeta kao
cjeline bi bila prije svega u tome:

1. $to takvih ispitivanja do danas jo§ nema,

2. 5to bi time radirili na¥ horizont na veta razdoblja,

3. 8to bi ekstrapolacija sekularnih podataka za buduée gi-
banje znadila mnogo viSe nego oni podaci, s kojima raspolaZe-
mo danas.

Rezultati, koje nam moZze donijeti korigirana Halley-eva
metoda, pribliZuju nas brzim koracima onim visokim moZda
i najviSim ciljevima, koje Zelimo postiéi statisti¢kim prouéava-
njima, naime, da moZemo na velika vremenska razdoblja pred-
vidati sklop dogadaja, koji se kriju iza statisti¢ki promatranih
gibanja kvantitativnih vrijednosti.

6 Rad Jugosl. Akad. 271 81






Dr. ing. DANILO BLANUSA

JEDNA VRST INTEGRALNIH TEOREMA
BESSELOVIH FUNKCIJA

RAZNE RELACIJE 1ZMEDU BESSELOVIH FUNKCIJA

U ovom se dijelu nastavlja izlaganje pomo¢nih stavaka po-
trebnih za kasnija razmatranja. Najprije éemo podsjetiti na neke
poznate relacije izmedu Besselovih funkcija i zatim razviti niz
novih relacija za te funkcije. Smatramo, da vecéina tih rezultata
zasluZuje i samostalan interes bez obzira na njihovu kasniju
primjenu.

1. Nekoliko temeljnih relacija izmedu Besselovih funkcija

Definiramo funkciju 4. (z) ukljuéujuéi slu¢aj, gdje n ne mora
biti cio pozitivan broj, veé¢ mozZe biti bilo kakav kompleksan broj
s izuzetkom cijelih negativnih brojeva:

4@ =Te+n(g )~an @ =2 WTP(”S:;?LU (;)2 )

re=1

Zbog faktora I' (n + 1) funkeija bi za cijelo negativno n postala
neizmjerna, dok naprotiv definicija za J.(z)

0

_ (17 (e
Iu(2) = Z T (mEr+1) (?) @

[

vrijedi i za taj slucaj, ako se uzme u obzir, da otpadaju ¢la-
novi, za koje je gama-funkcija u nazivniku neizmjerna. Lako
se iz toga razabira, da je za cijelo n

Jn (@ = (1" 1a(2), 3
kako je to dohro poznato.
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Iz poznatih relacija?

2
It @ = 2T (@) — T (), @)
G 1@ = T @) 5
dz 4 n 2} = -4 n41 (2 ( )
lako je s pomoéu (1) izvesti nekoliko relacija za funkeije 4. (2):
T YRy Y ) I

A1 V@) = 220D T4, V@) — 4u 1 (VF@)] O

cf(z)
d _ iz -
P A, (c2) = — 1) Ang1(cr) (8
4 Ty ¢ df(e) —
1z A4, (cVi@) = i+ ds Mg (V@) (9)
Iz (8) i (6), odnosno iz (9) i (7) proizlazi:
’;Z A, (c2) = — _233 (4, (c2) — Api1 (c2)] (10)
d o
& A eV @) = - ;f(z) [A V7 @) — Aaes (VF@)]. (1D
Spominjemo jo§ formule?
T (@) = — 1; Jo@ +Je 1 (2) 12)
Tol@ = D 0n @ —dni1 () (13)

i Besselovu diferencijalnu jednadzbu?®, koju zadovoljavaju funk-
cije Jn(2):

pTU LW e s
A

1 G. N, Watson: A treatise on the theory of Bessel functions, Cam-
Dbridge, University Press 1922, § 32 (str. 45). Ovo ¢emo djelo kratko ci-
tirati sa »Watson«.

t Watson, 32 (3), (4).

® Watson, 3'1 (1).
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Sve ove formule nije teSko provjeriti uvritenjem izraza (2),
a one vrijede za bilo kakvo kompleksno n, s izuzetkom nega-
tivnih cijelih vrijednosti od n u formulama za funkcije 4, (z).

Dajemo jo§ izvod jedne dalje relacije, Uvrstivii u (14) J.(2)
odnosno J._., (z) dobijemo:

22 (2) + 20 (@) + (—n) I () =0 (15)
2 _a@ 2l @ F -2 (2 =0. (16)

PomnoZi li se (15) sa J_—, (2), (16) sa J.(2) i odbiju li se dobi-
vene jednadzbe, moze se rezultat pisati u obliku

%- 1@V @—T . @ 7. =, an

dakle* .
21 @T w@ T @I =C. (18)

Uvrstenje izraza (12) i (13) daje

z{J,. @) [Z—L n @ T (z)] () [g 7, (z)—ml(z)]} -

=z[lhp1 @DT @D+ T 1D L] =C. 19)

Prema (2) vrijedi:
(@) = (g) [’TR‘%ZJT + 0(22)] (20)
son@ = (5" [ gy o] @1
T = (;)_ [1,(:11:3 + O(z?)] (22)
Ia@=(3) I[T(‘_l_—;d + o<z?>]. (23)

* Watson, 3’12 (1).
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Uvrste li se ti izrazu u (19), to izlazi:

22 1
2nt1 @@ =T () () = [r(n+z)1’(—n+1)

1 2
+ 0|+ 2 prr e 0@ = rarp e T O @9

Prema t. zv. drugom svojstvu gama-funkcije moZemo pisati
2 __ 2sin[n 4 1) 7
I'm+1D)I(—mn) — 7 ’

gdje ne treba izuzeti cijele vrijednosti od n, jer za te vrijednosti
obje strane od (25) iScezavaju.

Stavimo li u (24) z = 0, to je time odredena konstanta C u
(19), pa izlazi®

2[Tnt1@ T 0@ + Tn1 (D Ta ()] =

(25)

2 sin [(nn—{» 1)_71‘ 26)

Ta relacija vrijedi dakle i za cijele vrijednosti od n, 8to se u
ostalom uvida lako i grani¢nim prijelazom, kod kojega n tezi
cijeloj vrijednosti, ili primjenom formule (3).

2. Lommelovi polinomi i relacija izmedu triju
Besselovih funkcija
Za t. zv. Lommelove polinome daje Watson ovaj izrazé:

[ﬂ (=1 (m—m)! T (v ( > m+i 27

Ro.n@) = 22 BT 1(@ Fn)
gdje drugi indeks » moZe znatiti bilo kakav kompleksan broj,
dok je m cio'pozitivan broj ili nula. Za sluéaj negativnog cijelog
» napominje se, da po potrebi treba u jednom dijelu polinoma
zamijeniti kvocijent

E(wj— m—mn)
L(v+n)

kvocijentom (—1)™ *’1‘%1“_1{_)1) :

5> Watson, 32 (7).
¢ Watson, 961 (3); Lommel, Math. Ann. IV. (1871) str. 108—111; Ar-
chiv der Math. und Physik XXXVII (1861} str. 354—355.
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Za negativne cijele vrijednosti prvog indeksa definiraju se

Lommelovi polinomi s pomoé¢u relacije’
R-m,1v(2) = (- 1)m_lRm—2,2~—v(z) (28)
s dodatkom R—1,,(2) = 0 (28a).

Mi éemo izrazu (27) dati takav oblik, da ¢e svi spomenuti
sluéajevi biti obuhvaéeni. Osim toga ¢emo promijeniti oznaku
tako, da éemo staviti Rp,» = My tm,o—1 (29).

Neka su dakle a, b dva kompleksna broja, kojim je razlika
realan cio broj, i neka je

r = la—b| (30), sgn (a7—~ b) = 'q';b . (31)

Dalje se sluzimo oznakom
(a)lliza(a+l)(a+2)(a+m—1)} (a)():lx (32)
za koju otito vrijedi (@)m = (— 1) (—a—m -+ 1, (323).

Onda zovemo Lommelovim polinomom izraz

r— 1 1 J—
Y —Y (“ig Lfn 1), 2
Ma, s (2) = sgn{a—Db) 2 \—Zu =T
oo = 1y —9n—1)!
] ( 5 ) n!{r—2an—1)!
S obzirom na to, da je
fr—n—1! _ o n
r—on—1)i (r—2n), , (33a)

moze se taj izraz pisati i ovako:
4] I N

[TJ (— 1" (r—2n), <(L{ g»—l +n 1)
M, » (z) = sgn (a—Db) Z -

= r—2n-—1
P Bt

Za sluéaj r =0, t. j. a = b, mozZemo smatrati, da suma nema
uopée &lanova, pa staviti Mga (2) = 0 (34).

r— 9 —1

7 Watson, 963 (9), (8).
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U literaturi se susretu osim Lommelove oznake R, , jo§ dvije
oznake za te polinome, i to Nielsenova® R”™ i oznaka P,,, koju upotre-
bljavaju Graf i Crelier®.

Te razne oznake povezane su medusobno formulama

Rm,w = Rv*l'm = P:'n-l == Mm+1','v——l (35)
Rv' "= P:;l = Rm,v+l = Mm-[—a--i—l,v (36)
ba—b-—1

May» =Ra—_p—-1,841 =R :PZ_z,_l, 37

pri femu smo za krace pisanje ispustili argumenat z, $to éemo uéiniti
i u mnogim daljim formulama. Vidi se, da se Nielsenova i Graf-Cre-
lierova oznaka uopce bitno ne razlikuju, a u Lommelovoj je samo jedan
indeks promijenjen za jednu jedinicu. Na%a je oznaka naprotiv bitno
drukéija.

Jedina je prednost starih oznaka po naSem misljenju ta, da jc jedan
indeks realan cio broj, dok drugi smije biti bilo kakav kompleksan
broj, $to se moZe u oznaci dovesti do izraZzaja time, da se za cijeli broj
pisu slova n ili m, koja ponajvise sluZe za takvu svrhu, dok se za kom-
pleksni indeks stavlja koje gréko slovo. U naSoj novoj oznaci oba su in-
deksa opéenito kompleksni brojevi, ali se mora jednom za uvijek is-
taknuti, da im razlika moze biti samo realan cio broj (ukljuéivo nule).

Prednosti nove oznake nastojat ¢emo pokazati usporedbom
niza najvaznijih relacija za Lommelove polinome pisanih sta-
rom Lommelovom i novom naSom oznakom.

Treba najprije provjeriti, da je definicija (33), (34) identi¢na
s definicijom (27), (28), (28a), ako se uzme u obzir (35) odnosno
37).

Uvrstimo dakle prema (37) u nasu definiciju 33) a =m + »
(38), b=w»-——1 (39) i pretpostavimo m + l=—a—b>0 (40).
Dobijemo

m
Z

Z (_l)nf,mz_")'(v+")“‘2" @D
(2). n!(m—2n)!

—

Mm+1',1'——1 (Z -

Prema (32) i (32a) je olito

—a--1)
a—m+1) 42)

@ = I, gy

% N. Nielsen: Handbuch der Theorie der Cylinderfunktionen, Teub~-
ner, Leipzig 1904. Ovo djelo éemo kratko citirati sa »Nielsenc,
? Watson, 962 na kraju paragrafa.
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Ako je a realan cio broj, to ¢e u sludaju —m +1 < a <0 (43)
gama-funkcije u nazivnicima od (42) biti neizmjerne, dok ¢e
brojnici biti konacni, tako da je lijeva strana jednaka nuli u
skladu sa (32). Za « < —m (44) imat ée prvi razlomak u (42)
neodredeni oblik & , dok ¢e drugi dati konagnu vrijednost, a
za a 2 1 (45) drugi ¢e razlomak u (42) imati neodredeni oblik
%, a prvi ¢e dati konaénu vrijednost. Dobijemo dakle
I'(—v—n-+1)

(1’—{-—7’1,)," 2n = T —‘_. ‘‘‘‘‘ - (_" 1)'"*2'L 717(—-1J——m+n+1) > (46)

gdje treba prema potrebi uzeti jedan ili drugi oblik, pa je time
dokazano, da je pod uvjetom (40) zaista Mm+s,»—1 = Rm,» (47),
kako to tvrdimo u (35).

Za m =—=-—1 (48), dakle prema (40) za a=="b (49), dobijemo
zbog (34), da je relacija (28a) zadovoljena.

Treba jo§ provjeriti, da se naSa definicija (33) slaZe sa (28).
U tu svrhu najprije primjeéujemo, da je u smislu (32a)

(5 ), s e (P ), 60)
Uvrsti li se to u (33) i uodi, da je
sgn (@ —b) — — sgn {(—a} — (—Db)], (51)
to se uvida, da vrijedi
Mab = (—1) Mg, —p. (52)
Stavimo sad a=-—m -+ » (53), b==v—1 (54), dakle
Mempr,pmy = (— 17" My 1. (55)
To bi u smislu (37) dalo
Rem» =(— D" " Rn_22-, (56)

5to je identiéno sa (28). Time je dakle dokazano, da je nasa
definicija (33), (34) Lommelovih polinoma identi¢na s defini-
cijama (27), (28), (28a), ako su oznake odabrane kao u relaci-
jama (35), (37).

Vidi se, da naSa definicija obuhvaéa u jednom obliku sve
slutajeve, a prednost nove oznake se veé o&itovala u prozirnoj
relaciji (52), koja u staroj oznaci ima pone$to ¢udni oblik (28).
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Jedan pogled na (33) dostaje, da se uvidi relacija
M, = — My, (57)
pa se u kombinaciji sa (52) moZe pisati

p= (— 1ot M, =M, = (— 1M, (58)

¢emu u staroj oznaci odgovaraju manje pregledne poznate rela-

cije’’) .
Ruv=(—1)""'"R_m—22—»=—R_m—2vtmt1 =

= (—1)" R, —r—m41. (59)

Poznato je, da se Lommelovi polinomi mogu shvatiti kao po-
opéene hipergeometrijske funkcije i to, ako upotrebimo Poch-
hammerovu oznaku

PFII (a[,az,---,ap,'Q[,@g,...,Qq,'Z) =

=

(@) (@)n - (B,
. 20 L0 (@) - (@0 =7 (60)

vrijedi')

R = 000 (3] (L5 i )00

pri ¢emu m ne smije biti negativno. Nije te§ko provjeriti, da
se taj red prekida poslije konaénog broja ¢lanova i da je iden-
titan sa (27). Za m'<C~—1 mora se najprije upotrebiti (28). Za
m -=-— 1 formula nije upotrebiva, a Lommelo\f polinom je pre-
ma (28a) jednak nuli.

Dajemo analogon formule (61) s nadim novim cznakama, 1

to u obliku, koji nije ograniten na m =0, t. j. na a
Taj oblik glasi:

- T z\ T — _
Mas = sgn (2=0) (2 rsz‘{f,,,b)r_l <727) o (2 271”‘ ’ ' TT;

10 Watson, 963 (10).
1t Watson, 961 (5).
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Nije tefko izradunati, da je ova formula za a—b = 1 istovjetna
sa (61), dok za a —b £ — 1 daje otito isto, §to bi dao analogni
izraz za M, ,, samo s protivnim predznakom, jer je u tom slu-

¢aju sgn (@—b)=-—1. To se slaze sa (57). Formula (62) ne
da se primijeniti jedino u sluéaju a =b, koji odgovara slu¢aju
m = - 1. Lommelov polinom je tada prema (34) jednak nuli.

Prelazimo sada na opéu relaciju izmedu triju Besselovih
funkecija, kojima se indeksi razlikuju za cijele brojeve. Watson
prvi daje tu relaciju u opéem obliku®®)

Jotn {2 Rpem—t,v4m+1 (@) + Jotp (@) Rmenet, v4n+1(2) -+
+J1'+m(2) Rn—p—-l,v+p+1 (2) =0. (63)

Watson dokazuje ovu formulu na temelju nekih relacija izmedu
Lommelovih polinoma. Mi ¢emo i¢i obratnim putom i dokazati
formulu (63) izravno potpunom indukcijom na temelju formule
rekurzije (4) za Besselove funkcije, a zatim iz (63) izvesti vrlo
jednostavno niz relacija za Lommelove polinome. Ovaj put je
radunski nesto dulji, ali daje bolji uvid u medusobnu ovisnost
tih raznih relacija.
Formula (63) dobiva u na$oj novoj oznaci pregledni oblik

J M, A+J, M, I M 0. (64)

eou ah ~

Upada u o¢i, da koeficijenat svake Besselove funkcije ovisi samo
o indeksima ostalih dviju Besselovih funkeija. To se¢ naravno
moze vidjeti i iz oblika (63), ako ga se pozorno pogleda. Drugi
i treé¢i ¢lan lijeve strane od (64) nastaju iz prvog ¢lana ciklié-
kom permutacijom indeksa.

Kompleksni brojevi a, b, ¢ moraju biti takvi, da su im razlike
realni cijeli brojevi ili nula. Ako je a==b = ¢, bit ée zbog (34)
sva tri koeficijenta jednaka nuli i relacija (64) postaje trivi-
jalna. Ako je na pr. a==b F ¢, (64) prelazi u

JaMa,r +JaMea =0, (65)

5to je zbog (57) ispravno. Mozemo dakle pretpostaviti
akbfcda. (66)
Osim toga ne Ce biti smanjenje opcenitosti, ako pretpostavimo
a—b>0, b-—c>0, dakle g—¢c> 0. (67)

13 Watson, 964 (8).
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M, =

, ¢

Me,a =

U protivnom slutaju postoji naime jo§ ovih pet moguénosti:

b—c¢>0, c—a>0, dakle b—a>0 (68)
c—a>0, a—b>>0, dakle c—b >0 (69)
b—a>0,a—c>0, dakle b—c >0 (70)
¢c—b>0,b—a>0, dakle c—a >0 (71)
a—c>0, c—b>0, dakle a—b>0. (72)

Vidimo, da uvjete (68) i (69) dobijemo iz uvjeta (67) ciklickom
permutacijom brojeva a, b, ¢, dok se uvijeti (70), (71), (72) dobi-
ju iz (64) necikli¢kom permutacijom, a medusobno opet prelaze
jedan u drugi ciklickom permutacijom,

Lijeva strana relacije (64) je invarijantna s obzirom na ci-
kli¢ke permutacije brojeva a, b, ¢, dok kod neciklicke permuta-
cije zbog (57) mijenja svoj predznak. Sama relacija (64) je dakle
invarijantna spram bilo kakvih permutacija brojeva a, b, ¢. Ako
dakle vrijedi koji od uvjeta (68) do (72), treba samo prikladno
permutirati oznaku brojeva a, b, ¢, pa ¢e u novoj oznaci uvjet
primiti oblik (67), pri éemu je relacija (64) zadrZala svoj oblik.
Mozemo se dakle ogranititi na sluéaj (67).

Stavimo 1i
p=ib—cl; g=lc—al; r=la—bl, (73)
to je prema (33)
(7] =D (p—n—1! ( b+c——“* +n+ 1),,_.2,._1
sgnb—c) Y (Z)Mn_l - (74)
n=0 = n! (p—2n—1)!
2
—1 pa——
e R e e L)
sgn {c—a) Z PO vw— - . (75)
n=0 (?) n! (g—2n—1)!

S obzirom na (67) mozemo sad uvrstiti u (74), (75), (33) za
p, q, r vrijednosti p—=b—¢, g—=a—c, r=a—2b (76) ¢ime
te formule prelaze u oblik
b—c—1
[=1]

M= ¥ (1P b—c—n- D! (c+n+ Do—cas

(17
, € 2z \b—c—2n—1
n=0 (~2—) n! (b—c—2n—1)!
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5]

Moo= Mai=— 3 (D (a—e=n=Dlctnt Daemtazi g
n=0 (%)a—c‘h"ln! (a—c—2n—1)!

(=]

Mo, = Z (‘U"({{jb*'ﬂ-l)!(b+n+1)a—b—zn_-1

Z \a—b—2n—-1} ’ (79)
n=10 (~2~) n! (@a—b—2n-—1)!
a relaciju (64) piSemo u obliku
JoMy, — Iy M, A+ I M, =0, (80

tako da je razlika izmedu prvog i drugog indeksa Lommelovog
polinoma u sva tri ¢lana lijeve strane pozitivna.

Uzmemo li za brojeve @, b, ¢ vrijednosti b -+ 1, b, b — 1, gla-
si (80)

Jopr My p =Ty My gy Jy My, = 0. (81

Lako se vidi, da je

b 2b
My, =M, ,=1 (82), Mytio = = T (83)
2

dakle

2b
Jb~t'-1 -

—dy A =0, (84)

§to je identi¢no sa (4). Formula rekurzije (4) Besselovih funkeija
prema tome je specijalan sluéaj relacije (80).

Opetovanom primjenom formule (84) lako je dobiti jedna-
kosti,

b(b+1 b+1
| A
B ;
b—1 b—1b
] Pt | AR B D)
2 3)
b—1 (b—1)b(b+1) 2b 1 b1
Jb+z — —Jh ’7“—-72‘ —T‘J’h_z*r(g’”
2 (2 3 2
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Buduéi da je
b

_I_
—
(=
—

Mb+2,b = PR (88) My yy = —:_—, (89)
2 2
Myyop-1= b(,bz+'21*)"‘ 1, (90 My i o™ (l?;_z 13b —1, (91)
(3) (5)
Myyops = b—1Db+1) _ 2 , (92)

LAY 2
(2) :
to su 1 (85), (86), (87) specijalni slucajevi relacije (80), pa ih
moZzemo pisati u obliku

Jyi2 My _1—J, Mb+2,b—l Iy My = 0 (93)
Jb+1 My s, M1 p_s + T,y Myjis = 0 (94)
‘Ib+2 M, _,—J, Mh+2. bz T Iy My, = 0. (95)

Na temelju (81), (93), (94), (95) provest ¢emo dokaz relacije (80)
potpunom indukcijom. '
Pretpostavimo, da za neko cijelo s = 1 vrijede relacije
J M —«1'—‘]be+.«,}:—-1_{‘ Ty M, » =0, (96)

b4 Mo, b bts,

Jb+s+1 My yoy— Mb+s+l,b—1 A dy Mb+x+1,b =0. (97)

Za s=1 te su relacije identi¢ne sa (81), (93) i prema tome
ispravne. DokaZemo li, da iz njih izlazi

Jb+s+’_' My, Mb+s+2.b~—-l ari Mb+s+2.b—1 =0, (98)

to smo time dokazali potpunom indukcijom, da (96) vrijedi za
svako s = 1),

13 Ovu relaciju daje i P, Schafheitlin: Die Theorie der Besselschen
Funktionen, Teubner 1908, str. 17 (6). I on provodi potpunu indukciju,
ali na ne$to druk¢iji naé¢in. Opéu formulu (80) ne izvodi, ve¢ samo spo-
minje na str. 19, da mora postojati linearna relacija izmedu friju Besse-
lovih funkcija, kojim se indeksi razlikuju za cijele brojeve, a koefici-
jenti relacije su cijele (racionalne) funkeije argumenta.
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Iz (81) izlazi

J b+s+1

etz o gsgt — +Jy4, =0. (99)

2
Eliminacija veli¢ina Jy, 1 Jy, ., iz (96), (97), (99) daje
b-t+s+1
z

‘Ib+.+2Mb.h—1_Jb ( Mb+s+1,b—-1_Mb+s,b—1) -+

2

b+s+1
+ I ( 2 My Mb+s,b) =0. (100)

2
Na temelju (77) daje jednostavan racun, da vrijedi
b+s-+1
p Mh+s+1,b——l_Mb+1,b—-1:Mb+x+?.,b—1' (101)
=

Kod provedbe verifikacije zgodno je u izrazu (79) kvocijent
faktorijela nadomjestiti prema
(a—b—n—1!

—b—2n—11 = @b 2, 102

kao §to odgovara formulama (33a), (33b), i analogno uéiniti u
svim sumama. Ne treba onda paziti na to, kolika je gornja gra-
nica u pojedinim sumama, jer ¢lanovi s prevelikim n sadrZavaju
faktor nula, pa automatski otpadaju. To vrijedi i za ostale veri-
fikacije u toku dokaza. .

Ako se u (101) pige b+ 1 umjesto b i s—1 umjesto s, do-
bije se

b-ts+1
z bst s T My s =My 0y (103)
2

Uvrsti 1i se (101) i (103) u (100), izlazi (98), pa je time dokazano,
da (96) vrijedi za svako s = 1.
Pretpostavimo dalje, da za neko s = 1 vrijede relacije

Jogs My yoa =y My 4 +Jys Mb+s,b =0, (104)
Jpqatr Moy = I My g o T s My gy, = 0. (105)
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Za s==1 ove su relacije identiéne sa (94), (95) i prema tome
ispravne. Moramo opet pokazati, da se moZe provesti povife-
nje od s.

Eliminiramo 1i iz (104), (105), (99) veli¢ine J,, 1 J, 4y,
dobijemo

bt+s+1
Jb+.+2 Mb,b—Z_Jb z Mb+a+x,b~z”‘Mb+s,b—-2) +
2
b+s+1
+Jb—-2< 2 Mb+.+1,b—‘Mb+:,b>:0~ (108)
2
Ako se u (101) piSe b —1 umjesto b i s -+ 1 umjesto s, izlazi
b+s4+1
2 Mb+_v+1,b—-2 "Mb+s,b—2 = Mb+a+2.b—2‘ (107
2

Uvrstenje izraza (107) i (103) u (105) daje
Jb+s+2 Mb, bz Iy Mb+u+2,b—-2 + Iz Mb+.+2,b =0. (108)
PoviSenje od s je time provedeno, pa je dokazano, da relacija

(100) vrijedi za svako s = 1.
Pretpostavimo sad, da za neko t = 1 vrijede relacije

Jb+s Mb,b—t—Jbe+s,b-—-t+Jb—th+-,b:0’ (109)

JorrMy o — I My, Iy My, = 0. (110)

Za t==1 te su relacije identi¢ne sa (96) i (104), koje su veé¢ doka-
zane. Treba pokazati, da je moguée poviSenje od t.
Iz (81) izlazi
J, b—t—1 7

R bermz = 0 11y

2
Eliminacija veli¢ina J,_, i J,_,_, iz (109), (110}, (111) daje

b—t—1 .
Jb+s (T Mb,b—t—-l - Mb, b—-t) -

2 /

b—t—1
—J, (h Mb+s,b~t—1 - Mb—{»-s,b——t) Iy Mb-l—s.b =0. (112)
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Analogno kao kod (101) mozZe se na temelju‘ (77) ratunom pro-
vjeriti, da vrijedi

b—t—1
Z My o =My, = My s (113)
2
Dalje, ako se pisu b 4+ s umjesto b i t 4 s umjesto t, izlazi
h—t—1
oz Myvibr = My T My (114)
2

Uvrsti 1i se (113) i (114) u (112), dobije se

Jb-{—x Moy o=y Mh—l-x.h—n—? + Ml:+x. » = 0. (115)
Time je poviSenje od t provedeno i dokazano, da relacija (109)
vrijedi za svako ¢t = 1. Buduéi da je {109) samo drukéije napi-
sana relacija (80), to je time cijeli dokaz proveden.

Zabiljezimo za nas najvaZniji specijalni slucaj relacije (64),
atojea=mn b=1 c=0:

Jn(2) = J, (2) Mu.o(z) — Jy (2) M1 (2) =

=J,% =D —s =Dl = Du—asmr

Sz

n—=2s—~1
= ("2) sl (n—2s — 1)

(s + 2202

o 2 (116)
520 sl (n—2s—2)!
Uvrstimo 1 .
G+ Doz = G L0620 s =0 D i
) . _ (n—s—1)!
(+2p—2s 27 (s+2)(13)...(n—s--1) =~ (s 1)1 . (118)
dobijemo formulu (116} u obliku
)
n@=i@ 3y — EVIeosmIi
= (E) T ) (a—2s—1)!
S L A—Y
—h@ 3 —s—=2ln—s—1)! (119)

= (g,_“l s1(s 1)1 (n—25—2)!

7 Rad Jugosl. Akad. 271
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Potpunosti radi navest temo vaini specijalni slu¢aj poluci-
jelih indeksa, koji se u literaturi izvodi neovisno od opée rela-
cije (64). Stavimo 1i jedan put

1 1

1
=kt oy, b=y, o=, (120)
a drugi put
_1 __1 (kL :
a=y, b=—v, e=—(k+y), (2
to izlaze relacije
JI.~+% M%_) +J% M__% k+»é— “{’*J‘Ej M+% N y (122)
Ty Mg T Mgy T g Mgy g =0, (129

koje se s pomoéu poznatih jednakosti'*)

2 /2
i) = \/;Z— sinz  (124), J @)= \x oy sz (125)
mogu dovesti u oblik

- )
R VI T (— 1) (2k—29)!
Teyy @)= \/5{; sin 2 Z @25 (k—2s)! @)

- = @k—2s— 1
cosz 3 (22T (k—2s— 1! (25 + 1)1 } (126)

k
= SVE ] (—1y 2k—23)!
Lerp® = 0| {COS” 2 G k—ae ol T
(=]
inz (=1 @k—25s—1)!
;!’SIDL s;ﬁ (22)!;‘2xal (k—-Zs_l)‘( S—**l)' }’ (127\}

gdje k znaéi cio pozitivan broj.

* Vidi na pr. Watson, 3'4 (3), (6).
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Stavimo Ui "=+ <k _%_%)’ (128)

to se ove dvije formule mogu sazeti u jednu:

- (] (
Ja(2) = \/n‘% {sin [z——% (2n—2k—1)] > ( (=1 2k —29)!

22) =28 (k—28)1 (25)
[k«l]

< — 1) (2k— 25— 1)!
> G e @ } (129)
s—0

7
_cos[z-—~ 4 (2n-—2k-—1)] T (=25 — 1)1 (25 L 1)!

U literaturi se te formule susreéu u nesto drugim oblicima’®, *¢,
koji se mogu lako svesti na (129).

Prelazimo sada na to, da iz op¢e formule (64) izvedemo na
kratak naéin poznatu opéu tro¢lanu relaciju izmedu Lommelovih
polinoma. U tu svrhu piSemo formulu (64) u Cetiri razna oblika:

JoM_ I M, +I,M,, =0 (130)
J. M, —J M, ,+JI, M, =0 (131)
J My T, M, +J, M, , =0 (132)
J, My T J, M ,+J.M,, =0. (133)

Uvjet snosljivosti za te Cetiri homogene jednadZbe s nepozna-
nicama J , J,, J,, J, ima oblik Cetveroredne determinante stav-
Ijene jednako nuli. PomnoZi 1i se drugi i Cetvrti redak te deter-
minante sa —1 i upotrebi (57), to ona postaje koso simetriéna,
a takva se determinanta moZe predociti kao kvadrat cijelog ra-
cionalnog izraza njezinih elemenata'™

0 M. 4 M,z,h M, . 0 M«, Jd T Mb,.l M,

M 40 M M, —M_, 0 M, .M,

My My, 0 B, - M ,—M,, 0 M, -
M,,,v M, ,M,,0O —M, . —M, ,—M,,0

P
=M, M+ M, M, M

¥ Watson, 3'4 (2), (). R. O. Kuzmin: Bessclevi funkeii, Glavnaja
redakcija obsCetehniceski literaturi, Leningrad—Moskva, 1935, str. 59.

** Gray, Mathews and Macrobert: A treatise on Bessel functions.
Macmillan and Co., London, 1931, str. 18.

17 G. Kowalewski: Einfiihrung in die Determinantentheorie. Veit u.
Co., Leipzig 1909, str. 134, stavak 40. ~

M, )= 0. (134)

b.c
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Dobili smo dakle op¢u troclanu relaciju
Mn, b M(', d + Mt'.a Mh,ll + Mh.c Ma,d =0 (135)

izmedu Lommelovih polinoma, gdje se drugi i treéi ¢lan lijeve
strane dobije iz prvog ¢lana ciklickom permutacijom prvih triju
indeksa.

U staroj oznaci ta relacija glasi'®

Ruv Rocm—t,v4m+1 4 Rpv Rm—n—t,v4ut1 +
Ru,v Rucp—t,v4pt1 = 0. (136)

Treba ovdje primijetiti, da je relacija (135) izvedena na temelju (64),
a ova je dokazana potpunom indukecijom iz formule rekurzije (4) od-
nosno (84). Nikakvo drugo svojstvo Besselovih funkecija nije kod dokaza
upotrebljeno. Stoga se kod toga dokaza moZe operirati i nizom veliina
wees Zygy Ly as Ly Zygys Ly, ..., koje zadovoljavaju (84), pa su na
temelju te formule rekurzije odredene kao funkcije od z, ako su, re-
cimo, zadane dvije susjedne tih veli¢ina kao bilo kako odabrane funk-
cije od z. Mogli bismo primjerice upotrebiti i same Lommelove poli-
nome ... My > My__y qo My - Mg s Migs o, . .. koji takoder zado-
voljavaju (84), kako izlazi odmah iz (135), a dalo bi se lo i izravno
pokazati uvritenjem definicije Lommelovih polinoma. Ovako proveden
dokaz doveo bi izravno do (135), jer relacija (64) vel ima taj oblik, kad
se u njoj Besselove funkcije nadomjeste Lomimelovim polinomima. Re-
lacija (135) je dakle dokazana bez primjene kakvih specijalnih svojstava
Besselovih funkeija. Isto to ¢e vrijediti za sve relacije izmedu Lomme-
lovih polinoma, koje izvodimo, a u njima se ne pojavljuiu Besselove
funkcije. U literaturi su naprotiv kod izvoda svojstava Lommelovih po-
linoma {esto upotrebljene relacije, koje ukljuéuju specijalna svojstva
Besselovih funkcija.

Neki poznati specijalni sluéajevi od (135)", *® lako se dobiju
:spomocu (82), (83) i (57) i znatno su pregledniji u novoj oznaci.

Izvest ¢emo sad neke poznate relacije, u kojima se pojavljuju
prve derivacije Lommelovih polinoma.

Za a7 b lako je spomoéu definicije (33b) verificirati relaciju
atb-1

, . -
Moyt Mogrpn = 2

(Mn,b - Ma+1’ 1,+]) > (137)
gdje akcenti znaCe derivacije po z. Za a ==b relacija (147) vri-
jedi zbog (34).

" Watson, 964 (6). Relacija je tamo dokazana na drugi nadin.

¥ Watson, 964 (1), (2), (3); 963 (1), (2), (3).

# Nielsen, str. 34 (11). Tamo su provedene oznake s gornjim in-
deksima prema naSim formulama (35), (36).

100



Smanjenjem indeksa ¢, b za jednu jedinicu dobijemo

, , —a—b-+1
M =M, o™ I (M, —M,_, ). (138)
Dalje dokazujemo relaciju
, , a—b-+1
M, ,— Mu+1,b——l = T, (Ma, b + Ma+x. by - (139)

Ovdje se verifikacija na temelju (33b), (102) najprije provodi
uz pretpostavku

a—b>0. {140)
Zatim se vidi, da je zbog (34), (82), (83) relacija (139) ispravna
izaa—b-—=0,a—b=—11ia—b=—2. Relacija time vri-

jedi za a—b = —2 (141). Pifemo li a— 1 mjesto ¢ i b+ 1
mjesto b, to dobijemo

, , N
M, —M, = 0 (Mn‘b—‘—Mn—l, b+1)’ (142)

a (141 prelazi v a— 1) — b +1) =2—21ili a—b = 0 (143).
Izmjena oznaka aib daje spomocu (57) opet (139) saa~—b <0
(144), dakle (139) vrijedi bez ogranitenja. Vracanjem prija$njih
oznaka dolazimo natrag na relaciju (138), koja dakle takoder vri-
jedi bez ogranicCenja.

Ako ¢ 1 ¢ svako za sebe moze znaditi —+ 1 ili — 1, moZzemo
relacije (137), (138), (139), (142) sazeti u oblik

galeb L1

aM e M, .y, = s @M s M ) (145)
Formule bi u starim oznakama glasile®
L9

R+ Rt = =Y Ry —Ru o) (146)

—m—p 9
R A 221._, (Ruv — R v —1)  (147)

4 ’ 2 7

Romv—Rugzrr = T 52 (R Rz (149)
Ry Ru—2,y1== %ﬂl (R + Rm—2. v 41) (149)

2 Formule (148), (149) spominje Nielsen, str. 37 (8), (9). Oznaka je
tamo provedena s gornjim indeksima, prema nasim formulama (35), (36).
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odnosno u sazetom obliku
_ sli(m -+ 'V);l* &y (”‘:Uﬂ

&Ry + & R’m+n—~r._,, v, T ZV (&; R, —

- E:} le Fry )’+!2) . (150)

Vidi se na prvi pogled, da se simetrija i medusobna srodnost tih
relacija mnogo bolje isticu u novoj oznaci.

Zelimo li Lommelov polinom izraziti spomoc¢u derivacija
takvih polinoma, moZemo u (139) sniziti a za jedan, odnosno
povisiti b za jedan i dobivene jednakosti zbrojiti. Izlazi

4 g 1 ’ . a—b
Ma—l,b - Ma,b--l + Ma,b—H "_Ma+1,b - 4’2* (Ma—u, +

+ Ma+1,b + Mn,b+1 k- Ma.b—l)’ (151)
a ako desnu stranu pretvorimo spomo¢u relacija

2b

72" Md, b == Mu.h-i-l + Mn,b—l (13561)
2a ,
T Man T My g4+ Mgy, (135D)
koje izlaze iz (135) na temelju (82), (83) i (57), dobijemo
2 (az—bg) 1 7 g 4
T M,, = Ma-x,b —M M, M, (152)

Treba 1i izrazitl derivaciju Lommelova polinoma spomocu
takvih polinoma, moZze se postupati ovako: diferenciranjem se
dobiva iz (135a), (135b):

—2b 2b

42‘;_’“ Ma,b ‘L ";4 I\/I!a, b = NII«,’h—H + Iw,a.h—d (153)
—2aq 2a ’ ’ /
T M + = M, =M, ., - an{—l.b' (154)
Odbijemo li drugu jednakost od prve, dobijemo
2(a—Db) 2(a—Db) ., , , , ’
T M, ., — B M =M a, b4t +M M, “Ma+1.x,'

—
[=
o

(155)



Nadomjestimo H prvi i Cetvrti &lan desne strane u smislu (139),

a drugi i tre¢i ¢lan u smislu (142) te dijelimo sa g;;l?, to izlazi

’ 1 1
M, , = = M, , + ) Mgy +M,_y— M,y — Ma-{—l,b)' (156)
Do istog rezultata se dolazi, ako se (153) i (154) zbroje i upotrebe
formule (137), (138). Iz (156), (135a) i (135b) mozemo eliminirati
Ma,h——l i Ma—l.h ili Ma. pi 1 Ma+l,b ili M, i Ma—!.b ili MlL b1 i

M, pa dobijemo &etiri relacije:

a,b4-1

w,, = E“L’zﬂ oy — M — M, (157)
M, = ﬁ#i M, +M, \,— M, 11 (158)
= Tl M, — M, o
M, = ”'g"%b 1 M, +M, o+ M, (160)
Te se relacije daju sazeti u
P “El“g—ﬁ?b i oo M 8 M (161)

U starim oznakama te su formule® manje pregledne.
Lommelovi polinomi zadovoljavaju diferencijalnu jednadzbu,
koja za polinom y — R, . (z) glasi u starim oznakama™

@F+m@- 2wt m—2@—2r—m) (¢ —m—2y -

+422 3@+ 1y =0, (162)
pri ¢emu je upotrebljen simbol

d

3 =
Zd,z

(163)

2 Watson, 9'63 (6), (5), (4), (7). Formule su tamo drukéije dokazane.
2 Watson, 9'61 (6). Dokaz je tamo drukéije proveden.
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U novim oznakama ta diferencijalna jednadzba glasi za polinom

y=M,, @):
@F+a—b—1)@F+at+db—1)F—a—-b—1)@F—a+b—1y-
44223 G 1)y = 0. (164)
Da je dokaZemo, piSemo relacije (157), (158), (159), (160) u obliku
, a--b-+1 .
M a6 T Mn,b - Ma,b+1 - Ma+l,b (165)
, —a-1b
Ma+l,11 = Z+ Mu+1,b+ Mu,b —Ma—‘yl,b—;-l (166)
, a—b .
Ma,11+1 = Ma,b+|+Ma’b—Ma+,’b+\ 167
, -a—b-1
Ma+l,b+l = - "g 7 Mn+1,b+1 +Ma+:,b+Ma,/;+z~ (168)

Derivacije polinoma, koje se pojavijuju kod postepene primjene
operacija propisanih u diferencijalnoj jednadzbi, nadomjesta-
vamo uvijek prema posljednjim formulama, pa tako redom do-

bivamo:
@—a—b—1)M,, = —2M, ., —2z M, , (169)
@F+a+db—)@F—a—b—1)M,, = —22"M,, +
422 M, 0 —2@M,, — 20z M, , (170)

@+a-b—DEF+tat+b-)F-a—b—1DM,, =—2@Ba-+b+2)2*M, , +
+2 BFM, BT dala—0)2 M, 42 M, (171)
@—atb -DE+a b-D@tatb-1)Fa-b-1DM,, =

—[8z'~4(a+b+2) (a+b+ DM, , 82 M, , ., +
+4@2a+3)' M, +402b43) M, , (172)
G+ M, , = lat+b+2M, ,—2M,,\,—2zM,,, (173)
4229 (@D M, , = 82" +4(t+b+2) @tdb+ D21 M, , +

—}—82“Ma+1’b+1 ——4(2a+3)z”Ma',, ‘—~4(2b—}—3)z”Mn+‘,b.(174)
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- Jasno je, da je svejedno, kojim redom primjenjujemo simbolicke
faktore prvog ¢lana lijeve strane jednadzbe (164), pa je stoga
ta diferencijalna jednadzba na temelju (172) i (174) dokazana.

Zabiljezimo jo§ jedan specijalni slufaj opée tro€lane rela-
cije (1385). Stavimo li u njoj

a= m+; b= —m-— —;—, c = éa, d ;—%, (175)’
to izlazi zbog (82)
Moigog Mo T M g Moy g = = Mg, g (176)
ili upotrebom od (58)
Migy Moy, = 0 My o,y (7D
$to u staroj oznaci glasi™
Rl g4 Riy = (1" Ryy (178)

Konatno jog neke relacije, koje ukljuc¢uju Besselove funk-
cije:
Iz (64) dobiju se kao specijalni slutajevi spomoéu (82) jedna-
kosti:

J” == J[;+1 Ma,h+Jb 1'\/10_*_,,“, (179)
J e J«h—r-l ]VI—vu,—-/r + J—»h M —bemt, a? (180)

ili s obzirom na (58)
(=t I, M, T, My o (181)

Pomnozi 1i se (179) sa J_,a (180) sa J, i zhroje 1i se dobivene
jednakosti, to izlazi

Jod_ (=1t J, = M, s Wy d_p—J J,) (182)
ili zbog (26)
I Iyt ety g, =m,, " RV g

Tz

2 Watson, 962 (8). Tamo je dokaz proveden kvadriranjem i zbraja-
njem na$ih reclacija (188), (189), dakle upotrebom specijalnih svojstava
(124}, (125) Besselovih funkcija.
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U staroj oznaci ovo glasi®®

sin v

Jw+m Jrvr—f-l + (—1)’” J«r—m Jw—«l = Rm, v *nizi M (184)
Za a =—>, dakle a — b = 20 mora a biti polucio realan broj.
Stavimo i
a=m+%,b=—m—%',2a=2m—|—l, (185)
to (183) glasi
) L 2(__1)1}1
an+é+']i—m--%~ _N[m-f—%,—-mf%— Tz (186)
11i%
5 5 2( 1)
2 2 J—
Jm+% + ‘]Am—%— - R.’m, »;A~m Tz . (187)

Spominjemo dva specijalna sluéaja formule (64), koja na
temelju (124), (125), (58) glase®

2 . 24\2
m_‘_% = (;LE) sinz M,,H,.,‘},_Hé, — (ﬂ;) CcOos z M//1+ ;% (188)

2
(D" = (n%) cosz M, 1+ (?i) sinzM,.; . (189)
Kvadriranjem i zbrajanjem te upotrebom od (187) opet se do-

lazi na relaciju (177), kako je spomenuto u biljesci™.

Da zaokruzimo ovaj prikaz svojstava Lommelovih polino-
ma, dat ¢emo jo§ ukratko svezu s teorijom veriznih razlomaka,
koja je u nacelu poznata®™. Sluzit ¢emo se pri tom nafom novom
oznakom, dok ¢e oznake za veriZne razlomke biti iste kao u
Perronovu djelu®,

2 Watson, 961 (2).

26 Watson, 962 (4).

2" Watson, 962 (7).

2 Watson, 9'6; 9°64. Tamo se citira Crelier: Annali di mat. (2) XXIV
(1896) od str. 136 dalje. Autor nije imao uvida u taj rad.

0. Perron: Die Lehre von den Kettenbriichen, Teubner, Leipzig
u. Berlin 1929. Ovo ¢emo djelo citirati sa »Perronc.
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Definiramo™

b, —1 0 0
Biprr Ripg oo @y a; b, —1 0 0...
A, = K( + + ) - +1 Yitt
b,y b s by, 0 @42 by, —1
A, =A (191), B,, =4 _, 4 (192)
A_,,;=1,B_,=0.A4,,=0b,B,,=1,B , =b,,,. (193
Ako medu varijablama x,, x,, x,... postoje jednadibe“
Ty = by "][“ a; Xo
x =byx t+ar xg
; (194)
2 == b Tot - Qi1 g2
vrijedi*
X, FA LT + Qg Ao s Tugi g (195)
=B o Fa B T (196)
a -;‘7 se moze predoéiti kao verizni razlomak®
1
Ly a’~ l
— . 197
| Tt Trr et L)
Dalje vrijedi relacija®
B, . A= B A +
+ (—u! Ay Qg oGy gy B;a}, o A_u~1 . (198)

Povisi li se indeks svih a;, b, za ¢, to se prema (190), (191) po-
visuju drugi indcksi izraza A B, ., za @, t. j. iz njih postaje

A.‘, it BW_H, a prema (191) pos'ta'je A,z A = A.v, g- Re-
lacija (198) dobiva oblik

3 Perron, str. 14 (23), (23a), str. 6 (8), str. 11 (15), str. 15 (25).
3 Perron, str. 12 (21).

7 Perron, str. 14.

¥ Perron, str. 13.

* Perron, str. 18 (36).



B A

v—1, 40 ik i1, 0
=B i e Bige—i e T T gy Bpgg
gy Bin, ppege Busy o (199}
Stavimo 1
a, = —1 (120,1,2,...) (200)
2
b;_=2—( —;i_—l) 4=0,1,2,..) (201)
x,= J, (& 1-=012,..), (202)
to formula rekurzije Besselovih funkcija
24
J,_, —ﬁ»—J I (A=0,1,2,..) (203)

postaje identi¢na s jednadzbama (194), tako da prema (195) mora
vrijediti

J, = A,,f‘],;_J“+,¢—«A_;,’l Joyoay (204)
il
J‘+;.+1A.r_9,;.—-fi+z A, ~.x,z+J;v:0- (205)
Usporedba sa {64) pokazuje, da mora biti
A, =M, A =M 4, (208)
ili s obzirom mna (190), (200), (201)
—1, —1,... ,—1
A = Kl D20 2p—1) | (07
’ z ’ z
pa su time Lommelovi polinomi izraZeni kao kontinuante.
S obzirom na (200), (192) dobije se iz (199)
Ay—-f, o1 A;z+v+«i—!y 0
=A i hert Ao e T A o ot Ay, (208)
ili prema (207)
M/L+a'+"+l,n+o+1 M.u+z'+/i+o+!,0 =
=M o gorgaret My igor o
— M M (209)

ptrdidodudrdodtt Pudot, o
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Stavimo 1i u ovoj formuli
ptet+vt1l=m, ptet1=mn,
utvtitot1=p, e=a,

to izlazi

(210)

Mm, n Ml),q = Mp,n I\/Im' g Mpy m M,I,q, (211)
5to se zbog (58) slaze sa (64). Indeksi su ovdje cijeli brojevi.

Dalje ne ulazimo u svezu Lommelovih polinoma s veriznim
razlomeima.

3. lIzrazi za m-te derivacije funkeija A, (c Vti—29) 1 4, le(t—2)).

Prema (8) i (9) vrijedi

S Aylelt—2)) = ;(Lf—lg Aty felt—2) (212)
i

J Ty L CE P

()é‘*lu (C\t z ) = 2(n+1) A”-{-K(C\t 2%). (213)

Diferenciramo 1i {(212) m puta, dobijemo o¢ito ¢lanove oblika
a(t—zY A,p,lc(t—2)], ako kod diferenciranja A-funkcije
derivaciju uvijek izrazimo prema (212). Ako smo do jednog od
tih ¢lanova dogli time, da smo u bilo kojem poretku diferencirali
po potenciji od t-—z svega w puta, a po A-funkciji svega
m-—w puta, i ako uo¢imo, da diferenciranje po potenciji od
t—z snizava njezin eksponent za jednu jedinicu, a diferenci-
ranje A-funkeije povisuje za jednu jedinicu eksponent po-
tencije i red A-funkcije, to je jasno, da dotiéni &lan ima oblik
(_ 1)” (23 (t"“ Z)ma’lw‘A noon—w [C (t‘_‘ Z)] Dobivamo dakle

o Male(t—2) = [2] (D"t — 2" Dy mwle(t—2). (214)
Pz n < = “~ W nm—w .

Gornja granica sume je odredena time, da eksponent potencije
od t—z ne moZe postati negativan. Sasvim analogno razma-
tranje moZe se provesti na temelju (213), pa se dolazi do relacije

P . LJ . .
W An (C vt'—Zz) == Z aw Z’"—'WAn—{-m—-w (C Vtz——Z') N (215)

w=i)
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gdje su a, isti koeficijenti kao u (214). Da te konficijente odre-
dimo, provest éemo ovo razmatranje. Razvijemo A, eVt —2%)
prema (1) po ¢ Yi?—z* u red potencija i nadomjestimo potencije
od t* — 2z njihovim binomnim razvojima:

w

i (Y Sy (W) e
LeE—H)=n Y o (2> 2z 1,,),,<”>iw,l 16

w—0 w! (n+ w)!

ili
w W (— 1wty ('%)‘wtf“’“” -
Ay (eVE =25} = n! z 2 e

w==0 v=0 v! (’UJ‘—“U)' (n—}—w)‘

Razlikujuéi slucajeve takog i lihog m stavljamo u prvom slu-
daju m=—2r (218}, a u drugom sluéaju m ==2r 4 1 (219). Dife-
renciramo 1i (217) m puta dobijemo prema (218) odnosno (219)

7" An (C Vt 2 ) ==

8

w o (— 1wty (,; )' (20)] LW gty —or

/

=n! , (220

wer r=r Ru—21"! 2! (w—)! (n-+w)!

07+

()Z_I+[ A, (C\t 7) ==

I e o

=n! — . (221
" w:Z-H .v;ﬂ Q2v—2r—1)! v! (w—ov)! (n+w)! 221)

Uvedemo li sad nove indekse sumacije

v=v—r—1 (222}, w=w-—r—1, (223)
to izlazi:

Q7
0z Ay (V& —2*) =

w (= (ﬁ)jw (2 v 21} =2y

IS A e

w=0 y=1 (2” 'L’"—T)' (w—2)! (n—{ r-Fw)!



g+

gerrr An (Ve —27) =
s & & U () ot oy i o
=n!(’2) e (225)
w0 v QU @r-E D w—o)! (nr +w+1

Stavimo z =t:
¢ V2w

) s o — l)w ( _I) Aw t-,-“«
{()Z‘:,An (cVE—2) }z:z = n! (E) u§“ + 7_{_7;0 -, (226)

gdje je
it (— ZU—}—ZT)’
Ay = DA
g; (27))'( —|— )!(w——-v)!

(227)

i
¢ 2wt )
_1)w(7 ) Bw t’»’W—rl

f o — <
— A, (e Vt*—2) ) , (228)
| dz2r+ ( ==t ( z m—+rt+w-F 1 (
gdje je
- (— D" 2o+ 20 2)!
By = ia % L (229
=y Qo+ wtr-RD)! o —w)!
U predasnjem dijelu ove radnje je dokazano:
Ay =20 20w >r
= (=hrrent <
Ay = (2w) (r*w)' za we T (230)
B, =0 20 w>T
(— 1) 229+ (2r 4 1)!
By = - PR y<r. 1
Qw1 T —w)! za w<r (231)
Uvrstenje u (226) 1 (228) daje
kg I
A, it — 2 =
l,’)zir 1 (C\t )}z._t
s o2 4 CJW t"*w
=n! (w;) 2n! e e . (232)
- = Quw)!l r—w (n+r+w)!
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a’r-\-l
{()Z‘H;T Aq (Ve —=2* )}z*t =

w1 t_w+l

w—w(zw—l—l)‘ w)! (n+r+w—l—1)‘

Uvedemo li nov indeks sumacije i to w —= 71— w (234), to moZe-~
mo obje formule sazeti u jednu upotrebivi (218), (219):

7]

I;)A,; ,z(c\lﬁt;é)}zzt=n!(§) m! 2 - T - (235)

A

A VE D) = 2 ntmien g = A, (V=2

A (m—2w)! u'(n—i—m w)!

Stavimo 1i u (215) z =t i uodimo, da je prema (1) A, (0)=1(236),
to izlazi

{})’j;' 11 (C1 t“"Z')}z_, _— z Aw t"[‘jw. (237)

Poredba od (235) i (237) daje traZene koeficijente aw:

TL' my c‘mﬁ;‘w

v = 238
v 27! (m—2w)! (m—4n—w)! (238)
Uvrstimo 1i to u (214) i (215), dobijemo konaéno:
a/’l
@ An [C (t—_z)] ==
[m} ‘ z) 1 fe( )]
_— w TL' mx i — 2w n—2w S cl{t—z
( ( + w , (239)
= 2yl (m——2u)' (n 4+ m-——w)!

m

. (240)
ot 27 ! (m—2w)! 4 m—w)!

Stavimo H u (240) z=it, t=1iz, (241), pa naknadno opet ispu-
stimo poteze nad z i t, to dobijemo:
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AV ) =

e

%]

Z (— 1)ym—wp! m!cm—2w tnz—ﬂwAn+m_w (C Vtz‘;?)
- g 27 w! (m—2w)! m+m—w)!

Zanimljive su jo§ dvije relacije, koje istina kasnije ne ¢emo
trebati. Buduéi da se u (224) i (225) radi o apsolutno konver-
gentnm redovima, to moZemo €lanove.poredati kako hotemo.
Uvedemo 1i dakle mjesto w novi indeks sumacije w==w + v
(243), to izlazi

. (242)

(VT ) =

—n(g)" 3 fo”'zii Cor(5)" e 049

y=0 (2v)! (v+r)' o w! (n+r+v+w ’

= ";"'F"i A eV E=22) =

e (7 s 5 ()
2 S @ud D wr b DL AT w! (b v w 1)

ili s obzirom na (1):

2r

a )
377 A (V=2 =

c 2v .
L — (21)*‘{—27')!22”
(e (2),, e Ay 246
n(z) < (ZU)!(U+7)!(H+T+U)! A4 (Ct), ( 4 )
0r+1

dz""l Vt ﬁb)_
f e+l bl (2) (2U+2T+2 )1z
()

Ove su formule razvoji po potenm]ama od z, a mogu se shvatm
i kao Neumannovi razvoji®® po varijabli t.

3% Watson, 16°11.
8 Rad Jugosl. Akad. 271
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2o+ 1)! (07 D! (nfr o 1)1 v (). (247)
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¢
4. Redukcija integrala g 2 A (e V= x) da.
Ako u (6) stavimo n==1, z— ¥V i* — «* i jednakost pemno-

Zzimo sa x”%, dobijemo

e 4 (Ve =) = AV E—) +
+ pjé'*‘« (VE=2)— cttat A, VE— )

~g . {248)

Dalje izlazi iz (9)
x Ay ( (Vi —z?) =21 ———IL — A (cVe—2% (249

i prema tome parcijalnom integracijom
£
x4, (c Vit —x?) dx =
X

¥
z_t"é:'_ — Ez(n AV —X7) — "’fl) S 27 Ay (¢ V i1~ T dx, (250)

X

4 ———
§xnt24,(c Vit —X%) dax=
¥

t
41 (2 o L SO,
—_ 4; - 41{,,,11 ( Vtz b 4(71(;}1‘,,) S " Al (C Vt‘? __xs) dx =

X

A,cVETR) — ,@.(’L:%QL”'T, +

4ot 4X"+‘

4 BT DXT A v + 8("“3(""1)5 = AV E ) da, 25D

X

ﬁmﬁ(c VR =204 evexy - A P

4B DX Y ey 4 B D 3)S N (A

X
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Pri‘ tome za n = 4 vrijede sve tri relacije (250), (251), (252). Za

=3 otpada u (252) zadnji ¢lan, dok ostale dvije jednakosti
vmede nepromijenjeno, za n==2 relacija (250) vrijedi nepro-
mijenjeno, isto tako (251), dok umjesto (252) dolazi

12

S x? A, (c 1/1?7——12)(11 =
ke

¢

- :t - 45{/11 (cVe—x9)— 3 \ A, (cViF—x%dx. (253)

Za n-—1 u (250) otpada zadnji &lan, isto tako u (251), dok u
(252) otpadaju zadnja tri ¢lana.

Integriramo li (248) po x od X do t i nadomjestimo integrale
na desnoj strani s pomodu (250), (251), (252), odnosno (253),
dobijemo za n-=1:

- X*

, A (Ve —X%, (2549

t
S JCA“ (CV?Z*?) dx ==
Y

za n o= 2

I3 z

A,V )dx = cl S A eV -2 da + tz S A, (V=D dx +
X Y

ety
8
s

J{ X(t :X) X) +‘ ; »40((,1/1?"*)() ——'C.

Z -

(255)

za n==3, uzevsj jos u obzir (254),
i t

S A (e Ve T2 de = 4 S 2 AV Pdx _ 2 \rc X% AdeV X))+
Y %

C

X2 — XY

+~2— LA eV XY =

— (C“' 4~X3) e x4, (c

eex) - 2EEY A Ve ), @s6)

[
[
o]



za n>4:

¢ 4

anA(c P —x)dx= (“C 1’ Sxﬂm\@(cl/t“—x)dx~

X X

¢

_ (E:l);(g:é')f S 2= A (e V) dae — W;ﬂl’%’ﬂﬁf?@ A (e =X+
A

n—1 (42 __ W2 —_—
—X——*(; ) AV E—X). (257)

Razmotrimo sad ne$to opéenitije slijed veli¢ina @y, @1, Y2

od kojih su prve Cetiri, t. j. Qo, @1, @2, @3, zadane, dok su n~falg
odredene jednadzbom rekurzije

Q=" 0T DOTIE o 4 1) xR KT (259)

gdje su R 1 T zadane veli¢ine. Jasno je, da @y i @3 odr
@n s hhxm n, dok Qo i

odu lw Ave

AU

@: odreduju sve @, s takim n. otavl*no

li. za litho
n=2m 1, (259)
0 (238) dobive oblik
Qomgr = 477; Qo ~— ﬁlﬂ(lnc_» sz—q—{—sz m—'R x0T (260)
Za tako n stavimo n==2m (261) i dobijemo ‘mjesto {250}
2m—1)° 2m—1)(2Zm—3)t* . oy
sz:—»( ch ll s = Lﬂ L;_mjﬁ_+(2m__l)xzrn—.uR_{_X_m.ﬁ_, T (262)
Prema redencm 1

e
Tvr dlmo, da za m 2 2 vrijede ove direktna for

2]

(1) 22Bmi(m—s— 1! {m—s—+ 13122
Q:n;+\:Q1 z

Y

=i (m—28)1 (s— 1) (s 13! =2 T
[nr;—l] ‘ . )
s " (——1)5 22 m'(m——s-—~1\'(m—-—5,!w
T - (m——23——1)’3’(s+1)’c~”“" 2 7
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4285 m

- 2 (R LT ) (- 1)52””—"—jif)jn'(m——r-s)'(m—s)'Xz"“t“ (263)
s 2r (m—r—2)1r— st rF M=

$>.0

(=]
— 1) 2m)!(2m—2 112
Q=g 3 STV EMIEmTas AT

& (m—3) 22 BS i (m—28)1(2s 4+ 1) 2>

=)
i —1Emi@2m—2s—1)it>
+e SZ‘, 2¥m—2—l ! (m—??s——l) 1{2s4-1)! 2o *

.

ri-28<m

z Rt ) 1) (m—r—s)! 2m)! (r—-1)1 2m~—28)! (r+8) | X731

. (284}
2r—1] 2222 (e p—25) 1 m ! (2r—2) ! (m—s5) ! (Zr425) 1 1 3

v, %
i ’uV'
o

0 -

Stavimo li u tim formulama m =2, to je lako vidjeti, da se za
taj slucaj podudaraju s formulama (260), (262), t. j. glase:

16 St 20p
Q=3 Q— 5 Q@ + 4X°R+ X°T (265)
9 3¢
Q=7 &— 5 Q,+3XR-+XT. (266)
Dalje za m—23 formule (260) i (262) uz primjenu od (265) i
(266) daju:
376 241¢7 2 8 144 X SGX‘
Q:=Qg{?'f’— A 2888 ( +6X4\—1— (%2 +X’) (267)
¢ c?
225 15 t\ 5t HBX \ 25X
Q= Q=7 )=+ (25 x4+ 7 (% +x). (269)

Lako je vidjeti, da i (263) i (264) za m =3 daju te iste izraze.
Formule (263), (264) ispravne su dakleza m =2 m = 3. Treba
jo& dokazati, da za m Z 4 zadovoljavaju jednadzbe rekurzije
{260, (262). Provest ¢emo taj dokaz najprije za (263).
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Uvrstimo izraz (263) u (260) i uzmimo na]pm]e u obzir &la-
nove sa Q. Dobijemo )

] (— 1) 272 ! (m—s—1)! (m— s 1)1 £

s:zl (m—28) (s— 1) (s 1)1 % =
1
f_’?}i[ o (1) 22 (m— Dl (m—s—2) ! (m—s)! ¢
e = (m—2s— 1! {s— 1)} (s+ D! 2
n 2m(2:n772) [ZJ (— 1) 222732 (m—2)1 (m —s‘ 2‘)!(Tn——s)!t3‘ . (269)
¢ §=2 (m—2s)! (s — 2)! s 22

pri ¢emu smo u zadnjoj sumi stavili s =5—1 i naknadno ispu-
stili potez nad s. Time je postignuto, da eksponent od t u optem
¢lanu svih triju suma bude isti. Pretpostavimo sad

2<s< m;1 (270)

i svedimo opce ¢lanove suma na zajednicki nazivnik

(m—28)! (s—1)! (s + 1)1 2%,
Brojnici onda daju

(—1)P 2253 !l (m-—s— 1) (m—s+ D1 =

=4m*(m—2s) (—1)F 2252 (m— ) (m—s—2)! (m—s)! 1> +
+2m@2m—2) (1) (s—1) (s-+1) 2222 (;m— )1 (m~ s—2)! (m—s)!t. (271)

Podijelimo li sa (—1)° 2% ;! (m——5-—2)! (m—s)! £, dobijemo
(m—s—1)(m—s+1) =mim—2s) 4+ (s—1) (s-+1), (272)

Sto je ispravno. Za s —1 posljednja suma ne prinosi ni§ta, a
ostale dvije daju

2m~2 ap V (m — 2 m! 2 2m=—1 (o, — 1} Hm—
272l (m—2)!mlt" 4m2 (m— 1 (m— 3) {(m—1)!1% . (273)

(m—2)10121 22 — (m—3)1 01321 =2

Sto je ispravno. Za slucaj takog m moZe biti 3:%";:10; pau
tom sluc¢aju prva suma desno u (269) ne prinosi niSta, a druge
dvije daju
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2” 2p)!p—D! 41"
0l (p— 1! (p+1!c”
4p(dp—2) (— 1) 2*”“2 @p—2!p—2!p!t" 0y
0! (p—2)!plc”

$to je ispravno. Jednakost (269) dakle vrijedi
Uzmimo sad u obzir ¢lanove sa Q@3
I’m—l]
(— 1) 22252y (m—s— 1) (m—3) 1 £
(m—2s— 1)1 sl (s} 1)1 c¥m—is—2

T oy 2t 1yt s — 21 (m—s—1le*

5=10

[/n —3
4m?
+ T
o “ (m——~2s‘——2)’8' (S+1)’ c’”"")s’"j'
'IIIAIJ
2m(2m—2) (- 1p2em=emt(m - 2l m—s lm -s DI 275)
c ; (m—2s—1)!(s 1)!s!mst ’
I ovdje smo u zadnjoj sumi stavili s —s5—1i umjesto s opet
isali s. Neka je
152 ™27 (@76)

Svedemo li opée ¢lanove na nazivnik
(m—2s—1!s! (s 1) 22,
to brojnici daju
(— 1) 2=5=2 gl (m-— 5 — 1)! (m — )1 25 =
Pm—1Dtm—s—2){(m—s - 1)1 2 4
2)Hm s - 1) 1%, (277)

1y 2

2 rt—25

={(m-—2s—1)4m(
A 2m@2m--2)s(s 1) ¢ 1) 225t (m-—2) (m~ s
2im=ts=2ml(m—s-—2)1(m—s—1)! ¥, pa
(278)

Razdijelimo sa (—1)°
(m—s—1)(m—s)=(m—2s—)m-+si+1

dobijemo
§to je ispravno.
Za s == 0 dobijemo
4m? 22— (m — 1) (m—2)! (m — 1)!
(m—2)1 0! 1! ¢t , (279)

22 m! (m—1)! m!
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(m—1)10111¢m—2
8to je ispravno.




Za slugaj lihog m moze biti s = ﬂ;‘rl ==p, pa dobijemo
(127 @p+1!p! e+ 11”7
0ipl(p+1)!c”

— 2@p+D4p 1 2P Cp—Die—1Iple” 00
o 0l(p—1)!plc? ’ ¢

$to je ispravno. Jednakost (275) dakle vrijedi.
Uzmimo dalje u obzir ¢lanove sa R:

r42s<m

z (—1) 22—ttt (m—7r—s) | (m—s)! X2t

ns (m-—r—28) 1 {r—1)!s! (rFs)! 22
»2

:}:0

4285 1) 5
4m? Z (--1)8 2¥m=tr=t—1 (m—1) N (m—r—5—1) | (m—s—1)! X>r 2%
¢ s (m—-r 25— 1)1 r— 1)1 s! (r4-5)! 22
=

rr2s<m

4 ( fl) (__1)&22m—2r—2s—1( ,_2)|( . -—S—-—l)!( -s——1)!X2’—2t25
m T:l z m m-—-r m +

(m—r—28)! (r—1)! (s—1)! (r+s—-1)! c2m—2s—2

4 rs
rz2
s2.1
+ 2m X2 (281) -
gdje u zadnjoj sumi opet stavljamo s=s-—1 i zatim mjesto s
piSemo s.
Neka je
2<r<m—3 (282) 1<s< m—“;:i (283)
dakle r+2s<m—1. (284)

Svedimo opc¢e Elanove suma u (281) na zajedni¢ki nazivndk
(m—r—2s)1(r— D!ls! (r4s)! c*2 . Brojnici daju

(—1)s 22m=2r=2H t (m—1 —8) ! (m—s)! X¥ 2% =
= 4m* (m—r—2s) (—1)° 2225 = (m— 1) (m—r~—s—1) (m—s—1)! X¥—2¢% 4

~+ 4m (m—1)s (r-}s) (—1) 22m—2r—6—=1 (m—2)! (m—r—s—1)} (m—s—1) X2t (285)
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Dioba sa (—1)§ 22m=2r=2+Um ) (m —r —s--1)! (m — s — 1} | X¥—2¢2¢
daje

(m—r-—-s)(m—s) =mm—r—28)+sk-+s, (286)
§to je ispravno. Neka je dalje

2<r<m—1 (287), s=0. . (288)
Dobijemo
prortiml(monim!__ 4m 2= - Dim—r—D!m = DI g4,
(m—Pl(r—1)101r (m—r—DIE—1)10!r! ’

5to je ispravno. Ako je
r+2s=m, r=m —2s (290), r>2, s>1, (291)
izlazi (—1) 22+ ! s) (m—s)]

0l (m—2s 1Isl(m—s)!
4m(m71)( 1)5 25—t (m—2) (s~ DI (m—s-—1)!

LN AR 2 9
01 (m—2s— Dl(—Dl(m s 1)1 » (292)
§to je ispravno. Ako je konacno
r==m, s=0, (293)
to imamo
1p! | x2m—2
Zml0im! X g xont (294)

Ol (m—D10Im!

$to je ispravno. Formula (281) dakle vrijedi.

Clanovi sa T daju istu jednakost (281), samo 3to su opéi &la-
novi suma podijeljeni sa 2r, a zadnji ¢lan desne strane jedna-
kosti podijeljen je sa 2m. O¢ito i tu raéun potvrduje ispravnost.
Time je konaéno dokazana formula (281).

Postupak za dokaz formule (264) sasvim je analogan.

Uvrstimo (264) u (262) 1 uzmimo u obzir ¢lanove sa Qq:

['7] (— 2m)'(2m-~-~’7s+1 e
SZ=L (m-»s)z’”’—’sm‘(m 25)] (254 1) =
-1
(@2m—1)° "] (—1s@m—2)! 2m-—2s—1It* 4
- & = (m«s—l) 2em—25-2 (1) (m—~2s—1)! (2s-1)! c2r—22
(2m-1) (2m—3) [] (*1)‘ s—1)@2m—4! 2m—2s—1) 1%
4 R (295}
&

(m—s=1) 22752 (3n~2)| (m—2s)! (25~ 1)‘c2’”*’5’-2

s=2
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Pretpostavimo {270) i svedimo opc¢e ¢lanove na nazivnik
(m—s) (m—s—1) 222 ml(m -2s) (254 1)I 2.
Brojnici daju
(m—s—D{1)PFsZm)!Cm—2s4+ DIt =
= (2m—1)*(m—s)s" m(m—2s) (- 1)* s(Zm -2)! (2m—2s— )1 t&}
4+ (2m--1) 2Zm—3) (m—3) 2* m(m— 1) 2s(2s-}1) (—1)°.
s 1E@Em HI@m 25— 1)1¢B, (296)
Dioba sa (— 1) s(2m}! (2m —23s)!t* daje
(m—s5—1) 2m—2s+1=(m—25) Cm~—1)+(s—1) (2s 4 1), (297)

$to je ispravno.
Za s—=1 izlazi iz (295)

R (’Mn)'(”m-—jl) t*
(m-—1)2" 2 mi{m—2)I31c*

2Zm—1P1 2m—2){(2m—3)!?

T m— )2 m— 1) (m - 3)! 3 ¢ (298)
Sto je ispravno. Za slucaj takog m moze biti s == lg— =p, i
dobijemo
VpGplEp DI
n-27(2 p)'ot(vp+1 e
(417—1)(413*3) (=1 (p—1) (4p—4)! (223—1)‘ t” . (299)
(p—1 27 @2p—2)1 0! 2p— 1)
5to je ispravno. Jednakost (295) dakle vrijedi.
Clanovi sa @, daju:
[ij (—1)C2m)!(2m—25s—1)1t%
= Pm——1 | (m—2s—1)1(2s 4 1) =22
(2m—1) (7] ¢ 1 2m—2)i@m—2s—3) & n
o ¢ 52:3 2u=2=3 (m - 1) (m 25— 2)1 (2s 1)1 Pt
[”?:‘J
em—1)Cm—3t 2 ( 1¥@Cm-4)!12m-—2s -3)1¢* (300)
c* 2m=25=3 (m —2)| (m—2s —1)! (25 — 1)l P26+

s=1
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Pretpostavimo (276) i svedimo opée €lanove na nazivnik
2¥m=2—l m | (m—2s— 1) (2s+ 1) ¥~ Brojnici daju

(—1rCmi2m—2s— 1 t*=
=0Cm -1*2"m(m—2s—1)(— 1) 2m —-2)! 2m 253! t¥* -+
+.2m—1) (2m—3) 2" m(m—1) 25 (2s+1) (—1)* 2m— 4)'(2m—-—23—3)‘ts (301)
Dioba sa (— 1 (2m)! (2m —2s—3)! daje
2m -25—2) (2m—23»:3) = 2(m—2s—1) @m—1)+ 25 (2s-+1), (302)

$to je ispravno. Za s = 0 proizlazi iz (300)

2Zm!2Zm—1n! _ C2m—1)P2m—2)! 2m—3)! 303)
2=l m— D11 =2~ 223 (D[ (m—2) ! 122 *
sto je ispravno. Za sludaj lihog m moZe biti s == ,’L‘Z_J = p,

pa dobijemo
(—1Y 4p+2)! @2p+ D!*
27 2p D101 2p+ D! 7
@p+DEp—1 (=1 (p—2! 2p—nIt”
B Eep—nogp—nier O
$to je ispravno. Jednakost (300) dakle vrijedi.

Clanovi sa R daju:
r4esSm

'22"1—2'—’% (m—r— 2s)!m((zr 21— s)’(ér+23)|s'cz”’—2"“°

S

2
$2.0
(2m— 1)
- TTE
C
r4-2s<in—1

(—1)y (m-—ﬂ sfl)‘(Zm r—1) @m—2s—2 '(r+s)|X2’“3t2‘

v s rm—r—2s—. (mAr—Zs—l)‘ (m—D! (2r-2)! (m—s—1)! (Zr~}-2s)! sl m—ir—2s—2
rz.2
= @m—1)2m—3)
2m—1)(2m—3
4 GmDEm—d)

r4-28 < m
= im s DIEm—4) |('rvl)’(2m~”3*2)|(r—}—s—w1)’X7'—3 ts

1A
r>2
sZ 1

z + (Zm— l) XZm-—3 3 (305)
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Neka vrijedi (282), (283), (284), pa svedimo opée ¢lanove na na-
zivnik
(—1)¢ 22m=2r=2541 (. 7—28) ' m| (2r--2)] (m—s)] (2r+-2s)] 5] 3P —2r—2s,
Brojnici daju
(—1F m—r—3s)!12m)! (r— D! (2m—25)! (r-+s)| X¥ 3t =
=C2m— 12 m-—-r-2sym(m—3s) (- 1)’ (m—r—s— DI (2m—2)!.
(r—D12m—2s Dl X3t}
+@m-12m—3)2m(m 1)(m— s)(2r-+2s) 2r-+2s—1)s(~1)*.
m—r—s—-Em-4)! r— N 2m—2s-2) (r4-s— 1) X3, (308)
Dioba sa (— 1) (m—r—s— 1! (2m)! (r— D! (2m — 25 - 2)I (r+3)!.
X' daje (m—r—3s)(2m—2s) 2m—2s 1) =
=0C2m—D2(m—r—2s)(m~— )+ 2(m—s)(2r+2s—1)s, (307
§to je ispravno. Pretpostavimo 1i dalje (287), (288), to dobijemo
(m—n!@m)!e—DICm)!rIXr=
2m=2+l ()t (@r- 2t m!(2r)1 0!

(2m- 1P (m-r— 1) (2m—2) (rflr)' (2m- ”l‘ (AP S (308)
T 2 () (m— 1! (2r — 2)! (m—1) ! (211 01 ¢Fir 0 2
Sto je ispravno. Ako vrijedi (290), (291), izlazi

(D st @m)m 25— D! @m—29)1 (m_ 5)! XPm—w=S g5
2%+ 0'm'(2m “4s--2)1 (m—s)! Zm—2s)!s! &

251 0 (m—212m—4s ~2)! (m-s— D1 (@m—2s—2)! (s~ 1)1 ¥
$to je ispravno. Pretpostavimo li konacno (293), to imamo

0! 2m)(m -1} (2m)! m! X¥—3 N .
) m'((ﬁrf”zg m)‘ o = @m— DX, (310)
$to je ispravno. Formula (305) dakle vrijedi.

Clanovi sa T daju istu jednakost (305), samo &to su opéi &la-
novi suma podijeljeni sa 2r — 1, a zadnji ¢lan desne strane jed-
nakosti podijeljen je sa 2m — 1. O¢ito i ovdje ra¢un potvrduje
ispravnost.

Time je konaéno i formula (264) dokazana.
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Stavimo sad

X

!
Q. = S 2 A de V<2V dx (n=0,1,2,..) (311
X
R= — I:C_Z& A VEZX) 312)
T = X2 -’317“2' A, e VE=XY) (313)
i prema (311), (254), (255), (256)
t
Q, = 5 Ale VE—2) dz (314)
.
2 yv2 ) e
Q="F M eve—x) (315)
t 3
Q, = 1 S SWleVe—2)dx + tj S A (e V'iz——xg)dx—i—
27 >0 2 : B

+ XX g evemm s EavEmm— L e

a=(2+%)e-xn e - 205Xy i) e

Uvrstimo 1i (311), (312), (313) u (258), dobijemo prvotnu jed-
nadzbu rekurzije (257), pa prema tome uvrstenje izraza (311)
do (317) u formule (263), (264) mora dati direktne formule za
redukeiju integrala

t [P
[N Vf—xr)dzx.
by

Uvrstimo spomenute izraze najprije u (263). Tvrdimo, da se
dobivena formula moze dovesti u oblik
4 ———
§atmtip, (V& —2)dx=
X
—X? TR
~ X {A, (V%) .

r+?s <m

2 (— 1) 2222 gt (1 —5) | (m —s) | X°" ¢2

(m—r—2s)!ris!{rfs)tcm—2r—2
$

=X

“ N
lIviv

o o
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Ag (e VEE—=XT) -
r+n§m—l( 1) 2%m—2r— 2’m'(m——r—s——l)'(m——s)'X"”tzs }

(m—r—2s— DIrls! r+s 4 1)t 2%

.

r s
o zam>i.  (318)

Uvrstenje naime daje ponajprije oblik

St 27+ A (e VtT~——x§) dr =

P
t:!_Xte [?] (— 1) 22=25 0t (o —s — 1} (m— s+ I3
— A B) B) .
2 { eV =) 2 (m—29) (s — D) (s 1)1 2m~%

o ﬁ;] _— “szzm—zs ] —s 1) AT
+alve—z) 3 D (m—s—tlm =

= (*m~*’s——1)'s!(s-+—l)'c2”"’s

(2]
- — 1) 22m~25—2 o t —_—s— 1N —_ tXZ 1;2!
+A0VE=X) ¥ (= zm=rEmln—s— D! (m—s) —_

520 (m“*~23~—1)'.§!(5+1)!’72m 252
m -1

(— 1) 227=25 m 1 (g —s— 1} (m—s)! 25

AV EZTE) z? .

(m—2s— 11sl(s4 D) 2
— AV E=R)-

r4-25.5 m—1 (— 1)522”‘ 20— z‘m’(m—r—s——l)'(m—s)'X”t“

- (m——r——ZS-—l)'r‘s'(r+s+l)-cw~"~“

r>

>0

—+ A (cl/t“7 X7 -

r-f-gfm 1)5 zzm-zr—Z: ’(m——r-——s)'( —‘S)’X”tz’} 319)
' - (m—-r——-Zs)'r's'(r—i—s )1 com ot ’

réi

520

i naknadno

pri femu smo u predzadnjoj sumi stavili r =7 -
pisali opet r mjesto 7 te zasad pretpostavili m =
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Zbrojimo 1li prvu i drugu sumu izraza (319), to nije tefko
dokazati, da vrijedi:

[’E] ( l)s Qim—1s 4 |(m_s_1)|(m_3+| £28

(mMZS)! (s — 1) s 4 1)t pm—es

s=1

m—1
[ 2 ] (‘_ ‘)s 221 —28 n'(m—*—x*l)'(m~s)"“

+ 2 (m—Zs-—l)';"(5+1)vcm—-2s T

$m=0
[ 2] (-——— 1)5 28m=28 | [(m — s) 1] 125
= > - - (320}
= (m . )| (S |) Csz?s
Ako je naime

1<s< M (321)

- 2
i ako svedemo opée €lanove suma u (320) na zajednicki nazivnik
(m—28)!s1(s4 1)1 ¥ %, to brojnici daju
s{— 1y 22 Sy (m—s— 1) m—s+ DI+
+(m—28) (— 1) 22 ¥t (m—s— D (m—3s)! 12 =

= (s 1) (— 1) 22 5 m ) {(m— s} 7. (322)
Dioba sa (— t)* 2¥ -2 m!(m-—s— 1}! {(m —s)! daje
m—s+ Ds+m—2s=(m—9s{s4+1), (323)

§to je ispravno. Ako je s==0, dobijemo

2"t m—DIm! 2% miml)? 2
(m—1)10010 ™ T et e ? 324

8to je ispravno. Za sluéaj, da je m tak broj, moZemo jo§ sta-

viti § = ZL —=p, pa dobijemo

(=17 22 @pLp -~ DL DL _ (P 2TRDLOY Y o

Gp—Dip+Dtce? 0 (ph? ¢ ’
$to je ispravno. Jednakost (320) dakle vrijedi.



Sad moZemo usporediti (318) sa (319). Clanovi prve sume
u (318), za koje je r = 2, daju zadnju sumu u (319). Clanovi
prve sume u (318), za koje je r =1, daju tretu sumu u (319). Cla-
novi prve sume u (318}, za koje je r =0, daju zbroj prve i druge
sume u (319) u obliku (320). Clanovi druge sume u (318), za koje
je r = 1, daju predzadnju sumu u (319). Clanovi druge sume
u (318), za koje je r=0, daju ¢etvrtu sumu u (319). Time je
formula (318) dokazana. Ona vrijedi za m = 2, kao formula
(263), iz koje je proizasla, a i za m =1, kako pokazuje poredba
sa (256).

Uvrstimo 1i (312), (313), (314), (316) u (264), to se dobiveni
izraz moze dovesti u oblik

14 [E— -
S 2 Ay {eV 2 — 2D dax =

X
! [%]
P — 1Y 2m)t(2m—2s)! t2*
= Sz\o (eVi*—xHda z =1y e
R e 2t (m—28)! (29)1
P [”Z'Z"l]
— 1) @m)! @m—2s — D1+
+ 08 eresman o +
. & 2Bl (m— 25— D! (2s -1 22t
L ['"211] (—1) (Zm)'("m—zs—l)'tzs
FXANEVeE=x) Y T+
& i n—2s— D! (254 1)1 e
42— X% A (cL e X)
“ZS”’ (- s+ (m- rfs)!(Zm)!(r* DI@Em—2)! (r 9! XV 1%
: -~ 2m=2r=2+ (e — 26) 1 1 (21— 2) ! (m—8) 1 (2r -} 25) | st 22~ 2sh2
r%‘z
s=0
+ =X A, VXY,
riesm (=18 (m—r—3s)1 2m)tr! @m—28)! (r4s)} X¥—1 t2s 4
) ,EE 22m—2r—2s+1 (m—r_ZS)'m'(Ar)'(1n—3)'(27‘+23 )1 s} Fmmar s
o
[”14] (— 1)+ (2m)! (2m——-28—1)'t25+1
+ z za m > 2. (326)
222U | (m— 25 — 1)1 (25 1)1 ¢ -

§=0
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Da se to uvidi, zbrojimo najprije izraze, koje daju Qp i prvi
¢lan izraza (316) za Qu:

7] s (— 1) (2m)! @m— 25 4 )1 ¢35
— m +

(m—s) 222 m1 (m—25)! (28 - 1)1 2m~%

"f—‘lz“[%W] (ml)S(Zm)!(Zm——er“l)!tzs _

22m=25 m t (m —28)! (2s)! c¥-%

S$==]

s=10

[%} — S ] — | 425
_ 2 (— 1) (2m)! 2m—2s)! ¢ . (327)
22m=25 m 1 (m—2s)! (25) ! # %

§=0

U svrhu dokaza ove relacije pretpostavimo (321) i sredimo opce
¢lanove suma u (327) na nazivnik

(m —s) 22"~ m ! (m—2s)!1 (2s~}- 1)1 c2m-2.
Brojnici daju:
s(—I1FEm)!2m—2s+ 1) % 4
4+ (m—s)2(m—2s) (— 1) Cmt2CZm—2s— DIt =
=m—s)2s+D (=1 2m)!(2m—28!t%*. (328)
Dioba sa (—1)* 2m)! (2m —23)! t* daje
s@m—2s-+1)+ (m—2s) =(m—s) 2s+ 1), (329)

§to je ispravno. Ako je s — 0, dobijemo

2m)! 2m — ! - (2m)! (2m)! (330)
27Tl (m— D! 11 2% m!mlote
§to je ispravno. U sludaju, da je m tak broj, moZe biti
m v .
S==0p, sto daje
(= Ep@p+tY _ (=1 eprep! 331)
p22p(2p)'0'(2p+1 1 27 2p)1 01 2p)tc”

8to je ispravno. Relacija (327) dakle vrijedi.
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POy o

Izrazi, koji potjetu od Qg i od prvog ¢lana izraza za @2, daju
prema tome prvu sumu u (326). Drugi ¢lan izraza za Q: daje
drugu sumu u (326). Treéi ¢lan izraza za @2 daje ¢lanove pete
sume u (326), za koje je r ==1. Cetvrti &lan izraza za Q2 daje
treéu sumu u (326). Peti ¢lan izraza za Q. daje Sestu (zadnju)
sumu u {326). Suma, koja je pomnoZena sa R, odgovara ¢etvrtoj
sumi u (326), a suma pomnozZena sa T odgovara ¢lanovima pete
sume u (326), za koje je r = 2. Formula (326) je time dokazana
i vrijedi za m Z 2, kao formula (264), iz koje je proizasla.

¢
5. Redukcija integrala S Ale Vi —=x)de.
X

Za kraéu oznaku stavljamo
t
Po== § MalcVE—2Pdx  (n=0,1,2,..). (332
% .

Uvrstimo 1i u (7) t2—x? mjesto f(z), snizimo n za jednu jedi-
nicu, pomnoZimo jednakost sa t*—x” i integriramo od X do t, to
proizlazi

£

tz Pn sz ‘\ (C l/t2 2) d.ZC =
X

_dn=0) ,  dnn—])
-~ 2

3 Pn.s. (333)
c [

Parcijalna integracija na temelju (9) daje:

-1
cZ Paey
x=X

2 AV —2*) dx = {%Z‘l xAa eV 2= xg)}

w=t 2n

2 2n
=2t 22’2 At VE=XF) — 1Py (339)

Uvrstimo 4 to u (333), izlazi jednadzba rekurzije

2n(2n — 3) 4n(n—1)
Pn= —M??T— P,,V; zt" Pn 9 —
2n P — n
— X5 Da (Ve —Xx%)+ 2¢ e (335)
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S pomoéu nje dobije se lako

4 8
- Py= WP]“—CE?'PO_X J\ (Cl/t X2)+2t 2,(336)
72 24 144 [ o
v= (e e ) P PO“X?F“EW“—“XZ)”
72
— X AV EX )+2‘(c§§f+c—3i2‘)' (337)

Tvrdimo, da je za n = 2 opéenito
-t

Pu==AsPi+BuPo+ X 3 Cur A (VEZXT) 4 2tD, (338)
r—1

ili

4 t

fAdlcl e 2 o= a, AV E"a a8, (AleVF ) aa+
X

X ¥

n—1

+X v Cn, A, (Cl/t XZ)—}—-QtD”’ (339)

gdje znadi:
=)
2 13541 225-2 11 (29 — 2 6)!
A= 3 e It 2 (340)
ey ﬂ—2$+1) (25—2)! (ct)w-2
[4]
(— 1) 22‘n'(2n—-—2s_1)
B'x: — 34]
4 z (n—2s)! 25— 1)! ct)z" s 341

s—1

[\L’—»] — [y 225+ ) —_—r—s— 1) (21— 21 !
. — Z =R etinl ey —s— 1! 2n—25s — 2! (r+5) (342)
Flsl (n—r—2s— D)1 (n—s— 1)! (2r - 25)1 (ct)m—2r—2s

Rt

n-—{
- nl@n—25—21 [i]ﬁrnw 2o nt(2n—25—2)!
- ls'(n-—-s—l)'(ct)"’"‘” (2s)! (n—2s— D! (ct)?n-%

51

D, =

. (343)

U zadnjem izrazu otpada za n==2 druga suma.
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U svrhu dokaza treba se najprije uvjeriti, da te formule za
n=2 1 n==3 daju izraze (336), (337). Dalje ih treba uvrstiti
u jednadzbu rekurzije (335). Uzmimo najprije u obzir ¢lanove
sa Py, t. j. ¢lanove, koji potje¢u od izraza (340):

[!’il,]
é (— 1y+1 282 1 (20 — 261
(n—2s+1)! (25 —2)! (ct)?>

y =1

_ 2n(2n—3) E‘Z:] (— )31 225-2 (n — 1)1 (2n — 25 — 2)!
- 242 (n—23)1 (25— 2)! (ct)2n—2-2

—1

n+l]
2

C

4 -1 [ — 1)y 2254 (n—2)! 2n — 25— 2
n(n ) ) (n (2n s‘ﬁ)# (349)

c?? - (n——23+ l)' (2s—4)! (ct)2r—25-2

pri emu smo u zadnjoj sumi stavili s == s — 1 1 naknadno pisali
opet s mjesto s. Pretpostavimo

2§s:<;% (345)

i svedimo opée ¢lanove na zajedni¢ki nazivnik
(n—2s -+ (25— 2)! (ct)z—2s.
Brojnici onda daju
(— 1128241 (20— 25)) =
=2n(2n—3)(n—2s+ 1) (— 1)1 252(n— 1)1 (2n— 25 - -1 —
—dn(n—D2s -2 (25— 33 (- 1) 2B~ {(n— A1 Bn—25—2) 1. (346)
Dioba sa (—1)sT12¥—2n) 2n - 25-—2)! daje
Cn—25)(2n—2s—1N=2(2rn—3)(n —2s+ 1)+ (25— 2) (25 —3), (347)

Sto je ispravno. Ako Je s==1, dobijemo

ni@n—-2)1  2n@En—3) (n—!1Cn—4! (348)
m— D10 (ct)>—2 n—2)101(ct)e" 2 ’
|
3to je ispravno. Ako je n lih broj, mozZe biti s == n-; - = p,
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pa dobijemo

(— |)p+1 020 —2 (gp___ i (gp —2)! _
0'2p — 2! (ct)P—2

42p—1(@p—2) (— Iyp+ 2w (2p—3)1 2p — 4!
0! 2p—4)! (ct)? 2 , (349)

§to je ispravno.

Analogno uzmimo sad u obzir ¢lanove sa Pg, t. j. one, koji
potjetu od izraza (341):

[22] (—1p2snl@n—2s— !

Z e e

n—I1

2n (2n —3) [ : ] (— 1) 2% (n— 1)1 (2n—2s — 3)!
- )

G A (25— ) Qs— DI ety

4n(n—1) [ﬁ](—— 1)5—1 282 (p — 2)1 (2n— 25 — 3)!

s , - =0 (350)
¢’ - n—28)1 (25— 3)! (ct)in—2—2

Pretpostavimo

n——IA

2 - (351}

A
A

s

i svedimo na zajedni¢ki nazivnik (rn— 2s)! (2s — I)! (ct)24—%,
Brojnici daju

(— 1) 2%t @0 — 25 — 1)1 =
= 2n@n—3) (1—25) (— 1) 2% (n— D! n-—25 — ! —
—dnm D@s— ) @s—2)(— 1rent(n 2)t(2n 25— 3)I. (352)
Dioba sa (— 1) 2 a! (2n— 25 — 3)! daje
(@n— 25 —1) (2n— 25— 2) — 2(2n—3) (n— 25) +

+ @s—1) 25— 2), (353)

133



3to je ispravno. Za s=—1 izlazi K

. ,,Ezjj! (En:— )N 2n(n—3)22 (n—1)! (Zn—5)! 354
=)t i1t = m—a) T -~ 399

$to je ispravno. Ako je n tak broj, moze biti s,—_—gf = p, pa izlazi

(=breweptep—nt
0t @p— Nty
__ 8pp—H(—1pt 2%t ep—2)! 2p—3)!
0tE@p—3)(ct)” ’

(355)

Sto je ispravno.
Uzmimo dalje u obzir ¢lanove, koji potjedu od (342) za jedno
stanovito r. Pretpostavimo ponajprije
1<r<n—3. (356)
Dobijemo

{*sz (— I+ estint (n—r—s— ! @n—25— 2! ()
‘r's'(n—r—-Qs—l)'(n-s——l)'(2‘r—f~23)'(ct)2”—2"”—_

§==1()

_fn (8n — 3)
BT ’

n—r—=2
3 Z ](—l)‘“?”wnf DIn—r—s—2)!@n—25— 8!+
' rst(n—r—25—2) 1 (n--5— D @r + 25)! (ctyin—r—2e?

§=0

dn(n—1)
c? t2 ’

n—r—1
[ é ] (1251 n—2) (n -‘rfs~2)'(2n~2s~4)'(1—{—a~l)' 357
) ris—)n—r—2s—N(n 73‘2)’(2r+23~2)'(ct)z"z”” - (897)

s=1

Neka je

1<s< L'QT;—E (358)
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i svedimo opé¢e ¢lanove na nazivnik
rtsl (n—r—25—1) (n—s—1)! (2r + 2s)! (ct)?*—¥ % Broj-
nici daju
(—Dettgzstligln—r—s— DI 2n—25—2D1 (r+3s) 1 =
=n(2n—3)(n—r—2s— ) (n—s5—1)(—1)FL,
L — DI n—r—s—2!1 (2n—25—4)! (r +5)! —
—dnn—Dsn—s—1) @4 2s)(@r42s-—-1)(—1)s.
2B —2) (n—r—s—2)1(@n—2 —4)! (r--s— 1)1, (359)
Dioba sa
(— 1)+ 2st2 (p—s—)n! (n—r—s—2)! @n—2s —4)! (r -+ s)!
daje
n—r—s—1) @n—25s—3) = 2n—3) M —71r—25—1) 4
+ s(2r 4+ 2s—1), (360)
ito je ispravno. Za s =0 dobijemo
o 2nt{in—r—1)! (2n—2)!r!ﬁ‘ -
rt0l(n—r — D! (n— D@ (ct)22

2n(2n~3)2(n——1)' n—r—2)! (21’1.—4)‘]”
10! (n—r—2)! (n—2)! (211 (ct)Pn—2

-, (361)

Sto je ispravno. Ako je n—r -1 tak broj, moZe biti
n—r—1

s=———g——=p, pa dobijemo
(=1t 2%+ 2p 474 1)!p! Cp+ 20! (r 4 p)!
rip! 0 (p 47! (2r 4 2p)! (ct)?P
__4@2p+r+1) @p+n) (¥ +! 2% 2p+r—1) I(p—=1)! (2p+2r=2)! (r +p-1)!
!l (p—-D! 0! (p+r—1)}! (2r+2p—-2)! (ct)¥+?

,(362)

sto je ispravno. Ako je r=—n—2 (363), otpada zadnja suma,
a u ostalim je moguéa samo vrijednost s =20, pa dobijemo
2n!11(2n—2)! (n—qZ)"
m—2)10!' 1T (n— D! (2Zn—4)! (ct)*
2n(2n—3)2(n—1!0! 2n—4)! (n—2)!

T T T =) 010l (n—2) 1 @Zn— D) (e - (369)
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Sto je ispravno. Ako je r==n—1 (365), dobijemo samo sumu
na lijevoj strani sa s=0, ali prema jednadzbi rekurzije (335)

pridolazi jo§ na desnoj strani sumand — —%Iz.z—, dakle
2n! 0!l @2n—2)! (n— 1! 2 (366)
n—11010! (n—1)! 2n—2)! (ct)* — e’

3to je ispravno. Time su ¢lanovi, koji potjeu od (342), uzeti u
obzir. Svi ostali flanovi, koji dakle potjetu od (343), daju:

el "11;1]
z n!(2n— 2s—2)! (—1)511 225 ! (2n — 25 — 2)!

L Sl D= T 2 @ n—2s— DI

2n(2n7—3) g (n— 1)1 (2n—25s—4)!
et sln—s—2)! ()2 —%—12

+
(2]

, 2n(2n—3) Z (=18 (m— 11 2n—2s—4)!

¢ tz (23)' (n—2s — 2)! (Ct 2!1—05—-
n—2
__ 4dn(n—1) Z (n—2)!(2n — 25 — 4)! -
2t o (s— D! n—s—2)! (ctyn—z—2
[Z]
_ 4n (n—l) (—1°25"2(n—2)1 2n—25s—4)! | n
ctt? z T@s— D n—2s— DI(c)n—2-2 T 2

(n=4,5,6,...). (367)
Zadnja suma otpada za n —=4.

Za s—=1 {368) dobijemo
22 n! 2n—4)!

n! (2n—4)! -
It m— 2! (e + 5 ==

2n ( n-—3)(n——1)'(2n—6)' 2n(2n—3) 22 (n — 1)1 (2n—6)!

11 (n~— 3)! (et)2e—2 + 22 (n——4)' (ct) »—% - (369

Svedimo na nazivnik 2(n — 2)! (ct)2*—2, Bromlcj daju
2n! Cn— 4! - (n—2) 22 n! 2rn—4)! =
=2n—2) 2n 2n—3) (n—1)! 2n—6)! +
+ Mn—2) (m—3) 2n 2n—3) 22 (n— 1)! 2n—6)!  (370)
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Dioba sa 2n! (2n — 4) (2n — 6)! daje
@2n—5 4+ 2(n—2) 2n—5) = (2n—3) + 2(n—3) (2n—3), (371}
8to je ispravno.

Za s 2z 2 (372) uzmimo najprije u obzir samo prvu sumu
lijevo i prvu i treéu sumu desno u jednakosti (367). Zajedni¢ki
nazivnik ée biti s! (n — s — 1)! (ct)**—%, a pretpostavlja se

2<s<n—2 (373)
Brojnici daju
@n—2s—2)! = 2n(2n—3) (n—s—1) (n—1)! 2n— 25 —4)! —
—dn—1)sm—s—1) (n—2)1 @n—2s—4) ! (374
Dioba sa n!@2n—2s—2) 2n—2s—4)! daje
n—2s—3 — (2n—3)—2s, (375)

Sto je ispravno. Za s =n-——1 treba uzeti u obzir i zadnji ¢lan
u (367):

n! 0! n
I = 376
(n—1)1 0! {ct)? A (376)

1 ovo je ispravno.
Uzmimo sad u obzir drugu sumu lijevo i drugu i Cetvrtu
sumu desno u (367) I pretpostavimo
2<s< 3«';%. (377

Zajednitki nazivnik je (2s)! (n—2s —1)! (ct)®*~%, a brojnici
daju
(— 1+t 22l 2n—2s —2)! =
= 2n2n-—3)(n—25- 1) (— 1)+ 25 (n— 1)1 (2n— 25 — 4)] —
—4n(n—1)28(2s— 1) (-—1)° 2%~ (n—2)1 (2n — 25— 4)!. (378)
Dioba sa (—1)5+1 2%+ nt (2n—2s — 4)! daje
m—s—1)2n—25s—3)=(2n—3) (n—25s—1) 4+ s(25—1), (379)
$to je ispravno. Za slucaj, da je n—1 tak broj, moZe biti
n-—1

§= —5 =P pa druga suma lijevo i Cetvrta suma desno u

(367) daju
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®

(—~ 1y @Ep+-1)12p)t

2p)! 01 (et)+”
_4@pt+1)2p(—1)r 2% 2p—1)! (2p—2)!
(2p — 2)! 0! (ct)#+2 > (380)

Sto je ispravno. Time je cijeli dokaz proveden.

t
6. Redukcija integrala | z" 4, (c VP — %) dux.
X

IzvrSimo li na temelju (9) parcijalnu integraciju

t
S 2 Ay (e V2 dx = 2(;‘ {tm—-—l__X,n_‘ Auer (e VP:?{T)} B
x|

I3
— ?i(’—'cl;li S 22 A, eV 1*— o) dx (381)
X

dovoljan broj puta, dolazimo bez potefkoéa do ovih formula:

ayzam-—=2r 1 r<mn

Ay eVt — ) dx =

Py

< (=1t @) r—s)!  f, ~ EE—
= z B o — gt | bor—zsti_ yor—2541 4, (c VE— X))} +

s=1 t
nC (VTR G5
X

S xr A, (c Vtz - xﬂ) dx =
X

1)+ — U
_ G s T +

§=1

-

Y 2RI (r—n)! (r—mn) or—on P 383
+ D e — ot Sa: Ay (e Ve ) dac. (383)
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Integral na desnoj strani moze se dalje izraziti s pomoéu (326).
cgzam=2r+1 1 r<<m:

I3
S 2t A, eV ir—at)dx =
X

r4t 2§ e
_ — 1)+t 2% —tntr | JER R 22542 A 2 )
- Z ”(n—s Vir—s-1)! X Aims (e VE—X7 X) (384)
dyzam=2r+1 i r2n:
¢
S A, ¢ ViE—22) de =
x

. (.«1 s+1 2251914t { sr—zeb3 __ yarsks A e
—Z ¥ (n—3s) (Tvs+1)v\t X nes e Vi Xﬂ)}+

-~

17! P
0 (rn Gt 5 =t Ay (¢ VEE—af) dx. (385)

X
Integral na desnoj strani moZe se dalje izraziti s pomoc¢u (318).

¢
7. Derivacije po t integrala [ x" A, (c Ve —28) dx.
x

Sluzeti se kraticom (332) tvrdimo, da vrijedi

”gt Py=f, () Po+g, @ Pr+... (n=0,1,2..), (386)
’ gdjejezar=0,1, 2,....
for® = (—1) & (387)
g, &) =10 (388)
forgn® = 0 (389)
1Ykt N2
Gy @) = —(h-l)—:,;i*—i, (390)

a totkice na desnoj strani od (386) znate &lanove, koji ne sadr-
zavaju integrala. Jednakost (386) je odito ispravna za n =0, §to
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odgovara r =0 u (387), (388). Pretpostavimo, da je ispravna za
neko n i diferencirajmo jednakost po t. S pomocu (9) dobijemo

dt ]f (t)Pu T"g”(t)Pl ...}:’:

=f, () Py + £, () — 52 fo®) Pitg,©)P +g,®— ffg,, () P,4... (391)
Uvrstimo 1 (336), izlazi

[
5 U Ptg, OP ...} =

I, 2 , 't 1
= [f,, ® -+ 9 (t)] Py + [gn 0—5f0—g, (t)} Po... (392

Prema tome funkcije f, (t), g, (t) zadovoljavaju jednadZbe re-
kurzije

T2, (393)

g ® = 1,0 +

Guiat) =g, — f,, ) — — 9,1 . (394)
Lako je uvjeriti se, da izrazi (387), (388), (389), (390) zadovolja-
vaju ove jednadzbe rekurzije, ¢ime je dokaz proveden.
Tvrdimo dalje, da vrijedi

5;;— tP) =9, P +¥, P, +... (n=0,12..), (395

gdje je zar=290,-1,2,...

e, =0 > (396)
Y, () = (—1)crt (397)
Popp (B = (— 1) 2% (398)
P, @) = 0. : (399)

1z (389), (390) izlazi za r==10
(% Py = — Cz Py 4 ..., (400)

dakle

2 gnt! 2
at” (tP) = 2 gt Fo 4. — 2 g WP 79,4 ®) P,]+ ... (401)
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ili

2
P, 0) =— 5,0, ® (402)
B0 = — g, (0, o)

éime je dokaz proveden.

Ogrammmo 1i se na ¢lanove najvisih potencua od t, koji su
pomnozeni sa Py ili Py, to dobijemo na temelju (326), (386) i

(395):
2§ V=T 0= G e 7
+ 4nrgert j;::l y — — 2n21— 1 o g;’, (tP) —
—nr(@n+ 1) @D e L e, )} =5 ((;12)): {(wnr &2 Py
+ (— 1) 2mrer g Py — (—1y LERT L (2"; D or o p, —

— (—1y—12nr@Qn + 1) (2n— 1) =22 Po} A=

,,_1/1+r4 \ . Ar—9n—1 .,
2(2,,‘ o);“—*_z,((zz)); {t—nPO + jli(iﬂ__zl_l thnp|} + ... (404)
#
Al g Sy (D @)l [, 07
gt S <A V=) dx = 221 2 () { apr+i Fo

X

n(2n+1) R

) > £
+ 2n (27‘ —+ 1) t‘”+l “a*rz’" Pu e 0t»,+1 (tPI) -

 R@ D@ AENE D L, P )
oLz T e “Pl)} =

_ (=1 !

T 2% i (2p) !

{(- 1yt le B L R

+ (_"‘1)" 2n (27’ + 1)CZr tra—t PU + (— 1)’+1 n(zn _|_ 1) cirth—l PO +
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+ (___ 1)r+1 n(z'r* 1) (Z‘Ej- 1) (’7n~——1) 2rt2n~1 P]}+. P—

(— 1)+ (4n)! ?
= ZT»rcmrfzz)! {n (4r—2n41) =" Py — ; g2+ Pl} + ... (405}

t
dtz’ S A (e ViE—x") dx =
x

(— 1) (4n -+ 2)! Lo
2R (O 1) {2 (A1) @ A DB o o

+ 8nr(n+-1)(2n 4 1)1

02r—l 02

l)tz;:T Py 4 ¢ gl oo (tP) +
o —

+2r2n 1)t Fra (zp )} =

—1)" (4 2
gt (g T | 20 D @n ) Py

4 =1V dnr(n+ 1) (2n 4+ 1) 222 P, 4 (— 1) cr¥2gntip, 4
+ (— 1~ 14r (2n + 1) ¥ 2 P(,} 4=

— 1)+ (4n 4 2!
zz:x(+z_cz’1—3ri€2%‘)m {2 @n+ 1) (n—2r + 1) P+

+ Pt p, } T (406)

t
e
X
(=1 (4n 2yt , gL
) 2 (Tl e

T Towmds CZn-i-z (2n+1 1) @n -+ 1Dt —— o Py +

oy 41

Fdn(n + 1) @n 4 1) @r + 1) gt 3;

+
A%r 41 o
+ Pttt é::ﬂ‘ (tP)+(2n+1)2r+1) tz" e (tPl)} L=
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- Eﬁ% 3:(37531 {(’7”’“ (n+1)(2n+ 1)+l p 4

+ (1) 4n(n+1) 2n+1) (2r+1) ¢ 981 Pyt (—1)7 2¢¥+2 ki p, -
(= 1F (@n + 1) @r + 1) w2 gt p } =

(— 0+ (4n 4 2)!

= 22n+zczn-—zr(2n+ 1)

{zaw Py + (2n+1) @r—n) 241 P, } . 407y

Radi boljeg pregleda ponavljamo rezultate zadnjih &etiriju pre-
tivorbi:
S

azr o
o S x* Ay(e V2 —x)dxe =
x
N G VA GO LI n4r—2n—1) .
- 271- =T () Py A e I " Py - (408)

i

0¥ +! I

T S 7 Ay (e Vit —xf) dx =
X

—~ 1)+ (4n) ! 2
= %k?ii;y((zz)j'i‘ {n (47‘ - 2n + 1) th——l Pr,*—- % g2t Pl } + ... (409}

(‘)Zr : Jp—
pra S 2 FIAL (e V= %) dx =
X

e (=D dn4-2)1 1Y g2m 2 on | ‘
2043 n—2r2 (29 - 1)1 {2(271‘;‘1)(71'*277'1)32 Py + ¢ +ZPIJ’T'~-(410)

dzr-{»—l : T
T S 2 RN (e VE— ) dx =
X

ot +

— 1) (4n + 2
= e () fi)" {4 2n 1) 2r < Pl} oL@
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Dr. STANKO BILINSKI

HOMOGENE MREZE RAVNINE

UvVOoD

Problem, koji ¢e biti razmatran u ovoj raspravi, ima svoj
historijski pocetak jo§ u starom vijeku u geometriji Grka. U
XIII. knjizi svojih »Elemenata«! daje Euklid uz definiciju
pravilnih poliedara i dokaz njihove egzistencije, daje njihove
konstrukcije, istraZuje njihova metri¢ka svojstva i na kraju
pokazuje, da osim pet promatranih ne moZe biti vise pravilnih
poliedara. No ti pravilni poliedri, koje su Grei zvalii Platonovim
ili kozmickim tjelesima, bili su poznati u Grékoj jo§ mnogo
prije Euklida. Kako su stari Grei bili u prvom redu umjetnici,
koji su u svakoj filozofskoj i nauénoj spoznaji traziti i estetski
momenat, to je razumljivo, da su ba$ oni stvorili pojam pravil-
nog poliedra. Cini se, da je problem pravilnog poliedra bio
prvi put postavljen u $koli Pitagorinoj; sigurno je naime, da
ih pitagorovei poznaju veé svih pet.? Poznato je, kako su gréki
filozofi doveli u vezu nauku o pravilnim poliedrima s Demo-
kritovom atomistikom, daju¢i atomima pojedinih elemenata,
pa i cijelom svemiru, oblike pravilnih tjelesa. Iako su dakle
regularni poliedri sigurno bili poznati dva stoljeta prije Euklida,
prvi potpuni geometrijski dokaz njihove egzistencije nalazi se
istom u njegovim »Elementima«, Koliki je u Grka bio interes
za problem pravilnih poliedara, moZemo vidjeti po tome, Sto
su razli¢iti matematicari iza Euklida dodali »Elementima« jos
dvije knjige, koje sadrzavaju otkri¢a o pravilnim poliedrima
iza Euklida. No i kasnije, pa sve do najnovijeg vremena, svra-
¢ali su regularni poliedri na sebe interes, pa su se tim proble-
mima bavili i mnogi istaknuti matemati¢ari osamnaestog i
devetnaestog stoljeta, tako na pr. medu ostalima: Legendre,
L’Huilier, Cauchy, Sohncke, Jacobi i t. d.

1 Oswald’s Klassiker der exakten Wissenschafien, Bd. 243, C. Thaer:
Die Elemente von Euklid V., Leipzig 1937, str. 84.—99,

2 H. G. Zeuthen: Geschichte der Mathematik, Kopenhagen 1896,
str. 34.
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" Problem pravilnih poliedara moZe se na viSe razli¢itih
natina prosiriti. Tako E. Steinitz® nabraja ovih pet moguénosti
prodirenja:

1. Uvjeti pravilnosti ploha i uglova mogu se zamijeniti malo
Sirim uvjetima. (To je ve¢ utinio Arhimed i naSao sve moguce

) poliedre s pravilnim plohama razli¢ite vrste i kongruentnim
uglovima, koje danas zovemo Arhimedovim poliedrima. Kepler
je istrazivao poliedre polarne Arhimedovima, t. j. poliedre
kongruentnih ploha i pravilnih uglova. Sve su to »polupravilni
poliedri«. U novije je vrijeme ué¢injeno daljnje proSirenje u
tom smislu, pa su istrazivani opcenitiji istoplo$ni i istougli
poliedri.) -

2. Uvijeti pravilnosti mogu se pro$iriti od obi¢nih Eulerovih
poliedara i na poliedre viSe vrste. Dolazimo tako od Platonovih
do regularnih poliedara viSe vrste.

3. Prosirenje s obzirom na viSedimenzionalnu geometriju
daje problem regularnih tjelesa ili politopa u R, .

4. ProSirenje s obzirom na neeuklidske geometrije daje
problem regularne razdiobe hiperboli¢ne, paraboli¢ne, sferne
i eliptiéne ravnine.

5. Profirenje s obzirom na topologl]u da]e probleme, kod
kojih se mjesto metri¢kih pravilnosti traZe samo stanovite
pravilnosti s obzirom na poredaj poliedarskih elemenata.

Kombinacijama ovih razli¢itih giedista za moguénost pro-
Sirenja problema regularnih poliedara dolazimo do novih geo-
metrijskih problema.

Tako je problem homogenih i pravilnih homogenih mreza
u ravnini, koji ¢e biti predmetom ocve radnje, zapravo nastao
proSirenjem problema regularnih poliedara u smisiu tocke 1.,
4. i 5. od gore navedenih Steinitzovih moguénosti.

' Neke osnovne ideje tako prodirenog problema mogu se naéi
vet u starom vijeku. RjeSenjem prcb]ema pravilnih poliedara
rijefen je dakako i problem razdiobe kughm plohe u pravilne
<ukladne sferne poligone, a onda nijc nista prirodnije, nege
da se taj problem prosiri i na ravninu. I doista u petom stolje¢u
prije n. e. bila je pitagorovcima poznata moguénost razdiobe
ravnine u pravilne sukladne trokute, ¢etverokute i Sesterokute.*
U jednom ornamentu,® koji je zacijelo jo3 egipatskog podrijetla,

3 Encyklopiddie der Math. Wiss.,, Bd. III.,, 1. T, 2. H., Heft 9. E,
Steinitz: Polyeder und Raumteilungen, str. 101.

4 Zeuthen: str. 35, i M. Cantor: Geschichte der Mathematik I,
str. 177. :

5 Vidi sl. 1. na str. 81. u A. Speiser: Theorie der Gruppen von
endlicher Ordnug. II. Aufl, Berlin 1927
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a koji je naden u Izidinom hramu u Pompejima, moZe se
razabrati pravilna homogena mreza R [3, 4, 6, 4] (vidi sliku na
kraju ove radnje.) Samo taj ornamenat moZemo sigurno sma-
trati viSe proizvodom umjetni¢ke inspiracije negoli svijesne
geometrijske spoznaje. No od tada pa sve do gotovo najnovijeg
vremena nije u tom smislu nadeno nista novo. Istom pocetkom
devetnaestog stolje¢a problem postaje opet aktualan, kada se
njime poéinju baviti neki matematicari u Francuskoj. Do nji-
hovih originalnih radova nisam mogao do¢i, aii ¢ tom Buiick-
ner® potanje referira: L'Huilier je promatrao gore spomenute
pitagorovske razdiobe ravnine kao grani¢ne slucajeve regu-
larnih poliedara. Gergonne’ promatra analogno graniéni sluéaj
Arhimedovih poliedara, ali izvodi to nepotpuno i previda
mnoge slucajeve polupravilnih razdioba euklidske ravnine.
»Pptpuno rjeenje problema« — kako kaZe Briickner — daje
istom Badoureau®, ali, ako doista Briickner ispravnoe navodi
sve rezultate, onda ni Badoureau ne daje sva rjeSenja proble-
ma, jer i on previda neke moguce slucajeve.

Jednu malu biljesku o praviinim i polupravilnim mreZama
u euklidskoj ravnini moZemo ¢itati 1 kod Schoutea®, no on tu
citira Briicknera i navodi iste nepotpune rezultate.

Dakako da je u svim ovim radovima problem postavlijen
jo§ ¢isto elementarno planimetrijski.

U novije vrijeme, a naroCito u posijednjih dvadesetak
godina, opaza se pojatani interes za problem razdiobe ravnine
u poligone i za probleme ovomu srodae.

Poticaji za izrazivanja u tom smjeru dosli su s tri razlidite
strane. I za to mi se ¢ini najzgodnijim, da se ovi noviji radovi
poedijele u tri skupine veé¢ prema tome, odakle je poticai dolzo.

U I. skupinu mogli bismo ubrojiti radove, kojima je nepo-
sredni poticaj dao Hilbert u svom znamenitom prodavaniu
»Mathematische Probleme«, koje je odrZao 1900. na interna-
cionalnom kongresu matemati¢ara u Parizu. Radovi ove skupi-
ne jesu na pr. [3], [6] 1 [8]".

¢ M. Briickner: Vielecke und Vielflache. Theorie und Ceschichle.
Leipzig 1900., str. 158.
7 Gergonnes Annales, Bd. 9., 1818./19., str. 321.
8 Badoureau: Mémoire sur les figures isoscéles. Compt. Rend. XLIX,,
1878., str. 93.
9 Schoute: Mehrdimensionale Geometrie, 1902.—1905. Bd. 1L, str. 151

1 Brojevi u uglastim zagradama odnose se na literaturu navedenu
na svrietku ove radnje.
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U II. skupinu moZemo ubrojiti radove, koji su potaknuti
teznjom, da se rijeSe stanoviti kristalografski problemi. To su
na pr. radovi [4], [5], [11] i [13], a donekle i [10].

Konaéno III. skupinu sadinjavali bi oni radovi, koji sadrZe
nastejanja, da se problemi razdiobe proSire i s obzirom na
neeuklidske geometrije. To su -na pr. radovi [1], {7], [9] i [12].

Ovdje éemo ukratko referirati o najvaznijima od tih radova
i to po redu prema skupinama, u koje smo ih svrstali.

I. skupina. Svi radovi ove skupine jesu prilozi rjesenju
osamnaestog od spomenutih Hilbertovih matematskih proble-
ma: »Nastaje pitanje, postoje li i takvi poliedri, koji nisu fun-
damentalna podruéja grupa gibanja, ali pomocu kojih je ipak
moguce podesnim slaganjem kongruentnih egzemplara potpu-
no ispuniti cijeli prostor.«

Prvi vedi pokusaj, da se dode blife rjeSenju ovog problema
u R,, daje K. Reinhardt u svom radu [6]. Konaéno rjeSenje tog
problema u R, daje istom H. Heesch [3], dok za R, (n = 3)
nalazi rjeSenje K. Reinhardt [8]. Ova rjeSenja daju jesni odgo-
vor na gornje pitanje za n = 2.

Nas ¢e ovdje najvise interesirati Reinhardtov rad [6]. Tu
je naime vrlo Siroko zahvac¢en problem razdioba euklidske
ravnine u poligone. U I. dijelu postavljene su za elemente
takvih razdioba na osnovu opéih planimetrijskih i topoloskih
razmatranja vrlo opcenite relacije. U II. dijelu primijenjene
su te relacije na razdiobe, koje bi odgovarale nasim @-mreZama
i za tako specijalizirane relacije dana je tablica, koja sadrzi
sva numeri¢ka rjeSenja. Dalje se K. Reinhardt ne obazire na
to, da postavljene relacije daju samo nuzne uvjete traZenih
razdioba, pa ne ispituje moguénost geometrijske realizacije
svakog rjeSenja napose, ali potanje ispituje moguénosti raz-
diobe ravnine na kongruentne S3esterokute i peterokute, pa
postavlja sve tipove tih mnegokuta, za keje postoji moguénost
takve razdiobe ravnine.

I1. skupina. Radovi ove skupine polaze od nekih problema

postavljenih u teoriji strukture kristala. No prema rije¢ima
A. Subnikova [13}: »Za postignuée ovog cilja meni se &ini

neophodnim rijesiti jednu &isto geometrijsku zadaéu — zadaéu
ispunjavanja ravnine i prostora osobitim poligonima i poliedri-
ma, koje ¢u nazvati planatomima i stereoatomima...« U rav-

nini bi to odgovaralo prema nasoj terminologiji — kako slijedi
iz daljnjeg izlaganja — problemu odredenja svih mogutih R-
mreza parabolitne ravnine, koje se odlikuju tim posebnim
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svo;stvom da za svaka dva povoljna ¢voriita postoji pomak
mreZe s preklapanjem ili bez preklapanja, koji prevodi jedno
¢voriste u drugo, a uz to mreZa kao cjelina samu sebe pokriva.
Da rijedi taj zadatak, Subnikov polazi od Eulerove poliedarske
formule i pomotu nje izvodi nuZni uvjet za traZene mreZe.
Zatim uzima Subnikov sve kristalografske grupe ravnine i po-
moéu regularnog sistermna ekvivalentnih tofaka izvodi za svaku
pojedinu grupu sve mogufe mreZe traZenog svojstva na taj
nadin, da spaja totke toga sistema po odredenim pravilima.
Pritom mu rjedenja nuznih uvjeta sluZe samo kao potvrda, da
se spomenutim konstrukcijama doista iserpljuju svi moguél
sluéajevi trazenih razdioba.

F. Laves [4] dolazi do problema, koji je dualan enomu A.
Subnikova, t. j. on traZi sve topoloski razli¢ite tipove @-mreZa
parabolitne ravnine. Topolodko-planimetrijskim zaklju¢cima
nalazi nuZne uvjete, koji se 1 opet u svojoj biti podudaraju s
nuznim uvjetima Reinhardta i Subnikova. Zatim Laves za svako
od rjedenja ovih nuZnih uvjeta napose ili pokazuje crtanjem, da
se dade geometrijski realizirati, ili — za manji dio rjeSenja —
dokazuje, da su razdiobe ravnine, koje bi njima odgovarale,
topoioski nemoguce.

Ovdje ¢emo spomenuti i rad H. Heescha [2], koji zapravo
po sadrzaju ne spada u ovu skupinu radova, ali se nadovezuje
na prednji rad F. Lavesa. Tu H. Heesch istraZuje broj mogucih
topoloSkih pravilnih razdioba zatvorenih ploha i ovisnost broja
moguéih razdioba o suvislosti te plohe.

U radu [5] postavija W. Nowacki za cilj istraziti svoj-
stva i moguénosti izvodenja svih homogenih razdioba prostora
na »podruc¢ja djelovanja«. Usput Nowacki poopéuje taj problem
na R. i osobito temeljito promatra slu¢aj n==2. Tako on pro-
blem razdiobe ravnine osvjetljuje sa svih strana, a uz to daje
sintezu i enciklopedijski pregled prethodnih radova, pa navodi
vrlo potpuno literaturu radova, koji su u blizoj ili daljoj vezi
s rjeSavanim problemima.

U ovu grupu radova mozemo uracunati viSe po metodi i
nac¢inu istrazivanja i rad R. Sauera [10], koji neovisno od dru-
gih, bez poznavanja prethodnih radova, dolazi do istih rezultata
kao i A. Subnikov, W. Nowacki i dr.

Konatno je tu i rad U. Sinogowitza [11], koji obraduje
sradne probleme ali koji se temelje na problemu homogene
razdiobe ravnine, U tom smislu naslanja se taj rad na radovg
F. Lavesa [4] i W. Nowackoga [5].
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I11. skupina. U radu [12] Sommerville istrazuje u ravninama
triju geometrija semi-regularne mreZe, t. j. mreZe, kod kojih
su svi poligoni regularni, ali opéenito razli¢itih vrsta. Ove
dijeli u razli¢ite tipove i to: »simple types«, kod kojih su sva
»¢vorista« kongruentna ili simetriéno kongruentna, a to su bas
polupravilne razdiobe ravnine u smislu Arhimedovu, koje ie
i Badourcau istrazivao, i »composite types«, kod kojih sva
¢évorista nisu medusobno kongruentna. On ispituje svaki slutaj
individualno sluZe¢i se pri tom samo geometrijskim zorom 1
pokusavanjem, i bez dokaza egzistencije nabraja sve moguce
mreze u euklidskoj i sferncj ravnini, a za hiperboli¢nu ravninu
samo napominje, da je broj moguc¢ih sluéajeva beskonacan.

K. Reinhardt promatra u radu [7] razdiobe hiperboli¢ne
ravnine u konveksne istokutne poligone, pa uz neke metri¢ke
pretpostavke daje gornju ogradu za broj stranica poligona
moguce razdiobe.

R. Cesarec u jednoj napomeni na kraju rada [1] isti¢e mo-
gucnost razdiobe hiperbolizne ravnine u potpuno pravilne orto-
gone jednakog broja stranica.

U radu [9] E. Roeser promatra razdiobe grani¢ne kugle u
pravilne kongruentne poligone, koje ujedno daju regularne
hiperbolitne poliedre s neizmjerno mnogo ploha. Iz relacija
“ za polumjere poliedru opisane i upisane kugle dolazi do jed-
nadzbe, koja je identi¢na sa specijaliziranom relacijom nuZnog
uvjeta pravilnih homogenih mreZa t. j. s relacijom (65) ove
radnje.

To je u glavnim crtama prikaz najvaznijih radova, do kojih
sam mogao do¢i, a koji sadrzajno stoje u neposrednoj vezi s
ovom radnjom.

Pogledat ¢emo, $to je prema tome do sada ve¢ ucinjeno u
rjeSavanju problema razdicbe ravnine u peoligone. Vidimo iz
gornjih radova, da je taj problem od viSe autora sa mnogo
strana proucavan i temeljito istrazivan. Da se tu lakSe snade-
mo, pomoéi ¢e nam i referat o tom pitanju u radu [5]. Radove
koji obraduje taj problem, podijelio je tu W. Nowacki s obzi-
rom na metode, koje se u njima primjenjuju i koji se problemi
pri tom rjeSavaju, pa je sastavio o tom jednu preglednu tablicu
(str. 72). Tako moZemo razabrati, da su problemi homogenih
razdioba ravnina s kristalografskog stanovidta rijeSeni, ali s
opéeg topoloskog stanovista — koje u sam problem §ire i dublje
zahvaéa — rjeSenje nije potpuno. Tu su postavljeni samo neki
nuzni uvjeti, a dovoljnih uvjeta kao i dokaza egzistencije jo$
nema. ‘
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Tako na pr. F. Laves istice ([4] str. 225): »...ali za te
uvjete moglo je biti samo pokazano, da su nuZni, no nije
uspjelo postaviti bilo kakve uvjete, koji bi bili i dovoljni} I
doista za manji dio rjeSenja, koja zadovoljavaju uvijetima,
moglo se pokazati, da su razdiobe ravnine, koje bi njima odgo-
varale, topolo3ki nemogute, dok se za preostali dio rjefenja
moglo samo pomo¢u crteza pokazati, da njima doista odgova-
raju razdiobe ravnine u gore naznalenom smislu.«

Slitno mozemo ¢itati 1 kod W. Nowackoga ([5] str. 68.):
»Moguénost realizacije (dovolini uvjeti?) moZe za sada i opet
biti ustanovljena samo istrazivanjem svakog pojedinog slucaja
i crtezom.«

Prvi pokusaj, da se ova praznina popuni, nalazi se u radu
[11] str. 466. Tu U. Sinogowitz pretpostavlja, da jedna pra-
vilna homogena mreza — Sesterokutna — egzistira (a ta se
pretpostavka ¢ini autoru neizbjeZivom), i dokazuje odatle egzi-
stencije ostalih homogenih mreZa paraboli¢ne ravnine, ali i
to opet oslanjajuéi se samo na zor. I bez obzira na to, da ne-
izbjezivost uc¢injene pretpostavke nije bas evidentna, ovo se
ne moze smatrati rjeSenjem problema veé i radi toga, jer se
ne da primijeniti u neeuklidskim geometrijama, a pogotovo ne
u opéem topoloskom slucaju, pa tako ostaje problem u svojoj
opctenitosti do sada nerijeSen.

Ova je radnja prilog kona¢nom rjeSenju tog problema i s
ovog stanovista.

Mi ¢emo tom problemu pristupiti tako, da éemo ispitati s
jednog jedinstvenog i opcenitijeg stanoviSta moguénost egzi-
stencije homogenih mrezZa, a zatim ¢emo dati i dokaze njihovih
egzistencija.

No zato ¢e najprije biti potrebno, da nademo natin, kako
bismo mogli shemati¢ki fiksirati tip neke odredene mreZe u
ravnini. Metode, koje se upotrebljavaju u teoriji poliedara, gdje
je tip nekog poliedra fiksiran uz pomo¢ »plodnih izraza« ili
»vrénih izraza«< ili »bridnih izraza« ili napokon »matricom
incidencije«, ne mogu se tu upotrijebiti, jer ovdje ne ¢ée opce-
nito broj poliedarskih elemenata biti konaéan, pa bi takve
sheme i matrice morale bhiti beskonatne. Radi toga ¢emo mi
dati najprije pojam slozenog cikli¢nog slijeda, a onda uz pomot¢
tog pojma definirati stanovite elementarne poliedarske kom-
plekse, koje ¢emo zvati ¢voriStima odnosno poligonima viSeg
reda i razreda! Neki odredeni tip mreze bit ¢e odreden stano-
vitim beskona¢nim slijedom tako stvorenih izraza.
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Metoda, koju ¢emo tako razviti za rjeSenje specijalnog pro-
blema ove radnje, sigurno ¢e se moé¢i primijeniti i drugdje u
kombinatori¢koj topologiji ploha i teoriji poliedara.

Na kraju ove radnje dane su slike svih pravilnih homogenih
mreza paraboliéne ravnine, a iza ovih jo§ i shematski crtez svih
pravilnih homogenih mreZa eliptiéne ravnine. Pravilne homo-
gene mreze sferne ravnine nalaze se u spomenuto] radnji
Sommervillea [12], jer ono, $to on pogreSno naziva pravilnim
mrezama elipti¢ne ravnine, zapravo su mreZe sferne ravnine.
Sommerville naime nije uzeo u obzir, da se elipti¢na ravnina
ne da orijentirati.

1. JEDNOSTAVNI I SLOZENI CIKLICNI SLJEDOVI

Definicija 1. Neka je dan konaéni skup S od n elemenata,
medu kojima moze biti i jednakih, pa neka je uvijek za svaka
po dva elementa odredeno, da li su susjedni ili nisu. Re¢i éemo
da ti elementi ¢ine »cikliéni slijed« ili krate »ciklus«, ako je
svaki elemenat susjedan s tofno dva elementa iz skupa S, ali
skup § ne sadrZi u sebi nikakav uZi skup istog svojstva.

Iz te definicije slijedi neposredno:

Stavak I. Svaki ciklus sadrzi barem tri élana.

No mi ¢emo kadgod radi opcenitosti i jednostavnosti pro-
Siriti pojam ciklusa i na sluéaj, da on sastoji — protivno def. 1.
i stavku I. — od jednog jedinog &¢lana. Ima li se u kojem slu-
¢aju pod ciklusom razumijevati ovaj Siri pojam, to éemo uvijek
naro¢ito istaci.

Neka sua, b, ¢, ..., k, I, m, elementi skupa S definicije 1.,
onda ¢emo ciklus A oznaditi s

A=zle,b,c, .. k1, m],
gdje je svaki ¢lan napisan izmedu svoja dva susjedna, a osim
toga je i prvi napisani susjedan posljednjem od njih. Uglasta
zagrada ¢e nam naznadivali, da se tu radi o ciklusu. Uzmemo
li kojigod par susjednih ¢lanova toga cikiusa, moZemo takav
ciklus orijentirati, ako taj par uredimo t. j., ako odlutimo, koji
je od ta dva ¢lana prvi po redu. Budu¢i da su tu moguée dvije
razli¢ite odluke, ima ciklus A dvije orijentacije, koje ¢emo
pisati:
A=, b, c, ...,k I,m)
i A,=(m, Lk, .., ¢ b, a),

pa ¢emo smatrati, da ¢lanovi tih orijentiranih ciklusa slijede
jedan za drugim od lijeva na desno onim redoni, kako su napi-
sani. Ovdje ée okrugle zagrade naznadlivati, da je ciklus v
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njima orijentiran. Isto tako, dok veliko slovo bez indeksa znaéi
neorijentirani ciklus, donji indeks pored velikog slova naznaéit
¢e, da je ciklus orijentiran.

Orijentirani ciklus ¢emo numerirati tako, da odaberemo
bilo koji od njegovih ¢lanova kao prvi, a svakom slijedeéem
damo indeks za jedinicu veéi. Pri tom ¢emo obje orijentacije
jednog istog ciklusa A numerirati uvijek tako, da prvi, dru-
gi, ..., posljednji ¢lan ciklusa A, budu posljednji, pretposljed-
nji, ..., prvi ¢lan ciklusa A,.

Definicija 2. Svaki »otvoreni slijed«

Qi Qugys Giposreves Qs Qpseeey Gy gy @y

¢lanova orijentiranog ciklusa

A (e, ap a5,...,0, ,, a)

]

nazvat ¢emo »poloZajem« tog ciklusa. Kojim ¢lanom ima otvo-
reni slijed poceti, naznac¢it ¢emo gornjim indeksom. Tako ée
ciklus A4, imati ovih n poloZaja:

=

AlZa, 4 d,. .00, Q
) -
PR Ay, A,
s -

Al Za,, e A S T
.

AtZa,, a4, G, @y oees @,y

Simbol A za m>n neka je definiran relacijom A7 = AP,
gdje je p najmanji pozitivni ostatak od m za modul n.

Sve polozaje ciklusa A, i A, smatrat ¢emo polozajima
ciklusa A.

Jedno¢lani ciklus imat ¢e samo jedan polozaj, koji je iden~
tiéan s tim jedinim ¢lanom.

Definicija 3. Kazat ¢emo, da su dva polozaja

AfZay, a0, G
i B}l.sb,, biyyr bigore i b G,j=12)
jednog istog ili dvaju ciklusa medusobno jednaka, i pisat ¢emo
AF = B!
1 ]'

ako postoje redom jednadzbe:

a, = by, ak+1=bl+1’ Upo = Opgpseees Gy =Db,_,.
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Definici;a 4. Kazat ¢emo, da su dva orijentirana. ciklusa
A, By (4, =1, 2) medusobno jednaka, ako postoje dva broja
kil tako da VI'lJedl jednadzba

AF = B]’.. ‘ ()]
Za dva neorijentirana ciklusa A i B kazat ¢emo, da su jednaka,
ako postoje ¢etiri broja i, 4, k11 (i, j = 1, 2) tako, da vri-
jedi relacija (1).

Ako su 4; i B;j dva jednaka n-¢lana ciklusa, to prema defi-
niciji 3. odmah slijedi iz jednadzbe (1), da mora za svaki cijeli
broj x vrijediti jednadzba

k4t Bl+v
Af i =B+, (2)
gdje valja indekse k - x i 1 4 x jo§ eventualno svesti na naj-
manji prirodni broj za modul n.
Definicija 5. Ako su obje orijentacije A, i A, ciklusa A
medusobno jednake, zvat ¢emo takav ciklus »simetri¢nime«
Sada moZemo pokazati, da vrijedi ovaj stavak:
Stavak II. Neka je dan n-¢lani ciklus
A; = (ay, 4y, 5, -8, a,,),
pa neka vrijedi jednadzba
Ab = Ag, 3)

“gdje su b, ¢ <n, a ujedno neka je ¢ najmanji od bro]eva
ve¢ih od b, za k031 vrijedi ta jednad7ba pa ako jo$ oznaéimo
kra¢e ¢—b==7r, onda

1. polozaji A A2, A% ... Al “)
¢ine skup svih medusobno razli¢itih polozaja ciklusa A,
2. moza vrijediti kongruencija n=0, (r), (5)

i 3. cikli¢ni slijed A, je periodi¢an i period mu sastoji od
r ¢lanova.

Dokaz:
Primijenimo li na (3) relaciju (2), slijedi
A11>+x — A€+r,

Stavimo i & = —b -+ i, dobivamo jednadZbu
Al = AU =123 ..;¢c—b+i<mn
i A= ArH (i=1223 ..;r+i<mn. &
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Ako ovdje mjesto i stavimo r +i, onda ponovnom (k—1I)-
kratnom uzastopnom primjenom te relacije slijedi:

Al = Abr+i G, k=123 ..;kr--i<n. 4
Pokazat éemo sada, da je (4) doista skup svih medusobno

razliéitih polozaja ciklusa A,. Iz (7) naime slijedi, da je svaki
od preostalih polozaja

AI+1, A{+2, A;+3,‘-.,A711

jednak jednom od poloZaja iz skupa (4). Da su svi oni medu-
sobno razli¢iti, moZemo zakljuéiti ovako: Kad bi bilo:

Af=al  (g<m g hZnm,
morala bi kao i gore vrijediti relacija
Al =Anti (p=h—g<{r i=1,2,3,..)

Ako ovdje stavimo i==b, bilo bi A} = AT"", a to se pro-
tivi pretpostavei stavka, jer je r, -~b>b i ujedno

ry+b==r +c—r ¢,

a ¢ bi po pretpostavei morao biti najmanji broj, za koji vrijedi
relacija (3). Time je prva tvrdnja dokazana. Ujedno odatle
zakljutujemo na osnovi relacije (7), ako za dva broja p i g
vrijedi jednadiba A7 = AJ, da mora biti p=gq, (r). Kako je
(n--1)-vi polozaj uvijek jednak prvom polozaju t. j. Art! ==A,,
mora biti n -+ 1=1,(r), odakle konafno slijedi relacija (5).

Prema definiciji 3. moraju prvi élanovi jednakih poloZaja
biti medusobno jednaki, pa iz (6) slijedi, da je

a.=a (i=12 3, ..;7+1tZn),

i r+i
t. j. ciklus

(@, ay @y ..y a,)

je period ciklusa A;. Tim je i tre¢a tvrdnja dokazana.

Broj ¢lanova u periodu cikiusa A oznaéivat ¢emo s I (A)
pa tako mozemo pisati

4)=r.
Dva jednaka poloZzaja istog ciklusa A ne ¢emo oznaéivati

razli¢itim simbolima, nego ¢emo prema relaciji (7) gornji indeks
svakog poloZaja svesti na najrhanji prirodni broj za modul
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II(A). Ujedno ¢emo svaki ciklus smatrati periodi¢énim, pa i u
sludaju, kad se taj ciklus A ne raspada na viSe manjih perioda.
Tada je cijeli ciklus A sam svoj period, pa ¢emo pisati u tom
sluc¢aju

II (A) = n,

Promotrit ¢emo sada napose simetricne cikluse. Najprije
éemo ih podijeliti s obzirom na to svojstvo, da li im je r tak
ili lih broj. A onda ¢éemo izvesti daljnju podjelu s obzirom na
jedno drugo svojstvo. MoZemo naime pokazati, da se neki si-
metri¢ni ciklusi dadu uvijek prenumerirati tako, da im je prvi
tlan jednak posljednjem, drugi pretposijednjem i t. d., dok
kod drugih simetriénih ciklusa to nije moguée. No kod ovih
posljednjih dade se prenumeriranjem ¢&lanova uvijek postiéi
to, da je drugi ¢lan jednak posljednjem, treé¢i pretposljednjem
i t. d. Pokazat ¢emo, da s obzirom na ove dvije podjele, koje
. su od nekog znafenja u daljnjem razmatranju, mofemo razli-
kovati samo tri tipa simetriénih ciklusa.

Da to pokazemo, uzmimo bilo koji orijentirani ciklus 4,,
¢iji su ¢lanovi numerirani, pa te ¢lanove prenumerirajmo tako,
da (x -- 1)-vi ¢&lan postane prvi, (x -} 2)-gi ¢lan postane drugi
it d. {x+ i)-ti elan postane i-ti, (x-— 1)-vi da postane pred-
zadnji, a x-ti da postane zadnji. Ozna&imo li tako prenumeri-

rani ciklus sa *4,, onda vrijedi ofito relacija At =4/,
ili primjenom relacije (2), ako u njoj mjesto x stavimo (—zx)
Aj= Al ®

Za drugu orijentaciju cikli¢nog slijeda A vrijedit ¢ée kod

korespondentnog prenumeriranja ¢lanova, gdje je prvi, drugi,

.. Clan ciklusa *A4, jednak posljednjem, pretposljednjem, ...
Clanu ciklusa *A, sli¢na relacija:

Al = =Aits, )

Ako je ciklus A simetrian, onda prema definicijama 5. i 4.
moraju postojati dva broja p i ¢ £ 7, za koje vrijedi

Al = AL (10)

Bez ograni¢enja opéenitosti moZemo uzeti, da je tu p = q.

(U protivnom sluéaju valja samo zamijeniti donje indekse).
Prema (8) i (9) slijedi dalje iz (10)

AT TR ="A1F (1
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Ovdje treba uzeti u obzir ove Cetiri moguénosti:

... .. { p=gq, (2)
T =0,(2) ‘

2. .. .. pig (2)

3. ... { psgq, (2)
r$0, (2) '

4. .. .. pig (2)

Op¢enito u razlititim od ta ¢etiri sluéaja i za razlicite
vrijednosti od x u relaciji (11) ne ¢e biti

p—x=qt x (1) (12)
pa uz primjenu definicije 3. razabiremo, da ne mora prvi,
drugi, ... ¢lan ciklusa *A,; biti jednak prvom, drugom, ....

¢lanu ciklusa *4,. No u 1., 3. i 4. slu¢aju mozemo uvijek odre-
diti barem jedan x tako, da bude zadovoljena kongruencija (12).

Iz te kongruencije slijedi naime

2x=p—q, (),
pa u 1. i 3. slu¢aju mozemo uzcti
2, == ﬂ%‘l_’
a u 4. slucaju
—q+r
T, = &_2_'

i (12) ¢e biti zadovoljeno. Vidimo dakle, da u ta tri slucaja
mozemo doista prenumeracijom ¢&lanova ciklusa A, uvijek

posti¢i, da je prvi, drugi, ... ¢lan ciklusa x4, jednak prvom,
drugom, ... ¢lanu ciklusa *4,, ili -— §to je isto — jednak
posljednjem, pretposljednjem, ... ¢lanu ciklusa *4;. U slu¢aju

2. to nije moguce posti¢i, jer sada kongruencija (12) nema
rjeSenja. No zato moZemo u tom slucaju odrediti x tako,
da bude

p—x=q-+x+ 1, .

Valja naime samo staviti x;, == B—;g:i, pa i sada iz (11) uz
primjenu def. 3. razabiremo, da u tom slu¢aju mozemo prenu-
meriranjem ciklusa A, postiéi, da je drugi, treci, . .. ¢lan ciklusa
xA, jednak prvom, drugom, ... ¢lanu ciklusa *A,, t. j. jednak
posljednjem, pretposljednjem, ... ¢lanu ciklusa *4,.
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Na taj naéin mozemo svaki simetri¢ni cikius prenumeri-
ranjem njegovih ¢lanova svesti na jedan od ftri tipa K, L, M,
koji su u pregledu dani ovom tablicom, odakle ujedno vidimo,
da 3. 1 4. sluéaj daju jedan isti tip.

. . pEFa@ , P§q (2
) Relacija " Relacija
Tip ! za polozaje L P za poloZaje
simetri¢- | x obiju simetri¢- x obiju
B! ! orijentacija nog 1 orijentacija
ctklusa =123 . ciklusa =123
=l S 157 L 4,3, ..., ¥
L ) _ ) . 2. g -1 . .
r=0, (@] X ‘153 A =&l L P_;;I,_ Al-all
3. — ; 4. — g+ s
rio@p M| B2 al-a) L Y

Za n=r=06;7 bili bi tipovi redom ovi:
K=la, b, ¢, ¢, b, a],
L={a, b, ¢, d, ¢, b]
iM=la, b, ¢, d, ¢, b, a].

(I geometrijski je to oCevidno. NapiSemo li naime ¢lanove
jednog ciklusa redom na vrhove pravilnog poligona, imat ¢e
taj poligon u sludaju r=0, (2) dvije vrste osi simetrija, t. j.
simetrale stranica i simetrale kutova, pa odatle u tom slucaju
i dva tipa simetri¢nih ciklusa. U sluéaju r % 0, (2) postoji samo
jedan tip simetri¢nog ciklusa, jer su simetrale stranica i kutova
identi¢ne.)

Odaberemo li koja god dva susjedna ¢lana nekog ciklusa
A, moze se dogoditi:

1. da je s ta dva &lana — kao prva dva elementa — polozaj
ciklusa A jednoznaéno odreden; t. j. ne postoji viSe razli¢itih
poloZaja, koji bi tim istim uredenim parom ¢lanova pocinjali,

2. polozaj ciklusa A nije ovim parom susjednih ¢lanova
jednoznaéno odreden; t. j. ima viSe razlifitih poloZaja, koji
potinju ovim istim uredenim parom susjednih ¢lanova. Na pr.
polozaj ciklusa '

A=la, b,c b a d b
je parom susjednih ¢lanova a, d jednoznaéno odreden:
a,d,b,a, b, c b,

dok je parom a, b odreden na tri naéina, jer postoje tri razli-
tita poloZaja, koji tim parom poéinju:
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1. a b, c, b, a, d, b,
2. a b, d a b, cb
i 3. a, b, ¢, b, a, b, d
Tako moZemo postaviti ove dvije definicije:

.Definicija 6. KaZemo, da je ciklus A »prve vrste«, ako mu
je polozaj jednoznac¢no odreden svakim uredenim parom nje-
govih susjednih ¢lanova.

Definicija 7. KaZemo, da je ciklus A »druge vrste«, ako nije
prve vrste, t. j. ako postoji barem jedan uredeni par njegovih
susjednih ¢lanova, koji ne odreduje jednoznaéno poloZaj toga
ciklusa.

Pitanje je sada, kada ce ciklus biti prve, a kada druge vrste?

Neka je dakle A;=(ay, a, a; ..., an) jedna orijentacija
ciklusa A prve vrste. Uzmimo koji god par susjednih ¢lanova,
na pr. ¢;, a;,,, tada ovaj par prema definiciji 6. jednoznatno
odreduje jedan polozaj ciklusa A, a to je poloZaj Af. Neka je
sada @ = a;, 04 =, pa neka je a;, a;;, po redu prvi par
susjednih Clanova, koji u A, slijedi iza para g;, ¢;,, a jednak
mu je i iste orijentacije, onda mora prema definiciji 6. biti
Al = AJ. Kako je j najmanji od brojeva vetih od i, za koji
ta jednadiba moZe vrijediti, to mora biti prema stavku II.
II(A) = j—1i. Prema tome je (a,, a,, @, .., @, ;) period ciklusa
A,. No taj period viSe ne moZe sadrzavati jednakih parova su-
sjednih ¢lanova iste orijentacije, jer bi to uz definiciju 6. bilo u
protivurjeéju sa stakom II, t. 1. Ali taj bi period mogao sa-
drzavati jedan jednaki par susjednih élanova protivne orijen-
tacije (viSe jednakih parova protivne orijentacije protivilo bi
se 1 opet stavku II. t. 1.). Samo §to bi u tom sluéaju morala
prema definiciji 6. vrijediti relacija 4,'= A)*, pa vidimo prema
definicijama 4. 1 5., da onda ciklus A mora biti simetriéan.

Iz svega razabiremo, da ¢e vrijediti:

Stavak III. Ciklus A je prve vrste samo onda, ako u nje-
govom periodu nema jednakih parova susjednih ¢lanova iste
orijentacije, a ako u njegovom periodu postoje dva jednaka
para susjednih ¢lanova protivne orijentacije, onda on mora biti
simetric¢an.

Promatrat ¢emo sada slozene cikluse, koji — za razliku od
jednostavnih ciklusa, ¢iji su ¢lanovi jednostavni elementi —
imaju kao ¢lanove poloZaje jednog ili viSe drugih ciklusa, koji
i opet mogu biti na isti naéin sloZeni i t. d.

Za takve cikluse dat ¢emo ove definicije:
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Definicija 8. Neka su
S, = (Ag, Bl,..., H!)

i

i Ty = (Kf Lo R

i

dva ciklusa (koji mogu biti medusobno i jednaki), a njihovi
¢lanovi Af, B!,...,H!, KL R neka su opet neki polo-
zaji jednog istog ili vi%e razli¢itih ciklusa, tada éemo reci, da
su polozaji .

x = a b h

S# = Ag, Bl,..., H!

i Pz REFOLE, L 4
T} KJ.’ LJ:’ ’ RJ,.

ciklusa §; 1 T; »susjedni« i to tako, da TJ’ slijedi iza S}, ako po-
stoje ove dvije jednadZbe:
K== Agt!
i Ll = Hi-t 13
sz im

gdje gornje indekse a+1 odnosno h—1 valja jo§ eventualno
svesti na najmanji priro¢ni broj za modul 17 (A,) odnosno 11", ).

Definicija 9. Kazemo, da je

- [qa a, ar
Z" - ('Shi’ Th:’ Tt th)
»slofeni cakluse, ako su mu susjedni &lanovi susjedni poloZaji
u smislu definicije 8. Ako su S;,,7 Ty,s-++» Y, Jednostavni ori-
jentirani ciklusi, t. j. ako su njihovi ¢lanovi polozaji jedno¢lanih
ciklusa, onda ¢emo re¢i, da je Z; »sloZeni ciklus prvog stepenac.
Opéenito ¢emo reci, da je slozeni ciklus Z; »sloZeni ciklus n-tog
stepena« (n>>1), ako su mu ¢&lanovi polozaji sloZenih ciklusa
(n—1)~vog stepena. :

Radi lakSeg razumijevanja posljednjih dviju definicija dat
¢temo nekoliko primjera sloZenih ciklusa.

Uzmimo na pr. ova ¢Cetiri ciklusa:

A=[a b a b;B=la b c;C=1a a bl; D= [a a cl.

Njihove poloZaje moZemo sastaviti na pr. u ove sloZene
cikluse prvog stepena:

E, = (44, B,%, B} A)Y); F, = (B, Af, BY);
G, (A2 A7, C®; Hy = (A4 B4, D?, Cxl);
Jy (4,%, C2, D, BY); K, = (B)% B,!, B B, D).

i
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Zatim c¢e biti slozeni ciklusi drugog stepena na pr. ovi:
Ly (E/', G 1,4 FiB); My = (B, K, BP9,
N, =(F? E3 K®; O = H,', G2 E, FI),

dok je na pr. ciklus
Py = (Lliy M13: N12: 013)

sloZeni ciklus 3. stepena. q t. d.

Vidjet ¢emo kasnije, da su ovi sloZeni ciklusi od osnovne
vaznosti za proucavanje dvodimenzionalnih mreza. Mogli bismo
skoro re¢i, da istrazivanje tih mreZa nije nista drugo nego
teorija slozenih cikli¢nih sljedova.

i

]

2. DEFINICIJA MREZE

Definicija 10.' Skup S, sastavljen od tri vrste elemenata,
koje ¢emo zvatli »CvoriSta, stranice« odnosno »poligoni« &ini
»mreZu«, ako ima ova svojstva:

1) Za svaka dva elementa razli¢itih vrsta odredeno je, da

1i su incidentni ili nisu.

2) Ako medu trima elementima razli¢itih vrsta postoji inci-
dencija ¢voriSta i stranice i incidencija stranice i poligona,
onda uvijek postoji i incidencija évorista i poligona.

3) K svakom incidentnom paru od jednog ¢vorista i jednog
poligona postoje to¢no dvije stranice, koje su s tim parom

incidentne.

4%) Svaka je stranica inci-
dentna s dva ¢vorista.

53) Svako je ¢voridte inci-
dentno barem s jednom stra-
nicom.

6*) Dva ¢évorista mogu ima-
ti najviSe ili samo jedan poli-
gon zajednicki ili jednu stra-
nicu i dva s njom incidentna
poligona zajednicka.

4%) Svaka je stranica inci-
dentna s dva poligona.

5% Svaki je poligon inci-
dentan barem's jednom stra-
nicom.

6°) Dva poligona mogu ima-
ti najvise ili samo jedno ¢vori-
Ste zajednicko ili jednu stra-
nicu i dva s njom incidentna
¢vorista zajednicka.

7) K svakom se paru elemenata skupa S dade odrediti od
elemenata toga skupa konacan slijed, kojemu je prvi i posljed-
nji ¢élan par zadanih elemenata, i kod kojeg je svaki par su-

sjednih elemenata incidentan.

! Isporedi Steinitz-Rademacher: Theorie der Polyeder, §§ 23., 24, i 28.

11 Rad Jugosl. Akad. 271
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82) I skup, Sto ga ¢ine samo
oni elementi, koji su incident-
ni sa bilo kojim ¢évoriStem, ima
svojstvo 7).

Definicija 11°. KaZemo da
su dva ¢voriSta susjedna, ako
su incidentna s jednom istom
stranicom.

8% I skup, $to ga ¢ine samo
oni elementi, koji su incident-
ni sa bilo kojim poligonom, ima
svojstvo 7).

Definicija 11°. KaZemo da
su dva poligona susjedna, ako
su incidentna s jednom istom
stranicom.

Kako u definicijama 10. i 11. postoji potpuna dualnost izme-
du ¢vorista i poligona, to ¢e i svi zakljuéci, koji iz njih izlaze,
biti u tom smislu dualni. Dovoljno je zato, da uvijek dokaZemo
samo po jednu od dvije dualne tvrdnje, jer ¢e dokaz za drugu
tvrdnju biti uvijek dualan. Radi toga ¢emo od sada redovno
samo konatne zakljucke, definicije i stavke pisati dualno, a
dokaze i opéenita razmatranja provodit ¢emo samo za jednu
stranu.

Tako ¢emo dokazati, da vrijedi ovaj par stavaka:

Stavak IV*® Cvorista inci-
dentna s jednim istim poligo-
nom ¢ine ciklus.

Stavak IV*. Poligoni inci-
dentni s jednim istim ¢&vori-
Stem ¢&ine ciklus.

Dokaz: -

Uzmimo koji god poligon « incidentan s &évoristem 4 — a
jedan takav prema definiciji 10., t. 5%), 4°) i 2) sigurno postoji
— pa ¢emo pokazati, da postoje tofno dva od poligona inci-
dentnih sa A4, koja su susjedna sa a. Prema def. 10., t. 3. po-
stoji naime par stranica a,, a,, zajednicki ¢voridtu A i poligonu
a. Stranica a, je prema 4% osim s poligonom « incidentna jo$
s poligonom a,, a stranica a, jo§ s poligonom a,. Oba ta poli-
gona su prema 2) incidentna s évoristem A, a prema 6°) medu-
sobno razli¢ita. Dakle postoje toéno dva poligona a; i a,, koji
su s A incidentni i prema definiciji 11°. s a susjedni.

Tim je gornja tvrdnja dokazana, no treba jos pokazati, da
skup §, poligona incidentnih s A ne moZe u sebi sadrzavati
uZzi skup istog svojstva. Uzmimo, da postoji takav skup S°,
koji sadrzi neki poligon ¢, ali ne sadrzi poligon p skupa S,
a svi njegovi elementi ipak imaju gore dokazano svojstvo.
Oznatimo 1i jo¥ radi jednostavnosti a ==a,; f=a,, to prema
8%) postoji slijed elemenata incidentnih s A

o, Ay, Ay, 8y, Cgyenny 8p, Oy,
gdje je a, stranica incidentna s poligonima

a_ia (»r=1,2 3, ..., n).
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Neka je sada a; prvi od poligona iz tog slijeda, koji pripada

skupu S, ali ne pripada skupu S’,. Tada bi poligon «;

osim

i—1

s dva poligona iz skupa §’, bio susjedan jo§ 1 s poligonom
@; izvan toga skupa t. j. s tri poligona skupa S,, a to prema
gore dokazanom svojstvu skupa S, ne moze biti.

Odatle slijedi odmah prema definiciji 1. stavak IV®.

Definicija 12*. Cvoriste in-
cidentno s n poligona zvat ¢e-
mo »n-strukim évoriStemc.

Definicija 13*. Neka je s
¢voriStem A neke mreze inci-
dentno k, n,-terokuta, k, n,-
terokuta, k., n,~terokuta, i t. d.
kr nr-terokuta. Oznaéimo i
svaki poligon s brojem n; nje-
govih ¢voriSta, pa neka ti po-
ligoni ¢ine cikius

Cs= [";,’

onda ¢emo reci, da je C »ciklus
évoridta A«. Ovdje je
r‘
s= Yk
el
broj svih poligona incidentnih
s A
Definicija 14*. Ako su kod
neke mreZe ciklusi svih ¢vori-
$ta medusobno jednaki, onda
¢emo je zvati »R-mreZomc, a
zajednic¢ki ciklus svih ¢vorista
zvat ¢emo ciklusom te mreze.
Ako je C ciklus mreze, onda

L T ”15]7

i

¢emo  tu mrezu simbolic¢ki
oznaditi s
R [ni‘, N M, nis]

ili krate R [C].

Definicija 12, Poligon in-
cidentan s n ¢évorista zvat Ce-
mo »n-terokutome.

Definicije 13*. Neka je s
poligonom « neke mrezZe inci-
dentno k,; n,-strukih évorita,
k., n.-strukih ¢vorista, k, ng-
strukih ¢vorista, i t. d., kr n,-
strukih ¢vorista. Oznaéimo li
svako ¢voriSte s brojem n; nje-
govih poligona, pa neka ta évo-
rista ¢ine ciklus

C= lnA .

H

n,m,

13,....ni;|,

onda ¢emo reéi, da je C »ciklus
poligona a«. Ovdje je

s = V;} k;
broj svih ¢voriSta incidentnih
sa a.

Definicija 14*. Ako su kod
neke mreze ciklusi svih poli-
gona medusobno jednaki, onda
¢éemo je zvati »Q-mreZome, a
zajednicki ciklus svih poligo-
na zvat ¢emo ciklusom te
mreze. Ako je C ciklus mre-
ze, onda ¢emo tu mrezu sim-
boli¢ki oznaéiti s

Q["i,’ Ry My n, ]

ili krace @ [C].

Definicija 15. R- i Q-mreZe zvat ¢emo zajednickim imenom

»homogene mreZe«,
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3. MREZE RAVNINE. NUZNI UVJETI REALIZACIJE
PRAVILNIH HOMOGENIH MREZA U RAVNINAMA
PARABOLICNE, SFERNO-ELIPTICNE I HIPERBOLICNE
GEOMETRIJE

O elementima skupa S definicije 10. t. j. o ¢évoristima, stra-
nicama i poligonima, nije bilo nista poblize konkretno receno.
To su bilo kakvi objekti triju razli¢itih vrsta, medu kojima su
po volji definirane relacije incidencije, ali tako, da zadovo-
ljavaju aksiomima 1)—8%) definicije 10. Na taj naéin su pojme-~
vi »€voridte«, »stranica«, »poligon« i pojam »incidencija« tim
aksiomima implicite definirani. No »mreZa« tako definirana
je apstraktni pojam, za koji vrijede zakljuéci paragrafa 2. U
ovom i u nekoliko siijede¢ih paragrafa ¢emo te pojmove kon-
kretizirati tako, da ih primijenimo na geometrijske objekte.
Ali ¢e se kasnije pokazali poireba, da na razmatranja para-
grafa 2. i opet nadoveZemo.

Uzmemo li ravninu paraboli¢ne ili sferno-elipti¢ne ili hiper-
boli¢ne geometrije, to ¢emo dati ovu defliniciju.

Definicija 16. Ako sistem poligona cijelu ravninu potpuno
1 jednostruko prekriva, onda ¢emo reci, da on ¢&ini jednu »raz-
diobu ravninc u poligone«.

Uzmimo sada za elementne skupa S, t. j. za »poligonec,
poligone neke razdiobe ravnine, »&voriSta« neka su one tocke
ravnine, u kojima se sastaju barem tri poligona, a »stranice«
neka su takve stranice poligona ili takve slomljene crte, sa-
stavljene od tih stranica ili njihovih dijelova, kojima su samo
krajnje totke é&vorista. Relaciju incidencije ¢emo tumadciti u
obi¢nom geometrijskom smisiu, pa je oéito nije potrebno po-
tanje objasSnjavati. Sada moZzemo dalje definirati.

Definicija 17. »MreZa ravnine« je takva razdioba ravnine,
za ¢ije poligone, stranice i ¢vorista vrijede aksiomi definicije
10. Vrijede li za.takvu mrezu ravnine jo§ i uvjeti definicija
14.2% to ¢emo je zvati »R-mreZom ravnine« odnosno »Q-mre-
Zom ravnine« ili zajedni¢kim imenom »homogene mreZe rav-
nine«.

Sada ¢emo postaviti dva pitanja:

1. za koje cikluse su homogene mreze ravnine moguce?
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2. da li je i u kojim slucajevima homogena mreza ravnine
svojim ciklusom jednoznaténo odredena, ili moZe za jedan takav
ciklus biti vige razli¢itih tipova homogenih R- odnosno @Q-mre-
Za, koji nisu medusobno izomorfni.

Odgovor na ta pitanja jedan je od glavnih ciljeva ove radnje.

No prije nego §to pristupimo rjeSavanju tih problema u
njihovoj opéenitosti, promotrit éemo najjednostavniji slucaj
t. j. slucaj, kad uzimamo u obzir i metricku pravilnost. Za to
¢emo dati jos. ove definicije:

Definicija 18. Cvoriste je pravilno, ako su svi kutovi, kojih
se vrhovi u ¢voriStu sastaju, meduscbno jednaki.

(Pravilnost poligona uzimamo u obi¢nom smislu.)

Definicija 19*. Pravilna R- Definicija 19°. Pravilna Q-
mreZa ravnine je takva R-mre- mreZa ravnine je takva Q-mre-
za ravnine, kod koje su svi Za ravnine, kod koje su sva
poligoni pravilni i svi jedna- ¢vori§ta pravilna, a svi poli-
kih stranica. goni tangentni poligoni.

Dualnost, koja je bila u definicijama 10. do 17. dosljedno
provedena i koja je u biti odgovarala zapravo dualnosti u
projektivno] geometriji prostora, u definicijama 18. i 19. nije
viSe potpuna, $to je i razumljivo bas radi toga, jer ovdje ulazi
bitno i pojam metricke pravilnosti. Zasto su definicije 19.*®
bas tako odabrane, razabrat ¢e se iz posljednjeg paragrafa.

Uzmimo, da postoji pravilna mreZa ravnine

Rn,n,m,..., nl.x].

Ako je a,, kut pravilnog n-terokuta, mora u tom slucaju vrije-
diti relacija:

ﬁ k, @, = 2m.
il

No kako je

“5( —ni)n (—1,23 ..,

veé¢ prema tome radi li se o sferno-eliptiénoj, parabolitnoj ili
hiperboli¢noj geometriji, to slijedi:

< 2\ _<
Af‘:‘l k'. <1'— ni)n;Zn
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ili konaéno

Su(i-d)se o

Ove nam relacije daju nuZni uvjet, koji moraju ispunja-
vati brojevi k; i n, pravilne R-mreZe ravnine za sve tri geome-
trije. Pri tom je veli¢ina stranice poligona kod eventualno
moguce mreze u parabolitnoj geometriji povoljna, dok su
stranice o i kutovi @, (i==1, 2, 3, ..., r) poligona (dakle u
svemu r-1 veli¢ina) u neeuklidskim geometrijama odredeni
s r-41 jednadzbom, koje za hiperboli¢nu ravninu glase

V3 a . a"i . o
cosz——ch?sm—i i-—-1,23,...,7)
" 15
E k o, =2mn, {15)
i—1
a za sferno-elipti¢nu:
T a ., G i— 1.9 3
cos . = COs , sin g =123 ..,1
(157)

>': ko, =2n.

i1

Da sistem jednadzbi (15) ima uz uvjet (14)9 i

0L, <<m
uvijek jedno i samo jedno rjeSenje moZemo se ovako uvjeriti:
Eliminiramo 1 a,, (¢ = 1, 2, 3,..., r} iz jednadzbi (15),
slijedi ’
n
r cos -
— X ni _
2 k;, arc sin —— = m, (arc = arcus u L kvadrantu)
- a
=t ch —
2

$to ¢emo krace pisati
O (a) = 7. (16)

166



Budu¢i da je @ (a) funkeija neprekidna u cijelom intervalu
0 < a<<oo, iza cijeli je taj interval

a osim toga je

dakle radi (14) @ (0) > n, dok je @ (00) =0, ima otito jed-
nadzba (16) uvijek jedan i samo jedan korijen a, a onda su
kutovi jednozna¢no odredeni relacijama

7
cos
—_— ni

%,, = 2 arc sin p (t=1213..,7
ch 5

Uzmimo sada, da postoji pravilna mreza @ [n;, n,, ..., nl]

Ako je fa; jedan kut u pravilnom n-strukom ¢évoristu, mora
u tom sluaju vrijediti relacija

r
g >
Dk g 62
gdje se i opet razli¢iti znakovi odnose redom na sferno-elipti¢ni.
paraboli¢ni i hiperboli¢ni slucaj. No kako je

27 .
ﬁni'_T; (i=123,...,71

to slijedi

n

i

Nk 2”><Vk.—_-2)n
- |

11

i==1
ili kona¢no

g (L 1y
2' k; (2 n) > I
i ie=1 t
pa tako i opet dobivamo relacije (14) kao nuzne uvjete pravilne
Q-mrezZe.

Prema tome vrijedi ovaj stavak:
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Stavek V. Ako postoji pravilna mreza ravnine
Rn,m,m, ..., n(}] M Qn, m, m, s ],
to uvijek vrijedi relacija

C 1 1 < a}

- —— by
Saffopse
gdje se prvi znak odnosi na sferno-eliptiénu, drugi na para-
boli¢nu, a treé¢i na hiperbolitnu geometriju.!

Vidimo dakle, da relacije (14) daju nuzne uvjete za mogué-
nost egzistencije pravilnih homogenih mreZa u ravninama triju
geometrija. Pitanje je, koje se ovdje odmah prirodno namece,
nisu li ti nuzni uvjeti ujedno i dovoljni. Na to ¢emo pitanje
odgovoriti u slijedetem paragrafu. No veé¢ sada moZemo uociti
¢injenicu, da smo te nuZne uvjete izveli jedino iz pretpostavke,
da suma kutova oko jednog évorista ¢ini puni kut. Ako je ta
pretpostavka ispunjena, to je oCito dovoljno, da se dade sloZiti
ciklus poligona oko jednog ¢évoridta, ali odatle dakako ne mo-
Zemo sa sigurno$¢u ocekivati, da ¢e ta pretpostavka u svakom
slu¢aju biti dovoljna i za izgradnju cijele mreze.

4. RJESENJA RELACIJA NUZNIH UVJETA PRAVILNIH
HOMOGENIH MREZA RAVNINE

Zelimo li naéi cikluse, koji pripadaju moguéim pravilnim
homogenim mreZzama ravnine u pojedinim geometrijama, treba
ih potraziti medu ciklusima, koji se dadu natiniti od rjeSenja
jednadzbe (14)» odnosno nejednadzbi (14)» i (14)°.

Uzmimo sluéaj paraboliéne geometrije. Kako je ovdje suma
od po jednog kuta pravilnog trokuta, ¢etverokuta, peterokuta
i Sesterokuta vecéa od 2z, isto tako Sest kutova istostranog
trokuta daju veé¢ sumu 2z, pa uzmemo li jo§ u obzir stavak
1V.a. D i stavak 1., to vidimo, da ovdje dobivamo uz jednadzbu
(14)» ova ograniéenja:

t U radovima [12], [13], [6], [4] i [5] nalazimo nuine uvjete homo-
genih mreia ravnine, za koje nije te$ko pokazati, da su u odnosnim
sluéajevima ekvivalentni s relacijama (14). Ti su uvjeti izvedeni u [12]
za pravilne R-mreze ravnina triju geometrija, u [13] za R-mreZe para-
boliéne ravnine, konaéno u [6], [4] 1 [5] za Q-mreZe paraboli¢ne ravnine.
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0<<r<4 ]
9 << T an
n, > 2 l

Uz te uvjete ima jednadzba (14)") u.svemu 17 rjeSenja, koja su
dana u tablici (18):

; s ny | k| n2 | ka | ng 1 ks CjkluSi'ht:z;;;i?d::i;ncguéoj
86 3] 8l e
14 n 44 | 4444
_15 3‘6“ . S 18,3,3,8 33
L szl Tz
shal1|slal |. [4. 8, 8] -
Us el v 01 ) -
*lals|2)6 2 .. 3838 1
ciolaj el ) msase (8
sshale| .|
a7 dfeinl
EANY ORI o
ME RN IR AT RN I
3 8| rpte gt ﬁ,,(_L; - _
4114 8,1 4121, [46 12]
o hefrpsprieel 1y - ;
p ;_’LJ_ZJA vyl _
i3 1] aj2 )61, 1[3464]

U ravnini sferno-elipti¢ne geometrije mora biti

0<r<4
2<s<6 (19)
n, > 2

Uz te uvijete daje relacija (14)” rjeSenja, koja se nalaze u
tablici (20)
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1|sin ik ng ko n, gks Sf;‘&i-‘ﬁ?lﬁ?é’ffé}
‘ mrezi
3|3 ! [3,3,9]
3438 14, 4, 4]
1 58 [5,5,5
434 13,3,%,38]
NEIE 3.3,3,3,3]
3,4,4]; [3,6,68] .
31 am<i 58,51 b 10,10
52 a<m 1
g4 1] a<m<8 2 i 1468
1412 4<ne 1y 1 44n]l(r>4
's 1 3 2 . 1 [s.6.6]
o | |5 ]2] s<m<Ci0 |1 3
311 4 8 3,4,4,4)
4 13 2 4 2| (3, 4,3, 4]
3|2 5 2 [3,5.3,5]
i3 !s3 3< 0z 1 [3,8.3,n] (n >3
NI 4 11 (3,3.3,3,4]
3|4 5 1 . (3,8,3,35]
8l1] 8<n,<7 |1 4<nm, 1
B 7 L 7<m<a2 |1
31 8 14 8<ny<C24 |1 /
311 3 f1l s« |1
3|1} 10 P11 10<ns<<15 |1
3 31} 11 Tl n<n,<<l4 |1
3 41 5 |11 5<ns<C20 |1
41 6 P13 8<n;<C12 | 1] [4,8,8]; 4,6 10]
4|1} 7 1] 7<ng<C10 11
5|14 6 1 7 1
ER 4 1] 4<ns<12 |1
4)3)|2]| 5 1 5<n<<8 |1
3|1 4 g 5 13,45 4)

U hiperboli¢noj ravnini mogu biti r i s po volji veliki.

Mjesto uvijeta (17) i (19) dobivamo ovdje:
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Uz ove uvjete ima relacija (14)9 beskonaéno mnogo rjese-
nja. U (21) dan je poletak beskonaéne tablice tih rjeSenja.

T ; s i n; ko n, ko n; ks
'3 0, >6 3 T
4 n, >4 4

1 S |l n; >3 5 e
8 | m>3 6 . a
's>B] n;>2 ky>6 i 5 | i

s | 1 m>12 | 2 [ T
4 1 n, >8 2
I8 Ja<n <y 1 Dy > 6 2 R
‘ §<n <1l 1, [ m,>5 2 L
‘ n>10 | 1 >4 | 2 .
‘ 2<n; <5, i no >4 1 3 .
0, <4 1 7 m>3 3 e
- .z np>86 2] -
4 4 2 n; >4 2 .
A<m<T) 2 ) me>8 | 2 .
2 Lm>8 2 0, >2 2 . jey
2<n <7 1 | me>3 | s .
o _m>s 1| m>2 | 4
2<n; <5 2 I mp>3 | 3
_n >4 2 nz >2 3
I 1 ne>3 | 5 |
n; >3 1 n, >2 5
. 3 2 n, >3 4 .
6 n; >3 2 n,>2 ' 4
3 3 ng‘>3 3
l>3 3,,,,, .P,2>2 L e
7 n; > 2 o<k <7] np>2 |7T—k
i it d. it da it d
\ 3 [ 7 i1 ns > 42 1

s \ 3 1 8 1 na>24 | 1
; 3 1 9 1 ny.> 18 1
! 3 1 10 1 nz > 15 1

it d. it d it d.
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Natinimo 1li za svako rjeSenje iz tablica (18), (20) i (21)
sve pripadne cikluse, to mozZemo pokuSavanjem ustanoviti, da
samo ciklusi, koji se nalaze u desnim stupcima tih tablica
pripadaju mogué¢im pravilnim homogenim mreZzama ravnine.
Prema tome nuZni uvjeti (14), koji su izrazaj stanovitih me-
tri¢kih svojstava ravnina triju geometrija, nisu nipoSto dovolj-
ni za moguénost egzistencije pravilnih homogenih mreZa
ravnine. Kojim jo§ uvjetima mora zadovoljavati koji ciklus,
da dade mogucéu homogenu mreZu, ne ovisi viSe o metrickim
svojstvima ravnine. Daljnji uvjeti za moguénost egzistencije
neke pravilne homogene mreZe jesu samo opée topolosko
kombinatori¢ke prirode, pa ¢e biti u svim geometrijama isti,
a isti i za posve opéenite homogene mreze ravnina. Vidjet ¢emo
tako, da je egzistencija homogene mreze ravnine ovisna jo3
samo o stanovitom kombinatoritkom sadrzaju njezinog ciklusa.
Zalo ¢emo se u paragrafu 6. vratiti i nastaviti dalje nase pro-
matranje opéenitih mreZa na osnovi definicija iz 2. paragrafa.

5. PROSIRENJE VALJANOSTI NUZNIH UVJETA NA OPCE-
NITIJE HOMOGENE MREZE RAVNINE

Valjanost relacija (14) mnogo je Sira, nego $to se iz samog
njihovog izvodenja u paragrafu 3. moZe razabrati. Te relacije
naime daju nuine uvjete egzistencije mnogo opcenitije klase
homogenih mreZa ravnine, nego $to su pravilne homogene
mreze. Tu ¢emo tvrdnju dokazati. Pri tom ¢emo se ograniéiti
samo na promatranje R-mreZa, jer se za@Q-mreZe mogu provesti
razmatranja analogna ovima.

Uzmimo najprije bilo kakvu razdiobu ravnine u poligone,
gdje ni stranice poligona ne moraju biti pravocrtne, pa éemo
dakle tu pod »poligonom« razumijevati bilo kakvo jednostavno
suvislo podruéje ravnine. Jedini uvjet, koji postavljamo za ovu
razdiobu ravnine je ovaj:

Neka postoji donja ograda povriine i gornja ograda pro-
mjera za sve »poligone« razdiobe, t. j. trazimo, da postoje dva
pozitivna broja a i b tako, da je

P . >a

22)4,
d <b, (22)1,2
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gdje je P, povrdina a d, promjer bilo kojeg poligona proma-
trane razdiobe ravnine.!
Neka je sada dan bilo koji broj e, ali tako, da je

0o>b, (23)

to ¢emo bilo gdje u ravnini promatrane poligonske razdiobe
uzeti tri koncentri¢na kruga: K, polumjera @—b K, polu-
mjera ¢ i K, polumjera o-+b.

Buduéi da radi uvjeta (22), kruZnice K, i K, ne mogu obje
presijecati isti poligon, to je uvijek moguée povuéi barem
jednu zatvorenu krivulju C bez dvostrukih toéaka, koja je sa-
stavijena od stranica i ¢vorista poligonske razdiobe ravnine
tako, da ta krivulja omeduje jedno jednostavno suvislo podrugje
P ravnine, koje je cijelo sadrZano u krugu K,, ali koje sadrZaje
u sebi cijeli krug K. Krivulja C se dakle cijela nalazi u kru-
inom prstenu izmedu kruZnica K, i K,. Za one stranice poli-
gonske razdiobe ravnine, koje leZe na krivulji C, reéi ¢éemo,
da su podruéju P »vanjske«, dok su sve ostale stranice, koje
se nalaze u podruéju P, njegove »unutarnje« stranice. Isto
to neka vrijedi i za ¢voriSta. Od poligona, koji pripadaju po-
dru¢ju P, smatrat éemo »vanjskim« onaj, koji je incidentan
barem s jednim vanjskim é&voristem, a ostali poligoni tog podru-
¢ja neka su sunutarnji«.

Oznatit ¢emo s ay, a; i «, broj ¢vorista, stranica odnosnc
poligona u podruc¢ju P.

Broj unutarnjih odnosno vanjskih elemenata stanovite di-
menzije u podruc¢ju P oznatit ¢emo gornjim indeksom u odno-
sno v tako, da vrijede relacije:

a4 e’ =@a  (i=0,1,2) (24)

Uzmimo najprije da je ravnina, koju promatramo, ravnina
parabolitne geometrije. Buduéi da svi unutarnji peligoni po-
dru¢ja P zauzimaju zajedno podrutje, koje je veée od kruga
K,, a svaki od poligona sigurno stane u krug polumjera b, to
moZzemo za «,% postaviti donju ogradu

> @PE

1 Uvijete (22) postavlja K. Reinhardt [6]. Tu se nalazi i relacija (25)
i stavak VI. u slitnom obliku. I F. Laves [4] postavlja uvjete, koji su
manje jednostavni od Reinhardtovih (22), ali koji bi tofnije formulirani
bili u sludaju paraboline geometrije ekvivalentni s Reinhardtovim
uvjetima.
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Za a,¥ moZemo postaviti gornju ogradu uzev$i u obzir, da
svi vanjski poligoni podruéja P leZe sigurno u kruznom prstenu
izmedu kruZnica Ky i K,, a prema (22), je povrSina svakog
od njih veca od a. Vrijedi dakle nejednadzba

@+bra—@—bPr

ay < e
t]
4bpv
qr< 2287
. ? a
No onda je
o) _4b'em
‘ af T ale—b”
odakle slijedi
al
lim ——=20. (25)
a0 @y

Prema tome vrijedi

Stavak VI. U paraboli¢noj je ravnini u graniénom slucaju
za ¢~ o uz uvjete (22) broj unutarnjih poligona podrué¢ja P
beskonaéno velika veli¢ina viSeg reda od broja vanjskih poli-
gona tog podruéja, t. j. broj vanjskih poligona prema broju
unutarnjih poligona u tom slutaju iS¢ezava.

Uzmemo li sada ravninu hiperboli¢ne geometrije, to za nju
stavak VI. viSe ne vrijedi. Buduéi da svi unutarnji poligoni
podrugja P zajedno zauzimaju podruéje, koje je sigurno manje
od kruga K,, to radi (22), mora biti

PRELICTEL R

a nije tefko razabrati, da vanjskih poligona mora biti viSe,
nego $to daje omjer opsega kruga K, i gornje ograde promjera
svih pohgona t. j.

2 ash
a§> ﬂ)lfi;
a onda je
ag > e _  shp'
al b ch+b—1
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Bududi da je

TR S
esw ch{g+b)—1 e’ ’
to, ako postoji grani¢na vrijednost kvocijenta %, ona sigurno
2
nije jednaka nuli, nego mora biti
225 a
- — > 0. 26
ﬂlizr; wr > be 0 (26)

Vrijedi dakle

Stavak VII. U hiperbolitnoj ravnini u grani¢nom slutaju za
o — oo uz uvjete (22) broj unutarnjih poligona podruéja P nije
prema broju vanjskih poligona tog podruéja beskonaéno velika
velidina viSeg reda, t. j. u tom sludaju broj vanjskih poligona
ne is¢ezava prema broju unutarnjih poligona.

Uzmimo sada mjesto opéenite poligonske razdiobe homogenu
mrezy ravnine R [ni,, ni, %y, -. . 0]

Neka je n najmanji, a N najveéi od svih brojeva n (i == 1,
2, 3, ..., r) tada za podrudje P vrijedi relacija

o' S (s—2) @,

gdje moZe znak jednakosti vrijediti samo u slugaju, kad u ciklusu
svakog vanjskog tvori§la samo po jedan poligon ne pripada po-
drudju P, i relacija

a® < Nay.

Znak jednakosti bi ovdje mogao vrijediti samo u slutaju, kada
bi cijelo podrugje P sastojalo od jednog jedinog poligona s
maksimalnim brojem stranica, no to je nemoguée, jer radi (22),
i (23) podrudje P sadrzi sigurno vife nego jedan poligon. Uz
dani broj vanjskih poligona, broj je vanjskih &vorigta dakle
ograden prema relaciji

a,’
s -2

<ayp < Na. @7

Na slitan naéin moZemo razabrati, da ¢e uz dani broj unu-
tarnjih poligona, broj unutarnjih &vorista biti ograden prema
relaciji

N ay* > gt > 2 a” . (28)



Iz 27) i (28) slijedi _
<A B8 (29)

Odatle odmah zakljutujemo prema (25), da mora biti uz
uvjet (22) u slucaju paraboli¢ne ravnine

lim 20—, (30)

dok prema (26) u slucaju hiperboliéne ravnine, ako limes tog
kvocijenta postoji, to je on sigurno pozitivan, t. j.

lim ,ZD,J >0. 31)

Dio mreze ravnine, koji pripada podrucju P, ¢ini elemen-
tarni kompleks, pa je prema tome njegova karakteristika ¢
jednaka jedinici, t. j.

ap—ay + a, =1,
Sto moZemo prema (24) pisati i ovako:
g+ — et — o e, —1=0. (32)

U ovoj ¢temo jednadZbi brojeve a,¥, o,v i a, izraziti pomocu

a1 ¥ i to na ovaj nadin. Ponajprije je otito
@ = q,", (33)

Uzmimo zatim bilo koji odredeni od brojeva ni, pa neka je
Pa; broj n;-terokuta, koji pripadaju podrué¢ju P, onda mozemo
ukupni broj incidencija izmedu svih ni-terokuta podrugja P
i svih ¢voriSta tog podrucja odrediti na dva razli¢ita nadina,
pa tako dobivamo ovu jednadZzbu

P i = @ ki ) $i ki,
gdje je (i=12,3...,17 (39
0<% <1,
ali ne mogu biti svi ¢ =0 niti svi % = 1.
Sumiramo li jednadibu (34) po i, na lijevoj ¢emo strani

dobiti broj svih stranica mreZe podruéja P, i to broj unutar-
njih stranica uradunat dvostruko. Prema tome vrijedi relacija

r

a2 e = a S ki -} a9 2 ki, 0<C9<1.

i=1 i=1



Uz pomoé¢ jednadzbe (33) slijedi odatle

ar= % [ao“ Yki—ar(—9 3 ki)] ) (35)
i=1 =1

Ako jos jednadibu (34) najprije podijelimo s n;, pa onda
sumiramo po i, izlazi

r

m=ar X B papr 3 E o<p < (36)

i==] =

Uvrstimo 1i (33), (35) i (36) u (32) i sredimo, slijedi nakon diobe
sa @y

T T T
1 l) ao"(l 1 N ;N ki) 1
- i\ — el raiaare i & —)— =U.
! igl k (2 o + er\2 2 9%1’6 + - ni) @t 0. (37

Relacija (37) je opée topologke prirode i vrijedi jednako u
sve tri geometrije, pa ¢emo je tako i primijeniti.

Uzmimo najprije eliptiénu ravninu. Uveéavamo li postepeno
¢, to ée podruéje P napokon obuhvatiti cijelu ravninu, jer je
ona konaéna, pa tako sva ¢vorista postaju unutarnja t. j.
;¥ = 0, dok je o, radi (22), i (28) konatan broj. Relacija (37)
prelazi u

v . (1 1 ) _ 1

i%k,(?-— o= (38)
i tako dobivamo relaciju nuZnog uvjeta (14)?. (U sfernoj rav-
nini bi na desnoj strani relacije (38) stajao izraz 1-—-——, jer

0
kad podruéje P od elementarnog kompleksa prijede u potpunu

sfernu ravninu, koja je homeomorfna kuglinoj plohi, to se
karakteristika uveéa za jedinicu. Medutim karakteristika i pot-
pune eliptitne ravnine, koja je homeomorfna projektivno]j
ravnini, ostaje jednaka jedinici. Dakako da bismo ovdje do
relacije (38) mogli doéi i jednostavnije tako, da promatramo
odmah elipti¢nu ravninu u cijelosti, a ne pomoéu relacije (37)
postepenim povetanjem podrudja P. Uéinili smo ipak tako
radi analognog postupka u slijede¢a dva sludaja.)

U sluéaju paraboli¢ne ravnine granicni prijelaz ¢— oo pri-
mijenjen relacijom (30) na jednadzbu (37) daje jednadibu
nuznog uvijeta (14)".
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Promotrimo napokon slu¢aj hiperbolitne ravnine. Ako je

j. izraz

L.__,v ~ ki
5 3 ) ki +3f S (39)

pozitivan, slijedi grani¢nim prelazom ¢ - co uz primjenu rela-
cije (31) relacija nuznog uvjeta (14)°.
No predznak izraza (39) nije moguée odrediti i prema tome
relacija (37) u sludaju hiperboli¢ne ravnine ne dovodi do cilja.
Eliminacijom nekih drugih veli¢ina moZemo jednadzbu (32)
svesti i na ovaj oblik

I—Zk.( a2 =,

ali izraz u uglatoj zagradi je sada znatno zamrSeniji od izraza
(39), a i njegov se predznak ne moZe odrediti.

To éemo razumjeti, ako uoéimo, da je ovdje teS$koéa dublje
naravi i da lezi veé u osnovnoj zamisli, a ne u njezinoj anali-
titkoj izvedbi. Ne ¢e naime uopée biti mogute odrediti nuZne
uvjete za hiperbolitnu ravninu na taj natin, da se postepenim
poveéavanjem podruéja P u granitnom slucaju obuhvati cijela
ravnina.

To je posljedica stavka VIIL, jer broj vanjskih elemenata
podruéja P — a oni unose nesigurnost u izbrajanju elemenata
pojedine vrste — u grani¢nom sluaju ne iS¢ezava prema broju
unutarnjih elemenata.

Pitanje je, kako da uklonimo tu tefkoéu i rije$imo problem
nuznih uvjeta i u tom sludaju. Prva je pomisao, da mijesto
hiperboli¢ne ravnine uzmemo koju drugu, konaénu »prostornu
formu« hiperbolidne dvodimenzionalne geometrije. Takvih pro-
stornih formi hlyerbohcne dvodimenzionalne geometrije ima
neizmjerno mnogo i one su dane topoloskim tipom zatvorene
plohe, koja se da orijentirati, roda p = 2, a to su »pereci« s
dvije ili viSe »rupa« ili — 8to je isto — kugle s dva ili viSe
»drzakac«. »Curvatura integra« tih ploha je naime negativna.

I doista nije tesko razabrati, da za homogene mreze tih
ploha relacija (14)9 daje nuZni uvjet (o tom ¢e biti jo§ poblize
govora u jednoj drugoj ra’dnji), ali odatle ipak za samu hiper-
bolidnu ravninu ne moZemo izvesti jo§ nikakav zakljucak.
Buduéi da je hiperbolitna ravnina za te plohe oo-struka ne-
razgranata »ploha prekrivanja« (»Uberlagerungsflache«) to ¢e
na osnovi toga preslikavanja svakoj mrezi koje od tih ploha
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odgovarati jedna mreZa hiperboli¢ne ravnine, ali svakoj mrezi
hiperboli¢ne ravnine ne mora odgovarati i mreZa jedne od tih
ploha. Odatle slijedi, da nuZni uvjet egzistencije homogenih
mreZa kona¢nih prostornih formi dvodimenzionalne hiperbo-
litne geometrije ne mora biti i nuZni uvjet za homogene mreze
hiperboliéne ravnine.

Mozda bi se moglo dokazati, da vrijedi relacija (14)® i za
taj slucaj tako, da se pokaZe, da se svaka homogena mreZa
hiperboli¢ne ravnine, koja ispunjava uvjete (22), moZe nekom
topoloSkom transformacijom te ravnine prevesti u pravilnu
homogenu hre?li. Tada bi valjanost relacije (14)9 za tu opéenitu
homogenu mrezu bila neposredno ofevidna.

Iako je dakle vrlo vjerojatno, da u hiperboli¢noj ravnini i
u opéenitijem sludaju vrijedi relacija (14)9), pitanje dokaza te
tvrdnje ostaje otvoreno.

6. ORIJENTACIJA MREZE

Stranica a bilo kakve mreZe incidentna je prema definiciji
10, t. 49 s parom A, B susjednih ¢vori§ta i prema t. 4» s
parom «a, B susjednih poligona. Onda prema t. 2) postoji 1
medusobna incidencija parova A, B i @, 8, ali su prema t. 6%
¢voriSta A, B jedina zajedni¢ka évorista za poligone «¢ i f, a
prema 6% su poligoni a i § jedini zajedni¢ki poligoni za &vorista
A, B. Prema stavcima IV.2 i IVt svakom ¢e od ta detiri ele-
menta pripadati i ciklus s njim incidentnih elemenata druge
vrste. Ukratko ¢emo svaki od tih ciklusa oznaciti elementom,
kojem oni pripadaju, pa imamo tako ove cikluse:

Az a 8 % 4 ..., 0]
Bz=la 8, 01 ..., 0
a = {4 B KL,..., R]
B=ZI[AB S T,..., Z)

Definicija 20°. Kazat éemo,
da smo ¢évoriSte orijentirati,
ako damo ciklusu poligona in-
cidentnih s tim ¢voristem jed-
nu odredenu orijentaciju.

Definicija 212 KaZemo, da
su dva susjedna évorista A i
B jednako orijentirana, ako
par zajedni¢kih poligona a, f

Definicije 20°. Kazat ¢éemo
da smo poligon orijentirali,
ako damo ciklusu ¢vorista in-
cidentnih s tim poligonom jed-
nu odredenu orijentaciju.

Definicijo 21°. KaZemo, da
su dva susjedna poligona « i

p jednako orijentarana, ako
par zajednic¢kih ¢vorista Ai B
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ima u ciklusima poligona inci-
dentnih s tim ¢&voridtima pro-
tivan redoslijed. Ako dakle
pridamo &vori§tu A orijentaci-
ju A =(a, B, % 4 ..., @), onda
¢e ¢voriste B biti jednako ori-
jentirano, ako mu pripada, ori-
jentacija By=(8, ¢, ®,...,1,0).

ima u ciklusima ¢vorista inci-
dentnih s tim poligonima pro-
tivan redoslijed. Ako dakle
pridamo poligonu a orijentaci-
jue =(4, B, K, L, ..., R),
onda ¢e poligon g biti jednako
orijentiran, ako mu pripada
orijentacija 8, = (B, 4, Z, ...,

o

Ako su M i N (u i) bilo koja dva &vorista (poligona) mreze,
tada se uz pomo¢ def. 10., t. 7) 1 2), def. 11. i stavka IV, moze
dokazati, da postoji barem jedan konacéan slijed susjednih évo-
riSta (poligona) te mreZe, kojemu su M i N (u i ») krajnji ¢la-
novi. PoSavsi tada-od neke odredene orijentacije nekog odre-
denog ¢vorista M (poligona u), mozemo bilo koje ¢voriste N
(poligon ») preko spomenutog slijeda orijentirati tako, da su po
dva susjedna ¢vorista (poligona) tog slijeda jednako orijenti-
rana. Kake taj slijed &voriSta (poligona) ne mora biti krajnjim
¢voristima M i N (poligonima g i ») jednoznalno odreden, to
se moZe desiti, da poSavSi od jedne odredene orijentacije
¢voriSta M (poligoma u} dodemo preko razlic¢itih sljedova i de
razli¢itih orijentacija ¢voriSta N (poligona »).

Definicija 22°. Ako se dade
odrediti orijentacija svih &vo-

Definicija 22°. Ako se dade
odrediti orijentacija svih poli~

rista neke mreZe tako, da je
svaki par susjednih &vorista te
mreze jednako orijentiran pre-
ma def. 21.2, onda kaZemo, da
se ta mreZa dade orijentirati.

gona neke mreZe tako, da je
svaki par susjednih poligona te
mrezZe jednako orijentiran pre-
ma def. 21.°, onda kaZemo, da
se ta mreZa dade orijentirati.

Iz definicija 21. slijedi, da ¢e dva susjedna jednako orijen-
tirana ¢voriS§ta (poligona) ostati jednako orijentirana, ako u
ocba promijenimo orijentaciju. Odatle prema def. 22, slijedi, da
mrezi, koja se dade orijentirati, moZzemo pridati dvije protivne
orijentacije. .

U definicijama 22.* 1 22.> dane su dvije dualne ali medu-
sobno razli¢ite i neovisne definicije moguénosti orijentacije
mreZe. Prema jednoj je mreza orijentirana évoristima, a prema
drugoj poligonima. Valja dokazati ekvivalenciju tih definicija.
U tu svrhu bit ¢e nam potrebni jo§ neki pojmovi, koje ¢emo
najprije definirati, a zatim ¢emo od dva medusobno dualna
dokaza ekvivalencije dati samo onaj za lijevu stranu.
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Definicija 23*. Kazat ¢emo,
da je poloZaj nekoga orijenti-
ranog Cvorista s obzirom na
bilo koji njegov poligon onaj
poloZaj pripadnog ciklusa po-
ligona, koji tim poligonom po-
¢inje. Na pr. polozaj &évorista
A uz orijentaciju A, s obzirom
na poligon « je polozaj A/m=
o B, %, 4 .y 0.

Definicija 23°. Kazat ¢emo,
da je polozaj nekog orijenti-
ranog poligona s obzirom na
bilo koje njegovo ¢&voriSte onaj
polozaj pripadnog ciklusa ¢vo-
rista, koji tim ¢&voriftem po-
¢inje. Na pr. polozaj poligona
@ uz orijentaciju e; s obzirom
na &voriste A je polozaj a4 =
4, B, K, L, ..., R.

U smislu def. 2. bit ¢e razumljiva jo§ i ova simbolitka

oznaka
A(D+ = AE)

A, (e—t=z 4 (0)

(A)+t _ (B)
[£5% =y

(A)—\ _ (R)
a4y =y,

koju temo kasnije upotrebljavati.
Pokazat ¢emo sada, da moZemo dovesti u medusobnu vezu

orijentaciju ¢vorita i orijentaciju poligona i to tako, da ce
jednakoj orijentaciji svih parova susjednih ¢&vorista mreze
odgovarati i jednaka orijentacija svih parova susjednih poli-
gona te mreZe i obratno. Neka je dakle dana jedna orijentacija
mreze u smisiu def. 222 t. j. neka su svi parovi susjednih
¢vorigta jednako orijentirani u smisiu def. 21*. Takvoj orijen-
taciji ¢voridta pridijelit éemo ujedno jednu odredenu orijenta-
ciju svih poligona. Uzmimo bilo koja dva susjedna poligona
mreZe a 1 B; oni imaju par zajednickih ¢voriSta A 1 B. Neka
ta évorista imaju orijentacije
A, = (a, B, 2% 4, ...
Bl = (ﬂ: Ay @y ..
Polozaji tih &voriSta obzirom na poligon a bit ¢e:
Af9za, B, % A ...
B/Yza, o, ..

, @)
, T, 0).

’é)
T, 6, f

Definicija 24°. Smatrat ¢e- Definicija 24, Smatrat ¢e-

mo, da je od dva polozaja A,/?
i B, prvi po redu onaj, kod
kojega je drugi zajednitki po-
ligon za évorista A i B — da--
kle poligon f — na kraju. To
je siutaj kod polozaja B,(%,

pa je prema tome redoslijed.

mo, da je od dva polozaja a,®
i 8, prvi po redu onaj, kod
kojega je drugo zajednitko
¢voriste za poligone a i f —
dakle ¢voriSte B — na kraju.
To je slu¢aj kod polozaja §,,
pa je prema tome redoslijed
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tih poloZaja B,*, A,. Ori-
jentaciju poligona ¢ odredit
éemo tako, da u ciklusu s njim
incidentnih ¢vorista ¢GvoriSta
A i B imaju isti redoslijed kao
i njihovi polozaji obzirom na
at.j. e, = (B, AR, ..., L K).

tih polozaja 8, a,®, Orijen-
taciju ¢voriSta A odredit ¢emo
tako, da u ciklusu s njim inci-
dentnih poligona poligoni a i
p imaju isti redoslijed kao i
njihovi poloZaji obzirom na A4,
A =B a0, ..., 4 2.

Dogovorom prema def. 24.* odredena je orijentacija bilo
kojeg poligona « na osnovi orijentacije dvaju njegovih susjed-
nih &vorista A i B. Potrebno je dakako ponajprije dokazati,
da prema tom dogovoru dobivamo uvijek istu orijentaciju po-
ligona «, uzeli ma koji par njegovih susjednih évoriita. Uzmimo
zato par B, K susjednih ¢&voriita poligona «, koji dolazi prvi
po redu iza para A, B. Nije teSko na osnovi aksioma iz def. 10.
uvidjeti, da ¢voristu K pripada ciklus [e, ¢, £, %, ..., w], gdje
su & {, n neodredeni poligoni, od kojih jo§¥ eventualno moze
biti ¢ identitan sa ¢. Prema def. 21.* mora ¢voridte K imati
orijentaciju K, =(a, &, ¢, 3, ..., o). No onda je K/¥=a,¢¢, 7,
..., w, pa polozaji B, i K,/ imaju prema def. 24> redo-~
slijed K /%, B,/® t. j. dobivamo za poligon « i opet istu ori-
jentaciju «, = (K, B, 4, R, ..., L). Iduéi tako postepeno redom
dalje zaklju¢ujemo, da za svaki od jednako orijentiranih parova
A, B; B, K; K, L; ...; R, A susjednih &vorista poligona «
dobivamo uvijek istu orijentaciju poligona «, a to je i trebalo
dokazati.

Odredimo sada na osnovi def. 24 orijentaciju i poligona §.
Buduéi da su

AP =8 » 2 ...
B¢

» @) O
B, a w, ..., 70

poloZaji ¢vorista A 1 B obzirom na poligon #, pripada njemu
orijentacija
=4, B, S, T,...,2).

Prema tome su poligoni « i § u smislu def. 21.° jednako orijen-
tirani. No kako je a, § bilo koji par susjednih poligona mreZe,
slijedi odatle, da je promatrana mreZa orijentirana i u smislu
def. 22.°, t. j. definicije 22.2 i 22.> su medusob.o ekvivalentne,
Sto je i trebalo dokazati.

Mi éemo u slijede¢im paragrafima — dok protivno ne istak-
nemo — promatrati samo takve mreze, koje se daju orijentirati.

182



7. CVORISTA I POLIGONI VISEG REDA ODNOSNO
RAZREDA

+ Neka je A, B bilo koji par susjednih ¢voriSta incidentnih
s parom susjednih poligona «, § neke mreZe, koja se di ori-
jentirati. U dvije moguée orijentacije mreze bit ée prema para-
grafu 6. ti elementi ovako orijentirani:

I. orijentacija 11 orijentacija
A, = (e, B, % 4 ..., 0 A, S (a0 ..., 4% B
B, =(a, w, ..., 1,0 8 B,=(a, fp, 06,7 ..., w
e, = (A R, ..., L, K, B e, 2 (A, B K, L, ..., R)
Bi=(A B S T, ...,2 B.=(A Z, ..., T, S, B).

Uzmimo jednu odredenu orijentaciju mreze, na primjer
prvu, pa zamislimo, da je i za svako od ostalih &voris$ta i poli-
gona te mreZe dana jednaka orijentacija pripadnim ciklusom.
Ako su svi ti ciklusi doista dani, bit ée mreZa potpuno odre-
dena. Za tako odredenu mreZu definirat ¢emo jo$ neke poj-
move i izvesti neke stavke. Kako moZemo slijedeta razmatranja
provesti na dva dualna i medusobno neovisna naéina, dovoljno
je, da dalje pratimo samo jednu, na pr. lijevu stranu.

Definicija 25°. Orijentirani
ciklus poligona a, f, %, 4, ..., 0
incidentnih s bilo kojim ¢&vo-
riStem A neke dane mrezZe
zvat ¢emo »évoriStem prvog
reda« 1 oznaciti s

A(])E(a, ﬁy 2, )», RN} 0)1

a samo ¢voriste A zvat ¢emo
»srediStem« tog ¢vorista prvog
reda.

Donje indekse stavljamo u
kao do sada oznativati jednu

Definicija 25°. Orijentirani
ciklus évorista A, B, K, L, ...,
R incidentnih s bilo kojim po-
ligonom a neke dane mreze
zvat ¢emo »poligonom prvog
razreda« 1 oznaciti s

ez (A, B, K, L, ..., R),

a sam poligon a zvat ¢emo
»jezgrom« iog poligona prvog
razreda.

zagradu, jer oni ne ¢e ovdje
ili drugu orijentaciju cikjusa,

neégo »red« ¢vorista odnosno poligona (»razred« poligona od-
nosno &vorista), kako ¢e se iz daljnjega razabrati. Sada ¢emo

dokazati, da vrijedi
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Stavak VIII*, Ako je « bilo
koji poligon dane orijentirane
mreze, a (A, R, ..., L, K, B)
ciklus s njim incidentnih &vo-
ri§ta, tada je ciklus poloZaja
¢vorista prvog reda

(A Rifh- - LG K3} BR)
sloZeni ciklus prvog stepena.

Stavak VIII®. Ako je A bilo
koje ¢voriSte dane orijentirane
mreze, a (a, o, ..., 4, %, B) ci-
klus s njim incidentnih poli-
gond, tada je ciklus polozaja
poligona prvog razreda

() 0 2, 4 B
sloZeni ciklus prvog stepena.

Dokaz. Buduéi da je prema paragrafu 6.

A;“‘;f:‘a, [
B%’Ea, W, ..., 1, 0, B,

a kako su A i B bilo koja dva susjedna Cvori§ta incidenina
sa a, slijedi odmah na osnovi definicije 9. tvrdnja toga stavka.
Sada moZzemo dati ovu definiciju:

Definicija 26 SloZeni ci-
klus prvog stepena iz stavka
VIII.* zvat ¢emo »poligonom
prvog reda« i oznaditi ga s
= (AG R - L KE B,
a sam poligon a zvat cemo »je-
zgrome« tog poligona prvog
reda.

Dokazat ¢emo, da vrijedi

Stavak IX* Ako je A bilo
koje &voriste dane orijentirane
mreze, a (o, B, %, 4, ..., @) ci-
klus s njim incidentnih poli-
gona, tada je ciklus polozaja
poligona prvog reda

(@ Bl % Ao @)
slozeni ciklus drugog stepena.

Dokaz. Ponajprije je

a(l)

Definicija 26°. SloZeni ci-
klus prvog stepena iz stavka
VIILP zvat ¢emo »&voriltem
prvog razreda« i oznaditi ga s

= (a'd) p'd id) 4 g4
A”) = (a(])); 9{]}’: LR 'l/[) ’ 7‘(})‘: ﬁ(]))):

a samo ¢voriSte A zvat ¢emo
»sredistem« tog ¢vorista prvog
razreda.

Stavak IX’. Ako je a bilo
koji poligon dane orijentirane
mreZe, a (A, B, K, L, ..., R)
ciklus’s njim incidentnih &vo-
ri§ta, tada je ciklus poloZaja
prvog razreda

(AR, B, KS),LS), ..., R

slozeni ciklus drugog stepena.

= A R LY K B,
(A) _ (] {
8 = A{g), B((l))’ S((ﬁ’, T((f;), . Z“ﬂ)),
a zatim, buduéi da je
A(UE (ar ﬂr X, A, sy 9))
B(”E ((13 W, ..., T, 0, ﬂ)a
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moZemo u smislu oznake u proSlom paragrafu pisati
A((ﬁ) = A(a)+x B(({?’) = B((S)“‘;
dakle su polozaji ¥ i ¥ susjedni u smislu definicije 8. Kako
je a, B bilo koji par susjednih poligona incidentnih s A4, izlazi
prema definiciji 9. tvrdnja prednjeg stavka.
Sada ¢emo dati ovu definiciju

Definicija 27¢. SloZeni ci- Definicija 27°. Slozeni ci-
klus drugog stepena iz stavka klus drugog stepena iz stavka
IX.* zvat ¢éemo »Gvoridtem IX. zvat ¢emo poligonom
drugog reda« i oznaciti ga s drugog razreda i oznafiti ga s

a'd) g4 /A (A {rt ( () (a)
)) - (I) "B(I))’ ”(1),’ ; l))’ ’Q( ) /II) (A I})’BI’II))’ K;’l[))’ L(;/’ R(?)

Cvoriste A zvat éemo »poet- Poligon « zvat éemo »podet-
nim sredidtem«, a ¢&voriSfe nom jezgrom« a poligon prvog
prvog reda Ag) »zavrSnim sre- razreda «aq; »zavr$nom je-
distem« tog ¢voriSta drugog zgrome« tog poligona drugog
reda. razreda.

Dalje ¢emo zakljudivati opéenito i dokazati

Stavak X. Ako su

Ay = (g, By, 2y, Ay, o),
By 2@y, oy, 7, !I‘-’w BiLs),
Koy 2@y, 0y), Sy 2B, oy,
Ly yz (a(l_,), AP P - (ﬂ&f_{z), ),

{R) (R = 2 Z
- = @2e 0G0y Ze gy = By %)

(i— (i

R

slozeni ciklusi 2(i—2)-og stepena, (i = 2) (pri ¢emu je ay = &, ...
t. j. slozeni ciklus O-tog stepena = jednostavni ciklus), a ciklusi

@y (4%, RO,,..., L@ K{,"‘_),), B{®.),
Biwy= A, BE,, SO, T, 2P ),
Ba-p = (A(:~1>’ Z\(:‘_ DN (B(i-n’“ S
iz, T =B, ),

9(;..1) = (A((,g{.]), sty R((,'e_)_l))y w(i_.]) = (B 1i—1)* K((,‘w_)l): . )
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sloZeni ciklusi (21— 3)-¢eg stepena, ciklusi

= (4, A (A A, (4
A(,‘) = (a(,‘_)_1)J ﬁ’(til)’ x(,)“v 1{,2.1)y-~-7 9(,’.)_1))
B B, B B,
(t) = (a(x —1)? w() Yy 1:()1)’ G((l)!) ‘6((1—)-1)
= = S) S}
K(l) - (a(i-l)""’ w{t)i)) (i) = (ﬁ{iil)’ 0((1)—I)’ ")’
= L
Lgzte . ..,...), Tg, _(ﬁu_”,..., cea )y
R) " Z
) = (a Gi—1)? Q{i__”y'-')y (‘] = (‘B(,_l)y R "( )1))

sloZeni su ciklusi 2 ({ — 1)-vog stepena, a ciklusi -
)= (Afy, B, LY, K(, B,

AP 8 (2 8
ﬁn = (())’ Bf:))’ SE T() - Z({v)

xg = (A(") z®)

W Zihe)y Gy E (B, ..., (M),

@’ (i)
lyzad), ), zm:(sg),.“, o)

o = (Af . REY e, =B K,
sloZeni su ciklusi (2 i — 1)~vog stepena.
Dokaz. Buduéi da u ciklusu Ay, slijedi  iza «, a u ciklusu
By slijedi « iza 8, moZemo u smislu oznake pro§log paragrafa
pisati

A(ﬂ_)” — A(a)+1 B((ﬂ) = Bf?ﬁ

i isto tako
(2) @ (B)—1
By = Bw}+‘ Af,—)n ALZy

t. j. polozaj B{# , slijedi iza af?, a polozaj aff slijedi iza
8(#, i susjedni su u smislu definicije 8., dakle su prema defi-
niciji 9. ciklusi Ay, By, ..., Zg sloZeni ciklusi 2 (i — 1)-vog
stepena.

Isto tako, buduéi da u ciklusu g, slijedi 4 iza B, a u
ciklusu §;—y slijedi B iza A, moZemo i opet pisati

A — @+l A — g1
ey = & Py=85



i isto tako

(Ay+1

BB, = B,

[

B gt
@iy, = ey

Prema tome polozaj A (% slijedi iza B{i‘;’), a polo¥aj Bgf‘;) slijedi

@

iza A{ﬁ), i susjedni su u smislu definicije 8. Onda su prema

defm1c1]1 9. doista ciklusi Q) ﬁ(i), ..

, @@ slozeni ciklusi

(21— 1)-vog stepena, 8to je i valjalo dokazati.

Sada moZemo dati ove rekurzione definicije:

Definicija 28*. Ako je A
bilo koje &voriste dane orijen-
tirane mreZe, a (a, f, %, 4, ...,
o) ciklus s njim incidentnih
poligona, tada ¢emo sloZeni ci-
klus 2 (1 — 1)-vog stepena

= (ol A) (4 4) A
Ay = (e, Bl w2 A0 062 )

zvati »¢évoriStem i-tog reda«.
Samo ¢voriste A zvat ¢éemo
»pofetnim srediStem«, a &vo-
riste (i—1)-vog reda Ag—y
»zavrSnim srediStem« tog ¢&vo-
rista i-tog reda.

_ Definicija 29°. Ako je a
bilo koji poligon dane orijen-~
tirane mreZe, a (A, R, ..., L,
K, B) ciklus s njim incident-
nih ¢voridta, tada ¢emo slozeni
ciklus (2 i — 1)-vog stepena

- a {
aw=(afy) R, LD, K5

B{)
zvati »poligonom i-tog redac.
Sam poligon « zvat ¢emo »po-
tetnom jezgrome«, a poligon
(i— 1)-vog reda a(i—y; »zavr-
$nom jezgrom« tog poligona
i-tog reda.

Definicija 28°. Ako je a
bilo koji poligon dane orijen-
tirane mreZe, a (4, B, K, L,

., R) ciklus s njim incident-
nih poligona, tada ¢emo sloZe-
ni ciklus 2 (J — 1)-vog stepena

@y = (Aﬁ)w 357.), » Kﬁ?-)x » L

zvati »poligonom J-tog razre-
da. Sam poligon a zvat ¢emo
»pocetnom jezgrome, a poligon
(J— 1)-vog razreda «(ry; »za-
vrSnom jezgrome« tog poligona
J-tog razreda.

Definicija 29°. Ako je A
bilo koje évoriste dane orijen-
tirane mreZe, a (a, o0, ..., 4,
%, B) ciklus s njim incideninih
poligona, tada ¢emo sloZeni
ciklus (2 J — 1)-vog stepena

= (qld) old (4) 5d) B
Ay = (aff), 0 A5 27, BY)

zvati »¢voriStem J-tog razre-
da«. Samo <¢voriSte A zvat
¢emo »potetnim srediStemc«, a
¢voriste (J— 1)-vog razreda
Ag—1y »zavr$nim sredi$temc
tog ¢voriSta J-tog razreda.
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Iz gornjih razmatranja moZemo sada potpunom indukcijom

zakljuditi, da vrijede ovi stavci:

Stavak XI*. Ako je A bilo
koje ¢voriste neke mreze, koja
se da orijentirati, postoji uvi-
jek beskonatni slijed

A(l), A, Ay, ., A, .
¢vorista viSeg reda. Isto tako
uz svaki poligon a te mreZe
postoji i beskonac¢ni slijed

Qs A5 AB)y--er Cigse -
poligona viSeg reda.

Stavak XI*. Ako je a bilo
koji poligon neke mreZe, koja
se da orijentirati, postoji uvi-
jek beskona¢ni slijed

am, Gy, Eu, .-y E@, ..
poligona viSeg razreda. Isto ta-
ko uz svako ¢voriste A te mre-
%e postoji 1 beskonalni -slijed

Aw, Aw, Auy, - -
¢vorista viSeg razreda.

.y A(]),..."

Stavei VIII*i® neposredna su posljedica Moebiusovog za-

kona o bridovima tako, da oni zapravo izraZavaju taj isti zakon
u drugom obliku. U tom smislu mozemo smatrati stavke XI*1b
nekim poop¢enjem toga zakona.

Jo$ ¢emo ovdje dokazati dva gotovo olevidna stavka, koje
¢emo kasnije cesto primjenjivati.

Stavak XII*. Neka je S;
skup, Sto ga dine svi medu-
sobno razli¢iti poloZaji &vori-
§ta i-tog reda

A Bey Cips- -
neke dane mreZe; onda za
svaki dani poloZaj iz skupa S;
postoji njemu susjedni, koji
slijedi iza njega, i pripada sku-
pu Si.

Stavak XII*. Neka je Jj
skup, $to ga ¢ine svi medusob-
no razli¢iti poloZaji poligona
J-tog razreda

%y By Yy oo

neke dane mreze; onda za sva-
ki polozaj iz skupa 2; postoji
njemu susjedni, koji slijedi iza
njega, i pripada skupu /.

Dokaz. Neka je M-g') bilo koji poloZaj iz skupa §;, pokazat

¢emo, da u skupu S, postoji polozaj, koji je polozaju M((;’) Su-
sjedan i slijedi iza njega. Neka je naime (G, H, ..., M, N, ...
P, Q) ciklus ¢vorista incidentnih s poligonom i dane mreZe,
prema stavku XI. i prethodnim definicijama i stavcima ovog
paragrafa postoji poligon i-tog reda .

= (A 73] A A) A, 2,

4= (G(:‘) ' H((i) A M((i))’ N((i) ree P((i))’ Q((i)))'
Kako svi medusobno razli¢iti ¢lanovi ovog sloZenog ciklusa
pripadaju skupu S;, poloZaj je N((i'}) onaj traZeni polozaj, koji
je susjedan poloZaju M((,.'}) i slijedi iza njega.
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Stavak XIII*. Neka je o
skup &to ga ¢ine svi medusob-
no razli¢iti poloZaji poligona
i~tog reda @y, By, Yay s s
neke dane mrezZe, onda za sva-
ki polozaj iz skupa o; postoji
njemu susjedni, koji slijedi iza
njega i pripada skupu o;.

Stavak XIII®. Neka je s,
skup 3to ga ¢ine svi medusob-
no razli¢iti polozaji ¢voriSta
J-tog razreda Ay, By, Cuys - -
neke dane mreZe; onda za sva-
ki polozaj iz skupa s, postoji
njemu susjedni, koji slijedi iza

njega i pripada skupu s,.

Dokaz. Neka je iy bilo koji polozaj iz skupa o;; pokazat
¢emo, da u skupu ¢; postoji poloZaj, koji je polozaju Z({g) su-
sjedan i slijedi iza njega. Neka je naime (n, &, ..:,4, 4,...,7,0)
ciklus poligona incidentnih sa évoristem M dane mreZe, to po-
stoji ¢voriste (i 4 1)-vog reda.

- ‘M) (M) (M) (M) (M) ()
M(i+1) = (7](,-,, ’9(i) seeey 1(,‘) s W) s, a0 Q(,‘) .

Prema tome je u %) trazeni polozaj, koji je susjedan polozaju
A3 i slijedi iza njega.

8. REALIZACIJA MREZA RAVNINE

Dvije mreze smatrat ¢emo jednakima, ako su topoloski
ekvivalentne t. j. ako su medusobno izomorfne. I zato ¢emo —
ako oznatimo sa m (¢} broj ¢vorista incidentnih s poligonom «a
i isto tako sa n (A) broj poligona incidentnih s évoristem A —
smatrati da su taj poligon a i to ¢évoriSte A odredeni ¢im je
poznat broj n (o), odnosno n (4).

U slijede¢em razmatranju, koje se moZe provoditi na dva
medusobno dualna naéina, ograniéit éemo se radi jednostavno-
sti samo na jedan od njih, i to na onaj, koji odgovara lijevo]
strani u proslim paragrafima.

Ako je A ¢évoridte neke dane mreZe, CvoriStem prvog reda
Ay = (o, B, %, 4, ..., ¢) odreden je medusobni smjestaj poli-
gona incidentnih s ¢voristem A. Ako su jo$ dani brojevi n (a),
n (8),...,n{p), odreden je na taj naéin s Ay jedan dio mreze,
t. j. elementarni poliedarski kompleks, $to ga ¢ine ti poligoni
sa pripadnim stranicama 1 ¢voriStima. Zato ¢emo i sam taj
poliedarski kompleks zvati &évoristem prvog reda Ag,.

Neka je sada @ bilo koji poligon dane mreze, pa neka su
dana ¢voriSta prvog reda Agy, Ry, ..., Ly, Kap B, €ija su sre-
diSta A, R, ..., L, K, B incidentna s poligonom «; njihovi po-
lozaji A, RY),..., B& zatvaraju penajprije sloZeni ciklus prvog
stepena, koji smo nazvali poligonom prvog reda ay,. No kako
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je ujedno ciklusom tih ¢vorista prvog reda odreden medusobni
smje$taj svih poligona incidentnih sa bilo kojim &voristem od
a, zvat éemo i poliedarski kompleks, Sto ga ¢ini dio mreze,
koji je na taj naéin odreden, isto poligonom prvog reda aq.
Koji od ta dva pojma treba pod poligonom prvog reda ag,
razumjeti, razabrat ¢e se uvijek iz samog teksta po smisiu.

Ako su dani pollgom prvog reda ey, Bays ®awy Aws -5 0y
neke dane mreZe, c1]e su jezgre a, B, x, 4, , ¢ incidentne s
¢voristem A, to ponajprije njihovi poloaaji a e, o)
zatvaraju sloZeni ciklus drugog stepena, koji smo nazvali ¢vo-
riStem drugog reda Ag. No kako je ujedno ciklusom tih poli-
gona prvog reda odreden medusobni smjestaj svih poligona
incidentnih s bilo kojim od &voriSta u ¢voriStu prvog reda A,
zvat ¢emo i poliedarski kompleks, §to ga tini dio mreze, koji
je na taj na¢in odreden, ¢vori$tem drugog reda Ag). Na slitni
natin razumijevat ¢éemo pod &évoriStem i-tog reda Ag 1 polie-
darski kompleks, §to ga ¢ini onaj dio mreZe, koji je sa Ag
odreden, t. j. koji je odreden ciklusom poligona (i— 1)-vog
reda ag 4y, Ban,---s @uy ,fije sy poletne jezgre o, 8, ..., 0
incidentne s ¢voriStem A, a pod poligonom i-tog reda a;, razu-
mijevat éemo i poliedarski kompleks, §to ga ¢ini onaj dio mrezZe,
koji je sa ay odreden, t. j. koji je odreden ciklusom ¢vorista
i-tog reda A,Ry),..., By, ¢ija su poletna sredifta A, R,..., B
incidentna s poligonom «.

Prema stavku XI.* svakom évoristu A i svakom poligonu a
neke dane mreZe, koga se da orijentirati, pripada slijed A, Apy,
A, ... ¢voriSta viSeg reda, odnosno slijed @, @y, €, ..., PO-
ligona vi§eg reda. Prema tome je moguénost sastavljanja tih
sloZenih ciklusa vidih stepena nuZdan uvjet za egzistenciju neke
mreze. No pokazat ¢ée se, da je moguénost sastavljanja takvih
slozenih ciklusa u stanovitom smislu i dovoljna za geometrijsku
realizaciju mreze ravnine.

Poligon « moZemo u ravnini na pr. tako realizirati, da uzme-
mo bilo koji krug k¢ te ravnine i na njegovoj per].fenp fiksi-
ramo n (a) to¢aka po volji.

Neka je sada aritmeti¢ki dano neko ¢EvoriSte prvog reda,
t. j. ciklus

A(l.)': (ay, asy ay, .., ),
gdje su poligoni «; odredeni pripadnim brojevima n (a;), a radi
stavka IV.»b i stavka I. traZimo samo, da je s Z3in(e) =3
" Tako aritmeti¢ki dano ¢vorifte prvog reda &esto ¢emo pisati

u slijede¢em — kako smo ga uostalom u paragrafima 2. i 4.
veé¢ i oznaéili — tako, da mjesto poligona «; piSemo pripadni
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braoj n (a;). Svako takvo ¢vori$te prvog reda A,, moZemo geo-
metrijski realizirati u ravnini tako, da bilo koji krug k, te
ravnine sa srediStem u bilo kojoj to¢ki A razdijelimo po volji
u s sektora, i u odredenom smislu okolo &voridta A, poéevsi
od bilo kojeg sektora kao prvog, na luku i-tog sektora fiksiramo
jo§ n(a)—3 totaka (i=1, 2, 3,..., s).

Na sl. 1. i sl. 2. geometrijski su tako realizirana dva ¢vori-
§ta prvog reda.

Ay = (o, B, % 4 0 = (5, 4, 3, 4, 3)
i Bfl) = ((l’, w, 0, ﬁ’) = (57 3} 6) 4)-

(Oznacimo li dva poligona istim slovom na pr. a, i «', Zelime
tim istaéi, da je i n (a) = n (a’).)

Ako je sada dan konatan ili beskonatan skup S ¢vorista
prvog reda Ay, By, Cuy ,--., medu kojima moze biti i po-
voljan broj jednakih egzemplara, pa ako je stavljeno na voljy,
hotemo li i u kojim slu¢ajevima smatrati identi¢nima pojedine
poligone s jednakim brojem stranica a iz raznih ¢évorista prvog
reda, moZemo postaviti pitanje, kada i na koji naéin mozemo
od tih &vorista prvog reda »izgraditi« mreZu ravnine, t. j. kada
i kako moZemo realizirati u ravnini mreZu, ¢ija bi sva &voridta
prvog reda bila identi¢na s danim ¢voriStima- prvog reda iz
skupa S?

Neka su dakle Ay, Ry, .. -5 Ly, Ky, By neka &vorista prvog
reda iz skupa S, pa neka njihovi poloZaji obzirom na neki poli-
gon a &ine n (a)-Elani slozeni ciklus prvog stepena (A5, R, .,
Li‘{',), Kﬁ'f,), Bﬁ’,’), to nije tedko razabrati, da je mogutnost sastav-
ljanja tih poloZaja u sloZeni = (a)-¢lani ciklus dovoljna za geo-
metrijsku realizaciju jednog poligona prvog reda ag,. Da to
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razjasnimo, uzmimo &voriste prvog reda Ay, realizirano u sl. 1.
i izvedimo jednu topolosku transformaciju ravnine (oznadit
¢emo je s T, ), kod koje ¢e &voridte A iz sredidta kruga k,
prijeti na periferiju kruga k,’, kojim ¢ée sada biti realiziran
poligon o, a ¢vorista C, D, E, Z, S, koja nisu incidentna s poli-
gonom «, na periferiju kruga k,’, koji je s krugom k,’ koncen-
triéan, a ima od njega veéi.polumjer. Tako sl. 1. prelazi u sl. 3.,
a kako su obje te figure olito topoloski ekvivalentne, takva
transformacija T,, sigurno uvijek postoji. Kako se pri tom

4a

transformira dio ravnine izvan kruga k,, ostaje za sada ne-
odredeno.

St 3, Sl 4.

Analognom transformacijom T,  prijeéi ¢e &voriSte By, iz
oblika u sl. 2. u oblik u sl 4.

Polozaj A® = a, g, », 4, ¢ susjedan je polozaju BS;)E a, w, 0, B
i slijedi iza xﬁ"egaA Razabiramo sada, da zato moZemo u sl. 3.
i gl. 4. identificirati poligone a i o' i isto tako f i B’. Izvedemo
li analognu identifikaciju i za ostale parove susjednih ¢vorista
prvog reda By, Ky Kay Ly Lay Ry i Ry, Aq, Tealizirali smo
na taj nat¢in jedan poligon prvog reda a,,. (sl. 5.).

Na sli¢an ¢ée nadin i poligon prvog reda B, = (A%, B'A),
Sgﬁ), Z((’f))) biti geometrijski realiziran u sl. 6.

Sada ¢emo na ravninu, u kojoj se nalazi poligon prvog reda
@y, {sl. 5.), primijeniti transformaciju T,}. Time ¢ée i opet ¢vo-
ridte 4, prije¢i natrag u krug k,, a za jedan dio ravnine izvan
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8L 5.

kruga k, odredit éemo transformaciju T,, tako, da kod inver-

zne transformacije T;‘; ¢vorista F, G, H, I, ..., U, V, W
poligona prvog reda «,, koja ne pripadaju ¢&voriStu prvog
reda Ay, , padnu na periferiju kruga k,, koji je s k, koncen-
trican, ali veteg polumjera.
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Tako poligon prvog reda «,, iz oblika u sl. 5. prelazi u
oblik u sl. 7., a slitno ¢e i poligon prvog reda f,, iz oblika u
sl. 6. transformacijom T3} prije¢i u oblik u sl. 8. Cine U sada
poloZaji obzirom na A onih poligona prvog reda, Cije su jezgre

jednake poligonima «, 8, %, 4, ..., p incidentnima s A, sloZeni -
i (4) BlA) y(A) F(A () i3 i
ciklus (am, ﬂm | ® D, i W, gm) mora prema relacijama (13) iz

definicije 8. bilo koji par am,ﬂm poligona prvog reda, ¢iji polozaji
zatvaraju taj ciklus, imati zajedni¢ki par ¢vorifta prvog reda
Ay 1 By, samo §to ta &évorista prvog reda imaju u svakom
od poligona prvog reda ag, i f drugi poloZaj. Tako je na pr.
za poligone prvog reda ay i B, u sk. 7.1 sl. 8.

Si. 8.

al® = A(a) Ri@) Lt} K(a Bla

[38] m’ T’ m’ T
b = {f .4 () ()
ﬂm - Am’ Bm’ Sm’ Zm’

pa kako je
AO= g@+ B — glo-!

{1) ’ 1) ’
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vrijede ovdje relacije (13). Razabiramo sada, da u poligonima
prvog reda ag, (sl. 7.) i B (sl. 8.) moZemo doista identificirati
¢vorista prvog reda Ay, i By, Izvedemo 1i slitnu identifikaciju
i za ostale parove fa), #uy; *ay, Aayi Ay €y 1 €y» @ay pPOli-
gona prvog reda, ¢ije su jezgre jednake susjednim poligonima
u ¢vori§tu prvog reda Ay, bit ¢ée na taj naéin geometrijski
realizirano jedno ¢&vorite drugog reda A, (sl. 9.), dok je u
sl. 10. na slitan naé¢in realizirano jedno ¢voriste drugog reda
Bg;,. U ravnini poligona drugog reda A, (sl. 9.)

izvest éemo i opet transformaciju T,,, gdje ¢e sada Cvorista,
koja pripadaju ¢&voriStu drugog reda A, ali ne pripadaju
poligonu prvog reda a.,, pasti na periferiju kruga k.’. koji
je s kg’ i k," koncentri¢an, ali veceg polumjera (sl. 11.). Primi-
jenimo 1i na &voridte drugog reda B, transformaciju T,
prijeéi ée ono u oblik na sl. 12, Ako je sada (A‘(g)), Rig),..., L’g)’,
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K‘&'; B‘g)‘)jedan slozeni ciklus treteg stepena, moraju po dva
¢voriSta drugog reda — na pr. B, 1 A -— ¢ija su pocetna
srediSta susjedna ¢voriSta B i A poligona ¢ prema relacijama
(13) — imati jednaka dva poligona prvog reda ag, i §,y,, samo
Sto svaki od njih ima u tim ¢voristima drugog reda drugaciji
polozaj. I doista je u danom primjeru (sl. 11. i sl. 12.)

Be z ab B, B B
) [S I ¢ VIR ¢ DI ¢ VI

‘@ = g (A4)  ytd QA td)

2) [V ¢ VLA 6 S I S ) o N I
a kako je

) — g B +1 A weme § By 1
[¢}) [§}) ’ ‘Bm ﬁm ’

vrijede ovdje relacije (13), pa je prema tome Agg‘)) polozaj susjedan
poloZaju BE;’)) i slijedi iza njega. Identificiramo li sada u ¢vori-
stima drugog reda By, (sl 12.) i Ag, (sl. 11.) poligone prvog
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reda ag, i B4, pa analognu identifikaciju izvedemo i za ostale
parove Ag, Rey; Ray L Loy Koy 1 Ky By €vorista drugog
reda, &ja su poletna sredi$ta susjedna ¢voriSta poligona o, bit
e tako realiziran jedan poligon drugog reda a (sl 13.).

8i, 13,

Ovako zapoletu postepenu izgradnju mreZe ravnine moZe-
mo nastaviti analogno i dalje. Pa ako je tako (Ag;), Rgg), RN
L{, K@, BE) slozeni ciklus polozaja nekih évorista i-tog reda,
moZemo razabrati, da stanovitim identifikacijama poligona
(i—1)-vog reda, odredenim prema relacijama (13), moZemo
u krugu k; realizirati jedan poligon i-tog reda ag, a ako je
(a{;‘, (;‘)’,u‘(‘;‘)‘,lzg’,..., g’(‘i“)’ sloZeni ciklus poloZaja nekih poligona
i-tog reda, moZemo razabrati, da stanovitim identifikacijama
&vorista i-tog reda, odredenim prema relacijama (13), moZzemo
u krugu kit realizirati jedno ¢voriste (i -+ 1)-vog reda Au4u

Izgradujuéi na taj naéin postepeno mreZu ravnine iz danih
tvorista prvog reda skupa S identificiranjem pojedinih eleme-
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nata mreZe na osnovi relacija (13) bit ¢e CvoriSta i poligoni
viSeg reda realizirani u krugovima k; i k;, t. j. realizirani kao
jednostavno suvisla podruéja ravnine. Kod bilo koje dane
»gotove« mreZze ravnine poligoni i ¢voriSta viSeg reda opcenito
ne moraju ¢initi jednostavno suvisla podruc¢ja. Nije teSko ra-
zabrati, da ¢e u tom slutaju osim prema relacijama (13) biti
identificirani jo$§ neki drugi elementi mreZe ravnine.

Pokusamo 1li na slitan nadin izgradivati mrezu bilo koje
druge plohe, koja nije homeomorfna ravnini, ne mogu nakon
nekog konalnog broja koraka &évorista i poligoni viSeg reda
biti viSe jednostavno suvisla podru¢ja, i moguénost stvaranja
¢vori$ta 1 poligona viSeg reda, kao sloZenih ciklusa prema de-
finiciji 9., ne ¢e biti uvijek dovoljna i za njihovu realizaciju na
danoj plohi.

Kod izgradnje mreZze ravnine mogu sada nastati tri sludaja:

1. Nakon konacnog broja koraka na taj na¢in mreza moze
biti potpuno izgradena. To ¢e na pr. sigurno biti u onom slu-
caju, kada izgradimo mrezu do ¢vorista i-tog reda ili do poli-
gona i-tog reda, pa se na kruZnici k, odnosno k;, nalazi jedno
jedino ¢voriste. U tom se slucaju dakako ta kruznica reducira
na to jedino ¢voriste i mreza se tako zatvara, pa je tim ¢vori-
stem i-tog reda, odnosno poligonom i-tog reda, obuhvaéena
cijela mreza. Na pr. kod mreZe, koja je izomorfna mrezi te-
traedra, na kruznici k,” nalazi se jedno jedino ¢voriste, i tako
je jednim poligonom prvog reda cijela mreza obuhvacena. Kod
mreze heksaedra dolazimo do jedne jedine to¢ke na kruZnici
k,, pa je tako mreZa heksaedra obuhvatena ¢&voridtem dru-
gog reda.

No i u slutajevima, kada se na kojoj od kruznica k, ili k;
nalaze dva ¢voriSta, mreZza se zatvara, jer oba luka, 5to ih na
toj kruznici odreduju ta ¢voridta, moramo radi aksioma 6.* iz
definicije 10. identificirati i smatrati jednom jedinom strani-
com. Evo primjera. Uzmimo ¢vorista prvog reda

Ay = (2, B, 1) =3, 3, 3)
By = (a,7,6,6 (3, 3,3, 3)
Cp= (60

tada postoji poligon prvog reda

@3, 3,3, 3)

M

ay = (4%, B, cl@),

@ Tm o
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na ¢&ijoj se kruZnici k," nalaze dva ¢voridta D i E. Identificiramo
li oba luka DE kao jednu stranicu, dobivamo za ¢vorista D i E
“ova &voriSta prvog reda

D(l) = (:5’ S! 61 )’) = (37 3) 3; 3);
Epy= (6 &, 9 =3, 3, 3),

pa imamo tako mreZu trostrane dvostruke piramide, t. j. po-
liedra reciprofnog trostranoj prizmi.

U slucaju, kad se mreZa, na taj natin izgradena, nakon
konaénog broja koraka zatvara, imat ¢e ona konaéan broj ele~
menata. To je tada mreZa nekog Eulerovog poliedra, t. j. po-
liedra homeomorfnog kugli. Realiziramo 1i takvu mreZu u
ravnini, mora ta ravnina biti sferna (promatramo za sada samo
mreze, koje se daju orijentirati). No i u ovom sludaju mogucée
je i dalje aritmeticki sastavljati ¢vorista i poligone po volji
visokog reda, jer bez obzira na to, §to je cijela mreza obuhva-
tena CvoriStem, odnosno poligonom, nekog odredenog reda i,
postoje sada aritmeticki &vorista i poligoni i po volji visokog
reda i>> i, jer stavak XL* vrijedi bez obzira, da li je neka
dana orijentirana mreZa konaéna ili nije. Samo ti poligoni i
¢vorista reda viSeg od i, ne ¢e odredivati nista vie nego tu
kona¢nu mreZu samu.

2. Ako je moguce nastaviti na opisani naéin proces izgradnje
mreze tako, da red i ¢vori§ta prima po volji velike vrijednosti,
a da se mreza ipak nigdje ne zatvara, pa ako mreZu realiziramo
u ravnini i uzmemo, da veli¢ine polumjera krugova k,, odnosno
k;, monotono i neograniteno rastu, $to ¢e sigurno biti, ako su
na pr. diferencije velitina polumjera dvaju susjednih krugova
stalne, to ¢e u grani¢nom slu¢aju na taj nacin biti izgradena
cijela mreZa ravnine, ali u ovom sludaju dakake parabolifne ili
hiperboli¢ne ravnine. Primjere za taj sluéaj lako je zamisliti,
a iznijet éemo ih i u slijedeéem paragrafu.

3. Ako nakon konaénog broja koraka u procesu izgradnje
mreZe nije moguée ni na koji nadin sloZiti poloZaje ¢voriita
i-tog reda ili poligona i-tog reda u sloZene cikluse, t. j. u poli-
gone i-tog reda, odnosno ¢vorista (i -+ 1)~vog reda, tada daljnja
izgradnja mreZe nije moguéa, i u tom sluéaju ne postoji mreza,
¢ija bi sva évorista bila jednaka danim évoristima iz skupa S.

Primijenimo 1li opé¢enita razmatranja ovog paragrafa na
konkretni sludaj homogenih mreZa ravnine, moZemo 0 mogué-
nosti njihove egzistencije izreéi:
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Kriterij egzistencije R-mreZa ravnine,

Homogena mreza ravnine R [g, §,7,...,0] sigurno je mo-

guéa, ako za skup S, koji sadrzi ¢voriSta prveg reda

A(l) E(a,ﬂ,y,...,n,g) i Bm E(Q,n,...,y,ﬂ,a)
(u broju egzemplara po volji), postoji za svaki prirodni broj i
bar jedno &voriSte i-tog reda. Ako takvo &voriste i-tog reda
za bilo koji broj i ne postoji, mreza nije moguca.

Na koji na¢in moZemo u danim konkretnim sluéajevima
primijeniti taj kriterij, vidjet te se u slijede¢im paragrafima.
Ovdje ¢emo sada jo§ iznijeti neke napomene. Ako je dan skup
S ¢vorista prvog reda, to je kod opisane postepene izgradnje
mreZe ravnine realizacija ¢vorifta i poligona viSeg reda opte-
nito moguéa uz uvjet da je moguéa tvorba odredenih sloZzenih
ciklusa prema definiciji 9., ali yz neke izuzetke kod kojih pored
relacija (13) treba da bude ispunjen jo§ neki uvjet. Za problem
homogenih mreza ti izuzetni slucajevi nisu od vaZnosti i bit
¢e izneseni na drugom mjestu.

U izlaganjima ovog paragrafa nismo se sluziii dedukcijom,
nego smo stvarali zakljuc¢ke na osnovi geometrijskog zora. Kri-
terij egzistencije homogenih mreza, do kojega smo tako dosli,
ima karakter definicije a ne stavka, a gornja razmatranja ne
¢ine dokaz tog kriterija nego njegovo objasnjenje.

9. EGZISTENCIJA HOMOGENIH MREZA RAVNINE

Prije nego 3to prijedemo na ispitivanje egzistencije homo-
genih mreZa ravnine, bit ée potrebno da prilagodimo simboliku
iz proslih paragrafa za ove specijalne slu¢ajeve. Ispitat ¢emo
ovdje moguénost egzistencije mreze R [a, f,7,...,e] na osnovi
kriterija iz proSlog paragrafa. Za Q-mreZe vrijedit ¢e uvijek
analogni zaklju¢ei, pa ih radi toga ne éemo vie ni spominjati.

Sada ne ¢emo viSe pojedine elemente mreZe individualno
oznativati, nego ¢emo sve jednake poligone i sva jednaka ¢évo-
riSta oznaditi jednakim simbolom, a isto to neka vrijedi i za
poligone i ¢vorista viSeg reda. Tako ¢emo u posebnim sluéaje-
vima redovno mjesto a, f,7,...,0 pisati samo brojeve n (a),
n(B, n),..., n

No radi lak$eg razumijevanja mi ¢emo prije openitog slu-
¢aja promotriti posebni slutaj homogene mreze R [3, 3,4, 3, 4],
koja se dade geometrijski realizirati kao pravilna homogena
mreza paraboli¢ne ravnine. Radi simetrije ciklusa postoji ovdje
samo jedno &voriste prvog reda C,=(3, 3,4, 3, 4), koje je reali-
zirano u slici 14.
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8l 14.

Opéenito, ako C=[a, 8,7, ..., 0] nije simetritan ciklus, razli-
kovat ¢emo dva ¢&vorista prvog reda, koja ¢emo ovako oznaditi:

CIZ(G,IB,}/,...,Q), CQ:(Q!"'rylﬁra)‘

Numerirat ¢éemo na bilo koji naéin ¢lanove ovih ciklusa, pa
¢e svi polozaji &évorita prvog reda u danom posebnom slucaju
biti ovi:

C'z3,3,4,3,4

C%=3,4,3,4,3

C%=4,3,4,3,3

C%=3,4,3,3,4

C5=4,3,3,4,3

ili opéenito

Cilze By, 0 LEe .., 1B
Clezﬁy)"y--':g)a 22:""?75:(1:@
Clzy,...,00,8 ...
........... Cllot =8 a,p,...,7
C/l@ =g apB,y,... Co za,0,...,7 8.

Ako je C simetridan ciklus, ne dolaze poloZaji &¢vorista C,
u obzir,

Promotrit éemo sada, mogu li se ti polozaji poredati u slo-
Zzene cikluse prvog stepena — poligone prvog reda. Pri tom
¢emo kod odredivanja susjednih poloZaja postupati uvijek tako,
da napiSemo jednu preglednu cetverorednu tablicu, koja ¢e
biti ovako sastavljena: Napisat ¢emo

u 1. redak sve poloZaje, kojima traZimo slijede¢e susjedne
polozaje;

u 2. redak ispod svakog poloZaja njegov prvi i posljednji
¢lan;

an
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u 3. redak ispod svakog takvog para ¢lanova prvi i drugi
¢lan slijedeteg susjednog polozaja prema definiciji 8.;

u 4. redak ispod svakog para od prvih dvaju ¢lanova sve
one poloZaje, koji tim parom pocinju.

Na taj ¢e nadin svakom poloZaju iz prvog retka biti susjedni
svi oni polozaji, koji se nalaze ispod njega, t. j© u &etvrtom
retku, ali u istom stupcu te tablice. U naSem posebnom sluéaju
dobit éemo tako.ovu tablicu susjednih poloZaja:

Cit; L Ct LG Cy8
3.4 | & ....3 | 4.3
3,4, ... 88 ... | 48 ...
C#; Cif Cyt Cd; Cf

Za svaki poligon a valja ove susjedne poloZaje sloziti u sve
moguée n (a)-¢lane cikiuse, poligone prvog reda. Kod sastav-
ljanja susjednih poloZaja u cikluse, ¢esto ¢emo se posluZiti radi
lakSeg pregleda jednom shemom, u kojoj ¢emo napisati u prvi
redak bilo koji polozaj, u drugi sve njemu susjedne poloZaje,
i tako dalje ispod svakog polozaja u slijede¢i redak sve njemu

“susjedne poloZaje. Tako dobivamo iz gornje tablice dvije sheme
susjednih poloZaja i to prva za poligone prvog reda, kojima je
jezgra trokut, a druga kojima je jezgra ¢etverokut:

Cy! Cé
ce? c e T
e e e e e w
cel et | ot c"zil' c cP Cf”‘Cx"lCP CE‘\CI"’ 10‘3“015
citcelenice[et |yt ooyt Y R iy R e

R e I PR

Iz takvih shema moZemo sada na posve jednostavan naéin
{(koji otito nije potrebno potanje objadnjavati) proéitati sve
mogucte sloZene cikluse, ne ispuStajuéi ni jednoga. Tako dobi-
‘vamo u naSem posebnom sluéaju ove moguée medusobno razli~
£ite poligone prvog reda:

3] = (Cll’ C147 Clz)r 43 = (Cls’ Cls’ C13’ Cls)!
3. =(CHCACY, 4,=(C% G2 G5 G,
41 = (C137 CIS? Clai Cls)y 45 = (Cls) 15 13’ Cls)y
4,7(C% CP GG, 4,=(C5C5CH5CH).
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Geometrijski realizirani dani su ti poligoni prvog reda u
slici 15.

Kod promatranja opéenitih mrea u 7. i 8. paragrafu bile
je dovoljno, da red nekog ¢voriita ili poligona viSeg reda ozna-
¢imo donjim indeksom, jer smo mogli pojedina ¢vorista istog
reda ili pojedine poligone istog reda medusobno razlikovati,
buduéi da su poligoni i ¢vori§ta bili individualno oznacivani.

Ovdje — kod homogenih mreZa ravnine — oznaéili smo medu-
sobno razlitita &vorista prvog reda i medusobno razlitite poli-
gone prvog reda razli¢itim indeksima, ali sada bez zagrade. Da
je neko ¢voriste ili neki poligon n-tog reda, naznadit ¢emo
jednim n-¢lanim slijedom donjih indeksa, to ¢emo kasnije jos
potanje objasniti’ Ovdje naime fie ¢e viSe naznadivati red
poligona odnosno ¢vorista donji indeks sam, nego broj donjih
indeksa.
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0Od svih moguéih poligona prvog reda u naSem posebnom
slu¢aju moze mreZa R [3, 3, 4, 3, 4] sadrzavati samo poligone
3;, 4, i 4,. Svaki naime od poligona 4,, 4,, 4, i 4, ima barem
jedan polozaj, u kojem su prvi i zadnji ¢lan C%...,CJ2%
Tome polozaju slijedeéi susjedni morao bi zapo&imati parom
C,4, C% ..., a kake taj par susjednih ¢lanova medu svim mo-
guéim poligonima prvog reda nigdje ne dolazi, to radi stavka
XII1.> ni jedan od spomenutih poligona prvog reda ne moZe
biti sadrZzan u mreZi R [3, 3,4, 3,4]. No ta mreZa ne moZe sa-
drZavati ni poligon prvog reda 3,, jer njegovom polozaju

21 E C14) C14’ C14

pripadao bi kao slijedeéi susjedni polozaj onaj, koji poc¢inje s
C5,C% ..., a taj par susjednih ¢lanova sadrie ba$ samo oni
poligoni prvog reda, koje smo vet gore morali iskljuéiti.

Preostali poligoni prvog reda daju ovu tablicu susjednih
polozaja:

4311 ‘ 3,2 33 | 4! ‘ 4,
Clyio O Ol G20 G| G GF | G CF
C% C{L,... } C% CiA LGB Ch L Gl Gl i Cil, C, ...

3| P

Ovi polozaji zatvaraju jedan jedini ciklus, pa tako imamo
jedno ¢voriSte drugog reda, koje ¢emo oznatiti s dva donja
indeksa.

Cou= (3, 31,4}, 3, 4.

To Cvoriste drugog reda je geometrijski realizirano u sl. 16.

St 16,
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Da nademo sve moguce poligone drugog reda, sastavit ¢emo
i opet tablicu susjednih poloZaja za ¢voriSte drugog reda C,;:




Qdatle odmah razabiramo, da su moguéa samo tri poligona
drugog reda, koje ¢emo ovako oznaciti: ‘

311 = (C}I‘ Ctl’ Cfl)’
411 = (CTI’ C?l’ C:I,l’ C?l)’
4, 7 (G G €, O

Ti su poligoni drugog reda predoéeni u sl. 17. Tablica su-
sjednih poloZaja ovih poligona drugog reda bit ée ova:

34 } s, ( 3%, ‘ 4} | 45
Craree oh| Chire C1y : Gy Cn J SRR ST Ch
cli.ch. g chi.Chi. - i ci,. ¢l ! ot chh ch.ch..-

8}, !( 4y 45, l s}, 3n

QOdatle i opet ¢itamo jedino moguée ¢voriste treteg reda
(vidi sl. 18.), koje cemo oznatiti ovako:

Cour (3L, 3, 41, 3, 4)

1381 11’

SL 18,
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Tako bismo mogli nastaviti i dalje i pokazati, da je za mrezu
R [3, 3,4, 3,4] moguce ¢voriste cetvrtog reda, zatim ¢&voriste
petog reda i t. d. Svako daljnje od tih ¢vorista viSeg reda
odreduje jedan $iri elementarni poliedarski kompleks, dakle
veéi dio te mreZe, ali tim ipak nije jo§ dokazana egzistencija
homogene mreZe ravnine R [3, 3, 4, 3, 4] u njezinoj cijelosti. No
prije nego li tu egzistenciju potpuno dokaZemo, vratit ¢emo se
jo§ na opéeniti slucaj mreze

R[“aﬂl?!"'vg]'

SloZeni ciklusi polozZaja ¢vorista prvog reda C, i C, dat ¢e
nam sve moguce poligone prvog reda, koje ¢emo oznaciti s

alyazv‘--;anr,:ﬂ1v52:~--,ﬁm»_u---y sy e @1 Qs - Omy,

gdje je na pr.

Pe? P2’ P } T Prw

a = (Ch, Ch Chseens C),

- it J» Ja inta)
@y = (Cq.’cqwcqx""* & )’

Inia.

Bz (cr cr cr L, Chm,

"n{p)

eu, = (Ci, C,Cl, L, C),
Ovdje su gornji indeksi 4, §,...,k,...,1 £ I (C), a donji indeksi
Pqg .-y T...,s=12.

Polozaji ovih poligona sastavljeni u sloZene cikluse daju
nam sva moguca ¢voriSta drugog reda, kojih moze za istu R-
mrezu biti i viSe medusobno razli¢itih, kako ¢emo se kasnije
i uvjeriti. Ta ¢e &vorista — oznacena s dva donja indeksa —
redom biti ova:

Ci €1y Cryoe vy Cin, Coy, Cyp, Co, - - -, Con,.

Ovdje -smo &voristu drugog reda kao prvi indeks stavili
broj 1 ili 2 prema tome, da li mu je zavrino srediste &voriste
prvog reda C, ili C,, t. j. sva &vorista drugog reda, kod kojih
Clanovi potinju kojim poloZajem ¢vorista prvog reda C,, imaju
prvi indeks 1, a ¢voridta drugog reda, kod kojih ¢lanovi poéinju
kojim poloZzajem évori§ta prvog reda C., imaju prvi indeks 2.
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SloZeni ciklusi poloZaja ¢vorista drugog reda dat ‘¢e nam
moguée poligone drugog reda, koje ¢emo ovako oznaéiti:

@11y G2y Qpgy « -y Togy Gogy o ooy O3y O3y ooy Amly, Bmyz,.ee,
ﬂll:ﬂlm-~-v-'~’---:Qllr@:m!---y~--;-'-)er179mrzy-~~y
gdje su na pr. oy, @y, 445, ... svi oni poligoni drugog reda,

kojima je zavrina jezgra poligon prvog reda a,, t. j. oni poligoni
drugog reda, kod kojih su svi ¢lanovi takvi polozaji ¢vorista
drugog reda, kojima je prvi ¢lan koji poloZaj poligona a,.

I tako ¢emo dalje tvoreéi ¢voriSta i poligone viSeg reda za
tu mrezu opéenito oznaditi simboli¢ki s

Ciiyig.. iy _y15 Cii

iy 2 Cz‘ljxs.,Az,,_,3,~--; Cl1lglu;ul"_1 [MEEE

sva ona razliéifa &voridta n~tog reda, kod kojih je zavrino sre-
diste &voriste (n—1)-vog reda Ci i
Isto tako ¢e nam znadliti

PRI

[T AU SUEIPS TR 130 A SURY M TS T AU ST SN .7 N AUNOE SPIE SP

sve one poligone n-tog reda, kojima je zavrina jezgra poligon
(n— 1)-vog reda @i 44...i,_,. Pri tom ¢emo uvijek ¢lanove u
évori$tima i poligonima n-tog reda (n > 1) numerirati prema
ovoj konvenciji:

U évoristu n-tog reda € 4,5,...:, uzet ¢emo kao prvi ¢tlan
ciklusa kojigod poloZzaj poligona (n— 1)-vog reda, koji podinje
s prvim poloZzajem zavrinog sredista danog ¢vorista n-tog reda,
t. j. koji podinje poloZajem C,.ll Wiy iy Na slican naéin ¢éemo
u poligonu n-tog reda a;i,i,...:, uzeti za prvi ¢lan ciklusa bilo
koji od onih polozaja ¢voriSta n-tog reda, koji potinju prvim
poloZajem zavrine jazgre danog poligona n-tog reda, t. j. koji
potinju poloZajem «a; ; ; . iy '

Tu ¢emo dati jo§ ovu definiciju:

Definicija 30. Re¢i ¢emo, da neko ¢voriSte m-tog reda
Cii,...i, pripada ciklusu C, ako smo do tog &voriSta n-tog
reda do$li sastavijanjem sloZenih ciklusa sve visih stepena, t. j.
¢vorista i poligona visih redova, i to pocevsi od jednog jedinog
jednostavnog ciklusa C, {. j. od ¢vorista prvog reda C, i C..

Sada mozZemo priéi ispitivanju egzistencije homogenih mreza
ravnine na osnovi kriterija iz proglog paragrafa, koji moZemo
i ovako izredi:
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Homogena mreza ravnine R {C] moguca je onda i samo
onda, ako za svako n postoji barem jedno Gvoriste n-tog reda
Ci i, ...i,, koje pripada ciklusu C.

Konaéno ¢emo sada dokazati egzistenciju mreze R [3, 3,4,
3, 4]. Uzmimo, da postoji ¢voriSte n-tog reda

Coivoou=(0BhL. . 03 w4k 3L v 4n )
n n—1
gdje je
H(3u...1):3y H(411...1)=1, H(421...1):1.»

pa ¢emo pokazati, da onda mora postojati i slicno ¢&voriste
(n + 1)-vog reda C,; .. .q;;, @ za broj ¢lanova u periodu poli~
gona -n-fog reda, C¢iji su polozaji njegovi ¢lanevi, da vrijede
iste relacije.

Napisat ¢emo naprije tablicu susjednih poloZaja za ¢voriste
n-tog reda C,; ... 4.

} .
t 2 3
Ch...u Ch...n ‘ Ch...n
3 1 a1 3
Shteeeeeda a3 n a3 a4 e 30
3? 4 3 3 4! 3
P S .16 YL
< ! 1 T s
Ch...u | Cu. .u, ] Ch...n
4 ’ cs
Ch...u 1...11

3 1 1 a1
St fu a4 30 e

2 5
cll...l] ‘ cllu.ll

Odatle slijede odmah ova tri poligona n-tog reda

_ il ¢ 2
Su..n={Cn...u, Cu...u, Cii 1),
€0 LA
n n

-l 3 3 3
4y . uz=Cu...u, Cu...nt, Ciiiug, Cuind),
5 5 5 5
4. .n:-(Ch...u, Ch...n, Ciiom, Civlinad,

pa vidimo, da doista vrijede relacije

@3y wW=3; N4y, W=1; T4y =1L

210



Tablica susjednih poloZaja za e poligone n-tog reda bila bi ova:

T . T .
cil,wll'""C?I,..l{wcfl.,‘lli'""C%I‘.v!l‘c%l...ll Ch...n
c%lu,ll'c;l.:.ll";C?L,AII'C?L..H"" ¢l us Chiue

CHI 45 u l 4.0

45 ... | 45 n
cho o Ch C?If 1 -~-'7071517£7
Ch.u. S Ch..u-Ch..n

¢

Odatle vidimo, da postoji jedno ¢voriste (n -+ 1)-vog reda.

ol 3 1 2 1
ClL.,lll '(311.“11) 311.u11’ 411.,,117 Sll»v.lly 421.:.11)»
i el
pe] n

a to smo i Zelili dokazati. No kako je ulinjena pretpostavka za
n =3 ve¢ prije dokazana, to prema kriteriju egzistencije slijedi
potpunom indukcijom, da je homogena mreZa ravnine R [3,3,
4,3,4] moguéa. Kako je osim toga u tom sluaju jednadzba
(14%) zadovoljena, to se ta mreza dade realizirati kao pravilna
R-mreza paraboli¢ne ravnine. Na sli¢an naéin mogli bismo
dokazati egzistenciju i mnogih drugih homogenih rhreza ravni-
ne. No dokazni ¢e se postupak znatno pojednostavniti uvode-
njem pojma »potpunog sistema ¢voriStak, koji ¢emo u mnogv
sluéajeva moéi lako primijeniti i tako dokaz skratiti.

10. POTPUNI SISTEM CVORISTA

Definicija 31. Neka je S{C,m,nt skup od m medusobno
razli¢itih évoridta (m = 1) n-tog reda (n = 2), koja sva pripa-
daju jednom istom ciklusu C, a ¥, neka je skup svih poli~
gona (n — 1)-vog reda, kojih su polozaji ¢lanovi ¢évorista n-tog
reda skupa S{C,m, nt. Kazat ¢emo, da skup S{C, m,n! &ni
jedan »potpuni sistem <¢&vorista za ciklus C«, ako ima ova
svojstva:
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a) Svaki poloZzaj svakog poligona (n— 1)-vdg reda skupa
3.1 nalazi se totno jedamput medu ¢lanovima po jednog
perioda svih &vorista n-tog reda skupa § {C, m, n! ii — drugim
rije¢ima — skup svih medusobno razli¢itih poloZaja svih poli-
gona (n— 1)-vog reda iz skupa2,_, identitan je sa skupom,
koji dobijemo, ako uzmemo od svakog &évorista n-tog reda iz
skupa S {1C, m,nt sve ¢tlanove, koji ¢ine jedan period tog &vo-
rista n-tog reda.

b) K svakom polozaju svakog ¢&voriSta skupa SiC,m,n!
posteji toéno jedan medu tim istim polozajima — a to moze
biti i taj polozaj sam —, koji mu je susjedan i slijedi iza njega.

¢) Ako je m > 1, to dva razli¢ita ¢vorista n-tog reda skupa
S 1C, m, nt imaju i razli¢ita zavréna sredista.

d) Broj ¢lanova u periodu svakog Cvorista n-tog reda iz
skupa S1{C, m,nt jednak je broju ¢lanova u periodu njegovog
zavrSnog sredista.

e) Skup S 4C, m, nt ne sadrzi u sebi uzi skup, koji ima svoj-
stva a) i b).

Da objasnimo ovu definiciju, uzmimo kao primjer i opet
ciklus C=(3,3,4, 3,4]. Njemu pripada ¢voriste drugog reda
Cy; =(3,4 3,3 4,1, 3,%, 4.1, koje samo za se &ini potpuni sistem
&vorista S%C m,nt ili sada S4C, 1,2} Skup 2,_, dine ovdje
poligoni prvog reda 3,, 4, i 4,. MoZemo se uvjeriti, da su sve
totke definicije 31. ovdje ispunjene:

a) Ciklus Cy, nije periodi¢an, pa prema tome svaki potpuni
njegov poloZaj ¢ini jedan period; ¢lanovi toga perioda jesu dakle
3,4, 3,2 33 4,11 4,% a to su doista svi medusobno razli¢iti
poloZaji pohgona prvog reda iz skupa Z._.i.

b} Da je ovaj uvjet ispunjen, razabiramo iz tablice (40) u
paragrafu 9.

c) Ovdje je m= 1

d) Uvijet je ispunien, jer je JT(C,)— I1(C,) =5

i Al 4T F x - bl

e) Kako SiC, 1,2t sadrzi Jedan Jedll’ll ¢la n, 1:0 on ne moZe
sadrzavati uZeg skupa, koji bi imao svojstva a) i b), t. j. koji
ne bi bio prazan.

MozZemo pokazati da vrijedi ovaj stavak:

Stavak XIV. Postoji 1i za neki ciklus C potpuni sistem &vo-
rista S{C, m,n’, postou za taj ciklus uvijek i potpuni sistem
&voridta S*C m,n 4 1.

Ovaj ¢emo stavak dokazati. Neka nam pri tom radi jedno-
stavnosti oznake znaci (N); bilo koji n-Clani slijed indeksa, isto
tako (N -—1); bilo koji (n — 1)-&lani slijed indeksa, a (N),-=1
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slijed indeksa, koji dobivamo, ako od slijeda (N); izostavimo
posljednji ¢lan, dok je (N—1),+ 1 slijed, koji dobivamo, ako
(n — 1)-¢lanom slijedu (N —1), dodamo na kraju jo§ jedan
indeks.

Neka su Ciw),, Ciny, Cvyy -, Ciavy,, €lanovi skupa S iC, m, nt.
Osim toga neka je #/v—_y), bilo koji ¢lan iz skupa ,_;, pa neka
je R

i

H(au\um) =T. ' (41)
Uzmimo, da su

o a,

. ay a
C(N)L-‘ » C‘N)iz’ C(l\'),ﬂ3 PII C(N)ir {42)

redom svi oni poloZaji ¢lanova skupa SiC,m,nt, kojima je
prvi ¢lan po jedan od r razli¢itih polozaja poligona (n — 1)-vog
reda # 1), a koji prema a} sigurno postoje; neka je dakle:

", — 1
Cvy, = N a1y e

a, — 2
C(\),»_, = 3@\'—1).; cee

a, _ g* (43
C(:J\‘);,{ = vy, (43)
ar = -
Clty = S

Prema relacijama (13) definicije 8. i radi b) i a) svaki od
polozaja (42) susjedan je ¢lanu pred njim, a prvi posljednjemu.
Oni se dakle mogu sloziti u ciklus, a kako su radi a) sigurno
svi medusobno razli¢iti, to oni ¢ine jedan period poiigona n-tog
reda 9v.-i),+1. Prema tome postoji jedan poligon -n-tog reda

V—1), t1 = (

a,

@ a, a,
3 Ny, C(/'V)»Lz s C(IV),»! PR C('V),'r ’

a, a,
Clln, + Clhrg reeereeenee s Oy, ) (40)

Iz gornjeg ujedno razabiramo, da je taj poligon n-tog reda
poligonom (n — 1)~vog reda & -1, jednoznaéno odreden. Neka
svi takvi poligoni n-tog reda &éine skup 2,, to moZemo reéi,
da na taj na¢in svakom peligonu (n — 1)}-vog reda skupa &, _,
odgovara jedan odredeni poligon n-tog reda skupa 2., a kako
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svaki poligon vieg reda ima uvijek jednu odredenu zavrinu
jezgru, oéito je, da kod te korespondencije i-svakom poligonu
n-tog reda iz skupa 3, odgovara jedan odredeni poligon
{n — 1)-vog reda iz skupa 2,_i.

No iz (44) razabiramo, da mora biti

I (‘9(N~1),+1) =T,
dakle je radi (41)
T Gw-v,+0) = I Fw-n). (45)

Radi toga moZemo reciprotno jednoznadnu Xkorespondenciju
medu ¢lanovima skupova 2, -y 1 &, pro$iriti i na njihove po-
lozaje pridruZivsi polozaju d{v—1, nekog ¢lana iz skupa &, _1
poloZaj d¢v—n,+1, t. j. poloZaj s istim gornjim indeksom.

Buduéi da je nadalje prema d)

I (Cwy,) =H (Covyy1), (=1,2,3,..., m), (46)

to radi konvencije 0 numeriranju ¢lanova poligona viSeg reda
iz 9, paragrafa i prema definicijama 9. i 8. slijedi iz (43)

1 .
Hy-v, = Clg—1,. .-
19,2 _ ay

(v =1, = C(N)i:—l N

3 - 2
Fvon, = Chy—1, .-

r

- L'l,
‘9<N——1). = C(Mi,‘w s

u

_ a, a a,
19'(’\"-—1), = (C(l\’)i( -1 C(L\'),‘\; 1> C(N)i"—lx AR C(N);r~1 ’

ay

dy a
Chny =15 Clig, =150 w0 s c(,;,i’_l)‘ (A7)

Pokazat ¢emo sada, da medu skupovima 3, —~11 2, postoji
izomorfija u tom smislu, da kod gore spomenute recipro¢no
jednoznac¢ne korespondencije njihovih ¢lanova i poloZaja tih ¢la-
nova, bilo kojem paru susjednih poloZaja poligona (n — 1)-vog
reda skupa 2, _3y odgovara u skupu 2, par poloZaja poligona
n-tog reda, koji su u istom smislu susjedni.
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Neka su dakle #{y—p, 1 #{v—1, koja god dva susjedna polo-
Zaja poligona (n — 1)-vog reda iz skupa =2.—1, i neka oni slijede
jedan za drugim onako, kako su napisani. Ako je sada

P - b .
-1, = Cw;—1, - -, Ciwyj—1;

q d e (48)
niv~n, £ Covy—1, Coyp—1,- -+,
ondd slijedi isporedivanjem relacija (47) i (44):
9r = Chyis ooos Cimy s
N— Wiy - Cmyjg
N —1), 41 ‘ j 49)
1]?1‘{_1)2 = C(N)kJC(N)t’ e
1z (48) slijedi prema relacijama (13) definicije 8., da je
Clhop—r = CHT, Cimy—1 = C?ﬂjl—l- (50)

Onda je prema definiciji 4.
Can—1=Cmwi—1,  Cay-17= Caw;—1,

No ta ¢vorista (n — 1)-vog reda nisu samo jednaka — dakle
takva, koja bi se medusobno eventualno razlikovala samo u
oznaci i numeraciji svojih ¢lanova — nego identi¢na

Cip—1 = Cm;—1, Cvy—1 = C,("V’f"l’ (51)

jer su prema dogovoru u paragrafu 9. topoloski ekvivalentna
¢voriSta viSeg reda oznafena istim simbolima. A onda iz (50)
slijedi, da mora biti

dzat 1, (TCw-v), ezb—1,(I(Cw-1) (62)
Radi ¢) slijedi sada iz (51), da je i
Can, = Cwy ;s Cany 2 Cavy;s (53)

pa onda kona¢no iz (49) zakljuéujemo na osnovi relacija (53),
(52) i (46), a prema definiciji 8., da su poloZaji poligona n-tog
reda #{v—1, +1 1 7iv—1,+1 susjedni i slijede jedan za drugim onim
redom kako su napisani, a time je dokazano, da su skupovi
2,11 2, doista izomorfni u reéenom smislu.

Cvorista n-tog reda iz sistema S {C, m, n! potpuno su odre-
dena, ¢im su dane relacije susjednosti medu poloZajima ¢lanova
skupa 2, _.;. Izomorfijom skupova X,_; i &, prenose se iste
relacije susjednosti i na polozaje ¢lanova skupa &,, pa ée tako
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sada svakom sloZenom ciklusu poloZzaja poligona (n— 1)-vog
reda iz skupa 2., odgovarati jedan slozeni ciklus polozaja
poligona n-tog reda iz skupa 2,. A to znadi, da ¢ée skupu od
m &voriéta n-tog reda S{C, m,n} odgovarati jedan novi skup
od m ¢vorista (n + 1)-vog reda, koja pripadaju istom ciklusu
C. Sada je lako uvidjeti, da ¢e na osnovi gornje izomorfije
skupova 2,_; i &, svojstva a), b), ¢), d) i e) skupa Si{C, m,nt
biti satuvana i u tom novom skupu, t. j. taj skup ¢ini potpuni
sistem €vorista S 1C, m,n+1} za isti ciklus C, pa je tako stavak
XIV. dokazan.

Iz stavka XIV. slijedi odmah potpunom indukcijom uz
primjenu kriterija egzistencije R-mreZe ravnine ovaj stavak:

Stavak XV. Ako za neki ciklus C postoji potpuni sistem
¢vorista, postoji uvijek i homogena mreza ravnine R [C].

Taj nam dakle stavak daje moguénost da nademo odgovor
na pitanje egzistencije homogenih mreZa ravnine. No on to
pitanje ne rjeSava potpuno. Da se uvjerimo o moguénosti ho-
mogene mreZze ravnine za neki dani ciklus C, bit ée prema tom
stavku potrebno pronaéi jedan potpuni sistem Cvorista za taj
ciklus C. Doduse — kako ¢emo se o tom uvjeriti u slijedeéim
paragrafima — kod pravilnith homogenih mreZa paraboli¢ne 1
sferne ravnine, mo¢i ¢e se u svakom posebnom sluc¢aju moguce
mreze pronaci 1 potpuni sistem é&vorista, pa ovdje pitanje egzi-
stencije stavak XV. rjeSava bez izuzetka. Na isti natin mo¢i
¢emo rijeSiti i pitanje egzistencije mnogih pravilnih homogenih
mreza, pa i opéenitih tipova pravilnih homogenih mreZa hiper-
boli¢ne ravnine. No u slu¢ajevima homogenih mreZa ravnine,
gdje ne postoji potpuni sistem ¢vorista, kakve su na pr. mnoge
pravilne homogene mreZe hiperboli¢ne ravnine, stavak XV. ne
rjeSava pitanje egzistencije. U tom éemo slufaju moéi na prije
izloZeni nadin ispitivati ¢vorista i poligone sve vi§ih redova, ali
¢e Cesto radi prevelikog njihovog broja to doskora postati ne-
pregledno pa i nemoguée. I u takvim slucajevima pitanje
egzistencije homogene mreZe ravnine teoretski rjesava kriterij
egzistencije iz 8. paragrafa, ali pitanje samog dokaza te egzi-
stencije u tim sludajevima ostaje otvoreno.

Preostaje jo§ da se odgovori na pitanje, da li je neka ho-
mogena mreZa ravnine pripadnim ciklusom jednoznaéno odre-
dena, ili moZe biti za isti ciklus i vise medusobno razli¢itih
mreza.

Ako je dan potpuni sistem é&vorista SiC,m,n,t, postoji
prema stavku XIV. za ciklus C i za svako n = n, sigurno m
medusobno razli¢itih &vorista n-tog reda. Mogli bismo sada
pitati, da li taj sistem S {C, m, n! daje m razli¢itih mreza R [C]
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ili je broj tih moguéih mreZa manji. Pokazat ¢emo, da svaki
potpuni sistem ¢&vorista daje jednu jedinu mogucu mrezu. Neka
¢vorista n-tog reda C,, Cowy,, Ciw,, ..., Cw, Cine taj potpuni
sistem S {C, m, n,!, onda doduse za svako n = n, postoji sigur-
no m medusobno razli¢itih évoriSta n-tog reda, koja pripadaju
ciklusu C, ali svaki od m beskona¢nih sljedova

C!Vh ’ C(N)x-}-l’C(N),+l+l’C(N).+l+1+1"";

C/N)L,’ C(N/‘.~,+1’ Cr’N)._,+1+ 1 Cm'),,+1+1+ s
Covnr Compwr v Compvr w0 Compprr o
C C

Wt C)t v Cwpmr v Coptrrran -

od kojih svaki napose odreduje mrezu ravnine, daje zapravo
m odredenja jedne iste mreZe, samo sa m »razli¢itih mjesta
gledane«. Vrijedi naime ovaj stavak:

Stavak XVI. Ako sva ¢voriSta n-tog reda neke homogene
mreze ravnine R [C] pripadaju jednom potpunom sistemu
S1{C, m,nt (gdje je m >1), mora ta mreZa sadrzavati svih m
razli¢itih ¢voriSta n-tog reda tog potpunog sistema.

Dokaz. Uzmimo da postoji homogena mreZa ravnine R [C],
koja sadrZi samo p razli¢itih cvomsta n-tog reda nekog potpunog
sistema S {C, m, n! (gdje je 1 < p<m). Skup od tih p Cvorisia
n-tog reda oznalit cemo sa S’ {C,p,ni, a & ..1neka je skup
svih onih poligona (n -— 1)-vog reda kojih su poloza31 ¢lanovi
évorista m-tog reda skupa S’ i{C, p, nt. Pokazat ¢emo sada, da
bi i skup S’ 1C, p, nt morao imati svojstva a) i b). Najprije ¢emo
pokazati, da bi on morao imati svojstvo b). To svojstvo slijedi
iz stavka XI1.* i &injenice, da je svaki &lan skupa S 1C,p,n’
ujedno i ¢lan skupa S {C,m,nt. No pokazat ¢emo sada, da bi
morao imati i svojstvo-a). Da se neki polozaj poligona (n — 1)-
vog reda skupa &', 1 ne moZe nalaziti vife puta medu elano-
vima po jednog perioda svih ¢vorista n-tog reda skupa S’ {C,
p, nt, slijedi odatle, $to su svi &lanovi skupa &', _1, odnosno
S’ {C, p, nt, ujedno i €lanovi skupova &,_1 odnosno S i{C, m, nt.
Da svaki od tih polozaja dolazi barem jedamput medu spome-
nutim ¢lanovima, moZemo zakljuditi ovako: uzmimo, da je
dw—p,koji god poligon (n — 1)-vog reda skupa I'._1; tada se
jedan od njegovih poloZaja — na pr. poloZaj #{y~1, — sigurno
nalazi (po definiciji skupa 2,_1) medu spomenutim ¢Elanovi-
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ma. Uzmimo onaj polozaj jednog é&voridta n-tog reda iz skupa
$’4C, p, nt, kojemu je #¢v_y, prvi €lan; tada radi svojstva b)
i definicije 8. postoji u skupu S8’ {C, p, nt &voriite n-tog reda,
¢iji jedan polozaj potinje sa 192’&'1&. Na isti nadin, poSavsi sada
od polozaja #{D,, mogli bismo pokazati, da u skupu S’ iC, p, n!
postoji &voriste n-tog reda, ¢iji jedan poloZaj pocinje sa 192'1\}';%;,
i t. d. Odatle dakle slijedi, da svi polozaji poligona dv-1), dolaze
bar jedamput medu spomenutim ¢lanovima, pa je time svojstvo
a) dokazano. No sada radi e) slijedi, da ne moze biti p <<m, pa
je time i stavak dokazan.

U slijede¢im ¢emo paragrafima vidjeti na promratranju po-
sebnih slucajeva, da za neki ciklus C i dani broj n mozZe posto-
jati i viSe potpunih sistema &évorista S,1C, m, nt, a mogu posto-
jati za taj isti n jo$ i ¢voriSta n-tog reda, koja ne pripadaju ni
jednom potpunom sistemu. Nije teSko sada uvidjeti, da ¢e svaki
takav potpuni sistem ¢vorista S,{C,m ,n! odredivati drugu
homogenu mrezu ravnine. R [C], pa zato homogena mreZa rav-
nine opéenito ne ¢e biti odredena samo pripadnim ciklusom C,
nego za isti takav ciklus moZe kadgod postojati i viSe medu-
sobno razli¢itih R-mreZa ravnine.

11. DOKAZ EGZISTENCIJE NEKIH HOMOGENIH MREZA
RAVNINE

Na osnovi dobivenih opéenitih rezultata ispitat éemo sada
mogucnosti egzistencije nekih posebnih mreZa. Najjednostav-
niji ¢e slucajevi biti oni, gdje je ciklus homogene mreZe ravnine
ciklus prve vrste, pa éemo taj sluc¢aj najprije i prouéiti.

Uzmimo 7 poligona a,8,...,%7,%,+,...,7, ¢ (mcdu kojima
moze biti i jednakih), a S
C=la,B,....,0%,...,v,0,0,8, ..., e ,...,0] (54)

neka je ciklus prve vrste, koji je ujedno asimetrian, pa neka je
I (C) =r. Tada za taj ciklus C postoje dva &voriita prvog reda

C,=(bB,...,0,%,...,v,0,0,8, ..., ..., ...,0
1=@h . eaf ) (55)
1 CoZ(0, % ot B, 0,0, Yy e, o, O)

Za ta &vorista prvog reda dobit ¢emo ovu tablicu susjednih
poloZaja:
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h c} 7[ c} l ci c; cy [---jcy o}
a..,008 .. ,al %l vl ey, el a0, 8 (56)
D ‘ !

a, 0 8 e ‘977lr"'i""‘911’"" [ RN CX JRETE R LU PR a8 ...

¢y |ci! --‘,c;“‘“‘---l c; | el ey ] e || e

Ako je mreZa R [C] mogucta, onda ¢e ovi susjedni poloZaji
zatvarati cikluse — poligone prvog reda, pa ¢e biti:

@=(C1, C3, C1, G, .., C),
gz L cL e LY
omECTL G O T L o,
$o=(ct, o o, ot L oY, (57)

we@t o o oL oY,

e =(Ci, Ci, C, Ci, ... CY).
Kako je C asimetritan ciklus, to je sigurno uvijek
ciE i==1,2,3...,7).
Prema tome za sve poligone prvog reda vrijedi, da je
II(&:) =2,
t. j. prema stavku II. n (¢} =0, (2).

Ako je dakle mreZa R [C] moguéa, mora za sve poligone ¥
broj n (9) biti tAk broj. Ali iz gornjeg razmatranja moZemo
zakljutiti, da je za egzistenciju svih poligona prvog reda te
mreze taj nuzni uvjet ujedno i dovoljan.

Uzet ¢emo sada oba poloZaja i-tog poligona prvog reda 9,
i potraZiti im susjedne polozaje

91 ‘>1

i —-H —1+l ) i
Ccy ..., Cy c' ..., C}

’ )

i+1 i r—i+2 i~ -
ettt ey L | e e L

1 2

31 N1

219



Odatle vidimo, da ée svi polozaji poligona prvog reda dati dva
¢vorista drugog reda:

= 9 1 1 1
Cll:(allilgll""nll’vllrtll,”':vllygllral:ﬂlr---:-'.~""791) (58)

= 2 2 2 2 2
CEI:(9127’}1)'":t12:0127ﬂ12)~~-yﬂ12ya1:QlyV1:~"’"'y-'-sal)-

PotraZit éemo susjedne polozaje poloZajima ovih ¢vorista.

i i1
Cll CZ! !

1 1 o2 2
\(};,,,,,]’“ ‘“,...,ll

2 2
95035, 9L
1 1y 1 1

oyt Ch

Dakle je polozaju C’u slijedeéi susjedni polozaj Cy**' a polo-
7aju Cyi "' polozaj Cli (i = 1, 2, 3,... 7). Prema tome skup,
Sto ga ¢ine dva ¢voridta drugog reda C;, i C,;, ima svoj-
stvo b) definicije 31., a lako se moZemo uvjeriti, da su i ostali
uvjeti te definicije ispunjeni. Ta &voridta &ine dakle potpuni
sistem &voridta S1C, 2,2} za ciklus C, a vidimo odmah, da je
to jedini moguéi potpuni sistem ¢vorista za taj ciklus. Prema
tome imamo na osnovi stavka XV. ovaj zakljucak:

Ako je (54) ciklus prve vrste i osim toga asimetri¢an, a za
sve su poligone a, 8,p,...,0 brojevi n (a), n(f), n{(»),..., n{o)
taki, moguéa je uvijek jedna ali i samo jedna mreZa R [C].

Uzmimo sada homogene mreze ravnine, gdje je C ciklus
prve vrste, ali simetri¢an. Promofrit ¢emo ovdje svaki tip na-
pose, K-tip je karakteriziran relacijama

r=0,(2),
A (A) (59)
Ci=C; (i=1,2,3,...,7),
pa u tom sluéaju postoji samo jedno &voriste prvog reda
Cis(a,B,y,..., e, 4= ..., v,Byaa,8,..., ..., ..., Q).

Kod asimetriénog ciklusa prve wvrste bio je i-ti poligon
prvog reda

SHES (ol o matile: M o e L NN o Sub
Ovdje ¢emo radi relacija (59) dobiti kao i-ti poligon prvog reda.

S, C et L o). (60)
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Vidimo i ovdje, da je uvijek I (9,) = 2, dakle mora biti prema
stavku I1. n (#) =0, (2), osim u sludaju, kada je C; = C{_"H, Ta
je relacija valjana, ako postoji kongruencija

r—i+1,(r)

=+ 1, (1)

i

61
ili ) 2i 61

il

Kako ta kongruencija nema rjeSenja, jer je r tdki broj,
mora i ovdje za svaki poligon & biti n (¢) tak broj. U tom slu-
¢aju dobivamo sliéno kao i gore ¢voriste drugog reda

Cii=(ah B vt ooy gl 40 A28 %2

B alt a, B, )

To évoriste drugog reda sdmo ¢&ini potpuni sistem, o ¢emu
se moZemo lako uvjeriti, jer se moZe odmah pokazati, da ispu-
njava sve uvjete definicije 31. Prema tome i u ovom slucaju
moguca je jedna, ali i samo jedna mreza ravnine R [C]

Za L-tip karakteristiéne su relacije

r=0,(2),
. . 62
Cl= i G=1,23...,7), ©2)

pa je ovdje ¢voriSte prvog reda
Cis(a, By 5y oty Aty By, Bty ooy oo, B)
Radi (62) ¢e ovdje biti i-ti poligon prvog reda
oz (cLoma oL,
pa mjesto kongruencije (615 sada dobivamo iZr—i -} 2, (7).
RjeSenja ove kongruencije, koja dolaze u obzir, jesu: i, =—1;

i, = % -+ 1. Ovdje je potpuni sistem dan ¢&voriStem

) Ci (e, B vty W B e B, B,
Dakle je i u tom slu¢aju moguéa samo jedna mreZa ravnine.
Pri tom mora biti za sve poligone broj n (#) tédk broj, osim

eventualno za prvi i (%—f—l)-vi poligon, a to su oni, koji su u

cikiusu susjedni s dva jednaka poligona.
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sad

C;: =

Za M-tip vrijede relacije

r=1,(2)

Ci=Ci (=1,23,...,7. ©3)
Tu ¢ée biti évoriste prvog reda
Ciz(a, B, ... nht, ., Boa,a, 8, ..., .., ..., Q).
Radi (63) je i-ti poligon i ovdje (60), ali kongruencija (61)
a ima jedno rjeSenje, a to je: i, = r—é—l
Potpuni sistem ¢&ini ¢voriste drugog reda:
(a1, B/, ... 2 l,ﬁnlz, B e a8, o, L, D).

I sada moZemo zakljutiti, da je tu moguda samo jedna

mreZa ravnine, a pri tom smije biti n () lih broj samo za

r4+1

——-ti poligon, koji je i u tom ciklusu susjedan s dva jednaka

2

poligona. Tim je u potpunosti rijeSeno pitanje egzistencije i
odredenosti homogenih mreZa ravnine s pripadnim ciklusom
prve vrsie.

Prije¢i ¢emo sada na ispitivanje homogenih mreZa, kojima

pripada ciklus druge vrste. Neka je dakle C ciklus druge vrste
i asimetri¢an. Tada kao i prije postoje dva ¢vorista prvog reda
(55). No u ¢etvrtom redu tablice (56) ne ¢e sada viSe stajati
uvijek samo po jedan poloZaj, nego ¢e opéenito svakom polo-
Zaju évoriSta prvog reda biti i viSe susjednih poloZaja. Ako su

jos
prv

svi brojevi n (#) taki, onda ée biti i opet moguéi svi poligoni
og reda (57), ali oni u tom sludaju ne moraju biti jedini

moguéi poligoni prvog reda. Tako ne ¢e opéenito biti moguca
sameo dva ¢voriSta drugog reda, nego i viSe njih i izvan potpu-
nog sistema, $to ga Cine ¢voriSta (58), a prema tome i viSe
razli¢itih R-mreZa ravnine za isti ciklus C. U slucaju, da je C
ciklus druge vrste, ali simetri¢an, moZemo na slican naéin
zakljuéiti, da je homogena mreZa ravnine sigurno moguéa uz

uvj
sad

et, uz koji i mreza s pripadnim ciklusom prve vrste, no i
a opcenito ne mora biti jedina za isti ciklus.

U slu¢aju, da u ciklusu druge vrste ima ¢lanova, za koje su

n (¥) lihi brojevi, a ti ¢lanovi su susjedni s dva razli¢ita ¢élana,

ne

moZemo nista unaprijed zakljuditi o moguénosti egzistencije

homogene mreZe ravnine. U svakom takvom sluéaju treba egzi--
stenciju mreZe napose istraZiti.
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Sve ove dobivene rezultate mozZemo skupiti u ovoj tablici:

Pretpostavke o &lanovima Ciklus homogene mreZfe ravnine je
ciklusa homogene mreze
ravnine prve vrste druge vrste

Uvijek mo-

¢lano ikl s :
Za sve €& ve u ciklusu su guéa jedna

Uvijek moguéa
n{®)} taki brojevi osim eventu-

bar jedna homo-

alno onih, koji su susjedni s nﬂ%?;gi?i:- gena mrezia rav-

dva jednaka ¢&lana. - nine.
nine.

U svakom poseb-

N : . Homogena ¢a) a

U ciklusu ima llanova, za eriaograv- rx:qo(;rglusélxlllt:;]uhf)l:l‘;-

koje su brojevi n($) lihi, a su- nine nije gene mreie rav

jedni dva i¢ita ¢lana. . : vl

sJ su s razlitita ¢lana moguéa nine napose ispi-

tati.

12, PRIMJENA NA POSEBNE SLUCAJEVE HOMOGENIH
MREZA RAVNINA SFERNE, PARABOLICNE, HIPERBOLIC-
NE 1 ELIPTICNE GEOMETRIJE

Spoznaja o moguénosti realizacije &évorista visih redova za
neki dani ciklus C u nizu Kkoncentriénih krugova sve veéih
polumjera dovela nas je do kriterija egzistencije homogenih
mreza ravnine iz paragrafa 8. i 9. Na osnovi toga kriterija mi
smo ispitivali u paragrafima 9., 10. i 11. moguénost egzisten-
cije homogenih mreZa ravnine bez obzira na to, o kakvoj se
ravnini u danom sluéaju radi. Primijenit ¢emo te rezultate na
homogene mreZe konkretnih ravnina, t. j. ravnina sferne, para-
boli¢ne i hiperboli¢ne geometrije, a na kraju ¢emo izvesti neke
zakljucke i za homogene mreze elipticne ravnine, koje se
dakako ne mogu orijentirati.

Iz metrickih svojstava tih ravnina izveli smo u paragrafu
3., da za njihove pravilne homogene mreze moraju vrijediti
nuzni uvjeti (14)» » 9, a iz razmatranja u paragrafu 5. je slije-
dilo, da se valjanost tih metri¢kih uvjeta moZe prosiriti i na
mnogo opéenitije homogene mreZe, 1.j . mreZe koje ispunjavaju
uviete (22). U slijede¢em ¢emo razmatranju uzeti, da su uvjeti
(22) ispunjeni, pa ¢éemo pod homogenom mreZom ravnine razu-
mijevati takvu homogenu mreZzu, koja jo§ zadovoljava i tim
uvjetima. ‘
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Ako dakle Zelimo naéi, u kojoj se konkretnoj ravnini koja
homogena mreza da realizirati, moramo ispitati i istraZiti mo-
guénost egzistencije homogenih mreZa za cikluse, koji pripadaju
rjeSenjima nuznih uvjeta (14) danim u tablicama (18), (20)
odnosno (21). ‘

Naprije ¢emo promotriti sve cikluse prve vrste. Svi ciklusi
C, za koje je [ (C)=1, prve su vrste i to simetri¢ni tipa M.
Prema tome za svaki takav ciklus postoji jedna homogena
mreZa ravnine. Relacije (14) prelaze u tom slucaju u

1,1 =>1
kK n< 2 (85)
Tako dobivamo za paraboliénu ravninu tri poznate homo-
gene mreze s ciklusima [6, 6, 6], {4, 4,4,4], [3,3,3,3,3,3], a za
sfernu ravniu pet mreza s ciklusima [3, 3, 3], [4, 4, 4], [5, b, 5],
[3, 3,3, 3], 13, 3, 3, 3, 3]. Te su mreze izomorfne s pet pravilnih
poliedara. U hiperboliénoj ¢ée geometriji broj takvih moguéih
mreza biti beskonacdan. .
Sve te moguée cikluse pravilnih homogenih mreza ravnine
s poligonima jedne vrste za sve tri geometrije mozemo prika-
zati u tablici (66), gdje su unesena rjeSenja relacija (65), a

S

N “ i o
NP l 4 s 6 7 8...
LN i o
—
3 s s S P H |---
4 s P H H H |---
I
5 | S H H H H |[--- 66)
o
|
8 | P H H H H |---
- I
7 . H H H H H |[---
} J—
! |
s ||

224



mogucnost realizacije u sfernoj, paraboli¢noj odnosno hiper-
boliénoj ravnini naznaéena slovima S, P odnosno H. Sav pre-
ostali beskonac¢ni dio tablice (66) ispunjen je slovom H.

Pitamo sada za moguce R-mreZe ravnine s viSe vrsta po-
ligona.

Prema tablici egzistencije homogenih mreZa ravnine (64)
bit ée moguée mreze paraboli¢ne ravnine, kojima pripadaju ovi
ciklusi prve vrste:

[3.12,12}; [4,8,8]; [3,6,3,6]; [4,6,12] i [3,4,6,4].

Za ostale cikluse prve vrste iz tablice (18) homogene mreze
nisu moguce.

Za sfernu ravninu daju mogute homogene mreZe jo$ ovi
ciklusi prve vrste:

[3,4, 41: [3, 6, 6]; [3,8,8]; [3, 10, 10]; [4, 6, 6]; [4, 4, n] (n > 4);
[5,6,6]; [3,4,3,4]; [3,5,3,5]; [4,6,8]; [4,6,10]; [3,4,5,4]

Broj ciklusa prve vrste, koji pripadaju moguéim homoge-
nim mreZama ravnine s viSe vrsti poligona, u hiperboli¢noj je
geometriji beskonagan, i radi toga ih ne moZemo nabrojati, ali
za svaki takav dani ciklus bit ¢e na osnovi tablice (64) unaprijed
odredeno, da 1li daje moguéu mrezu ili ne. Tako na pr. mozemo
odmah reci, da ciklus [4, 6, 8,7, 8, 6, 4] daje moguéu homogenu
mrezu ravnine, dok je za ciklus [4,5,6,7] takva mreza ne-
moguca.

Sada nam jos preostaju ciklusi druge vrste. Od svih rjeSenja
tablicd (18) i (20) moZemo naciniti u svemu ovih 12 ciklusa .
druge vrste:

[3,3,3,3,6]; [3,3,4,3,4]; [3,3,3,4, 4]; [3,3,4,12]; [3, 4,4, 6;
[3,4,4,4];[3,3,3,2]) m > 3);[3,3,3,3,4]: [3,3,3,3,5]; [3,3,4,n]
4 <<n<C12); [3,3,5,n] (6<<n<8); [3,4,4,5], (67
od kojih prvih pet za parabolitnu, a posljednjih sedam za sfer-
nu ravninu.

Kako u tom slucaju o egzistenciji pripadnih homogenih
mreza prema (64) ne moZemo unaprijed nista reéi, moramo ove
cikluse napose ispitati.

Uzmimo najprije opteniti tip ciklusa

C=[3,3,p 3,4l (68)°
u kojem su ¢&etiri od ciklusa (67) sadrZani kao posebni slucajevi,
a za jedan od njih t. j. za ciklus [3, 3, 4, 3, 4] smo ve¢ u para-
grafu 9. dokazali egzistenciju homogene mreZe ravnine.
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Uzet éemo najprije slucaj
p=gq>>3.

Radi simetri¢nosti ciklusa C u tom slucaju postoji samo jedno
¢voriste prvog reda
€,=23,3,493 9.

Tablica susjednih polozaja bila bi sada ova:

Cl; ¢t c,2 1 Ccl; G
% ...a | 3.3 | q....3
3,q ... | 33;... ’ qa 3,

c2i ¢t | Ct ’ C3; Cf

i

Dalje slijedi kao i u poscbnom slutaju mreZe R [3, 3,4, 3, 4],
da su moguéi ovi poligoni prvog reda:

3 =(CHCHCH; 3,=(CHCHLCH,
g Z(C3 C3CP ..., CP),
2, =(C5%C5Ch ..., 0,
2 =(C3 C3 CP .., CF),
g, =(CPCH5C3...,C%,
G =(CPCF CH, .., CF),
g, =(CA5CHCH...,CH55CH.

Od svih ovih poligona mogu pripadati mreZi R {3, 3, g, 3, q] radi
stavka XIII* samo poligoni prvog reda 3;, q; i q,. PoloZaji ovih
poligona prvog reda zatvaraju jedan jedini ciklus, pa tako
imamo jedno évoriSte drugog reda:

Cii=0, 35 a4 35, @Y.
Kako ovo ¢voriste zadovoljava svim uvjetima definicije 31,,
¢ini ono samo za sebe potpuni sistem ¢vori§ta, t. j. postoji jedna
i samo jedna mreza ravnine R [C].
Uzet ¢emo sada slucaj p:i:q, p, g >> 3. Tada postoje dva
¢voriSta prvog reda:
cl = (3; 3; py 3! Q),

C‘Z = (qa '37 P, 3, 3)'
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Tablica njihovih susjednih‘poloiaja bit ¢e sada:

1. A2 2. S
cy: ¢l [‘ ci: ¢
3,....9 3,....3

3, q.. 3, 3,
- 5 1

ci: ¢; | ©Cy cp |

c.li o,
— E;? T : a3
o? Y N
EREEERE R 1 ot | ot
otf ey etles|otlcselles|ctfegielictcl|atiet o}

c}: o} c3: ¢
ot | ot ot | ot
Iz tih shema ¢itamo ove poligone prvog reda:
31 = (C117 C14v Cle)y
32 = (Cﬂgy C25: C24)’
P =CACRCH...,CP, QL—(Cl LCACP, L, 0P,
P E(C3, CA CP, ..., P, =(CL GGG
I E(C23, C3 G4, ..., 0, E( LCPCA L CHY
=(CHC3C3 ..., CP%CP), q=(CHLCLCY,. .., C0CPo).

Na sli¢an nacin, kao i u slutaju P=4 moZemo i sada za-
kljuciti, da mreza R [3,3,p, 3, ¢} moze sadrzavati samo ove
poligone prvog reda:

315 34, P1s P2y 91 1 Q.
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Za njih dobivamo ovu tablicu susjednih poloZzaja:

3} 3 3} 35 37
Gl ot el | ol et | ol ct | osLct
cf.ci.... ' ci.ci.. | ctcll.. Eo;’ fcé,o;,...

s? a4 | e oo @

3 S
T s L S S s R T S,
ol | of el | etk | clot.. ol ol
I 33 Ly 4

L 4

Ta nam tablica daje dva ¢vorista drugog reda:
Cn = (311: 313» pll’ 312) QI1) H
Coy =(gs, 324, pot, 3.3, 357
I sada se moZemo uvjeriti, da svako od tih ¢vorista drugog
reda samo za sebe ¢&ini potpuni sistem. Tako vidimo, da u tom
slu¢aju postoje dvije razli¢ite mreze ravnine za isti ciklus, no
ta razlika nije bitna. ‘One su naime jedna drugoj simetri¢ne
i prelaze jedna u drugu zrcaljenjem na bilo kojem praveu
ravnine.
Promotrimo konaé¢no slutaj: p=3; ¢ > 3. Tada imamo i
opet jedno ¢voriSte prvog reda

C,=2(3,3,33,q9).
Tablica susjednih poloZaja ¢e biti ova:

1 2. ~3. 4 5
ek cl,cl,c,‘ c3
3,...,9 | 3,....3 | q,....3
3, q 38... | a3

|

T - |
4 1. A2, A3 5
c! ciichicl,  cf
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Naéinimo li sheme susjednih polozaja, moZemo iz njih protitati
ove poligone prvog reda:

31 =(CLCH ) 3. 2(CL G G 3,2(C3, C5CY)
LE(CECECH 3=(CACH G0 3(C?° Clsi C?);
9 =(CACP G5, CP).

Od ovih poligona ne dolaze u obzir radi stavka XIII.* poli-
goni 3, i 3,. Ciklusi susjednih poloZaja preostalih poligona daju
/ nam dva ¢vorista drugog reda:

Cll = (311! 3137 3611 312v (hl),
Ci. (3,4, 354, 3.% 3:.97 "),

koja svako za sebe ¢ine potpuni sistem. Prema tome postoje i
u tom sluéaju dvije moguce mreze ravnine, koje su medusobno
simetri¢ne.

Kako je siucaj p = g =23 vet prije rijeSen, proucili smo na
taj naéin sve moguée slucajeve ciklusa (68), a time ujedno
rijeSili pitanje egzistencije pravilnih mreza za Cetiri od dva-
naest preostalih ciklusa druge vrsti (67).

Pitamo li jo§ za mogucnost realizacije homogenih mreza
za ciklus (68) u konkretnim geometrijama, morat éemo uzeti
u pomo¢ relacije nuznih uvjeta (14). Za ciklus (68) dobivaju te
relacije jednostavan oblik:

1 1 1

— o= 69
St o= (69)
Vidimo da postoji identiénost medu relacijama (65) i (69), a
onda nam tablica (66) daje ujedno sva rjeSenja od (69), samo
valja u njoj zamijeniti slova k i n sa slovima p i ¢q. Tako mo-
Zemo u tablici (66) procitati sve moguénosti realizacije homo-
genih mreZa ravnine za ciklus (68) u pojedinim geometrijama.
Pri tom svakom rjeSenju iz tablice (66), koje se »nalazi na
dijagonali«, pripada samo jedna mreZa, a svima ostalima po
dvije medusobno simetri¢ne mreze. U slikama 18., 19., 20. i 21.
dana su za te mreZe ¢voriSta treceg reda i fo: u sl. 18. ¢voriste
treceg reda C,,, za mrezu R [3, 3,4, 3, 4]; u sl. 19. i 20. ¢vorista
C,,, odnosno C,;; za mrezu R [3,3,4,3,5]; i u sl. 21. ¢voriste
C,,, za mrezu R {3, 3,5, 3, 5.
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Jos preostaje za paraboli¢nu ravninu ciklus C
Tu postoji samo jedno ¢voriste prvog reda: C;
Nadalje dobivamo ove poligone prvog reda:

32(CLCH G, 3,2(C3CECH); 4,2(C4CHPCACH).

=[3,3,3, 4, 4.
=(3,3,3, 4,4).

Poligon 3, ne pripada mreZi radi stavka XIIL?, a preostala dva
poligona daju jedino moguée ¢voriste drugog reda
Ci =064 3% 354447,

koje ujedno samo €ini potpuni sistem. Prema tome za taj ciklus
postoji jedna i samo jedna moguéa homogena mreza ravnine.

Ciklusi [3, 3,4, 12] i [3, 4, 4, 6] za paraboli¢nu ravninu kao i
ciklusi [3, 3,4, ] (4 <<n<C12);[3,3,5,n] (3 <<n=<C8)il3,4,4,5]
za sfernu ravninu ne daju moguéu homogenu mrezu, jer ni za
koji od njih ne postoji trokut prvog reda.

Uzet éemo sad ciklus C={3, 3, 3, n] (n > 3) za sfernu ravninu.
Tu imamo jedno ¢voriste prvog reda C,=(3,3,3,n) i tri poli-
gona prvog reda

3, =(CLCRA0; 3, 2(CACCH n 2(CHCH .., CY).
Ti poligoni prvog reda daju jedino moguée ¢voriste drugog reda
CiE3% 3.3 3.5 0",
jer poligon prvog reda 3, ne pripada mogucoj mrezi. Kako
osim toga tvoriste drugog reda C,, ¢ini samo potpuni sistemn,
to i-za taj ciklus postoji jedna i samo jedna homogena mreZza

ravnine. .
0Od ciklusa druge vrste (67) preostaje jo$ samo ciklus
C=1(3,4,4,4]
i to za sfernu ravninu. Taj ciklus daje jedno ¢voridte prvog reda
C,=(3,4,4,4).
Tablica za njegove susjedne pbloiaje bit ¢e ova:

| c3;ct

of | ¢
|

4, 4,...

I
b
4,...,8 ] 4,...,4
|
|
|
|
|
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Odatle dobivamo ove dvije sheme susjednih poloZaja

c
o of
o} S
¢l o H
cfmj c} ot ‘ c% i o
¢t et o |ef| o of o o
ofl e otfet] of | of] ot| of| ot] of| of | of| of

I tako imamo ova ¢etiri poligona prvog reda:
3 =(CHLCHLECM; 4, =(C3 CLCECH);
4, =(CHCALE5 G 4,2(CF 685G CH.

Tablica njihovih susjednih poloZaja bit ¢e ova:

s | 4 24 4 8 44}
c},...,.c}lcf,.mcﬂc’f,‘.».cf O e LY el
c?,cf....%c?,c?,... ci.ch....lel.et o jet.el et el

44 ; 4341 ‘ 3l 4 42 4'1,;‘*

Odatie slijedi ova shema susjednih polozaja:
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1 1
4 4
3 1 4
4 4 43
2 2 2
4 4 4
1 1 1
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Prema tome postoje tri ¢vorista drugog reda:

C,=(3L 45 4.5 4.7; Co =34 4,1, 4,1, 4,%);
C13 = (3]1: 421y 4247 412)-

Tablica susjednih polozaja ovih ¢vorista bit ¢e

ch chich, o ch ! CiziCls
ORI NI N TOUNO R I D TR
'37{',4;... [ 4.3, 4,4, '43,43,... 3},4§,.4.'
o Cls chich ¢y ¢l L cnich
ch cty ch ch | ck
P S R O T T I SO R P SO
43,45, .. 4,4k, 42,30, a8, 44 7
% ch o ¢
Odatle slijede ove Cetiri sheme susjednih polozaja:
cyy
: Ch
Cil i C{z 7
Cls L, ¢ o Cle o
ch | ek | e | e ch
cls ch i Cis i o ‘ ¢l Cia cy Ciz
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¢t ci, Iz tih shema moZemo procitati

¢l <3, ovih sedam poligona drugog reda:
cly 8,z (C1y, Ciy, €I

7(:317 3, = (cly, Cl, CL); .
Cii 4, = (cl, oty cfy, ch);

4= (chy, ¢y, ¢f). cly); 452 (k. ¢l ¢l )

4 = (Cly, €y, ©y, €l 49 = (Cly, Cla, Clay Ca).

Od tih moguéih poligona drugog reda 4,, ne dolazi u obzir

radi stavka XIII*, jer njegovom polozaju 4,,” nema medu polo-

zajima tih poligona susjednoga. Preostali poligoni daju ovu
tablicu susjednih poloZaja:

3 j Y 8%, ‘ 3l 4
C}w"wciz;C%z'-'-'C}z C;z'---'c}aéciz'”-'c%z CirroiCly
ch.clo | Claclyn szcfsﬁcfzc?z ¢l el

o, g | & L a8

4 4 4 | 4 4
clyoooCh | €l Cly el chy
Clz Cliv--- | Clo  Clar--- | Clys Clare

3 ! 4 )
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4, R S g 14
Crfs‘--wcfaicﬁl--"cfs chioeh|choch el ch
Clh.Ch.- | Chy.Clye-e [ ChoChLee ol el el

431 I 3}1 42271 4?1 1 4%1 b 4?3

Iz te tablice dobivamo ova &etiri moguéa Cvoriita treéeg reda:

clll = (3‘111’ 4111Y 42137 4212) 3 c]‘.!l = (31137 41137 43113 4112) !

Cl‘f}l = (31127 4211Y 42145 41)4) 3 C122 = (31217 4]31) 43]17 4132) .

Nac¢inimo li i za njih tablicu susjednih poloZaja

1 2 i 3 4 1 2 3 4
Cm | Cum Cin Cin Ciz Cin ! Cizy Ciat
1 V ) 1 | ! i ‘3 1 ) 2 3 3 2 3 3 17777 {37 2 o WV]_—‘
311""'4211411“"‘311‘421""'411 421""'421 3!1""’411 411""’311‘431’ "'4111411""’43‘;
0l 4l a2 a3 a4 44 8 42 ial 4l | a2 i 42 |3 g
3ty a1 411r311""‘i421'411-~~ o143 4 411'3n"“1431'411““\411/431"“
[ | E | | -
1 4 w 3 3 1 4 w 3 2
Ciar Ci I Ciy Ciu Cun | Cm | Cm | Cin
1 2 3 4 1 2 | 3 4
Ciaz Clz | Ciz Cizs Cin Cai | Cn Cin
1 2 g 1 1,2 1 | a2 PR R .
Sigre dinrdig o Big g g [ Ag e gy B A [ Ay '311!421'~--'421!4x1~--'421
ol 41 gz oo I 4 14l 3 TV DY
Big dipee g B0 g ATa o [ dig e dme - BTy 4 49131~ 421'421"""411'421""
1 4 { 3 T T e e
Cize Cla2 Cizz ‘ Cizz | Cin Ciu Ca | Cm
to se moZemo lako uvjeriti, da ta ¢vorista treéeg reda ¢ine dva
potpuna sistema, i to: Cy4,, Cy,, i Cy;, €ine prvi potpuni sistem,
a Cy,, ¢ini drugi potpuni sistem. S obzirom na drugi potpuni
sistem , S$to ga daje ¢voriste C,,,, nismo morali ni i¢i do treceg
reda ¢voridta, jer ve¢ ¢voriSte drugog reda C,, &ini samo za
se potpuni sistem, koji se onda dalje u évori§tu C,,, nastavlja.
Vidimo dakle, da u tom sluéaju postoje dvije mreZe ravnine
R, [3,4,4,4] (sl. 22) 1 R, [3,4,4,4] (sl. 23.) za prvi, odnosno
drugi potpuni sistem.
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SL 22.

St 23,

Iz tih potpunih sistema vidimo ujedno, da kod mreZe R,
postoje tri razli¢ite vrste ¢vorista n-tog reda (n > 1), dok su
kod mreze R, sva ¢vori§ta m-tog reda istovrsna. MoZemo to
izre€i i tako, da je mreZa R, »promatrana sa svakog svog ¢vori-
$ta jednaka«, dok za mrezu R, to ne vrijedi.
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Tako smo pregledali sve moguée sludajeve homogenih
mreZa parabolitne i sferne ravnine. a rijesili smo i pitanje
egzistencije za neke slucajeve takvih mreZa hiperboli¢ne rav-
nine. Vidjeli smo pri tom, da su homogene mreZe paraboli¢ne
i sferne ravnine svojim ciklusom jednoznatno odredene, osim
u Cetiri izuzetna sluéaja, gdje za isti ciklus postoje dvije moguce
mreze, a 1 te dvije mogute mreze samo su u jednom slucaju
bitno razli¢ite, a u tri preostala jedna su drugoj simetri¢ne.

No ne ¢e biti uvijek tako jednostavno rijediti pitanje dokaza
egzistencije homogene mreze hiperboliéne ravnine s ciklusom
druge vrste. Stvarno ¢e biti moguce dokazati egzistenciju takve
mreZe samo u takvim sludajevima, gdje moZemo primijeniti
stavak XV, pa i to ne ¢e uvijek biti sasma lako.

Tako se u mnogim slutajevima homogenih mreza hiperbo-
litne ravnine s ciklusom druge vrste broj poligona i ¢vorista
viseg reda zajedno s redom naglo poveéava i tim daljnje ispi-
tivanje postaje nepregledno i prakticki nemogude, no u tim
¢e slutajevima za jedan odredeni ciklus biti oéito vrlo mnogo
— sigurno i neizmjerno mnogo —- moguc¢ih medusobno razli¢i-
tith homogenih mreZza. i

Kao primjer za ove tvrdnje uzmimo cikluse
C=(3,4,3,6,328]; C=[54,4,4]; C=[3,5,5,5].

Lako se moZemo uvijeriti, da prvi od tih ciklusa daje dva mo-
guca ¢évorista drugog reda, od kojih svako za sebe ¢ini potpuni
sistem, pa prema tome za taj ciklus postoje dvije moguce me-
dusobno razli¢ite homogene mreZze.

Za ciklus C=[5, 4, 4, 4] postoji jedno ¢voriste prvog reda
Ci=(5,4,4,4),
Letiri poligona prvog reda:
4,=(C32CCECH;
4, =(C35C2C3CH;

4, = (C% CHLCH C13) T
5,=(C,",C,L,CLCL O
Ovi poligoni daju tri ¢évarista drugog reda:
Cii=06:1,4,14% 4.5, C.=206:,4,, 4,143,
Cl:l = (511’ 42‘) 4::4} 412) ’
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zatim postoji osam poligona drugog reda:
4, =(C%, Cet, €2 Ch)y 4,2 (C4% Cpt Cy2L CY);
4, 2(C,% C L4 €2 CLY); 4, =(CLE Ct, C CLY)s
4,,=(C.% C.% CL5 CLY); 55, = (ChyY, CL, Cyt, Cust, CLY);
5,0 = (Cyyh Crat, Cuat, Cust, Crat)s 515 2 (Cht, Cyut, Cuuly Cyol, Gy,
Od tih poligona dobivamo ovih jedanaest ¢évoriSta treceg reda:
Cin T (Buh 411t 400 40095 Cra =615 40" 420° 40075
Cin 25,1 4,5 42,5409 Coy 205,454,540 4,5
CE(5,.% 4,15 4,4, 41,%); Crs =64 4,4 4,0 4,7
Ci242(5:2% 4131 4004 444D, Cias =547 445Y 4y
Cin=(5,4% 40,5 40,4405 Craa =544 4.1 4,01
C13: = (54,2, 4010 45,4 4,Y).

14,
o

Broj poligona treéeg reda iznosi ve¢ 41. i t. d. Vidimo prema
tome, da broj poligona i ¢voriSta viSeg reda s redom naglo
raste, a da ipak ta ¢voriSta ne moZemo svrstati u potpune siste-
me. No moZemo naéi medu njima ipak jedno &voriste, koje
samo za se &ini potpuni sistem, a to je &voriSte drugog reda
C,., koje se dalje nastavlja kao potpuni sistem u ¢voristu treéeg
reda Cy,; i t. d. (vidi sl. 24., koja predotuje EvoriSte Cetvrtog
reda C,,;, za taj potpuni sistem).

Vjerojatno je prema tome, da za taj ciklus postoji beskonaéno
mnogo moguéih medusobno razliéitih homogenih mreZa rav-
nine, no nadenim potpunim sistemom je dokazano, da sigurno
postoji barem jedna od njih.

Uzmimo jo§ ciklus C=[3,5,5,5). Tu postoji jedno ¢voridte
prvog reda, &etiri poligona prvog reda, deset &voriSta drugog
reda, a broj poligona drugog reda vec¢ ée iznositi viSe stotina,
i tim daljnje ispitivanje postaje nepregledno.

Konatno preostaje jo§ sludaj homogenih mreZa elipti¢ne
ravnine. Metrika u sfernoj i elipti¢noj ravnini je jednaka, pa
zato i nuZni uvjet (14)» za obje te ravnine jednako glasi. No
geometrije tih ravnina u njihovoj cjelini nisu identi¢ne, jer
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eliptiéna ravnina nije sfernoj topoloski ekvivalentna. Razlikuju
se one u karakteristici, a osim toga, dok je sfernu ravninu
moguce orijentirati, elipti¢nu nije moguce. Kako smo u izvo-
dima ove radnje, pocevsi od paragrafa 6. dalje pretpostavljali,
da se promatrane mreze dadu orijentirati, ne mozemo dobivene
rezultate neposredno. primijeniti na mrezZe eliptiéne ravnine.
Potrebno ¢te biti zato napose ispitati, koje su od homogenih
mreza sferne ravnine moguée i u elipti¢noj ravnini.
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Buduéi da je sferna ravnina homeomorfna kuglinej plohi,
to ¢e i svakoj pravilnoj homogenoj mreZi sferne ravnine odgo-
varati jedna pravilna homogena mreza kugline plohe (a time
i jedan Platonov ili Arhimedov, odnosno polupravilan istoplo-
3ni poliedar). No kako je elipti¢na ravnina homeomorfna kugli-
noj plohi, kod koje su dijametralno suprotne tocke identifici-
rane, oCito je, da ¢e biti moguce homogene mreZe elipti¢ne
ravnine samo za one cikluse, za koje su«pripadne pravilne ho-
mogene mreZe kugline plohe centralno simetri¢ne s obzirom
na srediste kugle. )

Od svih homogenih mreZa sferne ravnine bit ée prema tome
u elipti®noj ravnini moguée samo one mreZe, koje pripadaju
ovim ciklusima: [4, 4, 4]; [5, 5, 51; [3, 3, 3, 3}; [3, 3, 3, 3, 3]; [3, 8, 8];
(3,10,10]; [4, 6, 6]; [4,4, n] (samo za taki n); [5, 6, 6]; [3, 4, 4, 4]
(samo jedna mreza i to za drugi potpuni sistem Cvorista);
[3,4,3,4]; [3,5, 3, 51; [3, 3, 3, n] (samo za lihi n); [4, 6, 8]; {4, 6, 10]
i{3,4,5,4].

Shematski prikazane su pravilne homogene mrezZe eliptitne
ravnine na kraju ove radnje, pa su tamo identi¢ne tot¢ke ozna-
Cene jednakim slovima.

13. PROCESI KOJI PRETVARAJU JEDNU PRAVILNU
HOMOGENU MREZU RAVNINE U DRUGU

NuZni uvjeti (14) i za pravilne R-mreZe ravnine i pravilne
Q@-mreze ravnine jesu jednaki. lako dakle kod definicija 19.*
i 19.> ne postoji vise ona potpuna dualnost kao u definiciji 10.,
oéito je, da medu tim mreZama mora postojati neka uZa nepo-
sredna veza. Dokazat ¢emo doista, da se iz svake pravilne
mreze ravnine R [ni‘, N, Mysee s nis] moZe konstruirati pravilna
mreZa ravnine Q [nil,n'._l,n,.x,..., n‘.’], ali i obratno.

Uzmimo, da postoji pravilna mrezZa, ravnine R [C]. Na toj
mreZi izvest éemo ovu elementarnu konstrukciju: sredidte svakog
poligona spojit ¢emo sa srediStem svih susjednih poligona.
Tvrdimo, da tako konstruirane duZine &ine mreZu ravnine
Q [C]. Opisanu konstrukeiju nazvat ¢emo »g-procesomg, pa
¢emo gornju tvrdnju pisati simbolicki

¢ (RICH=Q[C].

Tu ¢emo tvrdnju ukratko dokazati; pokazat ¢emo, da su
ispunjeni uvjeti definicije 19.>. Ponajprije ¢e sve tako kon-
struirane duzine u jednom n-terokutu R-mreZe, kao simetrale
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stranica pravilnog poligona, ¢initi u njegovom sredi§tu pravilno
n-struko ¢&vorifte. Osim toga ¢ée sve konstruirane duZine oko
svakog ¢voriSta R-mreZe — jer su sva ta &vori§ta kongruenina
— zatvarati tangentne poligone, medusobno kongruentne, s
polumjerom upisane kruZnice, koji je jednak polovici stranice
R-mreze. Pri tom ¢e ciklus [n;, m;,m;,...,n; ] novih &vorista,
incidentnih s jednim novim poligonom, biti jednak ciklusu
[nil, LN R ni’] starih poligona incidentnih s jednim ¢&vori-
Stem R-mreze. Dakle ¢e nova mreZa biti pravilna mreza
Qln,, n,n,,..., n;], pa je time tvrdnja dokazana.

Istim procesom prelazi i @-mreZa u R-mrezu, t. j. vrijedi
simbolicka relacija
oAQIC)=RI[C].

pa se i ta tvrdnja moZe sli¢no dokazati.

Definirat ¢emo sada jo§ neke elementarne konstrukcije, po-
moéu kojih prelaze pravilne mreZe s jednom vrstom poligona
(odnosne &vori§ta) u pravilne mreZe s vife vrsta poligona (odno-
sno évoridta). Te su konstrukcije gotovo ofevidne, pa ¢temo ih
dati bez dokaza.

- k-tlanova

a-proces. Ako u praviinoj mreZi R [p,p, D, - .., p] konstru-
iramo duzine, koje spajaju ¢vorita sa srediftima svih s njima
incidentnih poligona, te spojnice &ine mrezu @ Ip, k, p, k} ili
simboli¢ki

k-tlanova
a(R[pp.p....P)EQ[pD K, p, Kkl
#-proces’. Ako u pravilnoj mrezi R[p,p.p,....pl konstru-

iramo duZine, koje u svakom poligonu spajaju poloviSta su-
sjednih stranica, tako konstruirane duZine ¢ine mreZu

R [p, k p, K]
ili simbolicki-
k-¢lanova
d R pop -, pDERIp kK p Kl

k-tlanova
o-proces. Dodamo li stranicama mreZe R [p,p, p,..., p] du-
¥ine, koje spajaju sredifta svakog para susjednih poligona,
dobivamo mreZu Q [p, 4, k, 4] ili simboli¢ki
k-glanova

 oRpop- . PNEQIP 4k 4.

' Vidi: Steinitz-Rademacher, Theorie der Polyeder, § 47.
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k-&lanova
t-proces. Dodamo li stranicama mreze R {p,p, p, . .- ,;] du-
Zine, koje spajaju svako &voriSte sa srediStima s njim inci-
dentnih poligona, dobivamo mrezu @ {p, 2 k, 2 k] ili simboli¢ki

k-Elanova

T(RIppD - P)EQ[p, 2k, 2k]

k-&lanova
w-proces. lzvedemo li na mreZi R [p,p,p,...,p] istodobno
oba procesa ¢ i 7, dobivamo mreZu Q[2p, 4,2 k]. Simbolicki
éemo to pisati:
octrZw

k-tlanova

w@RIppp .. PIEQI2p 42K

Ovim ovdje opisanim elementarnim konstrukcijama nisu
dakako navedene sve moguénosti takvih procesa, koji pretva~-
raJu pO]edme pravilne homogene mreZe jedne u druge, nego
th 1 vide takvih moZemo zamisliti.

Svakako ¢emo se ¢esto moéi posluziti defmlranlm procesima
kod konstrukecija zamrSenijih pravilnih homogenih mreza. Tako
moZemo na pr. lako razabrati, da iz pravilnih R-mreZa s jednom
vrstom poligona moZemo uz pomo¢ spomeriutih procesa nacrtati
sve pravilne homogene mreZe parabolitne i sferne ravnine s
izuzetkom od nekoliko mreza, i to onih, koje pripadaju ciklu-
sima [3,3,p,3,ql; [3,3.3,4,4]; [4,4,n]; [3,3,3,n] i [3,4,4,4]
(samo za prvi potpuni sistem).
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PRAVILNE HOMOGENE MREZE
PARABOLICNE RAVNINE

Q.86 | \<

R 16, 5, 6}

~ <]

R (4,4, 4.4} ) Q (4, 4,4, 4)

R[3,3,3,3,3.3]’ \/ \ Q[3‘3,3,3\3,3]l
AR 4
W /W
/
/VAM

R{3, 12,12

Q {3, 12,12
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Ri(3,3,3,3 6]

T
Q333,36 |

. Ri‘{3. 3, 3,3, 6]

G 13.3,3,3.6
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Q13,6,2,8}
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SHEMATSKI CRTEZI
PRAVILNIH HOMOGENIH MREZA ELIPTICNE RAVNINE

R l4,4,4] Q14.4,4]

A A

N

R[3,3,3,3]1=@Q [4, 4, 4] QI3,3,3,31=R (4,4, 4]
R[3,3,3,38,31Q=15,5,5] Q13,3,3,3,3] R=(5,5, 5]
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R {3,8,8] ’ Q (3,8,8]

A (3 a B
(3
4 ya
? ¢
E » A ]
B a A
R [4,6,8] Q (4,6,6]
‘ B
¢ A
A c
B
R [4,4,n] (na pr. n===86) @ [4,4 1] (na pr. n=—=26)
< B
A A
3 c
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R {3,10,10]

@ [3,10,10}
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Q 15.6,6]
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R13,4,4, 4] Q1i3,4,4,4]
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R [3,4,3,4]
A <
B B
< A
R [3,3,3n] (nma pr. n—25) Q [3,3,3n] (na pr. n=25)
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