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0 krivaljah u ravnini.

Citao u sjednici motematicko - privodoslovnoga razreda jugoslavenske akademije
znanosti © umgjetnosti 4. siecnjo 1882.

DOPISUJUCGI CLAN DR. K. ZAHRADNIK.

Prvi dio.
Tangencialne koordinate p, o.

1. Svaku krivulju moZemo smatrati kao zamotaljku svojih tan-
genata. Pojedina tangenta opredieljena je kutom x, $to ga stvara!
sa positivnim smjerom stanovite osi, te udaljenoiéu svojom p od
neke &vrste totke O na ovoj osi, koju zovemo izhodidtem sured-
nica. Veligine « te p, budu¢ da nam opredjeljuju jednoznadno po-
lozaj tangente, moZemo smatrati kao koordinate tangente. Svaka
relacija medju p f¢ « daje nama zakon ovisnosti promjene udalje-
nosti tangente od izhodiSta o promjeni smjera, t. j. relaciju

F(px=o
smatrati mozemo jednadbom krivulje kao zamotaljke tangenata u
koordinatah tangencialnih p, «.

U sliede¢em bavit ¢emo se sa krivuljami, koje mozemo izraziti
sa jednachbom u obliku razvijenom, naime

p = f(@). 1)
2. Tangenta imajuc¢i koordinate p, «, ima za jedna&bu
T = xsina — ycosx — f(x) = o. @)

. ™
L (TX) =« =5 (pX),
te moze se mienjati od a==0 do «=360°. Polozaj osi izabiremo uz
uvjet, da rastuéim kutom raste luk krivulje, te da kut raste u smislu
analiticke geometrije od positivne osi X prema positivnoj osi Y. Cvrstu
os oznadit ¢emo sa os X te okomicu u izhoditu sa os Y.
R. J. A. LXIV. 1
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Sravnimo li ovu jednacbu sa
xifynf-l1=o,
dobivamo jednadbe zamotaljke tangenata u obi¢nih tangencialnih
koordinatah :
. sina
=—
- (o) 3)
e,
= )’
od kojih bi smo dogli do jedna¢be ove krivulje u obliku F(,n)=0
eliminacijom promjenljive veli¢ine a.

3. Nu iz jednadbe (1) mozemo lahko do¢i do jednache zamo-
taljke u koordinatah istosmjernih. Budu¢ da se dvie susjedne tan-
gente na krivulji presiecaju, dobivamo jednacbe totke zamotaljke
rieSenjem jednadaba

: dr
T=o, =%
po x te y; naime:

x= sinx (&)} cosx f’ ()

y = — cosx f(a) - sina ' (%), 4)
od kojih jednatba dosli bi do jednadbe krivulje u obliku F(x,y)=o0
eliminacijom promjenljive veli¢ine «. Da se sbilja tangenta T dotica
zamotaljke u to¢ki (4), koju slovom M oznadismo, pokazati mo-
%emo na sliedeé¢i nadin. Diferenciacija jednadaba (4) daje naime:

dx = [f(et) + f“ ()] cose da

dy = [f(«) + /()] sine da, ®)
dakle je: '
dy _
ax = 'n

t. j. tangenta Ty totke M ima smjer pravea T, koji ovom tockom
ide; dakle je pravac T sam ovom tangentom.

Kod opredjelbe surednica totke zamotaljke upotriebili smo je-

dnacbe irl—‘= o mjesto jednadbe T (2—-dx)=o. Presjecistem tan-

de
-genata T(«) i T (x~}h) ide pravac
T (¢—4h) —T (2) =o.
Lieva strana ove jednatbe ima A kao zajednidki faktor, kojim
mozemo dakle prikratiti. Ovako dobivamo :

T+ —TE_
A .
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Za lim h=o0=1im Ax priedje ova jednatba u jednasbu
dT («
do(c )=,
koja nam dakle predoduje pravac idu¢i presjecistem dvijuh su-
sjednih tangenata
T()=o0, T(x4dx) =o,
tim je jasno, zato smo kod opredjelbe presjecista dvijuh susjed-
nih tangenata mjesto jednacbe T (x - dx) = o posluziti se mogli

jednagbom i—rf =o, t. j.
T’'=x cosx -y sinx — ' (¢) = o. (6)

4. Jednagba (6) ima i svoj geometricki znamen. Jednadbom je
pravea iducega diralistem M tangente Tw , te stojecega okomito na
ovoj tangenti. Dakle je jednacbom normale zamotaljke u togki M, t. j.

d Ty
da

Radunamo li taj smjer normale totke M za positivan, koji od-
govara positivnoj osi Y, svedemo li tangentu iste tocke okretom
u poloZaj istosmjeran sa smjerom &vrste osi X, te oznadimo li
kut, koji stvara positivan smjer normale sa positivnom osi X sa 0
radunajué ga kao kut « od positivne osi X do positivne osi Y, te
predpostavljaju¢, da se mienja na isti nadin kao kut x: biti de

ik 2):

=T'a =N, =o.

n=gTe @

Uvedemo li sad smjer normale pomoéu ove jedna¢he u jednadbu
normale (6), dobit ¢emo:
. ™
Nm = x sin%, — y cosx, —f’(oc, — 5 |=yo,

2 )

gdje je f' (x) =1 (ocl — §> okomita udaljenost p, normale od iz-
hodista.

Sad mozZemo i geometricki protumaditi jednagbe (4). Oznadimo li
sa Pr (p)x projekeciju pravea p u os X, je

x = P: (P)x = P (p))x
y="P: (p)y+ Px (py)y.
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Tangencialne koordinate u, .

5. Na podetku smo pokazali, da moZemo veli¢ine p, = smatrati
kao koordinate tangente krivulje. Nu iz lika 1. poznajemo, da bi
mjesto koordinate p mogli uzeti i udaljenost presjecista A tangente
Tw od izhodista O. Ova je udaljenost

A = — P
DA =1= e )

te jednacba
u=F() (10)

predoduje nama jednatbu zamotaljke tangenata (u, 2).

Za surednice diralista M dobili bi u ovom sustavu tangencialnih

koordinata pomoéu jednacaba (3, 9):
x = u -} u’ sinzcosx
y=u’sin’x . (11)

6. Diralidte tangente (u, «) je opredjeljeno, ako znademo duljinu
tangente od presjecista njezinog A sa osi podam do diralista M,
dakle AM, za koju duljinu ¢ée nam rabiti slovo £ Spojimo li dakle
jednadbu (10) sa jednadbom

t = ¢(=),
moZemo tim namah ka svakoj tangenti konstruirati i diraliSte. Nu
budu¢ da veé jednacba (10) krivulju kao zamotaljku tangenata
podpuno opredjeljuje, mora biti moguce iz jednacbe (10) naéi du-
ljinu ¢ tangente (u, «). Sa opredjelbom duljine ¢ suvisi dakle opre-
djelba diralista M, koje je presjeciite tangente (v, ) sa svojom
susjednom tangentom (u—du,a-de). Ako su dakle M, M’ dvie
susjedne totke krivulje, AM = ¢, A‘M‘=1¢-} dt duljine tangenata
ovih todaka, MM’ = ds elemenat luka krivulje, koji ima ova kri-
vulja zajedni¢ki sa tangentom Tw, to je AM‘A‘ trokut, kojega
stranice jesu:
AM' = t+ds, AA’ = du, A'M'= t-}dt.
Sad je:
P. (AAY) = P, (AM") + P, (M‘AY),
bila os projekcije koja mu drago. Uzmemo li za osi projekcije
najprije tangentu tocke M, potle normalu ove totke, dobivamo za
prvu projekciju, predjemo li namah na limitu
cosz . du = d(s—t). (12)
Sliéno dobivamo projekcijom na normalu

sinz du = tda.
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Iz zadnje jednacbe sliedi namah :
ti— du sino
dx (13)
dakle je
t = F“(«)sina. (14)

Iz jednadbe (14) sliedi i geometricki sadrzaj derivacije é;) koja,

kako ve¢ iz homogeniteta jedna¢be (14) proizlazi, mora da predo-
éuje pravac, te iz oblika ove jednacdbe sliedi, da je projekecija nje-
gova na tangentu jednaka duljini tangente. Konstruirajmo dakle
okomicu u to¢ki A na os X; oznadimo li njezino presjeciSte sa
normalom to¢ke M slovom B (lik 3), to je:

AB= G S
dx sinx
7. Nu ve¢ smo bili primietili, da jednacba
u=F(z)
zamotaljku sasma karakterizira, time si mozemo staviti pitanje, kako
bi upravno putom geometri¢kim dosli iz ove jedna&be do jednaébe
krivulje u surednicah istosmjernih, i to do jednadba (11) te (4).

Iz lika (3) se vidi, da je
OP = x = u-}tcosx
MP = y = tsinx.

Sjetimo li se, da smo geometri¢ki bili nasli (9, 13):

=1L
Simo
du . p’sina — peosz
t = + sz = +————
da sina ’
dobit ¢emo:
T
P (p'sinz—pcosz)cosx . ;
E = -+ ina = psinz—-p‘cosx
y = — pcosz—|-p’sina,

koje se jednache posvema slazu sa jednacbami (4), budué¢ da je
p = f(=).

Na jednadbe (11) dosli bi namah tim, kad bi stavili za ¢ odgo-
varajuéu vriednost.
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Jednacdhi zamotaljke odgovara dakle jednacba
u= F(«)
u tangencialnih surednicah (#, @), te jedna&ba
p = sinaF(2) = f(«)
u tangencialnih surednicah (p, «).

Duljina tangente, normale, subtangente, subnormale.

8. Duljinu tangente od njezinog presjecista A do njezinoga dira-
lista M, dakle ¢, nasli smo ve¢ u ¢&lancih 6. te 7., jest naime:

AM = t = p’ — pcotz = u'sin«. am
Dio tangente omedjen osi X te osi Y je
At e B (18)
COos% sinzcosx

Proznak — proizlazi veé¢ iz lika (4) time: da AE te AM jesu
smjera obratnoga.
Primjetba. Oblicak (18) sliedi iz trokuta AEO; nu mogli smo
rabiti i sliénost trokuta A AEO, A MAP, §to nama daje
AO. AM ut
sE= AP =

Uvedemo li pomoéu jednadaba (11, 13) vriednost za ¢ i (x—u),
dobivamo opet kao prije

u
coso

AE = —

Budué da duljina AE ujedno svoj smjer mienja (te tim i pro-
znak) sa velidinom w, to je valjanost ovoga oblika za sluéaj u liku
(4) izraZen, te i u obée uvidljiva.

9. Za duljinu normale od njezina presjecista C sa osi X do no-
Zista M imamo:

‘ain 2
u’sin®x
M= — . (19)
coso. cos%
te za dio normale leze¢i unutri osi X te Y, naime CD dobivamo:
/ /
u u
ch=——L =_2% . (20)
SIN%coso sin« cos.

Ove duljine normale jesu positivne, sudara li se njihov smjer sa
positivnim smjerom normale; u obratnom sludaju jesu negativne.

10. Duljina subtangente je projekcija duljine tangente do osi
X5 jest dakle, oznagimo li sa S; ovu subtangentu.

St = AP — tcosz = u’sinzcosz. (20)
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Tzadjemo li od identiteta
AP = OP—OA = x—u == ycotz,
dobit éemo s obzirom na jednadbe (4) izraz za subtangentu u sured-
nicah tangencialnih (p, «), naime:

St = AP = (— pcosz—p’sinx) cotx. (21)

11. Duljinu subnormale dobivamo kao projekeciju duljine normale
na &vrstu os X. Jest dakle, oznadimo li sa S, ovu subnormalu:
Sy = PC = ytga.

Obzirom na jednacbe (4) te (11) dobivamo vriednost za subnor-
malu u koordinatah (p, «), odnosno (#, %), naime:
u’sin’a

Sp = [— cosa. p—}-sina. pJtgx = Brve— (22)

Sto se tide smjera subtangente te subnormale, valja pravilo, da
jesu positivne ili negativne, prema tomu imaju li isti smjer évrste
osi ili jesu li smjera obratnoga.

12. Prije nego budemo dalje isli u teoriji ovih zamotaljka, ¢emo
pokazati porabu navedenih koordinata na rjesitbu nekih zadaéa.

Zadaéa 1. Naéi se ima krivuljn, kojoj je dio tangente unutri ost
X te Y funkcijom smjera tangente.

Usljed jednacbe (18) je:

u

AE = q’(“) = cos’
gdje je Y(«) dana funkcija smjera. Jest dakle:
u = — ¥ (2) cosx
jednagba trazene krivulje u koordinatah (u, %), pa tim je
p = — U(x)sinxcosx

jednagba krivulje u koordinatah tangencialnih (p, 2), te jednacba
promjenljive tangente je:
X sina — y cosz—U(2). sinzcosz = o.

Od ovakih krivulja ¢emo poblize promatrati sludaj, gdje je
Yu) = a,
naime veli¢ina stalna. U ovom sludaju bi mogli ovu zadaéu na
sliede¢i nadin izraziti: , Pravac stalne duljine a kliza se po pravom
kutw ; ima se naéi zamotaljka svih mjegovih poloZaja“. Jednagba
zamotaljke u koordinatah (¥, %) je u ovom sluaju
u = — a Cos%,
te u koordinatah (p, 2) je
P = — asin« cos.
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Budu¢ da za « = o je
U =—a, po = 0, t=o,
sliedi, da ¢&vrsta os X je tangentom ove krivulje, te da je
z=-—a=0A, (lik 5) abscisa njezinoga diraliste.
Jednacba tangente T, je (2):
X sinz — X cos% -} a sinacosz = o.
Zamotaljka ovih tangenata ima u surednicah istosmjernih, sliedede
jednagbe (11):
X = — acos%—|asin’x cosx = — acos3x
y = asin®x

Podignemo li na uzmno# jednaku %, obie jednaghe,! dobit ¢emo
sbrojitbom

Xty =a’".
Jest dakle zamotaljka izraZena jednacbom
u = — acosx
asteroida.
Budu¢ da je.
du g
Iy = asinx = AB,

te B totkom normale, sliedi, da nacrtamo li u totki A okomicu

na os X duljine
AB = QE = asinq,

je okomica iz tocke B na tangentu T« spustena normalom, a mno-
ziste M ove okomice je diraliite tangente.

! Obje jednaédbe izraziti mozemo sa ekvipolencijom
a [ -le 3
2= (3e +e

OM = z = x}iy.

gdje je

Jest naime
. ST ST -3l Bia \3
——cos3oc—|—isin%c=§(e+e ——é( ee )

Iz ekvipolencije ote krivulje sliedi, da mozemo ovu krivulju izvesti
kombinacijom dvijuh gibanja rotacije o polumjerih i—ate : sa istom
absolutnom brzinom. Gled. Bellavitis — Zahradnik Methoda equipolenci
pg. 101. Praha. 1874, Vlastitosti ove krivulje liepo jesu sastavljene od
Haton-a de la Goupilliére u Nouvelles Annales de Mathématiques II.
Serie, dio 13 pg. 534, dio 19 pg. 94.
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Za t bi nasli:
AM = t = asinZa.
Nu budué da je
AE=0B =a,
le#i B na krugu sa polumjerom a te sa srediftem u izhodistu. Mo-
zemo dakle ovaj resultat ovako izreéi: ,Spustimo li iz obodnice
kruga okomice na dva okomita premjera, omotava spojnica nozista
AE tih okomica, imajuéi stalnu duljinu, naime polumjera danoga
kruga, asteroidu.“
Krug opisani nad BH kao premjerom (lik 6) ide dirali¥tem tan-
gente AH, te mozemo dokazati, da je:
arc A, B = arc 1B,
Jest naime, oznadimo li kut MSB = ¢
arc Ao/-]\3=aoc, arc 1\/11\3::%5-
Dalje je:
X BHA = 2 X EAO =2 X BOA, = 2«

X MSB = ¢ = 2 X BHA,
dakle je:

ce=4a

te tim sbilja je ax = <.

4
Tim smo dokazali, da je, kao poznato asteroida hipocikloidom sa
¢vrstim krugom o polumjeru jednakim @ te sa valjaju¢im krugom

. a
o polumjeru i
11. Imade se naéi krivulja, kojoj tangente se od Cvrste tocke w istom
omjeru udaljuju, w kojem raste kut njihova okreta.

Uzmemo li onu &vrstu tocku za izhodiste, te tangentu iducu
ovom toGkom za os X, izrazimo navedenu vlastitost sliedecom
jednadbom :

P_,
o°
gdje znadi a stalni omjerni faktor.
Jest dakle
p=ada

jednacba zamotaljke ovih tangenata u koordinatah tangencialnih p, «,

pa tim je "
u=a
sina

jednacbom iste zamotaljke u koordinatah (u, «).
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Jednadba promjenljive tangente glasi:
T, = xsinz — ycoszx —aax = o,
te jednathe zamotaljke u koordinatah istomjernih (4) jesu:
x = a [cosx - @ sinx]
y = a [sinz — « cos],
iz kojih jednatba upoznajemo ovu zamotaljku kao evolventu kruga
sa polumjerom jednakim veli¢ini @ te sa srediftem u izhodistu (lik 7).

Jednacbe evolvente kruga mozemo izraziti i jedinom jednacbom,
naime:

OM = z = a (1—=i) ¥,
gdje je z=x - 1iy, te i = \"— 1, koja jednatba nama izrazuje
gore spomenutu vlastitost evolvente kruga.?
Za & = o sudara se promjenljiva tangenta sa &vrstom osi, te di-
raliste M, sa presjedistem A, tangente sa istom osi; jest naime

i . o
Xo =1, = OA, =a lim — =3, Yo = 0.
Ssin

Budu¢ da je udaljenost nozista Q okomice p od diralifta odgo-
varajuée tangente Te, dakle QM, jednaka udaljenosti izhodista od
normale Ne, naime f(«), sliedi usljed jednacbe:

p=flx) = az,
da je
08 = QM = f(x) = a,
naime stalan, zakljudujemo, da normale nade krivulje zamotavaju
krug, kojega je srediste izhodiste koordinata. Dakle je ta krivulja
evolventom kruga.

Ovo je i geometri¢ki jasno. Jest naime
SM = 0Q = aux,

dakle je:
' arc SA, = SM. . e. d

11I. Imade se naéi zamotaljka pravea, koji se krece ravnomjerno
oko jednu svoju totku, dotim se ova totka ravromjerno giblje po
stanovitom praveu.

Uzmemo li za os X pravac, koji opisuje totka A promjenljive
tangente (lik 8), jest diferencialna jednacba ove zamotaljke u su-

rednicah (u, «):
u' =2a.

1 Gl. Bellavitis-Zahradnik ,Methoda equipollenci®, pg. 93. Praha 1874.
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K onstanta integracije ima vriednost' niStice, uzmemo li onaj po-
loZaj tocke A za izhodiste, kada se tangenta promjenljiva sudara
sa osi X ; biti ¢e dakle

u=2ax«
jedna¢bom krivulje u surednicah (u, «), te tim je njezina jednagba
u surednicah tangencialnih (p, )
P = 2axsina.
Jednagbe ove krivulje! u surednicah istomjernih (4 ili 11) jesu
x = 2a (« -} sinxcosx) = a (2« - sin 2 )
y= 2a sin’x =a (1 — cos2a).

Paralelno 1i pomaknemo sustav koordinata do diraliSta tangente
odgovarajuée smjeru o = 721, dakle do togke O’ (aw, 2a), te okre-

nemo li potlem ovaj sustav koordinata za —=, koja zadnja trans-
formacija se vec tim obavi, da u jednacdbah krivulje x sa —x, te
obratno y sa —y, zamienimo, dobit ¢emo:

y;=a (14 cos 2a)

%, = —a Qa—x-|sin2a).

Pisemo li konaéno
Qo0—7m=—0,

t. j. uvedemo li kut X ‘MSB = ¢ (gl. lik 8) mjesto kuta «, naci ¢emo
¥i = a (1—cosp)
X, = a (¢ — sing),
naime jednadbe obi¢ne cikloide, gdje zna&i veli¢ina ¢ polumjer va-
ljajucega kruga.

Jesu dakle

u=2ax, p=~2axsinx
jednacbe cikloide obiéne u tangencialnih koordinatah #, « odnosno p, «.

Geometricki sadrzaj diferencialnog omjera u’ jest nama poznat
(€l. 6); jest naime
u'=AB=2a.
Dana li je dakle tangenta Te«, konstruirajmo u presjecistu nje-
zinom A sa osi okomicu duljine

AB=2a.

! Mozemo opet ovu krivulju izraziti jedinom jedna¢hom naime

i
OM =—=z=—a\2a—ie );
koja ekvipolencija nama kaze, da gibanje tvorive tocke M sastoji iz
ravnomjernoga gibanja te gibanja u krugu sa istom brzinom, §to bas
karakteriSe cikloidu. Na ovoj vlastitosti temelji se Robervalova kon-
strukeija tangente cikloide u nekoj njezinoj todki M.
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Okomica iz to¢ke B na tangentu dade nama normalu Ne, te no-
ziste M ove okomice diralifte tangente. Iz toga opet sliedi kon-
strukcija tangente te normale ncke tocke krivulje, ako je krivulja
nacrtana kao mjesto todaka. Budué¢ da je OG=AB, konstruirajmo
nad OG kao premjerom krug, prenesimo tocku M paralelno k osi
na taj krug, te ju oznaémo u novom polozaju sa M‘; OM’ biti ¢e
smjer tangente, (M’ smjer normale tocke M.

Ista konstrukeija sliedi iz izraza za duljinu tangente
t=AM=2asinz,
koji nama kaze, da, ako bi za svaku tocku M udinili
OM =AM
je mjesto krajnih tocaka M’ krug sa polumjerom «, dirajuéi os X
u izhodistu. Da pomoéu toga kruga nadjemo smjer tangente te
normale koje god to¢ke cikloide veé smo bili upoznali, nu mozemo
i dodati, da bi ga jednako rabiti mogli za opredielbu diralista M
tangente Te.
Iz jednacbe krivulje
u=2ax
moZzemo i drugu karakteristicku vlastitost cikloide izvesti, koja
nama obi¢no sluzi kao geometricka definicija iste krivulje. Jest naime

BO'=0G'—0A=2a. %— 2aa —=a(z—2).
Krug nad AB kao premjerom opisan, mora da ide tockom M.
Ako je S srediste tog kruga, je '
arc BM=ag,
te budu¢ da je
p=n—2u,
sliedi;

arc BM =BO’. q. e d.

IV. Imade se naéi krivulja, kojoj je subnorinala stalna velicina.

Je li @ ova stalna veli¢ina, je obzirom na jednac¢bu (22) diferen-
cialna jednac¢ba krivulje
w’sindx
COS™
Integral ove diferencialne jednacbe je, znadi li % konstantu in-
tegracije
a 1

n=A— = —— -
2 sin?%
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Konstanta integracije proteze se na poloZaj izhodista surednica na
osi. Izaberemo li za os Y tangentu okomitu na os, dakle presjeciste

. e P ™
ove tangente sa os X za izhodiste, biti ¢e za o= 51 W=0, dakle

a
A= B
za ovako iztaknuto izhodiste, te
u=— g cot?o
jednadbom krivulje u tangencialnih surednicah (u, «),
__a cos’x
T2 sinx

jednadba ove krivulje u tangencialnih surednicah (p, «).

Budué da se izraz za u ne mienja, pifemo li —a za a, je dvrsta
os osi simetrije ove krivulje. Jednaghe ove krivulje u istomjernih
koordinatah (11) jesu:

a 2
X = 9 cot o
y = a cota,
ili izludimo promjenljivicu o:
y?=2ax.

Jest dakle trazena krivulja parabolom, te dana stalna velidina je
parametar parabole.

Prema tomu, §to smo o tangenti te njezinom kutu « sa osi X
na podcetku bili spomenuli, iztvara todka M parabolu u smislu MOK.

Budu¢ da je subtangenta
S: = AP =a cot®x
sliedi, da je
AP=20P=2A0=2x
t. j. tangenta okomita prema osi X razpolavlja sve subtangente
krivulje, ili drugom shvatu, uzev ovo rezpoloviste za izhodiste ko-
ordinata, kako smo to gore bili udinili: subtangenta parabole je-
dnaka je dvostrukoj abscisi diralita odgovarajuée tangente. Ova
vlastitost, kao §to i ona od koje smo kao definicije bili izasli, pru-
Zaju nama jednostavnu konstrukeiju tangente i normale koje god
to¢ke, ako je krivulja narisana. Diralidte M tangente T« mozemo
iz diferencialne jednadbe krivulje opredjeliti. Jest naime
acosx

w=AB="

sin 3a

“wn



v

14 K. ZAHRADNIK,

Konstrukcija duljine AB je jednostavna (lik 10); odmjerimo na
tangenti Tw od todke A potam duljinu stalnu @ = AL. Projicirajmo
ju sada u os X, &to nama daje AG = acosx. Konstruirajmo’ oko-
micu u todki A na Te, i u totki G na os X; ove dvie okomice
presjecaju se u totki H,, te je
__AG __ acosx
~ sina T sinz

dalje povu¢imo H,H, || T« te H,H, || LG, Sto nama daje

AH,

aCos% acosx
sinZa sin %«
jest dakle duljina AH; jednaka duljini AB. Okomica iz tocke B
na Te daje nama normalu Ne, a njezino noziste M je trazeno di-
raliste. Tim je subtangenta
By 2= AR
a razpoloviste O subtangente je diralifte tangente okomite na os
(vrina tangenta parabole), te

AH 2 = ) AH3 == )

o 1w
je abecisa gorista parabole t. j. todka F' je goriste.

Iz ovoga upoznajemo, da mozemo iz diferencialne jednacbe ove
krivulje u tangencialnih koordinatah (u, o) sve razviti.

Jok jednostavnija konstrukcija diralifta tangente sliedi iz relacije
medju duljinom normale te subnormalom. Dobijemo naime, znadi
i # duljinu normale,

By = a = nsing.

Odmjerimo (lik 11) AK = @ na osi X. Okomica u K na os X

presjeca okomicu u A na Te u tocki R, te
AR =i,
sina

Povuéemo li dakle todkom R istomjernicu sa T, dobivamo kao
presjeciste sa os X todku C, koja je ujedno presjecistem normale
sa osi X ; dakle je okomica to¢ke C na T« normalom Ne, te noziste
M diralistem tangente.

V. Inade se naéi krivulja sa stalnom subtangentom.

Jednagha diferencialna trazene krivulje je u tangencialnih koor-
dinatah sliedeca (22):

S; = AP — u’sinxcosx = a,
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dakle, oznadimo li sa A konstantu integracije,
u=1%i4a f de = A-}-altgx

sinxcosx
jednadbom krivulje. Budu¢ da X ima samo upliv na poloZaj izho-
dista na osi, to ga izaberemo uz uvjet, da je za a = —Z—, u——a.
Biti ce dakle u = altga —a
jedna¢bom krivulje u koordinatah tangencialnih (u, «).

Jednacbe krivulje u istomjernih koordinatah jesu (11):

x = a ltgx
y = a tga.
Izlugimo li « iz ovih jednadaba, dobit ¢emo:
WA
a
ili y = ae®,

Jest dakle traZena krivulja logaritmicke krivulja.
Surednice diralista tangente Tz jesu (lik 12) x=0, y =MO == a.
T
Nu ako nebi unapred poloZaj izhodista surednica odluéili, dobili bi

x = hta-}altgz

za jednadbe krivulje

y = atga.
Eliminacijom veli¢ine « dobivamo, stavimo li
ita
b= ae?,
za jednac¢bu krivulje
x
y = be®.

Jest dakle vriednost konstante b ovisna samo o izboru izhodista,
te sgodnim izborom izhodista dobiva, kao §to smo prije uéinili,
vriednost jednaku a (budué¢ da A = — @). Neima dakle konstanta
b upliva na razmjer krivulje.

V1. Imade se naéi krivulja te vlastitosti, da je omjer duljina normale
te tangente ledeéih unutri osi X te Y konstantan.

Ozna¢imo li sa % absolutnu vriednost ovoga omjera, je diferen-

cialna jednac¢ba traZene krivulje u surednicah p, « (18, 20).

L-:k.
P
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Integracijom dobit ¢emo:

Ip = C+ ke,
ili dademo li konstanti integracije oblik
C = la,
biti ¢e jednatha krivulje
ka
p = ae

Jednaéba promjenljive tangente je prema tomu:

T : ka
Te = xsinz —ycosa —ae = o,

te jednacbe krivulje u surednicah istosmjernih (4) jesu:
- aekl (sinu—}—kcosx )
kot ( — cosa -} ksina )

Predjemo li na surednice polarne tim da pisemo:
x = rcosh, y = rsinf,

dobivamo : - ke
r=Vxy® = ae V1+k?
te y — cosz -} ksinx
tgh = L = — ———.
X sina -k cos o
Stavimo li: k = cotf,

mozemo zadnju jednac¢hu pisati
tgh = tg (»—F0),
iz ¢ega namah proizlazi, da je
B =a—0~0.

Nu « je kut tangente Ta sa osi X, te 6 kut provodnica diralista
ove tangente sa osi X, dakle je »—f kut, §to ga zatvara provodnica
neke totke krivulje sa tangentom iste todke, nu budu¢ da je taj
kut 8 (lik 13) stalni, sliedi, da je trazena krivulja logaritmicka

spirala. Uvedemo 1i vriednost za «, naime
2=k,
u izraz za provodnicu, dobit ¢emo
(B-0)k
r=al1+k? ¢
ili
PE= ale,k6
staviv Bk
a, = a )14k e,

dakle obi¢nu jednacbu logaritmitke spirale.
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Poznato, da bi dobili istu spiralu, ako bi velidéinu @, zamienili
drugom kojom veli¢inom b t. j. ako bi pisali
r=5b eke ,
ovo samo znadi, da smo &vrstu os, koja ide polom krivulje, okre-
nuli za neki kut y. Jednac¢ba krivulje potegnute na ovu novu os
biti c¢e
r=a, ek(e._'"Y )
Trebamo dakle
ke

b=a, e

staviti, t. j. okrenuti os za kut

Za H =0, je r=0A, = a,. Raste li  pri positivnom % od
— o do - oo dobit ¢emo cielu spiralu od pola njezinoga podam,
za koji je r = o0, do bezkonadna; tangenta se rastuéim kutem ne-
prestano udaljuje od pola spirale.

Budu¢ da je

te duljine AE, CD jesu positivne, sudara li se njihov smjer sa
positivnim smjerom tangente resp. normale, sliedi, da za positivan
k jesu duljine CD te AE obratnog proznaka (lik 14). Ako bi %
bio negativan, to bi se rastué¢im kutem tangenta priblizavala ka
polu spirale. Diralidte opisuje u ovom sludaju spiralu od totke u
bezkonaénosti do pola za § = — o do 6 = -} oo, dakle u smislu
obratnom kao prije (lik 15).

Okrene li se tangenta T« za 2w, udalji se pri positivnom % za

Pet-272 — P = Aprz
od pola, dakle za

Ap, = P (€*—1).
Prema tomu jest faktor prirasta udaljenosti tangente od pola
za jedan podpun okret oHn__ 1

R. J. A. LXIV. 2
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neovisan o podetnom polozaju tangente naime o kutu «. Za uda-
ljenost tangente Te--27 od pola sliedi:
_ 2kn
= p,e.
a--27
Ovo odevidno valja i za provodnicu kojegod tocke spirale loga-
ritmi¢ke ; postoji naime:
( 2km
r— r=Ar=r \e—1
f+27 6 Hh 0

2km
r =10 .
0427
Iz zadnje relacije sliedi:
r r r
642 04-4n f+42nm 2kn
= =...= —— = €
r r r
6 627 p+-2(n—1)=
Oznagimo li provodnicu Yo {ony 53 an, je:
e o I e
a  a; & 7 ana

dakle je takodjer

( an)n
an — Qo (©
)

koja vlastitost logaritmike spirale se dobro rabi! pri grafickom
uzmnazanju te izvadjanju koriena.

Regitba delitkog problema pomoéu logaritmitke spirale je sasma
jednostavan primier na ovo graficko izvadjanje korena.

Zadacu, koju smo sada bili riesili mogli bi i posveobéiti te pitati
po krivuljah, za koje je spomenuti omjer duljind normale te tan-
gente leZecih unutri osi X te Y funkcijom kuta tangente. Je li
ovom funkcijom ¢(x), je

/
G =—E =
pa tim je .
— [ ot
p = ae
gdje znadi a konstantu integracije.

! Gledaj razpravu prof. J. Solin-a : , Potdtkové arithmographie
u Casopis. jedn. math. red. Studni¢ka III. dio, pg. 131.
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VIL. Ima se naéi krivulja, te vlastitosti, da ima dio osi ledeéi
unutri tangente te normale stalnw duljinu.

Oznacimo li ovu stalnu duljinu sa 2a, sliedi iz trokuta BAC (lik 3)
AC=2a=AB tga = u‘tga,
dakle je

du=2acota d«
diferencialna jednadba traZene krivulje. Znaci li C konstantu inte-
gracyje, je u=C-2alsina
jednacba krivulje u koordinatah (u, «). Jednatbe njezine u sured-
nicah istomjernih (11) jesu:
x=C-|2alsina -+ 2acos’
y=asin 2a.
Paralelno li pomaknemo os Y u smislu osi X za duljinu (C42a),
dobit ¢emo za jednacbu krivulje
x=alsin% — 2asin?«
y=asin2a.
Iz ovih jednatba lahko moZemo upoznati oblik krivulje (lik 16),
koja ima os X za asimptotu i za os simetrije. Na daljne vlasti-
tosti ove krivulje doé¢i ¢emo te¢ajem razprave.

Rektifikacija.

13. Dana li je jedna¢ha krivulje u koordinatah p, «, t.j. kao za-

motaljka tangenata (2), dobivamo usljed jednac¢ba (4) za elemenat luka
ds= + VIx*Fdy' = + [p+p*] du @3)

Sto se tige dvostrukoga proznaka, uzmimo ga positivnim, &to
bas odgovara naSoj predpostavei o kutu o na podetku iztaknutoj,
da sa rastuéim kutom luk raste, tim je smjer krivulje u svakoj
to¢ki opredieljen te proznak — bi mogli tada uzeti, kad bi pripu-
stili, da sa rastu¢im kutom luk se umanja, ¢im bi krivulja u obrat-
nom smjeru izvedena se nama pokazala.l

Je li dana krivulja u tangencialnih koordinatah (u, =), dakle sa
jednagbom u=F(a)
- )
sliedi, budu¢ da je (9)
p=1{(2) =u sina,
za diferencial luka '
ds = (2u’ cosa - u“/sinx) da. (24)

1 8a proznakom éemo jo§ se baviti kaSnje, kad budemo govorili o
krivosti krivulja.
*
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Ovu jednatbu dobili bi i neposredno iz jednacba (12) te (13), do

kojih smo bili geometricki dogli. Sliedi naime iz jednacbe (12)
ds = dt -} cosz du,
te stavimo li u ovu jednacbu vriednost za du iz jednacbe (13), naci
¢emo __ d(tsinx)
sine ' (25)
koji se oblik posvema slaze sa oblikom (24), samo trebamo za ¢
uvesti vriednost iz (19), naime
t = u’sinx.

Hodéemo li sada naéi duljinu luka krivulje od diralista M, tan-
gente Ta, do diraliéta M, tangente T, te oznadimo li ovu duljinu
M, M, sa s, trebamo samo integrirati u medjah %o, 2. Dobit ¢emo

ovako
%y %

8= ((p +phda= [ (2 u’cosx—u’sina) d o.
% %y

14. Za asteroidu smo nasli [¢l. 12, I]

. a . .
p=-—asinacosax=— 5 sin 2a.
Jest dakle:
%1
3 (. S .
s=ga | sn 2z de=  asin (o~ 2%0) sin (x—%,).
%o

Posimamo li integraciju od diralidta tangente odgovarajuce
%, = o, je :
8= 5 asm 2oy

o .. . K G o . .
svriimo li integraciju sa o, = dobit ¢emo &etvrt obodnice ciele

asteroide, tim je za cielu obodnicu
T

2
S= GaISin 2o0da=6a
0
II. Cikloida obitna dana je sa jednagbom [12, III]

u=2aa.
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Za luk M, M dobit cemo
W

s=4a J cosada,

%
dakle je
s = 4 a [sin « —sin o).
Ovaj resultat daje se i geometricki protumagiti; jest naime za

cikloidu (lik 8) _
AM = t=2asinx,

s =2 (AM — A, M,).

Integriramo li od vrha cikloide O podam, je @0 = o, tim jeu
ovom slucaju

dakle je

s=4 asin « = 2t,

t. j. arc OM=2.AM.
Za luk polomklmde dobivamo
arc 00/ =2G' 0 =4a,

tim je luk ciele cikloide, kao poznato, 8a.

1I1. Evolventa kruga dana je sa jednacbom (cl. 12, II)

=t
dakle je

%
a
s=a j rda=7g (22—a3).
cxo
Racunamo li luk evolvente od podetne totke evolvente, biti ce

% =0, te tim je (lik 7)
2
arc A0M=s=%,
IV. Logaritmitka spirala dana je sa jednacbom (¢l. 12, VI)
p — aeka,
dakle je luk M, M, omedjen diralisti tangenata T#, Te,, naime:
o

s=a(l+k? “ek“ do=———"—

o

a(l —|—k2) [ ka kao] )
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Oznadimo li zavojak od %, ..do % 27 sa S;, te slitno slie-
deéi zavojak sa S,, je
S, _ e2k7'b‘__ Pon+ o0

S, T " Pao ’

koji resultat moZemo ovako izreéi:

Koli¢nik dvijuh zavojaka za se sliedecih je stalna velidina, naime
jednaka koli¢éniku udaljenosti tangenanata podetnih todaka tih za-
vojaka od pola spirale.

V. Parabole jednatba u surednicah tangencialnih (p, «) (&l. 12,
IV.) glasi:

_ __ a cos’
P= 2 sinx ’
dakle je
. cosa i
sm%c = sin% 2"
Ragunamo li luk od vrha parabole! podam, je o, = %, je
a [ cosx o

Integral, koji nama duljinu luka opredjeljuje, je dakle neka
funkecija kuteva tangenata krajnih todaka toga luka, dakle

s=7y(a) — X (),
s=y(x) 4 C=¢(x),

gdje zna¢i C konstantu integracije, kojoj je vriednost ovisna o
% t. j. o tom, od koje totke krivulje ragunamo luk krivulje.

ili ako hoéemo

Transformacija osi X.

15. Iz jednadbe za duljinu luka lahko upoznajemo sada, kakav
ima upliv polozaj osi X. Sto se tide izhodista, to promieni li ovo
svoj poloZaj na osi, mienja se tim dodude koordinata u za neku
stalnu vehému, nu ovo ostaje bez upliva na duljinu luka, budu¢
da u izrazu (26) samo derivacije veliine u dolaze. Nu ako bi

' U &l 12. IV. smo iztakli, da racunamo luk parabole (lik 9) od

totke M na totku K preko O, tim je izraz za s positivan za

9
2
te obratno negativan.
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okrenuli os X oko izhodista za kut ¢ do poloZaja X;, umanja se
tim kut svake tangente prema novoj osi za taj kut ¢; jest naime

. X XT) = L XX,) + X X,T)
t j. « = ot @)
pa tim je jednadba luka krivulje potegnute na novu os X,

s = Wz, }=).

Sad ¢emo traziti, kako se mienjaju koordinate tangente tocke M

krivulje, okrenemo li os za kut . Iz trokuta OAA, (lik 17) sliedi:

OA _  0A, _ AA
sine, ~ sin(m—a)  sine’
dakle je )
OA =y = :iilnz u,
dakle radi jednacbe (27):
ax &
w = Sl];fn;j_) u. 28)
Jednacba krivulje
w = F()

potegnute na os X je, potegnemo li ju na os X,, pridriav isto
izhodiste
=D i, g

Budué¢ da se ovom transformacijom p nemienja, je jednacba

krivulje u prvih tangencialnih koordinatah potegnute na os X,
p = flz, 7).

16. Ako bi sada okrenuli os X za kut &, te ujedno zamienili i
izhodiste, t. j. uzeli pravac X; kao novu os X, te tocku O’ ovoga
pravea za novo izhodiste (lik 18), dobit ¢emo, pridrzavii u ostalom
oznaku kao prije, iz trokuta SAA,, gdje je S presjeciste obijuh osi:

SA;, _ sinx __ sin(%--e)
SA 7 sing — singy

Ozna¢imo udaljenost staroga izhodista od presjecista obijuh osi
X, X, sa m, sliéno udaljenost novoga izhodista O’ od iste tocke sa m ,
je W —m sin (o;—}-¢)

u—m sinoy

dakle je

sin (o,+-¢)
e 29)

éim se ova transformacga pokazuje izvedenom.
Zamiewimo 1i sad izhodiSte ne mienjaju¢ smjer osi, uzev tocku
O’ (%o, Yo) kao novo izhodiite, je (lik 19).
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Proj (OQ) = Proj (OR 4+ RO’ 4 0'Q’ + Q'Q).
Uzmimo sad OQ za os projekcije, te pi¥imo za koordinate no-
voga izhodista kratko xo, yo, dobit ¢emo:

P =X, sina — y, cosz -} p, ,
te tim je jednadba promjenljive tangente, uzev O’ kao izhodiste

(x—xX,) sinz —(y — y,) cosx — p, = o.

Jednacba s = («) je jednalbom krivulje.
Jednacba za duljinu luka krivulje, naime
s =1 (), (30)
je za krivulju karakteristicka, opredjeljuje krivulju samu podpuno,
t. j. mi moZemo ovu jednadbu smatrati jedna¢bom krivulje.! Ovo
dokazemo time, da ju svedemo na oblike 1), 4), 10). Jednadba
(23) daje nama direktan prielaz iz jedna¢be (30) na jedna&bu (1);
jest naime prema tomu, §to smo o kutu « bili predpostavili

a
Ptp=Y=g . 31)

Upoznajemo tim, da zahtjevani prielaz postignemo integracijom
diferencialne linearne jednacbe podpune drugoga reda (31).  Inte-
gral ove diferencialne jednacbe prikraéene je:

C, sina -+ C, cos «,
te oznadimo li sa D dopunjak tog integrala, biti ¢e

C, sina -+ G, cosa +D (32)

obéenit integral diferencialne jednache (31). Sto se tide dopunjka,
koji je oéito partikularni integral, to ga nadjemo pomoéu kvadra-
ture, budu¢ da dana diferencialna linearna jednaéba ima koeficiente
stalne. Posluzimo li se sa metodom Cauchy-a ili sa metodom va-
riacije konstanta, dobivamo za taj dopunjak

io [® —ia [*
e i Ties e Y i
D =3% ij Y (a)e da 9ie V' (2) e da

= sin ocj 4 (@) cos ad o — cos « ’ ! () sina d o (33)

! Jednacbu krivulje s = («), zove W. Whewell intrinsic equation
of a Curve, u razpravi: ,Ofthe Intrinsic Equation of a Curve, and
its Application. 1848 te 1850 u Transactions of the Cambridge Phi-
losophical society. Vol. 8, pg. 659, Vol. 9, pg. 180. U toj razpravi
promatra Whewel ujedno i krivulje kojih je jednacba oblika 2 =1 (s),
te konstruira cio red krivulja. Kasnje, kad se budemo bavili sa evo-
lutami dane krivulje, éemo se jo§ na ovu razpravu osvrnuti.
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Geometridki sadrzaj konstanta integracije C,, C, jest jednostavan.
Tangenta krivulje dane sa jednatbom

s=1{ (%)
je s obzirom na jednagbu (32)
(x—C,)sine — (y-+C,) cosz — D=o. (34)

Iz ove jedna¢be upoznajemo, da vriednost konstanta integracije
upliva na izbor izhodita koordinata. Zamienimo li izhodifte ne-
mienjaju¢ smjer osi, mienja se tim vriednost konstanta integracije,
nu nemienja' se funkcija D, koja tim samo jedina je karakteristicka
za krivulju. Premjestimo li dakle izhodiste koordinata, koje mozemo
po volji izabrati, do to¢ke (C,, — C,) naime do one todke, za koju
je tangenta tocke (s, @) udaljena za D, je jednabom ove tangente

xsina—ycosx—D=o.

Nu ovu transformaciju koordinata® postignemo veé tim, da stavimo
konstante integracije jednake nistici. Mozemo dakle kazati, da je
p=D={1(%)
jednatba ove krivulje u tangencialnih koordinatah (p, ») te isto-
smjerne koordinate tocke (s, #) jesu tim (4) takodjer opredjeljene.

18. Nu mogli bi i direktno do jednacha (4) krivulje dod¢i. U
ovom sluéaju imamo posla mjesto sa integracijom diferencialne li-
nearne jednacbe drugoga reda sa dvima kvadraturama. Znademo,
daje dx dy .

g —cosa, g =sina,
pa tim je

dx=$ cosada, dy = ds sinada.

da

Integracijom® dobivamo, oznadimo i sa x,, te y, konstante in-
tengracije, za jednadbe krivulje:

X—Xo = I.np’(oc)cosocdoc

yﬁyo=‘h}/(0€)sinada .

Pomnozimo li prvu jednacbu sa sine, te drugu sa — cosx dobit
¢emo jednachu tangente Te u tocki (s, «) krivulje dane, naime:

(X—X,) sin % — (y—y,) cos % = sinx ‘ J(o)cos % d x—cos ’ /(a)sinoed 2.

! Gled. ¢l. 16.
? Gledaj Dr. F. Studni¢ka Vys§i mathematika III. dio pg. 101,
Praha 1867.
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Sravnimo li ovaj rezultat sa (34), dobit ¢emo opet za dopunjak
D isti izraz kao prije, naime:
D =sin ocjul/(a)cos ada— cos ocfnl»‘(a) sina d .
Tim smo sbilja iz jednacbe (30) dosli do jednacbe (1) te (4), te
tim je i prielaz na jednacbe (10) te (11) pomocu relacije (3) nepo-
sredno dan.

O nekih sluéajevih, gdje je dopunjak D, te tim ¢ prielaz nepo-

sredno dan.

19. Dopunjak diferencialne linearne jednacbe sa stalnimi koefi-
cienti daje se u obde osobito u posebnih sludajevih jako jednostavno
naéi,? gdje je {(«) te tim i Y(«) ,oblika Ta, «» ili ae”¢ ili acosna—-
—+ bsinna. Nu bad ovi sludajevi obuhvacéaju cio red poznatih kri-
vulja, pa s toga ¢emo je poblize promatrati.

I. Je li dana krivulja sa jednadbom

n
s::Eahoch

n—o

)

je dopunjak integrala prikracene diferencialne jednacbe (31)
n—1
D=2ZXhb o,
pa tim je jedna¢ba ove krivulje u koordinatah (p, «):
n—1
p=22hba.

Koje krivulje nama ta jednac¢ba za kojegod n predocuje, upoznat

¢emo kasnje; za n =1, je
s =a, + a,

Radunamo li luk od diralista tangente istosmjerne sa osi X, je
za «=o takodjer s =0, dakle i @, = 0. MoZemo tim gornju
jednacbu kratko pisati

5= a,,
e p="fx) =a,
t. j. udaljenost promjenljive tangente od neke &vrste tocke, koju
smo uéinili izhodistem, je stalna veli¢ina. Zamotaljka tangenata

1 Gledaj. Studnicka: Beitrige zur Theorie der Integration von com-
pleten linearen Differentialgleichungen. Sitzungs. d. kg. bohm. Gesell-
schaft d. Wissensch. Prag. 1870. (i takodjer u Zpravy jednoty ceskych
mathematikid II. pg. 33. Praha. 1870.
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(p, ®) je dakle krug, te jednatba s = a,x izrazuje karakteristi¢nu
vlastitost kruga, da je duljina luka jednaka ummnozku polumjera
sa odgovarajuéim kutom srediSnjim.

Za n =2 imamo
8 = a, + a, « | a,x’
Radunamo li opet luk od diraliita tangente istosmjerne sa osi,
je @ = o. Mozemo dakle uz ovaj uvjet gornju jednabu pisati:

— 2
5 = a,x+a,a?

p = f(&) = a, 4 2a,a.

Jednadba ove krivulje u surednicih (p, ), koja je paralelna
krivuljo u udaljenosti a, sa krivuljom

pa tim je

p = 2a,%,
§to je uvidljivo iz geometrickog znadaja koordinate p.
Potrazimo dakle krivulju
P = 2a,a;
jednaéba promjenljive tangente ove krivulje je:
T = xsina—ycose—2a,2 = o,
te jednacbe istosmjerne (4) ove krivulje jesu
x = a (cosx—}asina)
y = a (sina—2xcos ),
iz kojih jedna¢ba! namah upoznajemo ovu krivulju kao evolventu
kruga, kojega je srediSte u izhodiftu surednica, te kojega je
polumjer @ = 2a,. Zna&i dakle
s = a Fa, %+ a? ili p = a + 2a,«
krivulju paralelnu sa evolventom kruga.

II. Budi dana krivulja sa jedna¢bom
= aeka—|—b,

! Gledaj ¢l. 12, II. Pomnozimo li drugu jednatbu sa i =} —1,
te sbrojimo li, dobivamo i iz
X4 iy =z—ae (1—ae?).
Pisemo 1i ' —=¢, z = OM, a = OA,, dobivamo:
3
OM = OA, e (1—ac?)
t. j. ekvipolenciju evolvente kruga. Gledaj Bellavitis- Zahradnik Me-
thoda equipollenci: pg. 93. Praha.
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gdje je vriednost veliine b ovisna o todki u kojoj zapo¢imamo ra-
dunati luk. Radunamo li ga od 2 = ., je b = — ak%, dakle je

g ek“—ek““).

Budué da je dopunjak integrala prikracene diferencialne jed-
nacbe (31) u tom sludaju

ko ko
D == T_m e ,
je
ka eka — aleka

P=7 Tk?
jednachbom krivulje u koordinatah (p, %), gdje je izhodiste sgodno
izabrano, kao 3to smo veé u ¢l 17. bili protumadili.

Ako nebi o polozaju izhodista unapred odluéili, je obcenit integral
jednacbe (31), naime

kaek®
p=1_(z)=C, sinx -+ Czcosz—-l—m—’

jednasba ove krivulje u koordinatah (p, ). Promjenljiva tangenta
te krivulje ima za jednachu
- oy . kaeke
I — (x—C,)sinz— (y 4 Cy)cos . — TR
te tim jesu
kaeke |
= %iéa(smz ~+ kcosx)

kaeke

y+C, = 1k (— cosx—ksinz)

x—C

jednaébe ove krivulje u surednicah istosmjernih.

Predpostaviv da je & positivan, jesu konstante integracije koor-
dinate diralidta tangente odgovarajuée » = — o (ako bi k= —,
valja ovo za % = - o0).

Uzmemo li dakle ovu todku krivulje za novo izhodiste koordi-

nata, te piemo li
ka
1R
dobit ¢emo iste jednacbe krivulje, kao u &l. 12, VL, te tim upozna-
jemo krivalju danu sa
s = a(eke— ekao),

kao logaritmi¢ku spiralu, $to veé¢ iz oblika dopunjka D integrala
diferencialne jednacbe smo mogli upoznati.
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1II. Neka je dana krivulja sa jednacbom
s = acosnz-|Fbsinnz+}c. 1)

Rac¢unamo li luk od diralista tangente Tu,, je
— ¢ = acosn%, -+ bsinna, .
Nu pisemo li za
a=— —a,sinn% , b= a, cosn ,
biti ¢e c=o,
te gornja jednacha predje u
s = a, sinn(x—=1,),
gdje dakako radunamo luk kao prije od diralifta tangente Tz,.
Ako bi luk krivulje racunali od diralifta tangente istosmjerne, od-
govaraju¢e kutu %, = o, imali bi
§ = a, sinnzx,

kao traZeni oblik jedna¢be nage krivulje. Nu ako bi stavili u (1,) za

a=——a, sin( é—|—nof.0 ) = — a, cos n%
™ .
b= a,cos §—|—1'110 = — a, sinny ,
biti ¢e _
Ci== —I_ a‘l b
te tim dobijemo:
. gn(a—
s = — a, cosn (a—2x,)+-a, = 2a, sin® 7<—2—°). 2)

Kad bi radunali luk od diralidta tangente odgovarajuce kutu

Ko = 5 imali bi za oblik 'ednaébe za istu krivulju:
) .] ]
2n

$ = — a, cosna.
Budué¢ da, kao §to smo bili upoznali, lahko iz jednog oblika na
drugi pre¢i mozemo, izac¢i ¢emo od jednoga iz navedenih oblika, na
primjer (2,) te ¢emo prihvatiti, da radunamo luk krivulje od dira-
lista tangente odgovarajuée kutu %, = o. Izaéi ¢emo dakle od jed-
nadbe sliedecega oblika:

. o D

s = a, (1 — cosnz) = 2a, sin*® 5

Diferencialna jednacba (31) glasi u ovom sludaju
p“ -+ p=a,nsinnx
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Dopunjak integrala ove diferencialne jednatbe bez druge strane
t. j. prikracene, je

an .
Di= g2 Sin %
ili pigemo li kratko: an
I—n2
biti ce: D = asinn«.

Jest dakle jednacba nafe krivulje u tangencialnih koordinatah

(p, «): p = asinna, 39
te jedna¢ba promjenljive tangente je:
T« = xsina—ycosa —asinne, 3)

Namiée se nama pitanje, koje krivulje izrazuje jednagba (2,) ili
ito je isto, koje krivulje omotava tangenta (3,). Iz primjera ¢l. 12,
I, ili &. 14 1. slutimo, da ¢emo imati posla sa epicikloidami odnosno
sa hipocikloidami, te ¢emo sada istinitost ovoga zakljutka dokazati.

Zna& li » polumjer &vrstoga kruga (lik 19) kojega je srediSte u
0, ¢ polumjer valjaju¢ega kruga® C, te M njegova totka epicikloidu
izvadjajuéa, koja u poletnom poloZaju se sudara sa tockom A,
diralistem to krugova O te C, te je li dalje

X COX =16, X MCO =49,

je jednagba epicikloide jednostavne:

x = (r-}-p)cos §—pcos (B4 ¢)

y = (r—p)sin—psin(H4-9), &)
gdje medju 6 i ¢ valja, kao poznato, relacija
rf=p¢. ®,)

Pomotu ove relacije mogli bi i jednacbam (4,) dati sgodniji
oblik tim, da bi ili kut 6 ili kut ¢ izlucili. Nu obje jednacbe (4,)
mogli bi takodjer spojiti tim, da bi drugu jednacbu sa 1= V—1
pomnozili, te potlem sbrojili. Dobivamo ovako

x—+iy = @+pel? —pel 1),
ili OM = (r-t-g)el? — el (049), ©,)

Iz lika (20) sliedi, da je

oc = (r—}—p)eie, MC = pei@_l_cp),

$9
dakde je OM = OC—MC.

1 Kazemo krug C t. j. krug, kojega je srediste tocka C.
2 Gledaj: Bellavitis - Zahradnik. Methoda equipolenci, pg. 8L1.
Praha 1874.
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Jednatba (6,) izrazuje dobro poznatu vlastitost epicikloide —

odnosno hipocikloide — da svaku epicikloidu izvesti mozemo po-
moc¢u dvijuh razlitnih krugova, valjajuéih se po jednom te istom
¢vrstom krugu (lik 20). Razlika polumjera — za slu¢aj hipoci-
kloide sbroj polumjera — obijuh krugova, izvadjajuéih istu epici-

kloidu jednak je polumjeru &vrstoga kruga® (Fuler).

Povuéimo MC’||CO i OC’ || CM, biti ée €’ sredite drugoga
kruga izvadjajucega istu epicikloidu i C'B, polumjer istoga kruga.
Budu¢ da je polumjer C‘B; kruga C jednak sa OC, je OB’ jednako
razlici polumjera kruga C’ te kruga C. Budu¢ da je dalje arc
B,M = arc B, A, te isto tako arc BM = arc B‘A sliedi gore na-
vedena i ekvipolencijom OM = OC — MC izraZena vlastitost epici-
kloide. Sasma slitno se ima stvar za hipocikloidu.

Izrazimo li sad pomocu (5,) kut O sa kutom o, te stavimo li
4

=,
dobit ¢emo:
%(:m_m—l—_l cosm @ —cos (m—1)9
%:mi—l sin m ¢ — sin (m—-1) ¢. (10

Odgovarajuce jednagbe za hipocikloidu bi dobili ako bi u ove
jednacbe za p, m, ¢ pisali—p, —m, — o.

Za smjernicu tangente je:
dy ™
I8 (m ¢ §) )

mp =04 F=s, (8:)
§to nama daje poznatu konstrukeiju tangente epicikloide, (lik 19).
Spojimo naime M sa diraliftem B! krugova O te C, te tim je BIM
normala todke M, te BM je tangentom iste tocke, gdje je B diame-
tralna todka dlrahsta B' za krug C. U ostalom sliedi ova konstruk-
cija takodjer neposredno iz vlastitosti momentanog sredita rotacije.
Iz jednagbe (8,) sliedi:

dakle jest

_ 2a
P =om1’ (8,)

! Salmon - Fiedler : Hohere ebene Curven pg. 342, kao §to i hi-
storicku opazku ibid. pg. 464. br. 63.
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pa tim moZemo jednadbe (7;) pisati:

x__1n+1 2m 2m—|—2
o m 2m+1°‘_°°s2 41
y‘:}n+1 cos 2m . 2m—|—2
o m 2m-1 ~ 2m+1 9

Jednacbu tangente Te, kao pravea iduéega tockom M pod smje-
rom 2 dobivamo, pomnozimo li prvu jednacbu sa sinz te drugu sa
— cosz, te sbrojimo li. Dobit ¢emo ovako:

X sin o — COS oL — 0 - }n——tl 'n,_i__,, — 0
¥ gm1 0 (10y)

Sravnimo sad ovu jednatbu tangente epicikloide sa jednagbom
(3,), koja zna¢i tangentu krivulje dane sa jednacbom (2,) naime:

a na«
s=a,; (1 —cosna)=2a, sin? —5—

L)
gdje je o
Ry (10,)
upoznajemo namah, da sc podpuno slazu, stavimo li:
et
m (11,)
1
n= 2m-1"°

Iz ovih dvijuh jednacba sliedi sve, $to nama treba za opredjelbu
epicikloide, odnosno hipocikloide iz jednacbe (3,); jest naime:

_1—nm
m=-5 (12,)
Lo,
' 2
r = an.

Mozemo sada jedna¢be epicikloide dane kao zamotaljke tangenata
(3,) t. j. dane jednadbom
p = asin nx (13)
u koordinatah (p, %) odmah napisati u koordinatah istosmjernih’
naime

X = 1—2‘—11 a cos (1—n) & — 1En acos (1-4n) « (14,)
y = }:J__, asin (1—n) 2 — 1—2—11 a sin (1-}m) «,

! Pomoéu jednadaba (7,), (8,), (12,).
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ili ako bi iza%li od jednadbe

no
e 9 — L
s=a, (1 —cosna)=2a,sin 5

morali bi u jednadbe (14,) pisati.
a; n
T—n®’

A=
te bi nasli:

n n
X— TA—n) a, cos (1—n) & — 5 (i) a, cos (14n)

1+ . 15
y= fj(lli{{) ay sin (1—m) z — Qﬁ a, sin (1-4n) «. (15,)

Nu budué da je u sludaju epicikloide m velidina positivna, to je za
epicikloidu nuzdno n<C1, predpostavljaju¢ da je a>o. Ako bi
a <o bilo, moralo bi n biti negativno nu absolutno opet manji
nego je jedinica, 8to veé¢ jednacba (3,) pokazuje, budu¢ da je
sin(—n«) = — sinn 2.

Ako je n>>1, imamo hipocikloidu, koji sludaj bi neposredno iz
jednacba (7,) izvesti mogli, upotrebiv prije naznadene odgovarajuce
promjene.

Iz jednac¢be (13;) moZemo namah preéi na jednacbu krivulje u
koordinatah (u, ) pomo¢u jednache (9); dobivamo ovako

u__isinnog
T sina (16,)

Tim smo sve transformacije sa jednatbom (2,) na oblike 1, 2,
4, 10 razvili, te ¢éemo sad neke posebne sludaje u tablici navesti:

m n ime krivulje

Kardioida
Kaustika reflektiranih trakova svjetla, dopadaju-
¢ih istosmjerno na krug

—
(S

S

Pravac

Steiner-a hipocikloida
Asteroida

W= ull— |
o w 8

20. Medju vriednostmi za # dvie su, naime m =o, te m = o0,
za koje se ¢&ni, da nafe dedukcije nepostoje, s toga moramo se na
ova dva sludaja jo§ napose osvrnuti.

R. J. A. LXIV. 3
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I. m=o0. U ovom sluaju je r = o0, te &vrsti krug prielazi u pra-
vac, a epicikloida u obi¢nu cikloidu.! Geometrigki je stvar sasma uvid-
ljiva, proizlazi takodjer iz jednac¢ba (7,) pomoéju jednostavne limite ;
nu mi ¢éemo ovaj sludaj neposredno deducirati iz obéenitog slucaja.

Ako je m=o, je (11,) n=1, te

n§1 a,n .
a=[1_n2_00
nl1 nl1
— |l an oA
e 2 = |3+ 4

Polumjer &vrstoga kruga je dodufe bezkonadno velik, $to vec
jednac¢ba (12;) naime » = an neposredno pokazuje. U jednadba (7,)
pojavlja se u ovom slu¢aju neopredjeljenost, koja ima svoj uzrok
u tom, da ne moZemo sad togku (C;, — C,) izabrati za srediste
&vrstoga kruga te za izhodiste surednica, budué¢ da se &vrsti krug
raztavlja u dva pravea, od kojih jedan se nalazi u konadnosti, te
drugi je pravecem ubjeznim, naime spojnicom imaginarnih kruznih
tocaka u bezkonacénosti, te tim postaje polozaj sredita neopredje-
ljen. Ova geometricka dedukecija ima svoj uzrok i u samoj analizi.
Diferencialna linearna jednadba drugoga reda, koja nama obéenit
problem izrazuje, naime:

p’-Fp=ansinnz amwy)
neima u sludaju n =1 dopunjak integrala jednacbe prikracene u
obliku desne strane; imamo tim i ovdje iznimni slucaj. Obéenit
integral ove jednacbe je

p=C,sinz—4C, cosz—+ 1~»‘ilt';2 sinna, (18,)

te pisemo li O e (i 2D

B T
biti ¢e integral

. N a,n . .
p = Clsin 2 C, cosz - 1>:1——]—1——2 (sinnz — sin «) (19,)

u ovom obliku sasma opredjeljen® i za sludaj n =1, jerbo je:

i sin nz—sin % %COS %
m{— = - —
1—n? 2

n=1

1 Mogli bi ovdje uzeti r=konadan, p==o0, ali ovo nama samo kaZe,
da se valjajuéi krug reducira na tocku, opisujuéi évrsti krug, Sto ta-
kodjer iz jednaéba (4,) namah sliedi.

2 Ako bi u (18,) stavili n=1-—r¢, razvili sin (2—=e2), te poslje trans-
formacije sin ez, te cosex izrazili redovi, dobili za lim ¢ = o isti resultat.
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Jest dakle obéenit integral jednadbe diferencialne (17,) za n=1:
p = Clsina-4C, cosa — 22‘— %COoS %

jednadbom krivulje u koordinatah (p, «). Jednatbe ove krivulje
u surednicah istosmjernih (4) jesu

x=C‘—32—lcos2oc
y=CZ--|—22T1 (22—sin 2 a).

Konstante integracije opredielit ¢emo sad tim, da uzmemo tan-
gentu odgovarajuéu kutu « = o za os X, te diralite njezino za izho-
di§te koordinata. Biti ¢e dakle

a
01_72}77 02_.07
pa tim je:

x:%’— (1 —cos22)

y:%(?z——sin?m),
ili pifemo li 2a=¢:

x:%L (1—cos 9)

a 2 5
y=-4 (p—sing),

§to je jednadba obi¢ne cikloide, koju opisuje tocka M valjajucega

kruga sa polumjerom %’— po desnoj strani osi Y. U pocetnom po-
lozaju sudara se tocka M (lik 21.) sa diralistem kruga sa osi Y,
izhodistem to koordinata.®

1 Ovaj resultat bi dobili i transformacijom koordinata p, « (&l 15).
Wa A\
)

za novo izhodifte, biti ée po transformaciji (sravnjaj lik 8 sa likom 21):

5 0 T v ¥
Okrenemo li naime os X za kut il te uzmemo li todku

— a’l 1
p=-, asinx
Sravnimo li ovo sa resultatom ¢l. 12. III., naéi éemo, da je
i)
4
gdje prema ovomu ¢lanku znaéi @ polumjer valjajuéega kruga.

a =
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II. Drugi sludaj je za m = o0 t. j. za n=o0. Ovdje' je p = oo,
r=a’ t. j. totka praveca valjajucega po krugu opisuje sad nasu
krivulju, koja je dakle evolventom kruga.?

Ovo proizlazi takodjer iz jednacdba (7,), gdje trebamo samo pisati

(5,) mr za ¢ te S T obaviti potle jednostavnu limitu za

m = oc. Nu mogli bi isto postignuti krace, ako bi izasli od jed-
nacbe (10,), naime:
_, 2m--1

o
— sin 5—
" om 2m-1

Predjemo li na limitu, dobit ¢emo:

—r (2m-+ 1) sin Qiﬁ:L’].

p =lim.r (2m—-1) sin ; a’e«. za lim m=oe

Y —
2m-+1
§to je jednagba evolvente kruga o polumjeru » = a’ uzev srediste
&vrstoga kruga za izhodiste koordinata.

21. Upoznali smo, da jednache
p—asinna«
asin n«
= —
sina
s=a, (1 —cosna)
znadi jednu te istu epicikloidu, gdje radunamo luk od diralista tan-
gente odgovarajuée ka =0, koju tangentu smo za os X bili uzeli.

Medju @ te @, postoji kao poznato relacija

na,
A=
te obzirom na jednatbe (11,) te (12,) ¢l. 19. sliedi:
1—mn? 1+4n
ag=——a= . 20=4(m-4+1)p,
pa tim je radi 0
m:;,
4(r
— ;\“P) "
te 1
n—/

m
2m4+1 — r2¢

1 Ako bi uzeli p = konadan, r=o, reducirao bi se temeljni krug

na svoje srediite, na koju totku bi i epicikloida sama presla, Sto ta-

kodjer iz jednatha (4,) proizlazi.
? Gledaj ¢l. 12, IL
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Tim mozemo jednacbu
s=a, (I—cosnz)
pisati u obliku:

s=&j_o‘o(l%cos I’*li‘?P o')

Primjetba. Ako bi uzeli neku drugu toku na primjer A, za po-
cetak luka mjesto tocke A, , bilo bi:
arc A\ M = arc A, M — arc A A,.
Jeli sad tocka A, razpoloviste jedne grane epicikloide, t. j. desti
luka epicikloide omedjenoga dvima povratidti, biti ce

arc Ag A, = a, (l—cosn%) —

te arc A;M = —a, cosn «.
Okrenemo li sad &vrstu os za kut ¢ :2— ,
n
biti! ée:
. 4(r-+po)p. . r
s—=arcA,M=a,sinnz= 4@tpp. sin ——— 2.
r r2p

Kako se ovom transformacijom koordinate # te p mienjaju, bilo
je veé¢ prije obéenito pokazano.

Za hipocikloidu bi dobili, uzev tangentu odgovavajuéu ka = =o
za C¢vrstu os:
A — ,
=200 e SR,
r r—2p

te ako bi opet razpoloviste jedne grane hipocikloide uzeli za po-
detak luka, imali bi za jednac¢bu hipocikloide

_4@—op)po . 1
= sin_— 2§ .
Tako je za
s —3 (1 — cos ?)
4(tp)o _, r _ 1
r 43 T 2

1 U spomenutoj razpravi razvija Whewel geometricki navedenu
jednacbu za epicikloidu, oslanjajuci se na konstrukeiju epicikloide po
Newtonu [Princip. B. IV. sect. 10. Prop. 49]. Kut « zove Whewel
kutom deflekcije kao Sto i deviacijom.
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dakle je o= ; ,r=1, m= ‘1

Ovo isto bi dakako dobili iz jednacba (11,), (12,) ¢lanka 19.
22. Rektifikacija krivulja danih jednacbom
s = { ()

je neposredno dana: Racunamo li naime luk od diralista M, tan-
gente Teo do diralista M tangente Te«, naéi ¢emo za duljinu luka

MM =1 (x) — 4 (2).
Da navedemo jedan primjer, je za epicikloidn
s=a, (1 —cosna).

Duljina jedne grane je od o =0 do ©=2=% dakle obzirom! na
J J o] . T

% od 2=o0 do «= E Ozna¢imo li sa S duljinu jedne grane, je
B=2a,.
Usljed jednadba (10" te (11,) ¢lanka 19. je takodjer
g 20=m)

S “a=28 (m+1) g,
ako je epicikloida dana ili jednagbom (3) ili pomoéu jednasba (7,)
istog ¢&lanka.

23. Na temelju relacija ¢lanka 19. mozemo mimogredee i doka-
zati vlastitost epicikloide, koja potide od Chasles-a, da svaki pre-
mjer MM’ valjajuéega se kruga C po krugu O omotava epicikloidu.?

Surednice srediita C jesu naime :

Y___m—|—-1 m-1

m ‘OCOSm"P, y:fﬁfpslnm"o,

pa tim je jednacdba premjera MDM:

m-H1
m

x y :
m—1

cos m@-—cos (m—1)0 o sinmg—sin(m—+1)¢ 1 —
m—-1 m-H1
m

——-—cosm —>— sin m ¢ 1
¢ T P

' Gledaj ¢l. 19 jednacbe 8 te 11,

* Gledaj J. Vanedek-K¥ive ¢ary rovinmé i prostorové. Jidin 1881,
pg. 54. Vlastitosti epicikloide, koje . Fowuret uw , Nouvelles annalles
des math. T. 19 p. 63. navadja, osobito pg. 66, lahko se namah do-
kazn ovdje navedenim nadinom.
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Odbijemo li tre¢i red od drugoga, te p struki treéi red od prvoga,
dobit éemo nov determinant, koji se reducn‘a na

| m—1 mt1 5
X — ocosmy y———p¢sinmo |
m m =i}
cos (m—+41) ¢ sin (m+1) ¢

Razvijemo li taj determinant, dobit é¢emo:

xsin (m—-1) ¢ —y cos (m-1) p — mi-l osin g =o.

Nu budué da je (lik 22)
(m+1) =04 5=12

m -1 %

e sin R

Iz oblika ove jednacbe zakl]ucu]emo, da je zamotaljka premjera
MM opet epicikloida, imajuéi isti évrsti krug, nu polumjer valja-
Jucega kruga o, je pol od polumjera p valjajucega kruga za danu
epicikloidu. Relacija p = 2¢, sliedi i neposredno! geometricki. Di-
raliste B krugova O te C je momentano srediste rotacije, dakle
ide ovom tockom normala divalifta tangente MM/, pa tim je oko-
mica B'E iz to¢ke B’ na MM' normalom dirali§ta te noziste E ove
okomice diralistem tangente MM'. Valjajuéi krug €' dotica se dakle
u to¢ki B’ ¢vrstoga kruga O, te ide noziftem E, pa tim ide sredi-
Stem C (lik 22). Premjer valjajucega kruga (‘ za epicikloidu E
naime 2p, =B’C jednak je polumjeru p=DMC kruga C za epici-
kloidu M, t. j. p=2p,. :

24. Od jednacbe krivulje s = U(2), predjemo na oblik (10), po-
mocu jednadbe (25) naime

dobivamo :

X sin % —y cos % —

ds — d(tsin x)
sina
Jest dakle
d (tsina) __ iy
sinx d_ = (),

pa tim je v
tsinae = C 4+ ’ ¢/(=) sinzda.

1 Gleda] Mannheim : Cours de géométrie descriptive, Paris 1880,
pg. 167.
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Nu jedna¢ba (13) nam daje

sine

da,

dakle je
*C— [¥(x)sin ada ]
. %

sin 2o

Radunamo li krivulju od diralita tangente odgovarajuce ka z=o,
koju tangentu za os X uzmimo, biti ée

* [ sinadl(=)
u =. I nta do. (35)

(0]

Jest na primjer s = §asin’x jednadba asteroide; izvedemo li
za Y(x) = §asin’x integraciju, dobit ¢emo:
' u=-—acosx

kao jednachu asteroide u surednicah tangencialnih w, =, (¢l. 12, I.).

Polumjer krivosti.

95. Za elemenat luka nadli smo

ds= % (p+p*)da,
gdje smo i dvostruki proznak bili raztumacili.! Budu¢ da je d«
kut dvijuh susjednih tangenata, sliedi za polumjer® krivosti R dira-
lista tangente (p, ).

idésr =p+p'=u'sinat2u cosz  (36)

Jest dakle polumjer krivosti R tocke M funkcijom kuta, $to ga
¢ini tangenta iste tocke sa osi X, naime
R=19 (TeX) =9 (2).
! Kafnje ¢emo se jo§ poblize na taj proznak svratiti, za sada budi
ovdje jos jedanputa primjeceno, da je ovisan taj proznak o izboru po-
sitivnog smjera normale pridruZere ka tangenti istosmjerne sa osi X.

® Poznata to relacija za polumjer krivosti; oznadimo li provodnicu
diralista tangente To sa r, je
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B =0(z) je jednaibom krivulje.

26. Ova je relacija za krivulju karakteristicka t. j. opredjeljuje
krivulju podpuno, te bi mogli sa ovom jednagbom jednako postu-
pati, kao §to smo bili sa jednadbom

s=1¢ (%)
uéinili. Prielaz na koordinate (p, =) postignemo integracijom dife-
rencialne jednadbe (36), koja se slaze sa jednacbom 31 &l. 17, tre-
bamo samo u tom é&lanku kao %to i u sliedecem pisati R za ¢/ ().
Biti ¢e dakle
p=C, sina+ C, cosz—++D

D:sinijcosacdoc—cosocszino:doc
y—yoz’Rcos*f.dz

L]
X — Xo =JRsinxd7..
e

Sto smo za dopunjak u ¢lanku 17. bili naveli, dakako i ovdje
doslovee valja, te priclaz na jednacbu (30) postignemo jednostav-
nom integracijom. Jest naime

%
= J Rdx.
cao

Obratno iz jedna¢be krivulje s=1{ (%) bi doili do jednagbe
B = ¢ (2) jednostavnom derivacijom.

Je li dana krivulja, sa jednathom u istosmjernih koordinatah

naime:

y =1 (),
na¢i ¢emo jednacbu ove krivulje u obliku R=1¢(2) na sliededi
nadin:' Stavimo

d
T=fx)=tgs,

! Gledaj: Todhunter- Battaglini: Trattato sul calcolo integrale III.
izdanje. Napoli 1880, pg. 109. Todhunter rabi po Whewellu (1. e.

d
pg. 667) %: cot . Suvislost ¢ sa o je oéita. Razvijajuéi teoriju

krivulja u koordinatah (p, o) te (u, «) dosljedno smo i ovdje pridrzali
kut «.
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odatle sliedi x=F (tg7);
- o

osim toga je, dx dx __ F(tg %)
—— = COoS %, - el
ds d« cos®x ’
pa tim je s " (tg
. ds F(tge) __ o (). 37

T dz T cos’x
Integracijom bi dobili jednacbu krivulje oblika s = ().

Na primjer za
primj y? = 2ax

U ytgr =a,
dakle a
N ==
2tg?a’
i
pa tim je R— a
- sind2

27. Prielaz iz jednache krivulje
R=09(%)
na jednatbu u surednicah tangencialnih u, 2 dan je diferencial-
nom jednachom 24 ¢l. 13, u koju trebamo samo staviti

P

S

sin %’

da dobijemo diferencialnu jednacbu (36). Razdielimo li integral

transformirane jednacbe sa sinz, dobit ¢emo trazenu jednacbu kri-
vulje u surednicah (i, ).

o e o . o e t

28. Ovdje biti ¢e sgodno geometricki protumaditi derivaciju P

Budu¢ da je (¢l. 6 jedn. 12)

R=%+cosx.u’= % -+ AB. cos 7,
je lik (3):
At = R— AB. cosz=MS—MB = BS.
da
U sluéaju da je dt

— =0

: da ’

ide okomica podignuta u presjecidtu tangente sa ¢vrstom osi, kroz
srediste krivosti diralista iste tangente.

1 Sravnjaj ¢l. 13. V.
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Za krivulju ove vlastitosti, da je duljina tangente u svakoj
tocki stalna, t. j. AM =a, okomica u presjeciitu kojegod tangente
sa &vrstom osi podignuta ide kroz srediste krivosti odgovarajuce
tangente.

Za tu krivulju bi nagli

74
4 ltg =
u=a | — =altg -
) sinz g 9
%o

uzev kao izhodiite koordinata, presjeciste &vrste osi sa tangentom
na nju okomitom.

Jednac¢ba intrinsic biti ce
s=alsina,

radunajué luk od diraliita tangente na ¢vrstu os okomite, te polu-
mjer krivosti je
R=acot

koje relacije nama naznadenu krivulju dovoljno karakteriziraju.

29. Iz relacije
.
do

upoznajemo namah, da bi mogli krivulju danu sa jedna¢bom

R

=4 ()
konstruirati priblizno pomoc¢u poligona.! Raste li broj stranica,
umanjuju se stranice toga poligona te krivulju samu smatrati mo-
zemo kao medju ka kojoj se takav poligon priblizava raste li broj
njegovih stranica u bezkonaéno.

30. Nece biti od mjesta, ako neki primjer na ¢lanak 25 navedemo.

I. Koju krivulju karakterizira jednac¢ba

1 Sravnaj ¢l. 17, te gledaj razpravu dr. W. Whewela 1. c. Pisac
zove tamo jednacbu s = ‘x) zato intrinsic equation, budué da jesu
dnljina luka s te deviacija « tangente od podetnog polozaja naravne
clemente krivulje. Konstrukeija mnogih krivulja raznolikih je tamo
izvedena.
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Ragunamo li ova krivulju od diralifta tangente istosmjerne sa

osi X, je
K7
s = dez:atgx,

koja krivulja, kako je ve¢ iz mekanike® poznato, znaéi veriZnicu.

Istosmjerne koordinate ove krivulje jesu

d= T %
i*f = al tg (ZL’ + 2) —=awm

*sinada a ’
y—Yo=a —= —aCho.
.J cosx COS %

Konstante x,, v, opredjelimo tim, da uzmemo toéku (o, a) za dira-
liste tangente istosmjerne sa osi X. U ovom sludaju je xo=y,=o, te
T, &
x:a(o:alt'(" )
gy T3

a

y=aCho =——
Ccos%

su jednacbe veriznice. Eliminacijom pomoéne promjenljivice o od-

nosno « sliedi:

y:aChE:%(eZ—{—e;)7

§to je poznata jednacha® veriznice.
Projekcija ordinate na normalu je
MQ =y cos z=a,
t. j. projekeija ordinate na normalu je stalne duljine. Ako bi dakle

nad ordinatom opisali krug, daje nama tetiva
MQ=M,0=a
nanesena u krug od tocke M na ovu stranu, koja se slaze sa ab-
cisom, smjer normale totke M, te PQ je smjer tangente (lik 23).
Za duljinu normale CM sliedi iz pravokutnoga trokuta MPC

MP2 = QM.CM,

1 Gledaj: Resal: Traité de mecanique general, 1. dio pg. 311.
Paris. Gauthier-Villars 1873. Sravnaj Magnus Samlung von Aufgaben

Berlin 1833. pg. 637.
2 Gledaj: Dr. S. Giinther: Die Lehre von den gewonlichen und
verallgemeinerten Ibyperbelfunktionen. Halle 1881. pg. 113. pg. 250.
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dakle je:.
2 a

CM = y—:-ﬁzR
a cos?a

Duljina normale jednaka je polumjeru krivosti za ovu krivulju.

IT. Kao drugi primjer budi krivulja dana jednadbom
R=ac" (1
Dopunjak integrala diferencialne jednac¢be linearne drugoga reda
(36) je istoga oblika, kao 8to je R, pa s toga sliedi, da je odgovara-
juca krivulja logaritmicka spirala. Ve¢ dvojim putem! smo se ba-
vili sa ovom krivuljom, te ¢emo ovdje jo§ na drugi nadin postignuti

* ke
X—Xo=afle cosada

* ka | @Y
Y — Yo :a[e sinoda.

.

resultat. Jest naime:

Integriramo li djelomi¢no, dobit ¢emo sa obzirom na iste jednadhbe :
x—xo—l—k(y——yo)=aekasin<x
k (X — Xo) — (¥ — yo) = a 6 %cos . (31)

Izaberemo li pravac
(x =) +k(y—y) =0

za os £, te za os n mnovoga pravokutnoga sustava pravac dani

sa jedna¢bom
k(x—=x)—(F—yo)=o,

biti ¢e surednice totke (zy) krivulje u novom sustavu koordinati :

n P 14k? = a e5%in

EV 14k® = a e%os «. 4)
Diobom tih jedna¢ba sliedi:
1= tg o
¢ ’ ®)
te sbrojitbom kvadrata gornjih jednac¢ba dobivamo :
a e2koc
g2
=1
ili kako se

1 Gledaj ¢l. 12. VI, ¢l. 19. II. Logaritmiéku spiralu,
i CeSée zove exponencialna ili ekviangularna, izumio je Descartes.
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koju jedna¢bu i obzirom na (5°) pisati mozemo:

a? 2karctg ﬁc

Bopat= e e ®)

§to je jednagba logaritmitke spirale u koordinatih pravokutnih.
Predjemo li na polarne surednice r, f, rabeé
a

H— a,eke (7

§to se sa rezultatom ¢&l. 12, VI. posve slaze.

dobit ¢emo

Primjetba. Mogli bi i jednacbe (3‘) sbrojiti, posto smo bili drugu
sa i=] —1 pomnozili, &im bi nasli:

X — X, +(y

Stavimo li

Vi (o a Gt
i=ale da= e .
Yo .1 kH

a a 6/Bi
—F=a. e
ki Y

a
CEyipe k

Uzmemo li (X0, yo) za pol polarnih surednica, kojih je os isto-
smjerna sa os X, te oznadimo li sa #, o polarne koordinate tocke
(x y), biti ce: . _

re=a, & ol Y
dakle je:

, ekrt ( 89

o=z
Izludimo li « iz zadnjih dvijuh jednacba, biti ée

r=a, &P )

jednacbom logaritmicke spirale. Okrenemo li polarnu os za kut

t. j. uzmemo li os £ za polarnu os (sliedi iz jednagbe osi £), &to
postignemo, ako stavimo

1 —:
te

o—=0, (109
kf
e

dobit ¢emo

r—aa
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za jednatbu logaritmicke spirale kao prije. Sravnimo li jednacbu
(8%) sa (10) sliedi da je:
) =a.
Da je (—f) stalni kut, koji satvara tangenta sa provodnicom,
vidi se ve¢ iz lika (14) nu sliedi i namah putem rauna; budué da je

tg V= ll_) =11; ’
V=9

31. U c¢lanku 12. nasli smo jednacbu krivulje iz dane relacije
medju tangentom, subtagentom itd. Sliéno bi mogli sad iz rela-
cije izmedju polumjera krivosti sa spomenutimi duljinami odgova-
rajucu krivulju naéi. Doé¢i ¢emo ovako na diferencialnu jednaébu
drugog reda u koordinatah (p, «) ili (u, %), te integral iste jednacbe
riesi zadacu kao kod koordinata istosmjernih.

Navesti ¢u dva primjera, kojih je rjefitha u istosmjernih koor-
dinatah poznata iz udevnih knjiga, da se moZe postupak sravniti.

te tim

L. Ima se naci krivulja, kojoj je polumjer krivosti dana funkeija
provoduice.

Ozna¢imo li provodnicu tocke krivulje sa r, biti ¢e

R=F (v),

p+p=F (J p?Ip.

Rabimo li sad identitet

dakle je

e
pr= dp
moZzemo gornju jednacbu pisati
p’dp’+pdp

dp= ————
TR
=1V
* zdz
P—0= [5G
Sto je diferencialna jednadba prvoga reda naime
P (p,p) =o.

Integracijom bi dobili jedna¢hu trazene krivulje u tangencialnih
koordinatah (p, «).

Stavimo i sad

biti ce
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Mogli bi doduse rabiti' i relaciju spomenutu u ¢lanku 25. naime

R=%. Integracijom bi dobili

* rdr )
pP= jm+0=f(l‘)—!—0
koja jednacba je opet diferencialna jednadba prvoga reda,
< (p,p)=o,
budu¢ da je 1'=V};"721{—T27.
U posebnom sludaju, ako bi bilo
F(r)=1r,

je
2p—O=Vp”+p* 19
Za %<1 dobivamo, pisué
_ 1—n?
n= Vl—)xg, a= n2 C

n (%—a,) == arc sin ( §—|— 1 ) A
gdje smo sa %, oznadili konstantu integracije; dakle je
p=———a—l—§l\ sinn (e —a);
trazena krivulja je dakle krivulja® istosmjerna sa krivuljom
p———?—\ sinn(x—,),

koja je epicikloidom odnosno hipocikloidom te je algebraidka tada,
je i broj n sumjeriv.

1 Tisserand u svojem Recueil sur 1’ exercices sur le calcul infinite-

simal pg. 293 rabi takodjer ovu relaciju R = l—r, nu poslje prve in-
dp r2df

tegracije prielazi na polarne surednice tim da stavi p—= ., - ————

gracije p )¢ p Vire rean

Ovdje navedeni posebni primjer potanko promatra Tisserand, ali ipak
nedolazi sgodno do prave naravi krivulja tog primjera. Za taj primjer
sravnaj: Serret: Cacul integral Paris 1868. pg. 501.

? Radi toga, budué da polumjeri krivosti obijuh krivulja se razli-

kuju za stalnu velidéinu —a. Kasnje ¢emo se baviti poblize sa krivu-
ljami istosmjernimi.
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Ako bi  bilo A==1, je integral diferencialne jednacbe (1) rieSen po p:

8

te znadi krivulju istosmjernu sa evolventom evolvente kruga.

U sludaju 2>1, je integralna jednacba
p=a- ;L—\ Coshn (x—x,),

gdje smo opet slavili

; 14n?
n=V7\2——1, a=~_r|:., C.

II. Ima se naéi krivulja, kojoj je polumjer krivosti omjeran so
n-tom uzmodi normale.

Za duljinu normale CM nasli smo (jednacbe 13 te 19)
te budu¢ da za polumjer krivosti mozemo usljed jednadbe 25. pisat;
__ d(tsina)
k= sined o’

zrazuje zadacdu sliedeca diferencialna jednacba

d (t sin o) i
——— =2t 1
sinec d o ( tgot)’ (&)
gdje je A faktor omjernosti. Diferencialnu jedna¢bu (1Y) moZemo
pisati d(tsina) _ sinzda @
(tsine)* — © cos™x :
iz koje sliedi integracijom
1—n 1--n
(tsinz) = (' — Xcosz ,
pa tim je
1 »
i 1—n 1—n
tsinae = (C—2Acos 2 ) = u’sin’a.

Opetovnom integracijom dobivamo
1

A 1—n 1—n
(C—Acosa)q,
sin %
kao trazena jednadbu krivulje. Konstantu integracije C, bi mogli
staviti jednaku mnidtici, budué¢ da upliva samo na izbor izhodista
na osi. Mienja li se C,, mide sc samo krivulja u smislu &vrste osi.
R. J. A. LXIV. 4

u—C, = 1
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Za n =3 biti ¢e, pifemo li radi kratkoce
V Ceos?e — % = A

fein g — 08 %
sinx = ——,
*cosadx A ,
=[S =~ s ©)
n :
P=— @)
_ d(tsin) X A 5)
T sinada | A} (c—N)%3 {8
Predjemo li pomocu jednacba (11) na istosmjerne surednice, biti ée
__ Asin«
*= e—na
Cos
Y= A

Eliminirajmo iz tih dvijuh jednacba veliinu «, $to obavimo
C_)\
tim, da pomnoZimo prvu jednatbhu sa V ¢—), drugu sa Vo
potlem podignemo obje jednadbe na drugu uzmnoZ te sbrojimo.
Naéi éemo ovako

l__X l2 y 2
el A ) =1
=] v
Trazena krivulja je dakle elipsa za negativan %, te hiperbola za
positivan X. Ovo je i tim jasno, budué¢ da za sludaj elipse ima CM

obratan smjer positivne normale, jest dakle normala CM negativna,
obratno je za hiperbolu positivna.

Ak%bi oznadili

Ve 1
% Y Ve
je
— S i)
—(C—)\):i a?b
pa tim je: e
T

koji je resultat iz geometrije dobro poznat.
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Jesu dakle jednacbe (3'), (4’) jednagbe elipse odnosno hiperbole
<o
= o

u surednicah tangencialnih (v ), (p, %) prema tomu je li A

Ako bi bio n=1, imamo:

d (tsino)
CUHLE) e
tsin o igid
pa tim je
tsino = _a
~ cosia’

gdje znadi @ konstantu integracije; dakle je

ul = a
™ sin2x costx ’
te ° d=
u=a |G
,J sin % cosho
Da dobivamo za »= -+ 1 veriZnicu, za * = — 1, krug,
A=+ 2, parabolu, te za %= —2 obiénu cikloidu, sliedi iz
integracije.

Povratista krivulje.

32. Znademo, da za =, koje zadovoljava uvjetu
ds

R=o0ili ——=o,

d=

imamo povratiite prve vrsti, te da luk dobiva vriednost maximalnu
Uzmimo na primjer krivulju

s:a(l——cosg—)- i

Luk raste podam od z==o0 do z, koje dobivamo iz jednacbe

,_ B O

§'= 4 sin 5 =0,
dakle do x=2m t. j. od tocke A do totke A, (lik 24) u kojoj grana
svrdi, te podima druga grana, koja sasma jednako, samo obratno
ide preko tocku A, do A,, gdje ta grana krivulje opet svrsi. U
todki A, se svrii positivna grana, s nabude u toj todki maximum,
te izadjemo li iz tocke A, sa z=2w do¢i ¢emo do totke A, za
x=4m, gdje svrii negativna grana A;A;A, sa svojim minimum.

Ako bi uzeli to¢ku A,, u kojoj svrii luk za 7.=g, t. j. raz-

poloviste grane A, A, za podetak luka, te okrenuli &vrstu os za
*
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kut = u positivnom smislu, dobili bi (¢l. 21. primjetba) za jednasbu
iste krivulje
§ ==a sin ; .
U ovom sludaju je
de 227
za x=m te za x=37 t. j. od =10 podam, naime od tocke A,
raste luk do == gdje svrii grana u tocki A, (lik 24), dalje
tede krivulja od a == do =2 gdje je s = 0. Negativno raste
luk dalje do A, za 2=37, gdje ima krivulja drugo povratiste,
te se povraca do totke A, za « =4 .

Da je ta krivulja epicikloida za m — 1

97 netrebamo ovdje po-

blize spominati.

Jo§ ¢emo sad na jednu okolnost uputiti, uzev asteroidu kao
primjer, koju smo bili prije poblize promatrali. Jednatba asteroide
glasi 3 3
§= asin%:—f« (1—rcos 2a).

2

Sad imamo
ds 3a

=R= —sin2x=0

dx 2
74 of.:li;, gdje znadi k cio broj. Luk krivulje (lik 24) raste

od totke A, gdje je z =10 do tocke A,, gdje je a = u toj

T
9
tocki A; se svrdi jedna grana te zapoc¢ima druga. Tocka Aj je
povratiste krivulje. Od 7:2 podam je luk negativan do « =,
gdje ova negativha grana svrsi u todki A; sa svojim minimum,
budu¢ da je
3. /n%‘lc s22=-+13a
dlz—/ aa Cco L = .
Tocka A, je dakle drugo povratiite krivulje. Sliedimo li dalje kri-
vulju, dakle novu granu njezinu sad positivnu, poéimajuéi u todki A;,
. 3w G & . - "
dodjemo do A, sa *= 5, gdje je trete povratiite krivulje;
dalnji luk je opet negativan, te sa =27 povracamo se do po-

cetne tocke A, gdje je dakle &detvrto povratiste krivulje. Asteroida
ima dakle detiri povratista. Ako bi radunali opet luk od todke A,,
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diralita to tangente odgovarajude ka o= g, te okrenuli &vrstu

T a3 s .
08 za 1, bila bi jednadba asteroide
3a .

§== ", sin 2 a.

Toska A, je opet razpoloviste luka A A;. Sa tom jednadbom
bi mogli jednako postupati kao prije, te bi nasli ista povratista.
Smjer tangente u povratidtu sliedi iz:

R=g§ =p“’+p=u“sinz-42u' cosx=o,

¢im ujedno vidimo, kako bi ovo promatranje na tangencialne koor-
dinate potegnuti mogli.
Sad si mozemo dobro protumaditi, kako to dodje, da je

ds
d7=R=‘P(“)

za neke vriednosti za « positivan te za neke vriednosti negativan,
t. j. je Li prirast luka odgovarajuéi prirastu positivnomu dz nega-
tivan, je polumjer krivosti negativan. Nu ovo ima dobar svoj
razlog u tom, da, je li positivan smjer &vrste osi od desna na
lievo, te okomit smjer gore positivan, a okret od positivne osi X
prema positivnoj osi Y, to lezi uvjek u sludaju, da je ds negativan,
polumjer krivosti na negativnoj festi normale. Tako je lik (25)
u drugom te é&etvrtom kvadrantu, naime A;A; te A;A,, prirast
luka negativan te polumjer krivosti nalazi se u izdubljenoj desti
t. j. smjer polumjera krivosti MS u nekoj toc¢ki tih kvadranta ima
obratan smjer normale ili kratko leZi u negativnoj desti' normale.

Sad ¢e biti 1 jasno zasto je kod parabole dane jednasbom (¢l

12, 1IV) 2 cos
P= 2 sin«
polumjer krivosti
&
e

za sve tocke parabole negativan, budué¢ da smo uzeli smjer osi para-
bole za smjer &vrste osi te pravac okomit u smislu positivne osi Y
za odgovarajuéi positivan smjer normale, te prihvatili, da tocka M

1 Mozemo naime onaj dio normale od noziSta M u positivnhom smjeru
kao positivan, te od uozZista u obrainom smjeru uzet kao negativan oznaditi.
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opisuje parabolu u smislu MOK. Tim ide positivan smjer koje
god tocke u izboditu stranu parabole, pa tim je R negativno. Kad
bi pisali a
sin %«

imali bi istu parabolu samo okrenutu za 180° i bio bi tada R za
svaku tocku parabole positivan.

Opredjelba krivalja pomocu relacija, koje sliede iz mavedenih
oblika jednacaba krivulje.
33. Upoznali smo, da sliedede jednacbe:
p=f(z), uw=F(),
s=U(x), R=g()
1 to svaka napose krivulju posvema opredjeljuje. Iz ovih jednadaba
mogli bi eliminacijom kuta o izvesti Sest sliedeé¢ih relacija:
P, (p, W)y=o, P, (p, s)=o, b, (p, R)=o,
W, (w, 5)=o0, ', (u, R) = o, Wy (5, R)=o,
od kojih bi obratno mogli preéi na prijasnje jednacbe, kad bi kri-
vulja bila dana sa jednacbom u jednom od tih oblika.
I. Ako je dana krivulja relacijom
(I)l (p) ll) == 07
je njezina jednadba u tangencialnih surednicah (p, =)
@, (usine, u) = o
te u surednicah tangencialnih (p, «)

‘171(1), SiIrl)O(. ): o

Kad bi na primjer dana bila krivulja sa relacijom

p- m=a,
kojoj je geometricka tumacba o¢ita, imali bi

A R D
sina—1 2 sinz(z—;)

Transformacije na druge tri oblike jesu u prediduéih &lancih
obavljene.

Il. Ako je dana krivulja relacijom

(1)2 (p7 S) = 07



ot
S

O KRIVULJAH U RAVNINI.

rie¥imo ju prije po s, naime
s=1, (p),
napokon derivujemo, $to nama daje
P'+p=14%" @
Integral ove diferencialne jednacbe riefi nama nafu zadacu.
III. Sluéaj
¢ (p, R)=0o

se od prija¥njega ne razlikuje, jerbo obzirom na vriednost od R
mozemo pisati

% (p p)=o.
Kad bi imali na primjer
R = ap,
dobili bi
p”* — (a—1) p=o,
dakle je

i e“\f;—:i_y_ C, 'ezy =l

Krivulja ovom jednatbom izrazena ima tu liepu vlastitost, da je
njezina evoluta' opet krivulja iste vrsti. Je li jedna konstanta in-
tegracije jednaka nistici, te ¢>>1, imamo logaritmicku spiralu. Ako
je a<1, moZemo pisuc

C, = Csinp, C, = Ccosp
svesti integral na oblik
p = Csin(p—=Va—1)

Vidimo, da u ovom slu¢aju imamo posla sa epi — odnosno hi-
pocikloidami, te za « = 1 imademo pravac.

IV. Kad bi imali danu krivulju sa relacijom

W, (u. s)=o,
dobit ¢emo najprije rjeSitbom
. s =Y (W
te derivacijom '
u” sinx 42u’ cosx = ;' (u).
Integral ove diferencialne jednatbe daje rjesitbu zadace.
V. Sli¢no, kad bi bilo dano
W, (w, R) =o,

koja relacija razvijena vodi do prijagne diferencialne jednacbe.

1 O postupnih evolutah, biti ée govor u drugom dielu ove razprave.
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VL. Kad bi konatno bila dana krivulja relacijom izmedju lu-

kom te polumjerom krivosti, dakle sa

W 5, R) = 9,
mogli bi ovu jednaébu pisati:

ds

‘FS ( s, d‘a ) = 0,
te integracijom bi dobili namah

¢ (s, % C) =o.

Tim je ova zadaéa svedena na nama ve¢ poznatu zadaéu. Opre-
djelba p = f(«) t. j. prielaz na tangencialne koordinate p, % iz
zadnje jednacbe ovisan je, kao &to smo bili prije vidjeli o integra-
ciji linearne diferencialne jednagbe drugoga reda, dim opet dvie
nove konstante integracije ulaze, tako da ée obéenit integral izra-
zujué nama p = f(«) obuhvadati tri konstante integracije.

Za ovaj sludaj ¢emo navesti nekoliko primjera.

«) Zadano li

Rts=a,
je
%i s =a,
dakle je:
doa = .d_s ,
aF s
a tim je
P J a—a = F l(aFs)

Pigemo li b=eT%: prema tomu li smo u danoj jednacbi gornji
ili dolnji proznak uzeli, je

aFs=het*=R.
Krivulja izraZena gore navedenom relacijom je dakle logarit-
micka® spirala.
Obje logaritmi¢ke spirale za proznak - te proznak — presje-
caju se ortogonalno jedna drugu.
¥) Sligno opredjeljuje relacija

R=ns
opet logaritmi¢ku spiralu.

1 Gledaj ¢l. 28, II.
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¥) Dana 1li krivulja relacijom
R2}s?=a?,
je |
R=2—yag
da
Integracijom sliedi:
% — a, = arcsin —
a
ili
- s = asin (e—).
Dana relacija opredjeljuje dakle obiénu? cikloidu.

3) Ako bi izasli od relacije

RZ S2

Ty =0
je:

d / s?

integracijom dobivamo :

e b s
o—a‘ ‘Vl_s_z— a ar S b,

dakle je
$ = a cos % (2 —ay),

gdje je %, kao 8to u prijainjem sludaju konstanta integracije. Iz
zadnje jednadbe upoznajemo, da zadana relacija (4) karakterizuje
epi- odnosno hipokloidu.

e) Iz relacije
R2=4as
sliedi
$'=a ()5
iz koje jednadbe upoznajemo trazenu krivulju kao evolventu kruga.

{) Ako bi imali kona¢no

s?=a(R—a)

! ZnaGaj konstante integracije «, je u é¢lanku 15. protumacen ; mogli
bi integralu dati takodjer oblik s =a cos (« — «,), kao §to smo u slie-
deéem primjeru bili uéinili samo bi trebali uzeti negativan proznak
korena mjesto positivnoga.
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dobit ¢emo, postupajué¢ analogno, kao prije
s=atg (x—a,),

iz koje jednatbe upoznajemo krivulju izraZenu danom relacijom
kao veriznicu.’

Krivulja promjene krivosti.

34. Kako se mienja polumjer krivosti dane krivulje od toéke
do tocke saznamo najbolje na ovaj nagin. Odmotamo naime luk
krivulje na nekoj tangenti krivuljinoj i to ovako, da uvjek polu-
mjeri krivosti ostanu okomitimi na odgovarajuéih elementih i poslje
odmotanja. Biti ¢e dakle polumjeri krivosti ordinate sredista kri-
vost, te mjesto srediSta krivosti poslje odmotanje je trazena kri-
vulja promjene krivosti.

Jednatbu njezinu nadjemo ovako: Za os X uzmimo tangentu
odgovarajuéi kutu z=o te diralite [f(0), f(0)] ove tangente za
izhodiste koordinata. Ra¢unamo li luk od ovoga izhodista biti ¢e

X=s
y=R. 1)

surednice sredista krivosti poslje odmotanje.

Jeli dana krivulja relacijom
® (s, R) =o,
je mjesto sredista krivulje, poslje odmotanja na tangenti kuta a=o
usljed jednacba (1,):
P (x,y) =o.
Dana li je krivulja jednagbom
s=1 (),
je
R=¢" (=),
te eliminacijom velidine « dobit éemo jednadbu
P (s, R)y=o,
dakle i jedna¢bu krivulje promjene krivosti

P (x,y)=o.
1 Ako bi okrenuli ¢vrstu os za kut o, dobili bi s=atgx kao u
¢l. 28, . a, je konstanta integracije, te tim je i njezin geometridki
znacaj pokazan,
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Mogli bi izaéi takodjer od jednacdhbe
R=09(2);

s =9 (=),
te daljni postupak je kao prije.

integracijom bi nasli

I. Ako bi imali na primjer jednacbu logaritmicke spirale
_ ko (2 )
R=ae 1)

je ’
oo ke
§ = Rdx.:—fig—}-—().

Ima li za 2 = o biti ujedno s = o, mora da je

C=— —%,
tim je ok 1)
s= (3y)
Izlugimo li iz jednacba (2,) te (3;) velidinu « dobit ¢emo
R—a
8§ =1

tim je mjesto sredista krivosti logaritmi¢ke spirale poslje odmotanja
na tangentu kuta z = o

y =kx+a,
dakle pravac.

II. Doznali smo, da obi¢nu cikloidu karakterizuje jednacba
s?4R? = a?,
pa tim je mjesto sredista® krivosti obidne cikloide poslje odmotanja
na tangentu kuta z = o krug, kojega je jednacha
X2+y2 f— a12'
LIL. Iz primjera (VI,d) prvasnjega clanka sliedi da je mjesto sre-
dista krivosti epicikloide odmotane na njenoj tangenti, elipsa sa jed-

na¢bom

2 2

y X

a2 b2

LV. Evolventi kruga (¢l. 34, VL. primjer 7) odgovara parabola
y® = 4—ax, kao krivulja promjene krivosti.

— 1.

1 Cielomu luku cikloide odgovara polukrug.
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V. VeriZnici odgovara parabola x® = a(4—a) kao krivulja pro-
mjene krivosti.

35. Oznagimo li sa 5 luk krivulje promjene krivosti, te kut tan-
gente sa osi X sa @, biti ce

e VETHE = » VETAE
dakle je
= Ve

te

Q

%

O —eee
— jd% stz _{_Suz_
%5

Za smjernicu tangente dobivamo:

dy dR
tga = ——Eyj =—(TL =5
e ds ¢’
do de
time je
da _ S’ S///_ S//Z

d_OC —_ S/2_I_Su2 .

Oznagimo li polumjer krivosti, to¢ke krivulje promjene krivosti

sa p, biti ¢e 1 ( ‘2_]_ ”2)3/
G S S 2
—_—t

P - o 112"

: “Tde T g8 —s
Polumjer krivosti, krivulje promjene krivosti dane krivulje,
naime p, je bezkona¢no velik, ako je

P—

-_ 0.

Stavimo si sada pitanje koja krivulja ima tu vlastitost da je
njezina krivulja promjene krivosti pravac? Jedan takav sludaj smo
ve¢ imali, bio je to prvi primjer prvasnjega ¢lanka. Sad ¢emo do-
kazati da logaritmicka spirala je jedina krivulja ove vlastitosti.

Diferencialnu jedna&bu trazZene krivulje naime

§'g"—s"?=o0
mozemo pisati:
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Integriramo li, dobit éemo:
ls' 41k = 15*,
gdje smo sa Ik oznadili konstantu integracije. Integral sam mo-

Zemo opet pisati: ¢ = kg’
= kg’,

te integriramo li iznovice, dobivamo
ls’=ka 41D,
gdje znadi b opet novu konstantu integracije.
Rjesitba zadnje jednacbe po s daje:
8’ = beke,
pa tim je, ako iznova integriramo:
s =aeke| C
gdje smo mjesto ]1: stavili a. Iz jednatbe dobivene saznajemo na-

mah trazenu krivulju kao logaritmidku spiralu. Dakle je logarit-
mi¢ka spirala ove vlastitosti jedina krivulja.

36. Za plostinu krivulje promjene krivosti imamo

o 2 a
P = fydx: ’ Biw = Idea.
% o %o

%o

Nu
P=1 fR?da

10
je plostina, koju opisuje polumjer krivosti dane krivulje, tim dobi-
vamo zanimivu relaciju
B =2P
t. j. plostina krivulje promjene krivosti je dvaputa tako velika kao
plostina koju opisuje polumjer krivosti dane krivulje.

Za cikloidu obi¢nu je krivulju promjene krivosti krug (lik 26)
sa polumjerom' a = 4a,. Plostina P, je odevidno plostina polu-
kruga OFG kao krivulje promjene krivosti, dakle je

P, =8=a,

Za P bi dobili

P=4=a,

AFGA=2.0A,HAO.

dakle

" Gledaj ¢l. 20. 1.
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37. Oblitaka u prediducem ¢lanku mozemo sada upotrebiti da
rjedimo sliede¢u zadacu.

Ima se naci krivulja te vlastitosti, da je luk krivulje promjene
njezine krivosti & puta velik, kao sto je odgovarajuci luk trazene
krivulje. Vlastitost spomenutu izrazuje nama jednacdba

c=ks.
Derivujemo li ovu jednadbu dobit ¢emo:
g/ — (k>—1) s’ =o.

Integracijom sliedi:

~ 2__
s=C, 4 eF Y

Za kzl dobijemo opet logaritmicku spiralu, ako je k=1, predje
diferencialna jednac¢ba u
g’=o0
te njezin integral je
s—a-+ba
Sto je jedna¢ba kruga. Mogli bi isti resultat iz obcenite rjesitbe za
k=1 dobiti, jest naime, ako stavimo
d=k?*>—1
C,d C,92 -
s=0C, +C, —|——1‘f -+ 1‘2'.124— ... in inf.
Budué da povoljna konstanta C, sve moguce vriednosti od
— o do -+ oo poprimiti mozZe, pisimo

O, C,=a, C,d—b,

tim dobijemo .
s:a—}—be,——]lo—Z 22 ... in inf.

Priblizava 1i se sad & ka jedinici, je lim 8 =o, te za taj sludaj
dobivamo

s=a-+bx

kao gore.

Natraénica.

38. Povucimo iz neke totke na primjer iz izhodista O duljinu
OM’ jednaku polumjeru krivosti tocke M istosmjerno sa polumjerom

krivosti, dakle ]
OM'= M5,
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dobit ¢emo novu krivulju kao mjesto krajnih togaka M’ trakova
OM’. Ovako dobivenu krivulju zvati ¢emo natraénicu.!

Budué da je OM’ provodnica todke M’ te kut polaran
—at I,

’ =2 (=)

Jjedna¢ba natraénice u surednicah polarnih ako je dana krivulja
jedna¢bom oblika
R=q¢(x).

Ova krivulja bi nama mogla jednako sluziti za promatranje
promjene krivosti. Razlika sa prijagnjom krivuljom promjene kri-
vosti sastoji u tom, da mjesto da traimo promjenu krivosti rastu-
¢im lukom trazimo promjenu krivosti rastu¢im uklonom polumjera
krivosti prema &vrstoj osi. Prije navedeni postupak é&ini se nama
Jjednostavniji. Plostina natraénice je odito jednaka plostini opisanoj
polumjerom krivosti dane krivulje.

Tako je ovdje za parabolu danu sa

a
Iy
Sin A

jednacgba natraénice a
r—=——
cos )
x}=a (x™}y?).
Za logaritmicku spiralu je natratnica opet logaritmidka spirala
danoj kongruentna, samo pookrenuta oko zajednicki pol.

ili

Za veriznicu, danu sa jednadbom

a
I{ = 5
2
cos 2z
je jednacba natraénice a
" sin%
ili 4 02 (2 2
ili yt=a?(x*--y?.

Za cikloidu obi¢nu danu sa jednacbom
R =asing,
je jedna¢ba natraénice

ili

r=—acosf
x?}yi=—2ax.

1 J. Hoiiel navadja u zadaéah ka knjigi IIL svojega ,Cours de
caleul infinitesimal T. II. pg. 269. ovu krivulju pod imenom Hla radiale®.
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Kvadratura.
39. Ako je MM’ elemenat luka krivulje, te OMM’ elemenat
plosni, opisani provodnicom OM, biti ¢e
2 A OMM’ = pds,
budué da je ds osnovka te p visina tog trokuta, sliedi obzirom
na vriednost dobivenu za ds

P= L 7
=g )pp+pdx
%o
plostina omedjena provodnicami diralifta tangenata Te, Tao te lu-
kom M,M krivulje.
Za cikloidu obi¢nu je &l.
= 2aasina,
dakle je (lik 8.) za plostinu OMO'O

T

e wal
P,=2a’ ] asin2adae =——,
. 2

o

te budu¢ da je
AOOG =Twa?

sliedi za plostinu ciele cikloide

P=3a"
I1. Parabola dana je jednagbom (¢l. 12, IV.)
L @ cos’x
P=""9 sinx ’
dakle je za ploitinu omedjenu lukom OM te provodnicom OM (lik 9)
T
__a’ *?cos?ada __a® . xy
Pl_li;‘ Tt o 12M T
x

Ozna¢imo li plogtinu OMP sa P, je
>— p=" X _2
P=P, +AOMP = G -+ 5 =g X

II1. Kao treéi primjer ¢emo jos navesti epicikloidu, koja je dana
u tangencialnih koordinatah sa jednacbom [&l. 19, (13)]

p=asinna.
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Radunamo 1i plostinu od provodnice totke A (lik 20) biti ¢e

o
21 2 (e
RPr= 2 (19 i) sin?na d«,
0
dakle je
po— a®(l—mn? (7 o sin2n7.)
T 4 ’ 2n /-

Za plostinu omedjenu jednom granom krivulje te provodnicami
.. " . T y . K .
krajnih tocaka iste grane Dbiti ¢e gornja medja 2 = - (8. 22),
] : n
dakle , 1—m?
| - wa’,
4n
ili izrazimo li # te « pomocu m te p [¢l. 19, (12,)], dobivamo

P — m-+1)2m4-1) _,
T T

Zadnju jednacbu bi mogli obzirom na relaciju ¢ = mr pisati’:

p, = PETNC+r) _

.
I

Kod epicikloide, dakle za positivan® m, sastoji ova plostina iz
sektora kruga te iz one plodtine, koja lezi izmedju kruga te granc
B 2

—_—n2
v

epicikloide. Budué¢ da je plostina tog sektora kruga jednaka

= |-o

radi  =2m =, dobivamo za onu ploitinu izmedju kruga te granc
epicikloide , ‘ 0% (201 31)
7’ 2m—43) = —"———~.
=

Za kardioidu je m =1, krivulja sastoji samo iz jedne grane;

plostina ciele krivulje je:
P=6wp%

Plodtina izmedju kardioidom te temeljnim krugom je 5w p2

Za asteroidu je n=2, m = -— L. Za detvrt ploitine asteroide
imamo B 3

1 =27

! Sravnaj za ovu jednacbu Frenet Recueil d’ exercices sur le cal-
cul infinitesimal. Paris 1873. pg. 277.
? Sravnaj pg. 33 ove razprave.



Trahiti Fruske gore.
Mikroskopicko iztrazivanje
prROF. DRA. M. KiSpATICA.

(Predano w sjednici matem.-prirodosl. razreda jugoslavenske akademije znanosti i
umjetnosti dne 4. siecnja 1882.)

Literatura:

H. Wolf: Bericht iiber die geologische Aufnahme des Vrdnik-
Gebirges. Verhandlungen der k. k. geologischen Reichanstalt. 1860,
1861. II. p. 160.

A. Koch: Beitrag zur Kenntniss der geognostischen Beschaffen-
heit des Vrdniker Gebirges in Ostslavonien. Jahrbuch der geol.
Reichsanstalt. 1871, p.23. — Sanidintrachyt von Rakovacz p. 28—30.

A. Poporvié: O geoloskim odnofajima Frugke gore. I. O frusko-
gorskim trahitima. Lotopls Matice srpske 1873. p. 137—141.

Dr. Oscar Lenz: Beitriige zur Geologic der Frusea gora in
Syrmien. Jahrbuch der gool Reichsanstalt 1873. p. 295, sa navo-
dom mikroskopickog iztrazivanja od dra. Doeltera. p. 303.

St. Nedeljkovié: Syrmier Sanidin ‘Trachyt. Verhandlungen der
geol. Reichsanstalt 1874. N. 1. p. 15.

Dr. C. Doelter: Trachytvorkommen in Syrmien. Verhandlungen
der geol. Reichsanstalt. 1874. N. 3. p. 60.

d. Popovié: Neuer Fundort von Trachyt in Syrmien. Verhand-
lungen der geol. Reichsanstalt 1374. N. 9. p- 226. Notiz.

Dr. J. Szabd: 'Trachvt Pétervarad és Szerémbol, Foldtani Koz-
lény, 1874, p. 94—97.

Dr. A. Koch: Neue Beitriige zur Geologie der Frusca Gora in
Ostslavonien. Jahrbuch der geol. Reichsanstalt 1876. p. 1. (p. 21,

38—46).



TRAHITI FRUSKE GORE. 67

Sudet po literaturi, koja o trahitih Frugke gore postoji, &ovjek
bi pomislio, da nije vriedno iznovice se dati na iztrazivanje toga
eruptivnoga kamenja. Nu tko to¢nije pregleda navedenu literaturu,
morati ée doéi do protivnoga uvjerenja. Sva dosadanja iztrazivanja
razilaze se na toliko, da ¢ovjek napokon nezna, u koju hrpu bi do-
tiéno eruptivno kamenje smjestio. Dr. 4. Koch je u zadnjoj svojoj
razpravi sve rakovacke i ledinacke trahite opredielio kao doler:-
tiéne fonolite. Dr. Doelter opisao je rakovacko kamenje jedan put
kao amfibolne andezite, a drugi put kao trahite. A. Popovié¢ spo-
minje isto kamenje dielomice kao obi¢ne trahite, a dielomice kao
kremene trahite. Sva ta iztrazivanja neslazu se prama tomu ni u
bitnih sastavnih dielovih, a pri onom, §to se navadja, nespominju
se nigdje phisiograficka svojstva sastavnih ruda, $to je svakako
najveéa pogreika navedenih radnja.

Svi ti razlozi ponukali su me, da sim potrazim razna nalazista
eruptivnoga kamenja u Iruskoj gori i ondje pokupim potrebiti
materijal. Na to me je jod vise nukala ta okolnost, sto su bas u
zadnje vrieme prokapali tunel kroz petrovaradinski brieg radi
gradnje novosadsko-zemunske Zeljeznice, gdje sam mislio naci za-
nimiva petrograficka materijala, u ¢em se nisam ni najmanje prevario.

Zadnjega ljeta prosao sam mal ne cielu Frusku goru, obasao
sva vaznija nalazista trahita u okolici rakovackoj i ledinackoj, te
varadinski tunel, pa ovdje podnasam rezultate svoga mikroskopickog
iztrazivanja, Zele¢i izpraviti i popuniti sva dosadanja iztraZivanja.
Da je to bilo potrebito, mislim, da ¢e se svatko uvjeriti, tko pro-
dita ovu razpravu.

Najzanimivije mjesto, gdje se trahit u I'ruskoj gori nalazi, sva-
kako je petrovaradinski tunel. U rakovackoj i ledinatkoj okolici
tvori trahit &itave bregove i vrhunce, do¢im u petrovaradinskom
briegu izpunjuje on samo uzke pukotine, te dolazi u dodiru sa
drugim kamenom, koji je petrograticki od velike zanimivosti.

Da u petrovaradinskom briegu, na kom tvrdja stoji, imade tra-
hita, nagao je ponajprije A. Popovié, prerano umrli profesor novo-
sadske gimmnazije, o dem je kratku mnoticu u spisih geologickog za-
voda mnapisao. On tu spominje, da trahit, koji probija zapadnu
stranu petrovaradinskog briega, sastoji od ortoklasa, oligoklasa i
kremena. U razpravi svojoj, tiskanoj u ,Letopisu Matice srpske®,
spominje u kratko, da trahit probija petrovaradinsku stenu na ne-
koliko mjesta i da on sastoji od
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ortoklasa,

oligoklasa i

kremena
kao temeljnih sastavina, a uzgredice da se u njem pojavljuje

augit,

biotit,

pirit,

kaleit,

nefelin i

magnetit.

U koliko je ovo opredieljenje krivo, &uti ¢emo odmah. Dr. Szabé
dodaje ovim sastavinam jo§ i amfibol. U koliko je meni poznato,
proviruje trahit iz petrovaradinske pecine na zapadnoj strani uz
cestu kamenicku u blizini pivare. Trahit tvori tude gredu od 1
metra grine u kamenu, koji je u literaturi poznat pod imenom
serpentina. Trahit je tu tako raztrofen, da u njem nije moé¢i nista
razpoznati do ledaca amfibola, koji su ali posve kloritizirani. Jedri-
jega kamena nasao sam samo u tunelu.

Tunel zapodimlje na zapadnoj strani briega nekoliko metara od
Dunava. Tunel je u cielom 361 metar dugadak, te u prvoj treéini
zavrée ponesto na lievo (prama sjeveru) i onda ravnim praveem
izlazi prama Majuru. On prodire s dunavske strane u zelenkasti
kamen, od koga sastoji mal ne cieli petrovaradinski brieg. Kamen
taj poznat je u literaturi kao serpentin. Ja sam u svojoj razpravi
»0 zelenih gkriljaveih petrovaradinskog tunela“ dokazao, da tu
serpentinu ni traga nejma, nego da su to amfibolni i augitni $kri-
Jjavei“. — 60 metara daleko od ulaza u tunel provaljuje okomita
greda trahita kroz zeleni fkriljavac. Greda je ta na lievoj strani 5°5,
a na desnoj strani 7 metara Siroka. Trahit je taj dosta jedar i ne-
raztrofen. Iza trahita nastavlja se opet zeleni gkriljavac, koji biva,
§to dublje u tunel zalazimo, sve to vige raztroSen, a u tom raztro-
Senom kamenu, jedno 160 metara daleko od ulaza, pojavljuje se
druga greda trahita od 6 metara debljine. Kao $to je obliznji
kamen, tako je i sam trahit ovdje jako raztroSen.

Od prve trahitne grede imao sam 18 komada kamenja, od dega
sam 24 izbruska napravio. To je kamenje na oko posve jedro.
Boje je crvenkasto sive. T'rahit je taj uz malenu iznimku sav por-
firasta sastava: u gustoj osnovini leze veliki ledei glinenca (Feldspath)
i amfibola, a uz to i znatna mnoZina sitnoga pirita. Glinenac je
ponajvise mlietno pomucen, a samo gdjesto je on posve staklenast.
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Meni se ¢ini, da je 4. Popovi¢ morao ove staklenaste glinence sma-
trati za kremen, o kom on veli, da je bitnom sastavinom petrova-
radinskog trahita, jer u kamenu nije moéi niti makroskopicki niti
mikroskopitki naé¢i kremena kao bitnu sastavinu. — Ledei amfibola
su dugacki. Oni su se sad jednoli®no po kamenu razfirili a sad
se opet na gusto kao u gniezda u kamenu nakupili.

Mikroskopi¢ki nasao sam u kamenju prve trahitne grede kao
stalne sastavine : '

1. glinenac, veéinom ortotomni,

2. amfibol,

3. apatit i

4. titanit,

a u pojedinih samo sludajevih

5. augit i

6. biotit,
te uz to uviek skroz kristaliniénu osnovinu i kao sekundarne pro
izvode pirit, hematit, limonit, te karbonate vapna i Zeljeza. Nefe-
lina nejma, a kremena nasao sam samo u jednom znatno raztro-
genom kamenu kao sekundarni proizvod. Prama tim sastavinam
moramo eruptivno to kamenje staviti u hrpu trahité.

Glinenac u veéih ledeih zaostaje dodufe mnozinom svojih indi-
vidua za amfibolom, ali je za oto ipak tako stalnom sastavinom
trahita, da je riedko nai¢i na izbrusak, u kom ga nebi nagli. Gli-
nenci su se najvise razvili kao ortotomuni glinenci, ali uzanj se po-
javljuju skoro uviek plagioklasi u manjoj mnozini.

Ortotomni glinenci su ili jedinei ili karlsbadski dvojei. Kod dvo-
jaka mjerio sam kut potamnjenja prama praveu sraifenja na 12-5°
do 13° Cisti i nepretvoreni jedinei 1 sraslaci pokazuju vrlo cesto
najkrasniju i zonalnu gradnju sa 3, 4 do 9 pojasa. Velik dio
glinenaca je posve jedar i staklenast, tako da oni tvore najkrasnije
sanidine, drugi su se opet veé znamenito raztvorili. Kako se kroz
glinence provlade nepravilne pukotine, to je viditi, kako se ponaj-
prije na pukotinah pojavljuju produkti raztvorbe, koji se onda sve
vife ledcem Sire. MuteZ, koja tim nastaje, tvori obi¢no zaokruzen
vienac u ledcu, pri dem ostaje nutrnjost i okrajak proziran i sta-
klenast. U mnoZini izbrusaka bili su glinenci posve raztroseni.
Bilo je razpoznati samo njihove obrise, do¢im je nutrnjost bila
skroz metamorfozirana. Pri velikom povecanju bilo je posve jasno
viditi, da pretvorina ova sastoji od neizmjerne mnozine veoma finih
listica. Listi¢i ti poredali su se istim smjerom, te leZe paralelno
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dugim kouturam ledea. Samo mjestimice umetnuli su se uzki ni-
zovi sliénih listica uw praveu, koji tvori sa prijasnjim praveem kut
skoro od 909 Svi ti listovi pokazuju pri unakritenih nikolih dosta
oitre boje, a potamnjuju paralelno uzduznom svom smjeru. Ako
uzmem u obzir listi¢avu narav ovih pretvorina, njihovu ostru po-
larizaciju i optitko orientiranje, pa jos i to, da su se ti listovi raz-
vili kemi¢kom metamorfozom u kalijevom glinencu: mislim, da
neéu pogriefiti, ako reknem, da ti listi¢i nisu nista drugo nego
kalijev tinjac. U tom mnienju potvrdjuje me jod i to, §to metamor-
foza glinenca u kalijev tinjac nije tako riedka. Moram spomenuti,
da sam sliénu metamorfozu dokazao u gleichenberzkih andezitih i
opalih, gdje ju je i kemi¢ka analiza potvrdila,' pa prispodabljaju¢
ove pretvorine sa petrovaradinskimi pretvorinami nisam mogao ni-
kakve bitne razlike naé¢i. — U pretvorenih ovih glinencih vide se
jo¥ gdjekad posve nepromienjeni ledei apatita. Raztvorba ova nije
se nikad ograni¢ila na same glinence, uviek su onda u takvu ka-
menu i druge sastavine znatno promienjene. Pretvoreni ovi glinenci
nisu samo ortotomni, nego medju njimi ima sigurno i plagioklasa.
Zakljudujem to iz toga, ito se u nekih pseudomorfoza vide, kako
sam gore spomenuo, uzki nizovi tinjea paralelno sa plodom 001
(OP), &to bi odgovaralo drugim umetnutim sraslackim lamelam,
gega je na nepretvorenih plagioklasih petrovaradinskog trahita vise
puta nadi.

Ortotomni glinenci imadu uviek u sebi raznovrstnih uklopaka,
no oni se nikad nenagomiljuju u tolikoj mnoZini, da bi ledac po-
mutili. Uklopei su sliedeéi:

1. Apatit. On je najobiéniji pratilac glinenca. Viditi ga je u
Sestostranih basi¢énih prerezih i u dugih iglastih ledeih sa plocami
piramide 1 gdjesto jos i sa osnovnom plodom. Iglice pokazuju uviek
baziénu kalavost. Osim apatita viditi je u glinencih mnozinu tako
sitnih iglastih ledaca, da ih nije moci opredieliti. Moguce, da su i
to apatiti.

2. Glinenci sami u manjih zrnih desto leze uklopljeni u vecih
ledcih i to u posve nepravilnom poloZaju.

3. Amfiboli pojavljuju se vige put kao uklopak u karakteristiénih
oblicih, na kojih je viditi znamenit dihroizam, maleni kut potam-
njenja, te prizmatiénu kalavost.

! Ueber die Bildung der Halbopale im Augit-Andesit von Gleichen-

berg. Tschermaks ,Mineralogische und petrographische Mittheilungen.
1881. pag. 136, 137,
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4. Augit je vrlo riedak uklopak.

5. Cieli komadi osnovine sa ledci glinenca, augita, amfibola, apa-
tita i zrni crne Zeljezne rude. Veca ta zrna su sigurno pirit, koji se
je desto na okrajku podeo pretvarati u hematit.

6. Titanit je najzanimiviji uklopak u glinencu. On se pojavljuje
u Zutih sitnih ledeih ili pojedince ili po vise ih na okupu. U jednom
sanidinu nasao sam na jednoj hrpi fest nakupljenih ledaca titanita.

Plagioklasi zaostaju brojem individua daleko za sanidini, a i
dimensije su im obi¢no mnogo manje. Vide puta sastoji ciela po-
lovica plagioklasa od jednog individua, do¢im je druga polovica
sastavljena od mmnozine finih lamela. Vise puta neprolaze pojedine
sraslacke lamele skroz do drugog kraja, nego bivaju tanje, pa se
gube u drugom individuu. U nekih plagioklasih je viditi, kako su
se druge kratke lamele, koje nedosizu na nijednoj strani do kraja,
poprieko umetnule, tako da leze paralelno sa osnovnom plodom.
Slozila su se tu dakle oba sraslacka zakona, albitov i Rathov.

U ostalih svojstvih se plaglioklasi nerazlikuju bitno od sanidina.
Pravac, u kom su razni plagioklasi potamnili, tvorio je sa pravcem
sragéenja kutove 6°, 8° i 14°.

Amfibol je u petrovaradinskom trahitu najglavnija sastavina. 4.
Popovié ga u svojoj razpravi ni nespominje, demu se je tim vise
duditi, §to se je amfibol u tako velikih ledcih razvio, da ih je moéi
izlupiti i mjeriti. Na takvih izlupljenih ledcih nasao sam osim ploca
prizme jo$ uviek oba pinakoida, pri dem je uviek pinakoid 100 imao
samo vrlo uzke plode, da ih je jedva bilo zapaziti. K tomu su
bile jo§ razvijene plode 001, 111 i 111. Povriina ovih izlupljenih
ledaca nije bila ravna, ali su se ipak dali kutovi na toliko izmje-
riti, da se je mogla opredieliti naray pojedinih plo¢a. Tako sam nasao:

po radunu
110 : 110 = 55°41" 5549
111 : 110 = 68°57"  68°47°
001 : 111 = 34°26* 3425

Gdje su amfiboli svjezi i neraztrogeni, tamo oni pokazuju u raznih
svojih prerezih jasan trihroizam. Boja mu je tu Zuto-zelena, smedje-ze-
lena i jasno zelena. Uzduzni prosjeci su jako dihroitiéni, te potamnjuju
pod kutom 6°—17°. Poprie¢ni prerezi pokazuju savréenu prizmati¢nu
kalavost sa kutom od 124°30‘. Pojedini ledci su zonalno gradjeni.
Ledci su veéim dielom jedinci, ali ima i sraslaca, kojim je pravac
srag¢enja paralelan ortopinakoidu. Nekoliko sraslaca sam nafao, ko-
jim pravac sraiéenja tvori sa prizmaticnom kalavoiéu kut od 10°.
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Nego vedi dio amtibold je ve¢ znamenito promienjen i raztvoren
Raztvorba je uviek od rubova zapodela, pa se je prama sredini Sirila,
tako da je na takvih prerezih, gdje je sredina ostala jo¥ neraztvo-
rena, u njoj mo¢i dobro jo§ razpoznati optitka svojstva i kalavost
amfibola, no gdje je amfibol posve pretvoren, tu ga je moéi jo§ samo
prepoznati po njegovih obrisih. Pretvorina sastoji od nakupine lo-
pusastih listova klorita. Listovi su ti sad $irji, sad wzi i iglasti
prama tomu, kako su prerezani. Listovi pokazuju jasan dilroizam
1 to zZuckastu i kao trava zelenu boju, kako to kod klorita desto
vidjamo. Mnogi giroki listovi ostaju pri unakrtenih nikolih u sva-
kom poloZaju posve tamni, do¢im drugi potamnjuju samo paralelno
sa svojom duljinom. Prvi listovi su dakle basiéni, do¢im su drugi
uzduzni prosjeci. Klorititna nutrnjost je vife puta izkidana, a na
takvih mjestih slozili su se bieli, jasno dihroitiéni, zrnati karbonati
vapna i Zeljeza. Kao proizvod raztvorbe nalazimo u kloritu jo3 i
veoma fine grmolike nakupine magnetita.

Najobi¢niji uklopak u amfibolu je apatit, koji malo kojemu
amfibolu manjka. Cesto se po vige ledaca apatita razne duljine i
debljine u jedan snopi¢ sraié¢uju. I ondje, gdje je amfibol posve
kloritiziran, vide se ledci apatita posve nepromienjeni. Kao dalnji
uklopak amfibola spomenuti je sanidin. Nadalje se vrlo desto po-
Javljuju liepi ledci fitanita. U najveéoj mnozini ima u amfibolu
pirite i &esto njegovih pretvorina, hrdje i hematita. Hematit se
vidja sad u nepravilnih ljuskah, a sad opet u heksagonalnih listovih.
U dva razmjerno dosta svjeza amfibola nafao sam velike listove
biotita uklopljene u posve nepravilnom poloZaju.

Apatit se je posvuda u znatnoj mmoZini razvio i to nesamo kao
uklopak u drugih rudah, nego i samostalno u osnovini. A. Popovi¢
i dr. Szabé ga nespominju. Moguce, da su oni apatite drzali za
nefeline, ali ovih u kamenu neima, kako ¢u to kasnje na drugom
mjestu dokazati.")

Apatit se vidja u svih svojih karakteristicnih oblicih. Basicni
prerezi tvore Sestokute, kojim su se ili sve stranice u jednakoj
dimensiji razvile, ili su samo tri izmjenitne strane jednake. Usz-
duzni prerezi pokazuju plode prizme kombinirane sa piramidom, a

) Iz privatnoga lista od dra. Szaboa doznajem, da je on kasnje
doSao do osvjedodenja, da u kamenju tom neima nefelina, pa da je
on prije sitne glinence drzao za mnefelin, no opticki bi se lahko dao
razlu¢iti monoklini¢ki glinenac od heksagonalnoga nefelina ili apatita.
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gdjesto se k tomu jos pridruzuje i osnovna ploca. Vrlo riedki su
ledei, gdje bi se bile razvile samo plode prizme sa osnovnom plo-
¢om. Ledci su razne duljine i debljine. Gdjekoji su posve iglasti,
te prolaze kroz vise ruda, dodim su drugi opet posve kratki i
debeli. Svi pokazuju uviek razvijenu baziénu kalavost, tako da
ledei u vide ¢lanaka razpadaju. Vise puta se sras¢uju ledei razne
duljine i debljine u pravilnom polozaju u snopice.

Tanji apatiti su vrlo desto posve éisti i prozirni, dodim su odeblji
ledci obi¢no puni uklopaka. Uklopei se obiéno mnagomiljuju u to-
likoj mnozini, da doti¢ni dielovi ledca postaju posve sivi i tamni.
Oni obi¢no izpunjuju cielu nutrnjost ledea, tako da samo vanjski
rubovi ostaju ¢isti. U jednom ledeu tvorili su uklopei vienae, pri
¢em je sredina i vanjski rub ledca bila ¢ista. Vanjski dio toga
vienca imao je posve ravne obrise, koji su odgovarali toéno plodam
prizime i piramide, to su se na samom apatitu bile razvile. —
Malne svi uklopei u apatitu tako su si¢uini, da ih je moéi tek pri
najveem povecanju razabrati. Bile su to sad tanke iglice, koje
su se uviek smjerom glavne osi poredale, a sad opet maljusne
krugljice. Jedan dio ovih iglica i krugljica bio je smedje-7ute boje.
U njih je bilo gdjekad viditi malene mjehure, koji se ali nisu niti
w krugljastih uklopeih htjeli pomicati, pa ma preparat drmali ili
grijali. Smedje Zute ove uklopke drzim za uklopke stakla. Drugi
dio iglastih i okrugljastih uklopaka bio je posve jasne boje. I u njih
je vise puta bilo vidjeti mjehure. Ti mjehuri su se u okrugljastih
uklopcih pri grijanju odmah podeli micati, ali nisu nikad izéeznuli.
Po tom nejma dvojbe, da su to uklopei neke tekuéine. Tekuéa
uglji¢na kiselina to nije, jer bi inade mjehur pri grijanju morao
iz¢eznuti. I jasne uglaste uklopke sa mjehurom drim za uklopke
tekuéine, premda se w njih mjehur ni grijanjem nepomice, jer ga
prieci s jedne strane prionljivost, a s druge strane uzkoéa iglaste
Supljine. Mogudée je, da medju jasnimi uklopei bez mjehura ima
uklopaka plinovite naravi.

Titanit je u nafem trahitn tako obidan, da nisam nijednog iz-
bruska imao, u kom nebi mnaiao bar nekoliko ledaca. On se na-
lazi ne samo kao uklopak u glinencu i amfibolu, nego se je i
samostalno u osnovini razvio. U izbrusku od jednog trahita, koji
Je tako malo osnovine imao, da je skoro zrnat bio, bilo je preko
stotine ledaca titanita. U ono malo osnovine bio je na sve strane
razbacan, a nije bilo sanidina, u kom nebi bio po koji ledac
uklopljen, a samo u jednom sanidinu bilo je 10 titanita.
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Titanit bio je uviek lahko Zuckasto bojadisan, pa uz svu tu
slabu boju pokazivao je dosta znamenit dibroizam. Povriina bila
je puna pravilnih zavoja, tako da su ledci bili uviek hrapavi. Uz
ta svojstva bio je jos i oblik titanita tako karakteristian, da ga
je bilo posve lahko razpozmati. Vrlo malo ga je bilo viditi u zrnju,
obitno se je on bio u ledeih razvio. Sitniji ledei, kojih je najvise
bilo, pokazivahu sad vife sad manje pravilne rombuse, a gdjesto 1
deltoide, kojim su onda po dvie strane bile kratke, do¢im su se
druge dvie strane produljile u dug Ziljat klin. Kod veéih ledaca
obigno su se razvili rombusi tako, da se je jedan par protuleZeéih
strana produljio, a drugi par posve skratio, tako da su pri tom
postali dugi stupasti oblici. Gidjekoji ledei, koji su se u obitnom
svjetlu pri¢injali kao prosti ledei, pokazase se u polarizovanom
svjetlu kao sraslaci, pri ¢em je pravac srascenja uviek prolazio
dugom diagonalom rombusa. Kod nekih sraslaca vidio se je pravac
sraiéenja ve¢ u obitnom svjetlu. Jedan sraslac nalicio je posve po-
znatim sraslacem sadre po ortopinakoidu (Schwalbenschwanzzwilling)
a gdjekoji Sestostrani stupovi pokazivahu veé u obiénom svjetlu
pravac sraicenja, koji je stup po sredini u dvie pole dielio. —
Ledei titanita bijahu dosta veliki. Mnozinu tih ledaca sam izmjerio,
te navadjam za primjer ove brojeve: 0-18 mm., 0-325 mm., 05
mm., 0’575, 0°775, 1'4 mm., a jedan veliki rombus bio je 2 mm.
dug. — Ledei titanita nisu bili uviek &sti. Neki su imali u sebi
uklopaka, ali ovi su bili pod hrapavom povriinom u toliko skriveni,
da ih nije bilo moé¢i razpoznati. U gdjekojih se je samo vidilo,
kako su se sitni mikroliti Zuc¢kasto zelene boje poredali u ledeu
praveem duge diagonale. — 17 izbruscih, gdje se je vidilo, da je
saztvorba daleko napredovala, podeli su i titaniti dobivati bliedu
boju, tako da ih je onda &ovjek mogao samo po obliku razpoznati.

Augit, koji A. Popovié nabraja kao glavnu sastavinu trahita pe-
trovaradinskog briega, razvio se je u istinu samo u gdjekojih par-
tijah trahita. U izbruscih od 14 raznih komada kamenja nisam
mogao na¢i niti jednoga augita. Samo u izbruscih od 4 komada
nagao sam augita i to w veéoj munozini, $to je upravo dokazom,
da se je razvoj augita samo na pojedina mjesta ogranicio, jer da ga
je i u tih izbruscih malo bilo, mogao bi pomisliti, da ih je u pri-
jagnjih sludajevih izbrusak sludajuno mimoino. Gdjegod se je augit
‘azvio, tamo on obiéno nadmaiuje amfibol daleko brojem svojih
individua, ali za njim opet zaostaje velitinom svojih ledaca. Ledei
augita su obitno maleni i zrnati, pa su sc desto ma hrpe sabrali.
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Augit je jasno zelene boje. Gdjekad mu je okrajak tamnije bojadisan,
a srediste posve jasno i bielo. Dihroizam mu je vrlo slab. Boje u
polarizovanom svjetlu su mu vrlo otre. Uzduzni prosjeci potamnjuju
pod kutom od 37—40° Poprieéni prorezi pokazuju plode prizme i
oba pinakoida, pri dem su uviek plo¢e pinakoida znamenito vece
od plo¢d prizme. Vrlo riedko razvile su se samo plode jednoga
pinakoida. Prizmati¢na kalavost na poprie¢nih prosjecih nije se
uviek razvila, a i gdje se je razvila, tamo neprolazi uviek cielim
ledcem. Kalavost ta tvori kut blizu 90°. Augitnih sraslaca nasao
sam u izbruscih vrlo malo, a medju njimi je bilo nekoliko, koji su
imali dvie do tri interponirane lamele smjerom plode 100 (, P JL).

Augiti pokazivahu uviek veoma malo uklopaka. U njih je bilo
viditi po koji apatit i sitne mikrolite neopredielive naravi. U dva
augita nasao sam po jedan oveliki smedje Zuckasti list biotita
uklopljen.

Biotit se nije kao ni augit jednolicno po kamenu razsirio. U ve-
likom dielu izbrusaka nisam nasao biotitu ni traga. U drugih iz-
bruscih mogao sam naéi samo u osnovini po koji veoma riedki
sitni listic biotita. Osamljenih veéih listova bilo je vrlo malo, a
medju timi moram jedan spomenuti, koji je bio posve valovito za-
vinut usljed gibanja raztaljenog kamena. Samo u jednom komadu
trahita razvio se je biotit u veéoj mwmnoZini, te se jednolitno po-
razdielio izmedju amfibola i augita. Tu je na kamenu bilo veé
prostim okom viditi crne svjetlucave listove biotita. Gdjesto se je
bio tu u tolikoj mnozini nakupio, da sam ga mogao izlupiti. Sesto-
strani listovi ostali su medju nakritenimi nikoli u svakom polozaju
tamni. U konvergentnom svjetlu vidio se crni, ali se je pri gi-
banju preparata nesto malo razstavio u dvie crne hiperbole, ito
je dokaz, da je tinjac ovaj opti¢ki dvoosan, ali malena kuta opti¢-
kih osi. Biotit je smedje Zute boje, jake absorpcije, lamelarne ka-
lavosti. U sebi je imao kadkad uklopljene ljuske hematita i ledce
apatita. Osim ovih navedenih sludajeva razvio se je jos biotit na
vise mjestah u trahitu, ali samo u hrpah na okupu. Takve naku-
pine biotita mogao je ¢ovjek na kamenu ili na izbrusku veé pro-
stim okom lahko razpoznati. Nakupnine te, kada sam ih kagnje
prispodobio sa metamorfozom, koja se je dogodila sa zelenim gkri-
ljavcem u kontaktu sa trahitom, morao sam smatrati kao meta-
morfozirane uklopke od obliznjega gkriljavea. S toga ée o njih
govor biti u sliede¢oj razpravi ,o zelenih gkriljaveih petrovaradin-
skog tunela i njihov kontakt sa trahitom“.
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Osnovina petrovaradinskog trahita je skroz kristalinicna, nigdje
neima ni traga staklu. Gdje ona nije raztrofena, tamo se jasno
vidi, da ona sastoji od sitnih ledaca glinenca, medju kojimi su naj-
pretezniji sanidini jedinci, rjedje dvojei, a najrjedje plagioklasi. Uz
glinence pojavljuju se u osnovini apatiti, po gdjekoji titanit, gdjesto
sitni augiti i amfiboli 1 vrlo riedko sitni listi¢i biotita. U osnovini
se je nadalje razfirila znatna mnozina pirita. On se je mjestimice
pretvorio u hrdju i u hematit. Kao proizvod raztvorbe nalazimo
u osnovini mnogo dihroititnih karbonata, od kojih se jedni sa sol-
nom kiselinom brzc raztvaraju i jako $ume — dakle vapnenac —
dodim se drugi lagano raztvaraju i daju sa amonijakom smedj talog
— dakle karbonat zeljeza. Na gdjekojih mjestih razvio se je vap-
nenac u vec¢oj muozini i pokazuje tu onda svoju romboedricku ka-
lavost. Napokon spomenuti mi je jo§ kremen, koji se na nekih
mjestih u osnovini pojavljuje. Izbrusci, u kojih sam kremena nagao,
pokazuju, da se je doti¢ni kamen znatno raztvorio. Amfiboli su tu
svi kloritizirani, a glinenci su se pretvorili u nakupinu tinjea. Kre-
men se tu pojavljuje samo u sitnih mikroskopickih zrnih, pa se
svuda jasno vidi, kako po vise mepravilnih zrna izpunjuje uzke i
kratke pukotine, tako da je posve sigurno, da je tu kremen sekun-
darni proizvod.

Vige puta se vide apatiti, koji na pola leze u osnovini, a na
pola u kremenu ili u vapnencu, pojav je to, koji se festo vidja,
te koji ni najmanje nemora da govori za prvotnu narav kremena
ili vapnenca, kao $to su to mnogi ve¢ sigurno dokazali.

Kamenje druge trahitne grede u petrovaradinskom tunelu je jako
raztrogeno. Kamen je zelenkaste boje, a u njem lezi mnozina dugih
ledaca zelenkasto raztroiena amfibola.

Pod mikroskopom se vidi, da je kamen skroz raztrosen. U njem
nije mo¢i viSe nijednu sastavinu razpoznati osim apatita i obrisa
amfibola. Amfiboli su ti na polovicu izpunjeni bielim karbonatom,
a ostalu polovicu izpunjuje kloriti¢na ruda. Amfiboli se razpoznaju
sigurno samo u gdjekojih sluéajih po obrisih, a gdjesto i po crnih
crtah, koje na popriecnih prerezih oznaduju prizmatiénu kalavost.
Apatiti, koji se nalaze u amfibolu uklopljeni, sacuvali su se posve
dobro. Osnovina je skroz raztrogena, te puna karbonata i limonita.
Apatiti u osnovini imadu hrapavu povriinu. Vece i manje puko-
tine u osnovini izpunjene su kremenom, u kom se viSeput vide
ledei apatita.
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Trahit se pojavljuje u Fruskoj gori jo§ u rakovackoj i ledinagkoj
okolici. U literaturi spominje ga ponajprije H. Wolf u spisih geo-
logi¢kog zavoda (1861., 1862., II. 160), gdje veli samo, da je nasao
valutica od trahita u ledinackom potoku. Kainje opisuje u spisih
istoga zavoda (1871. p. 28) dr. 4. Koch sanidin-trahit iz okolice
rakovadke. Trahit taj potide, u koliko mogu iz opisa razabrati, sa
Buskine ugljare i rakovatkog potoka. Pod mikroskopom nasao je
Koch, da taj trahit sastoji od felsiti¢ne osnovine (?); u kojoj leze
veliki ledei sanidina i uz njih velika mnoZina sitnijih sanidina, za
tim ledei amfibola, augita, nekoliko listova biotita, mnogo magnetita
i nes$to malo nefelina (?).

U letopisu Matice srpske (g. 1873.) opisuje 4. Popovié isti trahit
sa Bugkine ugljare, te dodaje k sastavnim dielovom, &to ih je
Koch opredielio, jo§ i kremen. U istom spisu opisuje A. Popovié¢
ledinadki trahit sa Kamenara, Lukina svetca i Crna Cota. O njem
veli, da sastoji od sanidina, augita i amfibola, a da se je kemickom
analizom u njem jo§ dokazalo — ali kako, to neveli — biotita,
nefelina (?), magnetita i kremena (?), pa ga za to nazivlje ortoklas
— kvarztrahit. Sliéno opredielio je i dr. Szabé fruskogorske trahite.

U citiranoj razpravi od Os. Lenza (1893.) opredielio je dr. Doel-
ter trahit iz rakovackog potoka kao amfibolni andezit, jer je u
njem nasao mnogo plagioklasa (?). Doelter nije nafao u tom trahitu
augita, niti kremena, ali spominje heksagonalne proreze valjda od
nefelina (?). :

St. Nedeljkovié u svojoj kratkoj objavi u spisih geologickog za-
voda (1874.) nije bio svojim iztraZivanjem puno sretniji. On spo-
minje kao sastavne dielove trahita sanidin, amfibol i magnetit, a
za osnovinu veli, da ona sastoji od kremene kiseline (?), vapna i
Zeljeznih spojeva.

Dr. Doelter opisao je po drugi put u spisih geologickog zavoda
(1874.) ledinacki trahit, gdje samo to nova veli, da u njem nije
nafao nefelina, a da za augit nije siguran.

Dr. Koch je u novoj svojoj razpravi (1876.) opredielio trahite
iz Fruske gore kao doleriticke fonolite. Dr. Koch izveo je cjelo-
kupnu analizu rakovac¢kog trahita, izlupiv iz njega ponajprije sve
sanidine, pa je na temelju te analize dofao do toga zakljucka, da
se taj kamen po kemitkom svom sastavu priblizuje doleritom. Ko-
liko ovakve cjelokupne analize malo vriede za petrograficko opre-
djeljivanje kamenja, mislim, da ovdje nemoram dokazivati. Stvar
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je to dobro poznata. Dr. Koch sam priznaje, da se rakovacko ka-
menje znamenito razlikuje po mineralogikom sastavu od dolerita,
pa ipak je to ime zadrzao za svoje kamenje. Dr. Koch nebi si-
gurno udinio tu pogresku, kad nebi bio ved u drugu jos vecu
pogresku zagreznuo. On je naime drzao sriemske trahite za fono-
lite. Ti fonoliti mu nisu po mineralogickom sastavu ba$ puno
naligili ostalim poznatim fonolitom, pa je osjecao nuzdu, da im
ralja dati drugo ime i tako postadose doleritni fonoliti. Na tu mi-
sao, da on imade pred sobom fonolite, doveli su ga nefelini, za
koje je mislio, da ih u kamenu nalazi. Dr. Koch je prvi u svojoj
prvoj razpravi napomenuo, da mu se ¢ini, da u sriemskom trahitu
ima nefelina, a za njim se poveo Popovi¢ i dr. Doelter. Pri tom
je dr. Koch i kagnje ostao, premda nikakve dokaze nenavadja za
to, da pred sobom ima nefeline. On veli, da je to samo heksago-
nalna ruda, a ni nesluti, da bi to mogao i apatit biti. Sto spominje,
da u kamenu ima zeolitq, nije moéi ozbiljno uzeti, jer i za to ni-
kakvih dokaza nenavadja. Navadjajué svoja mikroskopicka iztraZi-
vanja mna izbruscih sa raznih mjesta, u vise slu¢ajevah ni nespo-
minje, da bi u kamenu nefelina nagao, a na jednom mjestu gdje
navadja nefelin kao sastavni dio kamena, stavio je uz nefelin u
zaporku znak pitanja. Pa uza te sve summje drzi on ipak do-
ticno kamenje za fonolite. Kasnije navesti éu sigurne dokaze, da
Kochovi nefelini nisu nifta drugo nego apatiti, pa da dotiéno ka-
menje nemoze fonolitom biti.

Kao §to Koch, tako i svi ostali pisci opisuju¢ sastavne dielove
sriemskih trahita spominju samo imena pojedinih ruda, neobziru¢
se na njihova fiziograficka svojstva, kojimi bi tek morali dokazati
mineralogicku narav dotiénih ruda. Koliko ovakvi opisi mogu po-
vjerenja imati, netrebam dokazivati.

Trahit u okolici rakovackoj i ledina¢koj probio je kroz pjeica-
nike i $kriljeve kredine formacije. On tvori tu &itave bregove, koji
dopiru sve do ,vienca®, a sa bregova spuita se u duboke poto¢ne
dolove. Obilaze¢ rakovacku i ledinadku okolicu naifao sam na
trahit ponajprije u iztotnom rakovackom potoku. Crni a onda sivi
kredini pjeséanci dopiru sve do Budkine ugljare, izto¢nog pritok:
u rakovacki potok. Kod Buskine ugljare proviruje izpod pjes¢anika
trahit, koji se s desnog briega u dol spusta. Trahit proteze se po-
tokom gore do 80 metara daleko (po dr. Kochu 40 met.). On je
tu u tavane odluden, pa je svjez i dobro saduvan. Povrh trahita
pojavljuju se kreduni brusilovei, u kojih leze umetnuti do 2 metra
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debeli slojevi pjesdanika. Nad brusilovei pojavljuje se opet trahit,
koji ide 150 metara daleko (po dru. Kochu 20 met.) potokom.
Nad trahitom lezi vapnenac i onda serpentin.

U ledinackoj okolici zapodimlje trahit kod ,Kamenarskog po-
toka“ na briegu , Kamenaru®, gdje cieli brieg tvori. Na Kame-
naru nalaze se dva kamenoloma, odkle su kamen za ceste lomili.
Sa Kamenara prelazi trahit dole u ,Ratorski potok“, gdje izpod
tinjdastog pjes¢anika proviruje. Iz ,Ratorskog potoka“ dize se tra-
hit desno na brieg , Lukin svetac®, koji opet od samog trahita sa-
stoji. Na njem se nalaze takodjer kamenolomi. Odavle prelazi
trahit na , Crni éot“, te se spusta na drugu stranu u ,Zovin dol*.
Idu¢ od ,vienca“ sa ,Treinjove ante (medje)* po poprie¢nom
hrbtu, koji ide paralelno sa Gradcem, prelazi se preko dvie glavice
»Lisajer vrh“, koji sastoji od posve raztrofena trahita. Dr. Koch
spominje u ovoj okolici u blizini ,vienca“ trahit na briegu ,Ostra
glavica“ sa dva vrhunca. Meni rekose ljudi, da nepoznadu u cieloj
okolici briega ,,Oftra glavica“, pa mi se po cielom opisu ¢ini, da
je moj ,LiZajev vrh“ Kochova ,Ostra glavica®.

To su najvaznija nalazista trahita, koja su meni poznata i koja
sam sdm pohodio. Nedvojim ni najmanje, da se je trahit razvio u
ponesto vecem obsegu, nego ito sam ga opisao, pa da ¢e se modi
jo§ po koje nalaziste naci, §to bi bilo i Zeljeti, da se uzmogne todna
karta Fruske gore nadiniti.

1. Trahit uw Rakova¢kom potoku je modrusasto sive boje, te
porfirasta sastava. Prostim okom razpoznaju se u njem veliki ledei
staklenasta sanidina, te ledei amfibola 1 augita.

Pod mikroskopom ocituju se glinenci veéim dielom kao sanidini,
a samo u gdjekojih izbruscih preteze plagiokias, tako da kamenje
ovo nemozemo uvrstiti u amfibolne andezite, kao $to je to jednom
dr. Doelter uéinio.

Sanidini su se ponajvise razvili u velikih dimensijah, te tvore
sad jedince, a sad opet dvojke. Jedna i druga vrst je gdjekad zo-
nalno gradjena. U jednom dvojku mjerio sam kut potamnjenja 8°.
Oni su obitno uviek posve svjezi, te su se malo kada poceli trogiti
Uklopei u sanidinu nisu nikada mmnogobrojni, premda nikada nec-
manjkaju. Samo u jednom sludaju tvorili su si¢usni uklopei za-
okruzen vienac. Kao redoviti uklopak vidjamo u sanidinu apatil,
te sitne iglaste mikrolite, valjda takodjer od apatita. Nadalje nala-
zimo u sanidinu dosta cesto uklopljene ledee ¢itanita w rombickih
prerezih. Dalnji uklopak tvore sitniji jedinei ili dvojei od sanidina,
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te oveci ledei wugita, na kojih sam mogao mjeriti kut potammnjenja
na 39° Vifeput se vidjaju u sanidinu uklopljeni cieli komadi osno-
vine, u kojih je moéi razpoznati apatit, sitne glinence, amfibol i
augit, a u jednom takvom amfibolu bio je opet uklopljen list bio-
tita. Napokon spomenuti mi je jo§ riedke uklopke tekucine sa po-
mi¢nom libelom.

Plagioklasi nedosizu nikada onih dimensija, $to ih je na sanidinu
viditi. Oni su kadkad zonalno gradjeni, a nose uvick vrlo malo
uklopaka.

Amfibol razvio se je ovdje uviek u dugih i velikih ledcih, sitniji
ledei su veoma riedki. Boje je tamno zelene i tamno Zute. Dihro-
izam mu je uviek znamenit. Na uzduznih prosjecih tvori os elastici-
teta sa prizmati¢nom kalavoiéu kut od 5% 6° do 14°. Na poprieénih
prerezih jasno se je uviek razvila njegova karakteristina prizma-
ticna kalavost. ViSe puta je on zonalno gradjen, gdje su onda zone
jasnije i tamnije bojadisane. Manji dio amfibold nejma osim apatita
nikakvih drugih uklopaka. Takvi amfiboli su obiéno na rubovih
obkoljeni viencem magnetita. Ali vedi dio amfibola razvio se sa
tako karakteristiénimi uklopei, da ih je vriedno napose opisati, tim
vie, $to to niti Kochu, niti kom drugom nije palo u odi.

Amfiboli ti obkoljeni su redovito sitnimi ledei augita, izmedju
kojih se je smjestio jos i magnetit. Augiti i magnetiti tvore tu ne-
prekinut vienac oko ciclog amfibola. Sli¢ne vience augita i magne-
tita oko amfibola poznati su u fonolitih kod Aussiga, Roche Sana-
doire, Route du Mont Dore & Murat u Auvergnei i Tekuta u
Africi.?

Ako je kamen ponesto raztrofen, onda su sitni augiti pobliedili,
a gdjekad su se 1 tako promienili, da ih nije modi razpoznati.

Rubovi nagih amfibola nisu cieli, nego su izkidani, fino razdi-
hani i zavrsuju gdjekad sitnim, Zuckastim zrnjem. Kao &to je
okrajak, tako je i nutrnjost amfibola izkidana, te izpunjena najza-
nimivijimi uklopei. Medju timi uklopei spomenuti mi je ponajprije
glinenac. On izpunjuje ponajprije prostor izmedju augitna vienca
i samog amfibola, te onda zalazi u razkidane dielove amfibola. Uz
glinenac pridruzuju se u nutrnjosti amfibola sitni, zrnati augiti, te
magnetitovo zrnje, a u jednom sludaju i pirit, te napokon apatit i
gdjesto titanit. Ali najzanimiviji uklopak je ovdje svakako biotit.

On dolazi ovdje u velikih listovih smedje Zute boje, koji pokazuju

! Rosenbusch, Mikro. Physiogr. der massigen Gesteine, p. 220, 221.
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svoju lamelarnu kalavost, jak dihroizam i optitko orientiranje pa-
ralelno sa kalavoséu. Listovi su se ti kadkad posve pravilno umet-
nuli medju prizmati¢ne razcjepine amfibola, ali joi desée ih je vi-
diti, kako leze u posve nepravilnom poloZaju napram amfibolu.
Biotit zapremlje sa ostalimi uklopei sad veéi sad manji prostor u
amfibolu, tako da gdjekad svi uklopei daleko nadmasuju mnozinu
amfibola. U izbruscih je desto naéi nakupina, kod kojih se vidi
vienac augita i magnetita, dodim se¢ je u nutrnjosti razvio sitni
augit, apatit, glinenac i veliki listovi biotita, a amfibolu nejma ni
traga. (V]ovjek bi na prvi pogled lahko pomislio, da se je ovdje
biotit razvio kemidkom metamorfozom iz amfibola, kao &to to spo-
minje Rosenbusch (Mikr. Physiographie, II, p. 261) u jednom
esthlandskom dioritu. No proti toj metamorfozi govore mnogi raz-
lozi. Ponajprije nevide se ovdje na amfibolu takve kemitke pro-
mjene, koje bi govorile za metamorfozu, jer je on razmjerno dosta
svjeZ, a onda se mevidi nigdje prelaza i saveza izmedju amfibola
i biotita. Nadalje proti tomu govori nepravilni polozaj, u kom se
mnogi biotitni listovi nalaze, a napokon jamée nam i ostali mnogo-
brojni uklopei, da su oni kao i biotit prvotne naravi u amfibolu,
da su zajedno sa amfibolom nastali. Moram spomenuti odmah
ovdje, da ni u jednom izbrusku nisam mogao naéi biotita, koji
bi se samostalno u osnovini razvio. Sav biotit, §to sam ga nagao,
razvio se je samo u opisanih nakupinah. Dr. Koch, dr. Doelter i
Nedeljkovi¢ spominju biotit u rakovackom trahitu kao sastavni
dio, pa se ¢udim, da nisu zapazili ili bar za vriedno pronaili, da
spomenu, u kojih odnosajih se je biotit razvio. — Sve §to bi go-
vorilo za sekundarnu narav biotita, bio bi ovaj njegov exklusivni
polozaj, koji ali ipak u ovom sludaju nije odludan. Slian takav
primjer navadja Rosenbusch, gdje doslovee veli: ,In einem prich-
tigen Quarzdiorit von Guernsey durchspicken zahlreiche Magnesia-
glimmerblittchen die Hornblende in allen moglichem Richtungen,
wihrend das Mineral selbstindig nirgends im Gestein auftritt. Man
konnte an eine genetische Bezichung der beiden Mineralien denken,
wenn nicht die Art der Einlagerung dagegen spriiche“.

Augit razvio se je u rakovackom trahitu svuda jednoliéno. Bro-
jem svojih individua daleko nadmasuje amfibol, ali su mu ledei
mmnogo sitniji, €esto zrnati. Dr. Doelter pri svom prvom iztraZivanju
rakovackog trahita ili po njegovu ,amfibolnog andezita“ ni nespo-

! Mikr. Physiographie 1., p. 261,

R. J. A. LXIV. 6
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minje augita, dodim pri drugom iztraZivanju veli, da mu se &ini,
da bi neki prosjeci mogli augit biti, §to je tim Gudnovatije, Sto se
je augit svuda u velikom broju razvio.

Ledci augita su ponajvie, kako rekoh, sitni. Boje su jasno ze-
lene. Dihroizma neimaju skoro nikakva, samo u nekoliko sluda-
jevah bio je dihroizam znatan: zute i zelene boje, ali tu je bio
augit kloritiziran. UzduZni prosjeci potamnjuju pod vrlo velikim
kutom, oko 40° Na poprieénih prerezih vide se uz plode prizme
joi i oba pinakoida, te se tu desto vidi kalavost od blizu 90°.
Gdjekoji ledei su fino zonalno gradjeni. Uklopaka u augitu nejma
mnogo. Najceiée je jo¥ nacéi okruglih, zuckastih uklopaka stakla,
gdjesto i sa mjehurom, te kadkad koji apatit, a u dva augita na-
$ao sam po jedan oveéi list biotita uklopljen u posve nepravilnom
poloZaju.

Biotita nejma, kako sam ve¢ spomenuo, samostalno razvijena.

Apatit se je u rakovackom trahitu posvuda razvio. Dr. Doelter
ga nespominje, a za nefelin, bar u zadnjem svom iztrazivanju veli,
da ga nejma. Dr. Koch takodjer ga nespominje, ali za to veli, da
u osnovini rakovackog trahita ima nefelina.

Apatit se pojavljuje ne samo kao uklopak u glinencu i amfibolu,
nego ga je jo¥ naéi i posvuda u osnovini. Popriecni prosjeci tvore mu
Sestokute, koji ostaju medju unakrtenimi nikoli u svakom polozaju
tamni. Uzduzni prosjeci pokazuju malne uviek samo plode prizme
sa piramidom, a potamnjuju pravcem glavne osi. Nedvojbeno je
tim njihova heksagonalna narav dokazana, ali bi prama tomu jo$
uviek ledei ti mogli biti apatit i nefelin. Ledei nisu skoro nikada
dugaéki, nego obi¢no kratki i razmjerno dosta debeli, ali pri tom
uviek duljina nadmaguje Sirinu, a uz to pokazuju takvi ledci uviek
baziénu kalavost, kojom ledac u dva ili viSe ¢lanaka razpada. Da
se podpuno osvjedodim, da li imadem pred sobom apatit ili nefelin,
to sam i%ao pod mikroskopom iztraZivati njihova kemicka svojstva.
Sa solnom i duficnom kiselinom raztopili su se ledei uviek. U
raztopini sa solnom kiselinom mnisam nikada mogao nac¢i kockastih
ledaca od kamene soli, a tim sam se osvjedodio, da doti¢ni ledci
nemogu nefelin biti. Al kada sam raztopini od dusiéne kiseline
dometnuo molibdenovo - kisela amonijaka, ili ako sam odmah na
ledac reagirao sa raztopinom molibdenovo-kisela amonijaka u du-
§ignoj kiselini, to sam dobio uviek zuti talog karakteristiéni za
fosfornu kiselinu. Tim sam dosao do sigurna osvjedodenja, da pred
sobom émam apatit, a ne nefelin. T'e pokuse opetovao sam sa vise
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ledaca iz raznih izbrusaka, te na izbruscih ledinadkog i petrovaradin-
skoga trahita, i doSao sam uviek do istoga rezultata, a tim je od-
luéeno, da ovo fruskogorsko eruptivno kamenje nije fonolit, nego
obi¢an trahit po Rosenbuschevoj definiciji.

Apatit u rakovagkom trahitu malo je kada &ist, nego je obidno
pun presitnih uklopaka. Uklopei su se obidno nakupili prama sre-
dini ledea, tako da je sredina ledca smedja i tamna, dodim su ru-
bovi jasniji i ¢isé¢i. Pri najvecem povedanju (1080 puta) pokazuju
se ovi uklopei kao zuckasto smedje krugljice ili kao zuékasto smedje
iglice, koje su se pravcem glavne osi poredale. U gdjekojih uklop-
cih vide se nepomi¢ni mjehuri, tako da je te uklopke smjeti drzati
za uklopke stakla.

Titanita nagao sam u svakom izbrusku i to uviek po vie ve-
likih ledaca, sad kao uklopak, sad opet u osnovini. Vidjaju se tu
jedinei i sraslaci upravo tako, kao §to sam to opisao u petrovara-
dinskom trahitu.

Magnetit razvio se je posvuda po osnovini, te kao uklopak u
raznih rudah. Pirit bio je vrlo riedak.

Osnovina rakovadkog trahita je skroz kristaliniéna. Na sastavu
te osnovine udionidtvuju u najveéem broju ledci glinenca. Oni su
obi¢no jedinci i dvojci, a gdjesto i plagioklasi. U sebi imadu kad-
Sto zuckaste mikrolite. Veé u obi¢nom svjetlu vidi se, kako se ovi
ledci glinenca stiféu i razno zavijaju oko veéih ledaca sanidina,
augita i amfibola, a pri nakrtenih nikolih vidi se najkrasnija flui-
dalna struktura, Sto si ¢ovjek pomisliti moze. Ogditi ovaj dokaz gi-
banja pri¢inja se udnovat radi toga, &to izmedju ledaca nejma
nikakva stakla, u kom bi oni svoje gibanje izvadjali. Al je to po-
Jjav, koji je veé vise puta zapazen. — Uz sitne ledce glinenca pri-
druzuju se u osnovini poneito augit, apatit, magnetit i apatit. Kao
sekundarni proizvod razvili su se u osnovini ponedto i karbonati.
Kremena nisam nigdje nagao. — Vede pukotine i razkoline u kamenu
bile su obliepljene bielom rudom, za koju sam mogao kvalitativno
opredieliti, da sastoji od Zeljezna, vapnena i magnezijeva karbonata.

2. 1z ledinacke okolice skupio sam i iztrazio samo svjeZije tra-
hite sa Kamenara, Ratorskog potoka, Lukina svetca i Crna &ota
blizu ,Zovina dola“.

a. Trahit sa Kamenara bio je modrusasto siv sa velikimi ledci
sanidina, amfibola i augita.

Pod mikroskopom bili su glinenci veéinom sanidini, jedinci i
dvojei, rjedje plagioklasi. Uklopei: apatit. Amfibol naliéi posve amfi-

*
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bolu u rakovagkom trahitu. On je obkoljen viencem augita 1 mag-
netita. U njem leze listovi biotita, ledei glinenca, augita i magnetita.
U mnogih nakupinah nejma amfibolu ni traga. Biotit nije se inade
razvio. Augit dolazi u veéoj mnozini nego amfibol, ali u zrnatih i
manjih ledeih. U svih drugih svojstvih naligi rakovackom augitu.
Apatite ima mnogo i to u kratkih i dugih ledcih, obitno prizme
sa piramidom. Oni su puni smedjih uklopaka stakla. U jednom se
je svietli uklopak sa dva mjehura razvio kao negativ ledca. Titanit
dolazi u pojedinih sraslacih. Jedan sraslac nalicio je sraslacu sadre.
Osnovina bila je kristaliniéna. Ledei glinenca poredali su se flui-
dalno. Uz nje bilo je viditi apatit, magnetit, augit i dosta raztrosine
i to siderita i vapna.

b. Trahit iz Ratorskog potoke naliio je makroskopicki posve
rakovackom trahitu. _

Pod mikroskopom istu onu sliku, koju smo opisali kod rako-
vatkog i kamenarskog trahita. Mnogi glinenci bili su u sredini
pomuéeni. Mutez ta poticala je veéim dielom od finih uklopaka i
neopredieljive raztrogine. Amyfibol nalidio je posve prijagnjim amfi-
bolom. Augit se i ovdje u veéem broju razvio. Biotita samostalno
razvijena nejma ni ovdje. Apatiti su izpunjeni smedjimi uklopei
stakla, koji su se poredali smjerom glavne osi. U osnovini su se
uz fluidalno poredane glinence razvili jos augit, apatit, magnetit
i gdjesto titanit. Sitni ovi glinenci imadu &esto uklopke stakla sa
nepomi¢nim mjehurom i Zué¢kasto zelene mikrolite.

c. Trahit sa Lukina svetca je u glavnom makroskopicki i mi-
kroskopi¢ki nalidio prijasnjim trahitom. Sanidini su bili malne svi
zonalno gradjeni. Plagioklas bio je riedak. Kod amfibole je radi
raztvorbe augitni vienac izéeznuo, a magnetit se pretvorio u limo-
nit. U amtfibolu bilo je osim biotita i glinenaca naci i titanita.
Augit bio je mnogobrojan, gdjekoji ledei imali su uklopljene li-
stove biotita. Apatita bilo je mnogo, a bili su puni smedjih uklo-
paka. U kristaliniénoj fluidalnoj osrovini bilo je nekoliko titanita.

d. Trakit sa Crna Céote blizu Zovina dola bio je posve slican
prijasujim. Sanidin bio je u velikih ledcih, a isto tako i amfibol,
koji se je i ovdje upravo tako razvio kao u rakovaékom trahitu.
Augite bilo je mmnogo. Biotit razvio se je samo ili u amfibolu
ili u nakupinah, koje su u svem nali¢ile nakupinam prijasnjim
samo $to u njih nije amtibola bilo. Apatite bilo je u znatnoj mno-
#ini. Oni su bili puni smedjih uklopaka. U jednom ledeu bili su
okruglasti i iglasti uklopei jasne boje, a desto bilo je u njih mje-
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hure viditi. U okruglih uklopcih su se mjehuri grijanjem micali.
Titanita bilo je vide poveéih ledaca. U kristalimiénoj fluidalnoj
osnovini bilo je dosta siderita, vapna i limonita. — U ovom tra-
hitu spominje dr. Koch, da je u jednom sanidinu nagao uklopak
titanita, koga drugdje nije nigdje vidio.

Prispodobimo li ove pojedine opise, osvjedoéiti éemo se, da iz-
medju pojedinih trahita iz okolice Rakovea i Ledinaca nejma upravo
nikakove razlike. Jedinstvena ova njihova mineralogicka narav do-
vadja nas na tu misao, da su svi oni trahiti proizvodom jedne
podulje provale. Petrovaradinski trahit razlikuje se od rakovadkog
i ledinackoga trahita, %to se u njem nije augit jednoli¢no razvio,
pa Sto se biotit nije razvio u amfibolu, nego posebice, premda po-
najvise uviek na okupu. Jeli to bila istodobna, ili ponesto starija
ili mladja provala, nemoze se dakako izreéi.

Na koncu Zelim jo§ navesti pregled pojedinih sastavnih dielova
raznih trahita iz Fruike gore, kako sam ih ja i kako su ih drugi
nasli.

Petrovaradinski trahit.

Popovié Ja
Ortoklas Ortoklas
Oligoklas Plagioklas riedje
Kremen -

— Amfibol
Augit Augit riedje
Biotit Biotit
Nefelin —

— Apatit
Magnetit Magnetit riedko
Pirit Pirit

— Osnovina kristaliniéna



86

Ja

Sanidin

Plagioklas riedje

Amfibol

Augit

Apatit

Titanit

Magnetit

Biotit samo uklo-
pak

Osnovina krista-
liniéna

Ja
Sanidin
Plagioklas riedak
Amfibol
Augit
Apatit
Titanit

Magnetit

Biotit samo uklopak

Osnovina krista-
lini¢na

M. KISPATIC,

Rakovacki trahit.

Popovicé

Sanidin

Amfibol
Augit

Magnetit
Biotit

Kremen

Nefelin

Dr. Doelter

Ortoklas
Plagioklas
Amfibol

Magnetit

Biotit malo

Dr. Koch
Sanidin
Plagioklas riedak
Amfibol
Augit

Magnetit

Biotit

Osnovina krista- Osnovina krista-

liniéna

Nefelin (?)

Ledinacki trahit.

Popovié
Sanidin

Amfibol
Augit

Magnetit
Biotit

Nefelin

Nedeljkovié
Sanidin

Amfibol

Magnetit

liniéna

Nefelin.

Dr. Koch

Sanidin

Plagioklas

Amfibol

Augit

Samo u trahitu
Jovin dol

Magnetit

Biotit

Osnovina krista-
lini¢na

Nefelin.



Zeleni Skriljavei petrovaradinskog tumela i
njihov kontakt sa trahitom.

Citwo w sjednici metematicko - prirodoslovnoga razreda jugoslavenske akademije
znanosti 1 wmjetnosti 10. lipnja 1882.

proF. DR. M. Kigparic.

Serpentini Frugke gore a medju njimi i petrovaradinski serpentin
u strukovnoj literaturi su upravo od svjetskoga glasa. Serpentini
se ti spominju svuda kao gromadno kamenje, koje je provalilo u
kredinoj formaciji. Serpentini, §to se protezu trupom Fruske gore,
u istini su pravi serpentini, no da li ih smijemo smatrati gromad-
nim kamenjem, o tom mnezelim za sada jo§ svoga mnienja izreci.
Za sada obazrieti ¢u se samo na kamenje petrovaradinske tvrdje,
jer ono nestoji mineralogi¢ki u nikakovu odnosaju sa ostalimi ser-
pentini Fruske gore. Petrovaradinsko kamenje je tim zanimivije, $to
medju njim nije moé¢i naéi niti traga kakvom serpentinu, premda
se ono svuda u literaturi spominje kao serpentin, pa je dakako i
na geologitkih kartah kao serpentin ozna¢eno. Priznati moram, da
sam bio golemo iznenadjen, kada sam prve izbruske od petrovara-
dinskog kamenja pod mikroskopom razgledao. Nisam mogao biti
pripravan, da pomislim, da su se svi iztrazitelji do mene prevarili,
pa jos tomu tako, da su svi u kamenju neto vidili, $to medjutim
nije ni najmanje serpentinu sliéno.

Petrovaradinsko kamenje spominje ponajprije Beudant® u svom
djelu ,Voyage mineralogique et geologique en Hongrie pendant
I année 1818%  gdje veli, da petrovaradinska tvrdja stoji na ser-
pentinu. Pogrjesku ovu usvojise kagnje svi geolozi, koji su Frusku
goru iztrazili. Tako spominje H. Wolf,> da petrovaradinski brieg
sastoji od serpentina.

1 Jahrbuch der geol. Reichsanstalt, 1873. p. 296.
2 Bericht iiber die geologische Aufnahme des Vrdnik-gebirges. Ver-
handlungen der geol. Reichsanstalt 1860. i 1861, II. p. 160.
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Dr. Oskar Lenz,' navadjajué serpentine u trupu Frugke gore,
veli: ,isolirt, aber offenbar mit dem nordlichen Zug in Beziehung
stehend, ist die Nerpentinkuppe, auf welcher die Festung Peter-
wardein errichtet ist“. Od vaimosti je, $to Lenz dalje veli: ,mit
Ausnahme des Peterwardeiner Felsens tritt der Serpentin nirgends
massig oder stockformig auf, sondern ist lagerformig den Schiefern
oder den jiingeren (iesteinen angelagert“. Velim, od vaznosti je to,
jer petrovaradinsko kamenje nije gromadno, nego je to pravi skrilja-
vae, pa tim odpada i zakljucak, sto ga je iz toga kasnje dr. A. Koch
izveo i na ostale serpentine u IFruskoj gori preneo. A. Popovié,®
bio je prvi, koji je stao sumnjati, da petrovaradinsko kamenje nije
pravi serpentin, ali kako se nije upustio u petrografitko iztraZi-
vanje, to se nije mogao ni on otresti stare pogrjeske. On veli:
sNeverujem, da c¢e to obiljezje (kao serpentin) biti totno ... ..
drzim, da je to upravo zelenjak, ali se ponefto mjestimice n. p.
prama dunavskoj strani nalazi u obliku i sastavu, koji podpuno
odgovara serpentinu, te se moZe reéi o toj strani, da tu prelazi
zelenjak u serpentin.“

Gledom na petrovaradinsko kamenje u cieloj su literaturi sva-
kako najvazniji najnoviji podatei od dra. 4. Kocha,® jer se je on
prvi upustio u samo petrograficko iztrazivanje dotidnoga kamenja.
Ponajprije Zeli dr. Koch dokazati, da je serpentin u trupu Frugke
gore eruptivnog porekla, pa veli ,dass er wirklich als eruptives
Gestein aufgefasst werden muss, dafiir ist der Peterwardeiner
Festungsberg ein Beweis, dessen Gestein — ein nicht vollstindig
umgewandelter Serpentin — einen massigen Stock bildet“. T to mu
Jje jedini dokaz, da su ostali serpentini Fruike gore eruptivne na-
ravi. No i taj dokaz gubi mu svaku vriednost, jer petrovaradinsko
kamenje nije gromadno, nego skriljavo, pa jer ono nesastoji od
serpentina. Sto je dr. Koch smatrao petrovaradinsko kamenje gro-
madnim kamenjem, lahko bi se oprostilo, jer gkriljavost doti¢nog
kamenja nije uviek i svuda jasno izrazena. No njegovo mineralo-
gicko iztrazivanje, po kom je dotiéno kamenje kao serpentin opre-
dielio, skroz i skroz je krivo. On pige doslovee:

! Beitriige zur Geologie der Fruska gora in Syrmien. Jahrbuch der
geol. Reichsanstalt, 1873. p. 300.

? O geoloskim odnosajima FruSke gore. Letopis Matice srpske 1873.
p. 139. i 140.

 Neue Beitrige zur Geologie der Fruseca Gora in Ostslavonien,
Jahrbuch der geol. Reichsanstalt, 1876., p. 23. i 24,
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»Das Gestein des Peterwardeiner Festungsberges ist schon, mit
freiem Auge betrachtet, nicht gleichartig, denn hellere und dunklere
griine Korner und braune oder schwarzgraue, perlmutterglinzende
Schuppen bilden seine Gemengtheile. Die braunen Schuppen er-
wiesen sich ihren physischen Eigenschaften nach, besonders im
polarisirten Lichte betrachtet, als Bromzit. Die beiden anderen
Gemengtheile sind Umwandlungs-producte. In Diinnschliffen sieht
man unter dem Mikroskope eine wasserhelle, kornige oder fasrige
Grundmasse, in welcher griine Krystallschnitte eingestreut liegen.
Diese sind netzartig von dunkleren Adern durchzogen. Zwischen
gekreuzten Nicols zeigten sowohl die helle Grundmasse, als auch
die griinen Einschliisse bunte Interferenzfarben und nur die dun-
kleren Adern blieben in jeder Stellung dunkel. Daraus folgt erstens,
dass die urspriinglichen Gemengtheile noch theilweise ihre Doppel-
brechung beibehielten und das Gestein noch nicht vollstindig ser-
pentinisirt ist; zweitens, das die griinen Einschliisse wahrscheinlich
halbserpentinisirte Olivinkérner sind. Das urspriingliche Gestein
war also jedenfalls ein Olivingestein, ob Bronzit oder Enstatit den
zweiten Gemengtheil bildete, bleibt sich ziemlich gleich, der dritte
Gremengtheil war nicht zu ermitteln. Dieser unvollstindige Serpentin
bildet neben dem Kamenitzer Thor hervorragende Felsblocke.

» Weiter gegen die Schiffbriicke, wo einge Steinbriiche erdffnet
wurden, ist das Gestein #Husserlich gleichartiger, aber doch noch
feinkornig. Bronzitschuppen zeigen sich nicht, nur hie und da Ma-
gnetitkorner. Interessant ist auch hier, dass ein mehrere Klafter
langes Stiick réthlichgranen Thonglimmerschiefers in dem Serpentin
eingekeilt vorkommt und das im Hangenden dieses Schiefers der
Serpentin selbst schiefrig ist, weiter aber wieder massig wird.
Dieses Stiick Thonglimmerschiefer wurde jedenfalls vom eruptiven
urspriinglichen  Olivingestein umschlossen und emporgerissen. Es
beweist zugleich, dass dieser Serpentinstock mit dem siidlichen
Serpentinzuge der Frusca (Gora in naher Beziehung, wenn nicht
vielleicht gar in directer Verbindung — unter der tertiiren Decke
— steht“.

Mikroskopi¢ka ova slika, %to nam je dr. Koch o petrovaradin-
skom kamenju daje, nejasna je a i kriva. Zelena, razpucana zrna,
Sto ih dr. Koch spominje, nemoraju biti olivinom samo zato, &to
oftro polarizuju, kao $to u istinu i nisu. Nerazumljivo mi je na-
dalje, §to on misli o jasnoj osnovini, a broncit ili enstatit morao
bi se kao rombi¢ki piroxen pod mikroskopom jasno oditovati.
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Istina je, da se petrovaradinsko kamenje ve¢ po vanjitini na dvoje
razdieliti dade, ali ta razlika nelezi u tom, $to bi se u jednom na-
lazio broncit, a u drugom ne. Komad crna brusilovasta kamena,
§to lezi u petrovaradinskoj pecini, negovori ni najmanje za erup-
tivnu narav obliZnjeg kamenja, jer on po svom mineralogickom
sastavu ide u obseg obliznjeg kamenja i neda se od njeg odieliti,
kako ¢emo to kadnje viditi.

Da sam se dao na iztrazivanje petrovaradinskog kamenja, bilo
je uzrokom poglavito to, $to su upravo prosle godine prokopali
tunel kroz petrovaradinsku peéinu za Zeljeznidku prugu, koja ¢ée
spojiti Zemun sa Novim Sadom. Ja sam se nadao, da ¢u u pro-
kopu naéi jedrijeg kamenja, koje bi mi poneito razjasnilo pitanje
o postanku petrovaradinskog serpentina, pa ako mi sc i nije izpu-
nila Zelja, koju sam pred ofima imao, to sam ipak dofao do rezul-
tata, koji su u toliko zanimiviji, $to imadu izpraviti starije podatke.

Tunel po¢imlje na dunavskoj strani skoro sasvim od zapada,
tvori odmah u pocetku maleni zavoj prama severu i izlazi prama
Majuru. Sirina tunela iznosi 6'3 m., a visina mu je 65 m., do¢im
mu duljina iznosi 361 metar. Tunel probija upravo sredinom pe-
rovaradinskog briega, pa prolazi kroz sve vrsti i odlike kamenja,
Sto se nalaze na vanjskom obsegu cieloga briega. Za iztrazivanje
sakupio sam materijal medju kamenjem, S$to je iz tunela izveZeno,
onda u samom tunelu, te napokon izvana sa raznih todaka oko
briega, tako da nemogu vjerovati, da bi jo§ gdjegod moglo biti
kamenja, do kojega ja mebi bio dofao, pa da tako nebi mozda
naisao na serpentin, sto ga Koch opisuje.

U tunelu se mmogo jasnije vidi nego izvana, da je kamenje
jasno uslojeno. Slojevi su sad nesto deblji sad nesto tanji od pol
metra, no gdjesto bivaju oni posve tankii plodasti, a tude se onda
njihova listidava i Skriljava narav posve jasno oéituje.

Na podetku tunela sa dunavske strane pruZaju se slojevi od s.
iz. prama j. z, a stoje uzdignuti za 60°. Ovo pravilno redanje slo-
jeva ide prostorom od 60 metara. Ovdje provalila je kroz gkri-
ljavee greda trahita. Trahit ovaj opisao sam u zadnjoj svojoj raz-
pravi ,o trahitih Frugske gore“. Iza trahitne grede leze slojevi sla-
bije nagnuti (30° a protezu se od sjevera prama jugu. U polovici
tunela provaljuje druga trahitna greda, a iza nje lezi fkriljavac u
svom prvotnom polozaju. Izmedju pojedinih slojeva nasega 8kri-
ljavea provlade se 1 do 5 em. debele naslage vapnenca, u kom
obi¢no ima znatna mnozina »uékasta epidota. Jedno i drugo je
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otito sekundarne naravi. Na podetku tunela nalazili su u zelenom
Skriljaveu pojedina gniezda od uledjena kremena prozirca. Nesto
dalje od ulaza pojavljuje se u zelonom gkriljaveu pirit, koji se je
mjestimice u znatnijoj mnozini i u ovelikih ledcih razvio. Uz pirit
provlace se kroz kamen pojedine sitne Zice olovna sjajnika. Oko
polovice tunela biva gkriljavac sve to vige raztrofen, a gdjekoji
slojevi pretvorili su se skoro sasvim u ervenkasto zutu glinu. Gdje
je ovo raztroSenje najvise napredovalo, tamo se uz glinu pojavljuju
slojevi crvenkasta i zelenkasta kremena. Na iztotnom izlazu tunela
naslanjaju se na gkriljavac 36 metara debele naslage ilovade.

Svi petrovaradinski gkriljavei dadu se po mineralogidkom sastavu
u dvie hrpe razdieliti. Obe ove hrpe moéi je veé i na vanjstini lahko
razpoznati. Prva vrst, koju ¢u ponajprije ovdje opisati, pojavljuje
se na podetku tunela sa dunavske strane, te dopire nedaleko iza
prve trahitne grede. Izvana tvore oni severo-zapadni dio petrova-
radinskog briega, dakle onu stranu, koja je okrenuta prama novo-
sadskom mostu. SkrllJ&VCl ovi su sivkasto-zelene boje, demu se
pridruzuju fine Zuckaste udrobine od epidota. Makroskopicki nije
moci razpoznati pojedine sastavne rude osim epidota, te onda vap-
nenca, koji se je u pojedinih zicah po kanienu razirio. Sa solnom
kiselinom Sumi kamen, 3to je znak, da je vapnenac i mikroskopicki
dosta obilno u kamenu razsiren.

Pod mikroskopom vidimo, da kamenje prve ove hrpe sastoji
poglavito od glinenca, amfibola, epidota i klorita, a tomu da se
jos pridruZuje vapnenac, hematit i pirit. Razmatraju¢ mikroskopitku
sliku ovoga kamenja, pri¢injalo mi se je, kao da imam pred sobom
zelene Skriljavee od Stangenberga, Gralgenberga i Bleiberga iz dol-
nje Slezke, §to ih je opisao dr. Kalkovsky u Lipskom.!

Ogromna ova slitnost potaknula me je, da sam se obratio na
g. prof. Kalkowskoga, koji mi je najveéom pripravnoscu zamoljeno
kamenje iz Slezke priposlao, pri dem sam se osvjedodio, da iz-
medju petrovaradinskog i spomenutog slezkog kamenja nikakve
bitne razlike nejma.

U nafem kamenju tvori glinenac glavnu i bitnu sastavinu. Riedko
sam mnaifao na izbruske, u kojih bi bilo malo glinenca, obi¢no je
on u tolikoj mnozini razvijen, da tvori tako rekué¢ neku vrst osno-
vine. Glinenci su se razvili sad u tankih, podugih iglicah, a sad

! Ueber griine Schiefer Niederschlesiens, Mineralogische Mittheilun-
gen, 1876., II. p. 87.
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opet u poneito Sirjih ledcih. Iglasti ledei su najvise kao dvojei
razvijeni, ali dosta desto i kao trojei. Sirji ledei su ponajvise raz-
vijeni kao polisintetiéni sraslaci, rjedje kao jedinei. Najveéi dio ovih
glinenaca je nedvojbeno plagioklas, jer vrlo cesto pokazuju jedinci
i dvojei iste kutove potamnjenja kao i polisintetiéni sraslaci. Naj-
veéi dio jednostavnih sraslaca 1 ocitih plagioklasa potamnjuje pod
kutom od 2 do 10°% pri dem su ali manji kutovi (2°—5H° mnogo
obidniji. famo u jednom izbrusku pokazivahu fino lamelirani pla-
gioklasi kut potamnjenja od 15—16° Naravno je, da uz ova op-
ticka svojstva nije moéi odlugiti, da li nejma medju glinenci i
ortoklasa. Medju wklopei, $to ih uw glinencih nalazimo, najvazniji
je amfibol. On se tu obi¢no pojavljuje u znatnijoj mmozini, pa
gdjekad zauzimlje u glinencu treéinu cieloga prostora. Amfibol se
je tu razvio u veoma finih, tankih iglicah, koje sad pojedince, sad
u cielih snopovih sa strane u glinence prodiru — upravo tako kao
kod slezkih zelenih gkriljavaca. Amfibolne iglice dopiru sad do sre-
dine glinencu, a sad opet prolaze skroz na drugu stranu. Da su
to zbilja amfibolne iglice, moéi se je lahko pri velikom povecanju
po malom kutu potamnjenja osvjedo¢iti. Boje su one jasno zelene.
Gdje su se glinenci stali trofiti, tamo su amtfibolne iglice izdeznule,
a mjesto njih se vidi listnati klorit. Kao uklopak u glinencu spo-
menuti je napokon presiéugna zrnea, slabo Zute boje, koja bi do-
vjek mogao kao epidot smatrati.

U ovoj i u sliede¢oj hrpi petrovaradinskoga kamenja glinenac
je tako stalna sastavina, da se nemogu dosta nacuditi, kako ga
dr. Koch nije opazio. '

Druga bitna sastavina ovih #kriljavaca je amfibol. On se je
ovdje razvio kao i u slezkih zelenih gkriljaveih u finih iglastih
ledcih, a ima ga uviek i svuda u vrlo velikoj mnozini. Iglice su
se po kamenu vrlo raznovrstno poredale. One su sad posve nepra-
vilno izpletene i porazbacane, a sad se opet skupile u snopice, koji
se metlasto razilaze. Vrlo riedko da su se amfibolne iglice ravno i
paralelno poredale, pa da tvore onda odeblje kristaloide. Kristaloidi
su ti onda uviek na krajevih razmovrstno razkidani i razéihani.
Poprieéni prervezi ovakvih kristaloida pokazuju u svojih sastavnih
dielovih kutove amfibola.

Amfibol je malne uviek jasno zelene boje, a samo gdjekad biva
on modrugast ili modrusasto-zelen. Modrizasta ova boja iglicd nije
se uviek protegnula cielim ledcem, tako da su gdjekoje iglice dvo-
bojne. Dihroizam amfibolnih iglica nije jak, ali je uviek jasan i
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o¢it. Amfibol potamnjuje pod kutom od 8° do 25°. Najeséi su
maleni kutovi od 8 do 15°, a rjedji ve¢i kutovi. Najeedéi kutovi,
koje sam mjerio, bijahu 8°, 9° 10° 14° 15° i 20°.

Amfibol je ponajvise posve svjez. Gdje se je on podeo trogiti,
tamo nalazimo klorit kao sekundarni proizvod. Gdjekad se vidjaju
u takvih kloritnih nakupinah jo3 pojedini situi, iglasti dielovi, koje
Je moéi opticki odmah kao amfibol prepoznati. O¢iti je to dokaz,
da je doti¢ni klorit postao od amfibola.

Kao dalnji sastavni dio zelenih ovih $kriljavaca spomenuti je
klorit. On se pojavljuje sad u veéoj sad u manjoj mnozZini, a svuda
se jasno vidi, da je on sekundarne naravi. Njega tim vise ima,
¢im se je vise amfibol raztrodio, a u gdjekojih slusevih se upravo
vide u njem, kako sam to malo prije spomenuo, ostanci od jo§ ne-
raztrosena amfibola. Klorit se je ili jednolino po cielom kamenu
razirio, ili se je uz zice vapnenca i epidota u vectoj mnoini na-
kupio. On se pojavljuje ili u girjih listovih ili u tankih, uzkih
prugah. Kloritni listovi pokazuju o¢it dihroizam, i to Zudkastu i
zelenkastu boju, koje su tako karakteristiéne za klorit. Listovi ti
ostaju medju unakritenimi nikoli u svakom polozaju tamni. Klo-
ritne uzke pruge potamnjuju samo onda, kada leze paralelno jed-
nom ili drugom nikolu. Tim je dovoljno dokazana njihova optitka
narav.

Epidot, koji se u velikoj mnozini u kamenu pojavljuje, pokazuje
svuda svoju sekundarnu narav. Cim je raztvorba u kamenu vise
napredovala, tim ga vige ima, a najvise ga je nadi, gdje ili sam ili sa
vapnencem ciele pukotine izpunjuje. U pukotinah je epidot razvijen
u povecih ledeih, na kojih se vide i pojedini ledéani obrisi. Epidot,
Sto je po kamenu nepravilno razbacan, obi¢no je zrnata oblika, te
stoji malne uviek u savezu sa kloritom. Epidot je naranéasto ili
zelenkasto zute boje, malo kada posve proziran. On pokazuje dosta
o¢it pleohroizam, a polarizuje vrlo oitrimi bojami. Razvijeni led-
ani oblici obi¢no su produljeni smjerom ortodiagonale. Oni poka-
zuju dosta cesto bazitnu kalavost. Ovakvi prerezi potamnjuju para-
lelno sa kalotinom, a u konvergentnom svjetlu viditi je na njih
Jednu opti¢ku os sa hiperbolom i uz to neznatnu disperziju boja.
Na gdjekojih drugih prerezih bilo je u konvergentnom svjetlu vi-
diti erni kriz, koji se je pri gibanju preparata razisao u hiperbole,
koje su odmah radi velikog kuta optickih osiju iz vidika iz&eznule.
Medju tom velikom mnozinom epidota, $to sam ih u polarizovanom
svjetlu motrio, nasao sam samo jedan sraslac, koji je bio srasao
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smjerom ortopinakoida, i koji je uz to pokazivao poprieko basiénu
kalavost. Jedan individium potamnjuje pod kutom 1°, a drugi pod
kutom od 3°. — Mjestimice, gdje su se epidoti u veliko razvili, vi-
diti je u njih silnu mnozinu iglastih ledaca. Iglice te sastoje mozda
od amfibola; no one su tako fine, da ih nije mo¢i opticki opredieliti.

Vapnenac, ito ga je moéi pod mikroskopom jasno razpoznati,
sakupio se je u pukotinah, gdje mu se obi¢no pridruzuje jos klorit
i epidot. On je tu u obliku zrnja, koje pokazuje razvijenu rom-
boedri¢ku kalavost, a na zgodnih prerezih u konvergentnom svjetlu
poznatu sliku njegove opticke osi. U gdjekojem zrnu vapnenca vide
se sitni iglasti ledei nalik onim, Sto sam ih pri epidotu spomenuo.

Ako spomenem jo§ pojedine riedke listove hematita i pojedina
zrnca pirita, onda bi predo¢io podpunu sliku onoga kamenja, Sto
tvori severo-zapadni dio petrovaradinskoga briega. Nejma tu nigdje
o olivinu ni govora, niti dega drugoga, %to bi nas na serpentin
sje¢alo. Sve sastavne rude ovog kamenja imadu tako jasno izra-
zena svojstva, da o kakvoj prievari nemoze biti govora. Ja sam
nastojao u ovoj razpravi, da upravo iztaknem $to todnije sva odita
fiziografitka svojstva pojedinih ruda, da Sto jasnije pokazem, da
ovo kamenje nejma sa serpentinom nikakva posla.

Kamenje ovo, §to sam ga ovdje opisao, jest ono isto, §to ga dr.
Koch spominje, da dolazi na dunavskoj strani prama novosadskom
mostu, pa u kom da nejma broncita. U prvoj ovoj hrpi zelenih
gkriljavaca nalazi se, kako sam veé¢ na podetku spomenuo, neka
vrst brusilovasta kamena, o kom dr. Koch veli, da je to ,Thon-
glimmerschiefer. Kamen je taj posve kriljav. Boje je crne, koja
neznatno malo u zeleno preljeva. Pod mikroskopom sam se odmah
osvjedocio, da ovaj kamen stoji geneticki u savezu sa zelenimi
gkriljavei. Kamen je u izbrusku vrlo malo proziran i to zelenka-
stom bojom. Na najtanjih mjestih se vidi, da on sastoji poglavito
od sitnih listova klorita, koji ostaju pri unakritenih nikolih u sva-
kom polozaju tamni. Klorit se je u tolikoj mnozini razprostro, da
tvori neku vrst osnovine. U polarizovanom svjetlu se vidi, da u
toj osnovini leze iglasti ledei amfibole kao i u samom zelenom
$kriljaveu. Amfibol ostro polarizuje, a potamnjuje pod kutom od
14—18°. Uz amfibol pojavljuje se u osnovini velika mnozina krat-
kih stubastih ledaca epidota. Epidot polarizuje ostro, posve je jasan
i proziran, samo mu je sredina puna tamnih uklopaka. K tomu
se jo§ pridruZuje ogromna mnoZina siéudnih ledaca wmagnetita, na
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kojih se malne uviek vidi oblik oktaedra. Uz magnetit se vide
krvavi listovi hematita. Glinenca tu nisam vidio.

Druga vrst zelenih skriljavaca, 3to se je razvila jugo-iztodnim
dielom petrovaradinskoga briega, razlikuje se dosta znatno od prve
vrsti. Kamenje se ovo izvan tunela najljepie vidja oko kamenickih
vrata. Potanje mikroskopicko iztraZivanje od dra. Kocha, $to sam
ga s podetka naveo, proteze se upravo na ovo kamenje, a mi ¢emo
se odmah osvjedociti u koliko je ono vjerno.

Kamenje druge ove vrsti je tamnije zelene boje, a desto i pje-
gavo. Ono je puno teZe od prijainjega, a i ponesto tvrdje, &to se
odmah pri brusenju osje¢a. Pod mikroskopom nam pokazuje ovo
kamenje posve drugu sliku. Mi vidimo tu kao glavne sastavine
glinenac, augit i titanovo Zeljezo, a amfibol se je kao i klorit razvio
kao sekundarni proizvod.

Glinenac u ovom kamenju je dosta obilan. Ledei su mu obiéno
stubasti, a razvili su se skoro uviek kao plagioklasi sa tri do &etiri
lamele. On potamnjuje pod vrlo malenimi kutovi; ponajvise pod
kutom 29, 3% 5° a rjedje 8% 10° 15° Drvojci, koji su se medju
plagioklasi razvili, pokazuju takodjer skoro uviek malene kutove
potamnjenja (2—3"). Glinenci su se ili poredali uz ostale sastavne
dielove ili zalaze u ledce augita. U glinencih nije ovdje viditi
uklopljenih amfibolnih iglica, kako u kamenju prve vrsti. Glinenci
su dosta raztrofeni, a kao proizvod te raztrosine pojavljuju se u
njih ljage i krpe neke klorititne rude. Dr. Koch u svom opisu
nespominje glinenca.

Drugi i to najzanimiviji sastavni dio ovoga kamenja jest awugit.
On se je razvio u velikoj mnozini, a mikroskopi¢ki je na kamenu
viditi, kako on tvori u jasnijoj osnovini tamno zelene pjege. No
on ipak nije izrasao porfiricki u velikih crnih ledeib, kao $to je
to viditi u srodnih slezkih zelenih gkriljaveih. Augitni ledei su vrlo
riedko cjeloviti, da bi pokazivali svoje kristalografike obrise. Obicno
su se oni razpucali u veliku munozinu sitnih i nepravilnih zrnaca.
Zrna su ponajvide odieljena zelenim kloritom. Da pojedine ovakove
hrpe zrnaca pripadaju jednom individuu, lahko se je osvjedoditi u
polarizovanom svjetlu, jer sva zrnca jedne hrpe zajedno potamnjuju.
Augit je putenaste boje ili posve bez boje i proziran. On neposje-
duje nikakva pleohroizma, a medju unakritenimi nikoli pokazuje
‘vrlo Zivahne boje. Prizmatiéna kalavost nije osobito razvijena.
(3dje je orientiranje u augitu izrazeno, moéi je lahko izmjeriti, da
Jje kut potammnjenja vrlo velik. On obi¢no stoji izmedju 33° i 38°.
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U prorezu, koji ide paralelno ortopinakoidu, potamnjuje augit pa-
ralelno sa nikoli. U takvom prorezu sa konvergentnim svjetlom
izlazi postrance opti¢ka os A, koja je s nutra crveno a s vana
modro obkoljena.

Pojedina augitna zrnca su ¢ista i svjeza, pa ipak se ona nalaze
u neprestanoj metamorfozi. Ta metamorfoza zapocela je na rubovih
i onda na onoj silnoj . mnozini pukotina, §to se kroz augit protezu.
Napredovanjem ove metamorfoze razpao sc je augit u pojedina
zrna, koja sve to manja postaju, dok napokon sasvim neizéeznu.
Produkt ove metamorfoze je ponajprije amfibol. Sva zrna su obi¢no
uviek obkoljena sitnim amfibolom. Amfibol je tu uviek listnat i
razdihan, a nikada nije onako iglast, kako smo to vidili kod prve
vrsti petrovaradinskog kamenja. Da taj amfibol nije prvotan, pa
samo srasao sa augitom, lahko se je moéi osvjedoditi, kada samo
pregledamo nekoliko izbrusaka. Amfibolni listovi uviek leze para-
lelno sa augitom. Oni zalaze u sam augit, a gdjekad je augit pun
ovakvih listova. Kada augit potamni (34—36°), ostaju ovi listovi
svjetli, a sami potamnjuju pod kutom od 14—18° Viseput je vi-
diti velike amfibolne kristaloide, u kojih se samo jo§ u sredini vidi
po koje zrnce augita, a ima ih i takvih, gdje augitu neima vise
ni traga.

Amfibol ovaj, mi bi ga mogli nazvati uralitom, pokazuje sva
svoja karakteristiéna svojstva. Dihroiti¢an je, modrusasto i jasno
zeleno; pokazuje malen kut potammjenja (do 18°), a veéi krista-
loidi pokazuju na popriecnih prorezih poznatu prizmaticnu kalavost.
No amfibol nije obiéno u ovom kamenju duga obstanka. Samo sam
u pojedinih izbruscih nagao, gdje se je sav metamorfozirani amfibol
saduvao. Obiéno se on tu, upravo kao i u slezkih zelenih Skri-
ljaveih, odmah pretvara u zeleni, dihroitiéni klorit, tako da ga je
onda nac¢i samo u malenih listi¢ih. Amfibol je tude samo prelazni
stadij, jer je kona¢ni rezultat augitne metamorfoze uviek napokon
klorit. Obitno se onda vidja, kako je augit ponajprije obkoljen
pojasom amfibolnih listova i onda pojasom klorita. U svem tom
kamenju neima nigdje amfibola, koji nebi bio od augita postao.

Sav klorit, §to se u ovom kamenju nalazi, sckundarne je naravi.
Njega je naci sad vie sad manje prama tomu, da li je metamor-
foza augita ili amfibola slabije ili bolje napredovala. On izpunjuje
obitno prostor izmedju pojedinih augitnih zrna. Najvise je listnat
i ostaje onda medju unakrstenimi nikoli u svakom poloZaju taman.
(idjekad je u tom sludaju jos viditi, kako u njem leze raztreieni
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pojedini listi¢i amfibola, koji su svoje opti¢ko orientiranje jo§ dobro
saduvali. U kloritu kad i kad lezi po koje prozirno zrnce epidota.

Kao stalnu sastavinu ovoga kamenja spomenuti mi je jo§ jednu
rudu, a to je titanovo Zeljezo. Ono se je u kamenu posvuda razvilo
u velikoj mnozini, a viditi ga je u crnih, neprozirnih, zubastih i
kockastih nakupinah. Lahko ga je prepoznati po njegovoj bieloj raz-
trodini, koja je ve¢ toliko puta opisana. Trofenje titanova Zeljeza
razno je napredovalo. (3djekad je ono samo na rubovih u leukoxen
pretvoreno, a gdjekad je ono samo do malih zrnaca u sredini ili
sasvim pretvoreno u bielu raztrosinu.

Ako joi spomenem hematit, koji se u pojedinih riedkih listovih
u izbruscih vidja, te vapnenac, a kadito i kremen po Zcah, onda
sam predoc¢io podpunu sliku ovoga kamenja. Sto je dr. Koch o
ovom kamenju pisao, nije nit izdaleka ovoj slici nali¢no, pa ipak
je to jedno te isto kamenje. Ako podjem prispodabljati Kochovo
iztrazivanje sa mojim, to ¢u lahko naéi, u dem leZi njegova za-
bluda. On je nafao u ovom kamenju olivina, koji mu je u polari-
zovanom svjetlu pokazivao Zivahne boje. No da je iSao iztraZivati
opticko orientiranje te rude, odmah bi se osvjedodio, da ima posla
sa monoklinickom rudom, da to dakle nemoZe biti rombicki olivin.
Pri pomnijem motrenju morao bi viditi i opisano pretvaranje u
uralit, dega olivin nikad nepokazuje. Amfibol, ili bolje reku¢ uralit,
koji se vide put pojavljuje u velikih kristaloidih, smatrao je dr. Koch
po svoj prilici za bronzit i to valjda radi njihovog finog prutanja.
No i tu bi se lahko optickim iztraZivanjem osvjedodio o njihovoj
monoklini¢koj naravi. Napokon one tamnije Zice, koje ostaju pri
unakritenih nikolih uviek tamme, nisu, kako dr. Koch misli, ser-
pentin, nego one sastoje, kako smo to vidili, od listnata klorita.

Ovim mislim, da je iztrazivanje petrovaradinskog kamenja zavr-
Seno, da tu vide nemoZe dvojbe biti, da petrovaradinski brieg sa-
stoji od zelenih Skriljavaca, a ne od serpentina. Ja sam za ovo
kamenje pridrzao ono isto ime, $to ga je dr. Kalkowsky za sliéno
kamenje poprimio. No ja to ime, kao $to i on, nesmatram zgodnim.
Ono obuhvaca vrlo razli¢ite vrsti kamenja. Nomenklatura krista-
lienih gkriljavaca danas je jo¥ u razvoju, ona ¢e se tek morati
onako jedinstveno preudesiti, kako se je to uéinilo kod gromad-
noga kamenja. Na to misliti ve¢ danas, mozda bi bilo jo§ prerano,
jer su kristaliéni skriljavei jo§ premalo iztrazeni, oni su jo§ uviek
ostali pravo pastorée kod petrografd. Ako bi se imao veé¢ sada od-
luditi za koje zgodnije ime, to bi mi se najvise milio postupak

R. J. A. LXIV. (f :
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dra. Becke-a, kako je on dielomice krstio $kriljavce u bedkom
Waldviertel-u’. Ja bi prama tomu krstio prvi dio petrovaradinskih
skriljavaca diorinimi Skriljavei, a drugu vrst diabaznimi $kriljave,
te se nebi pri tom obazirao na oblik i boju amfibola i augita.

Kako sam ve¢ s pocdetka napomenuo, provalile su kroz zelene
Skriljavee petrovaradinskoga briega na dva mjesta trahitne grede.
U tunelu samom vidi se todno granica izmedju trahita i $kriljavea,
pa to me je prinukalo, da idem iztraZivati promjene, koje su se
dogodile pod uplivom eruptivnog trahiénog kamenja. Za iztrazivanje
nabrao sam si ponajprije u samom tunelu na trahitnoj granici po-
trebito kamenje, a onda sam nasao izvan tunela medju izveZenim
materijalom mnoge komade kamenja, na kojih je bio gkriljavac i
trahit u dodiru.

Mikroskopicko iztrazivanje ovoga kamenja dovelo me je do toga
rezultata, da su kontaktni pojavi na trahitnoj granici dvovrstni.
Malne u svih sludajevih bili su kontaktni pojavi endomorfne na-
ravi, a samo u dva sludaja bili su oni odito exomorfne naravi.

Ponajprije da poénem sa kontaktnimi pojavi endomorfne naravi.
Pojave ove proudavao sam vrlo &esto na izbruscih, u kojih su se
sticale obe vrsti kamena, gdje se je uviek moglo todno viditi, da
su se promjene, $to su dodirom nastale, samo na trahit ogranicile.
Kamenje na kontaktnoj granici se je dodufe znatno metamorfozi-
ralo, ali najveéi dio tih promjena ima se poglavito pripisati ke-
mi¢tkom uplivu vode, koja je na tih mjestih mogla laglje u kame-
nje ulaziti. T'ako su sve promjene, #to ih vidjamo kod zelenih
skriljavaca na kontaktnoj granici, uplivom vode postale. Imao sam
zgode na velikom broju izbrusaka motriti jednu i drugu opisanu
vrst zelenih skriljavaca, gdje se prislanjaju na trahit, gdje su s njim
upravo prirasli. Pa uviek su tude, izuzam dva slicna sluéaja, koja
¢u kaZnje opisati, ostali zeleni $kriljavei posve nepromienjeni. Gli-
nenac 1 to poglavito plagioklas, ostao je posve jednolitno razvijen
u svojih karakteristi¢nih oblicih sve do trahita. On se je razmjerno
Jos u najsvjezijem stanju sacuvao. Kod fkriljavaca prve vrsti bilo
Jje kadkada viditi u neposrednoj blizini trahita, kako su glinenci
Jo$ izpunjeni finimi iglicami amfibola. Sav ostali amfibol, a desto i
amfibol u glinencih, pretvorio se kemickim djelovanjem vode u klorit.
Polozaj kloritnih listova jasno pokazuje, da se je klorit razvio iz

t Tschermaks: Min. petrogr. Mittheilungen, 1881, IIIL., p. 237.
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porazbacanih iglicah amfibola, kao $to svjedodi pogdjekoja riedka
svjeza iglica amfibola, koja se je u kloritu saduvala. Inade vidja
se u izbrusku velika mnoZina karbonata. K tomu se jo§ pridruzuje
ogromna mnoZina sitnog zrnja, koje sastoji od nagomilana praha.
Na debljih mjestih u izbrusku i pri slabijem poveéanju priinjaju
se ova zrna neprozirna kao kakva Zeljezna ruda; no na tanjih
mjestih i pri veéem povecéanju, osobito kada se tubus priblizuje
1 odstranjuje, vidi se jasno, da te zrnate nakupine sastoje od pro-
zirne, zuckasto zelene rude. Rudu tu drZim za epidot, $to je tim
vjerovatnije, jer na takvih mjestih neima veéih epidota, premda
Jje kamen jako raztrofen. — Kontaktni komadi druge vrsti zelenih
Skriljavaca pokazuju skroz sliéne odnoaje. Vidja se tu nepromie-
njen plagioklas, razpucan augit, kako se pretvara u amfibol i onda
u klorit, onda ostale raztrosine kao i u prvoj vrsti. Sva promjena,
Sto se je kontaktom proizvela, ograni¢ila se je na trahit. Trahit
ovaj ima, kako sam to u svojoj zadnjoj razpravi opisao, u svom
normalnom razvoju ¢&isto kristaliniénu osnovinu. U toj osnovini lezi
uviek velika mnoZina velikih glinenaca i amfibola, a mjestimice i
augita, a uz to uviek mnogo sitnijih apatita. Kontaktni trahit,
premda je u veliko raztrofen, ipak jasno pokazuje, da se je kon-
taktom promienio. Osnovina je smedje prozirna. Tik uz granicu
je ona tamnije boje i u struje zavijena. Da li je ta osnovina bila
stakleno ili kristaliniéno razvijena, neda se sada reéi, jer je ona
posve raztroSena. Ona sastoji od samih dvolomnih d&estica, medju
kojimi je mo¢i razabrati kloritiéne listove, vapnenac, te sitna zrnca
zuckasto prozirna epidota, kao i u fkriljaveu, onda ima tu jos
nesto pirita, listova hematita i mnoZina neopredieljivih raztrofina.

Medju veéimi sastavnimi dielovi, koje bi ovdje odekivali, bio bi
glinenac, no on ovdje manjka posve. On se na cieloj kontaktnoj
zoni nije nigdje razvio. Sude¢ po uklopeih, $to ih glinenac ima u
normalno razvijenom petrovaradinskom trahitu, kako sam to u
zadnjoj svojoj razpravi opisao, morao je glinenac biti zadnja
ruda, koja se je u trahitu izludila, jer u njem nalazimo sve
ostale rude kao uklopak. No ovdje je u dodiru trahit tako naglo
otvrdnuo, da nije bilo vremena, da se bar veéi glinenci izlude.
Ja nemogu pomisliti, da se je ovdje glinenac tako raztrogio,
da je posve izdeznuo, jer bi on morao ma i svojimi raztrofi-
nami ostaviti iza sebe trag, kao §to to on uviek i u jo§ vise
raztrofenom kamenju é&ni. To bi se ovdje tim prije dogoditi mo-
ralo, §to sam naifao na izbruske, gdje su se ostali veé¢ sastavni

*
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dielovi u dosta svjezem stanju sacuvali. Amfibol se je u kontaktnoj
zoni uviek razvio i to u veéih i u sitnijih ledeih. On je malo kada
svjez, ali onda pokazuje sva svoja karakteristicna svojstva. Obi¢no
je on sada posve raztrofen, tako da ga je moéi samo po obrisih
prepoznati. On se je tu pretvorio u nakupinu kloritnih listova i
vapnenca. Kroz raztrodinu proteZze se dendriticko poredana si¢usna
zrnea, koja su slabo Zuckasto prozirna, o kojih sam ve¢ prije re-
kao, da ih za epidot drzim. Apatit, Sto je bio u amfibolu uklop-
ljen, sacuvao se je uviek posve dist i neraztrofen.

Kao $to u normalno razvijenom trahitu, tako se je i ovdje mje-
stimice razvio 1 augit. On je uviek isto onako raztrosen kao i
amfibol, a poznati ga je po poprieénih prerezih, gdje pokazuaje ka-
rakteristiénu prizmu sa oba pinakoida. Biotit pojavljuje se samo u
pojedinih komadih u vecoj mnozini. Gdjekad je on posve svjez, a
gdjekad se on opet pretvara u klorit. /p tit, koji se nedvojbeno u
trahitu ponajprije izludio, vidja se u kontaktnoj zoni u znatnijem
broju. On je uviek svjez i pokazuje plode prizme sa piramidom.
Gdjekad je on pun smedjih iglastih uklopaka, koji ¢e valjda od
stakla poticati.

Mnogo zanimiviji su kontaktni pojavi exomorfne naravi. Kako
sam ve¢ spomenuo, nafao sam samo dva komada, gdje se je ova
exomorfna metamorfoza razvila. Kamenje to potiée od prve tra-
hitne grede, gdje trahit stoji u dodiru sa zelenimi skriljavei, koji
sastoje od glinenca i iglasta amfibola. Imao sam upravo komade,
gdje su se oba kamena u jedno sliepila, pa sam si napravio iz-
bruske upravo od kontaktne granice, gdje sam imao ujedno trahit
i skriljavac, pai od sama Skriljavea, koji je nesto dalje od trahita
stajao.

Trahit je na kontaktnoj ovoj granici bio posve normalno razvi-
jen. Osnovina, amfibol, glinenac, titanit i apatit bili su u istom
omjeru i velidini razvijeni kao §to i u ostalom trahitu. Nije tu bilo
viditi ni traga kakvoj promjeni, ali za to je zeleni gkriljavac bio
skroz metamorfoziran. U metamorfozi ovoj nije bilo zapaziti kakvih
prelaza i granica, u koliko sam to mogao ustanoviti na razmjerno
malenih komadih, koji su mi na razpolaganje stojali. Glinenac,
koji se je u normalnom gkriljaveu bio razvio u stubastih ledcih,
nije dodufe u kontaktnoj zoni izdeznuo, ali je dobio posve drugi
oblik. On se ovdje pojavljuje poglavito samo u sitnijih zrnatih
oblicih, pa se razprostro kamenom kao kakva osnovina. Zrna su
ta Cista, prozirna i svjeZa, u njih vise nejma iglasta amfibola. U
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daljini od jedno 6 cm. od kontaktne granice bila su ta zrna samo
mjestimice neito veca, a tu se vidjaju pojedini sraslaci dvojei a i
polisintetidni sraslaci sa veoma finimi lamelami. Medj svimi osta-
limi glinenci nije bilo viditi sraslaca.

Iglastom amfibolu na kontaktnoj zoni u $kriljaveu nije bilo vise
ni traga. Mjesto njega pojavila se zelenkasta jedna ruda u obliku
krugljastih listova i krpa. Listovi ovi bijahu veoma sié¢usni, tako
da ih je Govjek mogao promatrati tek pri velilkom poveéanju. Li-
stovi su se poredali u pojedinih pravcih od trahita u gkriljavac i
stvorili tu guste hrpe, tako da su listovi jedan na drugom lezali
kao opeke na krovu. U onih hrpah, gdje su listovi bili najrjedji i
najsitniji, tamo su oni bili svietle boje, drugdje su oni bili jasnije
ili tamnije zeleni. Najveéi komadi bijahu obi¢no dvobojni, kao da
su zonalno gradjeni. Vanjski rub bio je zelen, dodim je sredina
bila Zuckasto-zelena. Zrna i listovi nepokazivahu nigdje kristalo-
graficke obrise, samo na poveéih komadih prolazili su duljinom ovih
oblika jedna ili dvie ostre crte, koje bi imale odgovarati prizma-
tiénoj kalavosti dotiéne rude. Ruda ova pokazivala je uviek dosta
o¢it dihroizam i to Zuckastu i zelenkastu boju. Po ovom dihro-
izmu bio bi pomislio, da imam pred sobom amfibol, no kada sam
stao mjeriti kutove potamnjenja prama prizmatiénoj kalavosti, osvje-
dodio sam se, da ta ruda uza sav svoj dihroizam nemoZe amfibol
biti. Najvec¢i dio individua potamnjivao bi pod kutovi od 32—43°
premda je bilo i manjih kutova (17—24°. Kutovi ovi mi nedvoj-
beno jamde, da je to augititna ruda, koja se je uplivom kontakta
iz amfibola razvila.

Treéa ruda, koja se je u kontaktnoj zoni u zelenom gkriljaven
razvilu, bio je biotit. Kao §to augit, tako se je i biotit uviek u
hrpe i redove sredao, tako da medju njim augit nedolazi. Ovi ni-
zovi biotitnih listova nisu se ograni¢ili na koju stanovitu udaljenost
od trahita. Mi vidjamo toéno na trahitnoj granici, kako uzporedo
zapo€imlju redovi augita i redovi biotita. U raznoj udaljenosti od
trahitne granice zapoc¢imlju opet drugi nizovi biotita, svriuju i opet
s nova zapocdimlju. Listovi biotita su vrlo si¢usni, tako da im &o-
vjek moze oblik razpoznati tek pri povecanju od 500—600 puta.
Oni su malne uvieke zagasito Zute boje. Vidjaju se tu uzduznimi
prutovi, koji se pri biotitu uviek pojavljuju, a medju njimi nalaze
se vrlo desto heksagonalni bazi¢ni listovi. Uzduzni listovi pokazuju
vrlo jak dihroizam: crno i Zuto. Oni potamnjuju, kada im prutovi
stoje paralelno jednom ili drugom nikolu. Baziéni listovi ostaju
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medju nakritenimi nikoli u svakom poloZaju tamni. Sva ova svojstva
su tako odita, da je njimi narav rude nedvojbeno opredieljena.

Na pojedinih mjestih nalazi se uz augit i glinenac cieli niz neke
rude putenasto zute boje. Oblik te rude je zrnat, a samo kadkad
se vide nepravilni heksagonalni prerezi, a uz to kadkad vidi se u
zrnih heksaedricka kalavost. Ruda lomi svjetlo jedanput, jer ostaje
medju nakritenimi nikoli uviek tamna. Ruda se ta dakle teseralno
ledi. Na jednom mjestu u kamenu vidio sam veoma si¢usne ledce
te rude. Tu se je moglo joi viditi, da je staklena sjaja i da je znatne
tvrdode, jer ree staklo. Po ovih svojstvih drZim, da je ta ruda
granat, koji se je uplivom kontakta u #kriljaveu razvio. U nor-
malnom gkriljaveu nije bilo toj rudi nigdje ni traga.

Napokon spomenuti mi je jo$ jednu crnu, neprozirnu Zeleznu
rudu, koja se je razvila u ovoj kontaktnoj zoni. Ona se pojavljuje
na samoj granici pri trahitu u poveéih komadih i u vecoj mnoZini.
Dalje od trahita nalazimo ju u veéoj mnozini samo medju listovi
biotita, a nesto manje medju svietlim augitom. Nakupine tamnijega
augita su obiéno bez te rude. Nitnija zrnca ove rude su se obi¢no
skupila u okruge nakupine. Na svih vecih zrnih bilo je u odraZe-
nom svjetlu viditi, da ona sastoje od pirita, pa je vjerovatno, da su
i presi¢u$na ona zrnca pirit.

Ako li prispodobimo sliku ovu sa slikom, §to sam ju opisao kod
~normalnoga skriljavea, to ¢emo shvatiti, kakve su se tu promjene
dogodile. Trahit je svojom velikom toplinom pretvorio stubasti gli-
nenac u zrnati glinenac. Amfibol se je raztalio, iz njega se je iz-
lu¢io jedan dio Zeljeza, a iz preostale stvari se je razvio augit, biotit
i mjestimice granat. Kako se je kontaktni trahit rude posve nor-
malno razvio, to je on morao tude biti pri tako visokoj tempera-
turi, da je mogao obliznje kamenje metamorfozirati, a da se sam
nije naglo ohladio, nego da je jo& imao vremena, da se normalno
razvije.

U savezu sa ovimi kontaktnimi promjenami moram spomenuti
napokon uklopke tudjega kamenja u trahitu, na koje sam pri iz-
traZzivanju trahita naifao. Narav ovih uklopaka postala mi je tek
onda jasna, kada sam proudio bio exomorfnu metamorfozu u zelenih
gkriljaveih. U svih tih sludajevih, koji su mi pod ruku dogli, nasao
sam samo metamorfozirane zelene kriljavee prve vrsti, kroz koje
je trahit bio probio. Uklopljeni ovi komadi bili su sada nekoliko
milimetara a sad opet po viie centimetara veliki. Covjek ih je uviek
mogao u kamenu veé prostim okom razpoznati po njihovoj tamnijoj
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boji. Jedan takav presi¢usni uklopak nali¢io je u izbrusku crnoj
ljagi. Pod mikroskopom bila je ta ljaga odtro odieljena od samoga
trahita, tako da je &ovjek odmah na prvi pogled osvjedoditi se
morao, da je to tudji uklopak. Uklopljeni taj dio je sastojao se
ponajprije od sitnog glinenca, medju kojim je bilo viditi nekoliko
dvojaka i pojedine plagioklase. Medju glinencem sredala se velika
mnozina sitnoga biotita. Jedan dio biotita bio je zute, a drugi jasno
zelene boje. Bilo ih je viditi u oba karakteristitna oblika: u Sesto-
stranih baziénih listovih i u uzduZnih lameliranih listovih. K tomu
se je pridruzila znatna mnoZina jedne Zeljezne rude. Cjelokupni
utisak od ovoga uklopka bio je onaj isti, §to sam ga bio opisao
kod exomorfne netamorfoze u zelenom gkriljaveu, samo $to je ovdje
manjkala augitiéna ruda. Drugi jedan ponesto veéi uklopak bio je
takodjer odtro od trahita odieljen. On je sastojao od glinenca i
augita; biotit se ovdje nije razvio. Glinenac nepokazivage ovdje
ni§ta novoga. Augit je posve nalidio onom, Sto se je razvio u
kontaktnom #kriljaveu, samo su mu zrna bila puno veéa. Boje je
bio jasno zelene, a gdjeSto je bio dvobojan: izvana tamnije, a u
sredini jasnije zelen. Dihroizam mu je bio slab. Prizmati¢na kalavost
bila je bolje izraZena, a kut potamnjenja iznosio je do 40°.

Treéi jo§ veci uklopak vidio se je prostim okom na izbrusku,
kako on sastoji od dvie tamnije pruge, medju kojimi se je nalazio
jasniji prostor. Pod mikroskopom se je vidilo, da svjetlija ova par-
tija sastoji od sitnoga glinenca, kakav je bio viditi i u metamor-
foziranom zelenom gkriljaveu. I u obih crnih pruga razvio se isti
glinenac, ali tu su u njem lezali mnogobrojui biotiti. Malne svi
biotiti poredali su se istim smjerom, koji je bio poneito nagnut
prama samom smjeru ciele pruge, upravo tako kao u metamorfo-
ziranom Skriljaveu. Bili su to vedim dielom uzduZni prosjeci, a
rjedje bazitni Sestostrani listovi. Veliki dio listova bio je jasno Zute
boje. Po duljini pokazivahu svi savrienu lamelarnu kalavost i jaku
absorpciju. Neki zuti listovi bijahu na okrajcih pozelenili a bilo je
i posve zelenih listova. Medju timi bojadisanimi listovi bila je
znatna mnozina posve bielih i prozirnih listova. Bieli ti listovi ne-
pokazivahu dakako nikakva dihroizma, ali su oblikom i kalavogéu
posve nali¢ili bojadisanim listovom. U sve tri vrsti listova lezale
su osi elasticiteta smjerom kalavosti i okomito na taj pravac. Sesto-
strani listovi ostali su medju nakritenimi nikoli tamni, a u konver-
gentnom svjetlu pokazivahu crn kriz, koji se je pri gibanju prepa-
rata neznatna razilazio u hiperbole. U biotitu bile su vise puta



104 M. KISPATIC.

urasle crvene ljuske hematita. Izmedju biotita bila je veoma velika
mnozina finih dugih iglica, koje su se sad u snopovih sad opet
posve nepravilno porazredale. Iglice te bile su najvise posve bez
boje, samo deblje iglice pokazivahu slabu 7zuckasto-zelenu boju.
Iglice bile su dvolomne, a potamnjivale su pod kutom od 3—5°.
Mislim, da neéu pogriesiti, ako ih drzim za amfibol. K tomu vidili
su se u uklopku pojedini siéusni oktaedri od jedne Zeljezne rude,
valjda magnetita. Cieli uklopak bio je tako jasno odieljen od samog
trahita, da mu je ¢ovjek lahko granicu vidio. Po svemu tomu vi-
diti je, da i taj uklopak potide od zelena skriljavea, koji je pri
provali u trahit dospio. Osim ova tri opisana uklopka nasao sam
jos dva, ali ona su u glavnom prvomu posve nali¢ila, tako da ih
netrebam ovdje napose opisivati.

Pri sakupljanju cjelokupnog ovog materijala isao mi je osobitom
pripravnodéu na ruku g. C. Riedl, kr. ug. odsjedni mjernik, koji
je gradnju tunela izveo, pa vri¥im tim svoju ugodnu duznost, sto
mu ovdje izritem svoju duboku zahvalnost.
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DOPISUJUCI CLAN DR. K. ZAHRADNIK.

Uvod.

lacionalan parametar, pomocu kojega koordinate kojegod todke
dunjosjeka jednoznaéno izraziti mozemo, sudara se stvarno sa dje-
livim omjerom pridruzenih trakova dvijuh projektivickih svezaka
trakova. Sbilja ako sa My, N, ozna¢imo dva pridruZena traka
dvijuh projektivigkih svezaka trakova, naime

B HE N — (1)
Q —tQ, =0,

izvadjajuéi ¢unjosjek
(P Q) = o, @)

kao mjesto presjecista My N pridruzenih trakova, sliede rjesitbom
jednacaba (1) za surednice presjecista
A —+ a; t—-a, t?
o ¢ t+cy t?
v — bo 4 b, t--b, t*

: Co + ¢, t4 ¢y t?’
dakle algebraicke racionalne slomljene funkeije, sa istim nazivni-
kom, djelivog omjera ¢ kao paramctra. Jesu dakle jednacbe (3)
jednaébe tocke odgovarajuce parametru ¢, ili kratko jednacbe tocke ¢.

3)

Rabimo li koordinate pravea u, », mozemo tocku # izraziti jedi-
nom jednac¢bom, naime

(a0—a, tf-a,t%) u— (bo—-b, t=+-byt?) v+ (co—-c; t+-cyt?) = o
ili  (agut-bov-co) - (a, utb, v-Fe, ) t -+ (a,u+tbyv-te,) t2=0. (4)

R. J. A. LXIV. 3
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Za svaku posebnu vriednost za w, », dobivamo dvie vriednosti
za t t. j. dvie totke, naime presjecista tog pravea (uv) sa éunjo-
sjekom (2).

Uvjetna jednagba, da pravac u, v je tangentom Cunjosjeka, t. j.
da taj pravac dunjosjek u dvijuh sudarajucih tockah presjeca, je

(a,u—b, v-¢,)? — 4 (aout-bovH-co) (agu+b,v4c,) =0, ()

te je ujedno jednacbom tog cunjosjeka w tangencialnih surednicah.

2. Dva projektivicka svezka trakova (1) naime (p), (q) imaju
jedan trak zajednicki i to trak pq = Q. Taj trak u (p) odgovara
vriednosti + = oo, te u (q) vriednosti t = o. Jednache danih dvijuh
projektivickih svezaka moZemo tim pisati w obliku

P,—tQ=o0 ‘
Q_“thz:Oa (b)
ili P,iQ:Qy,=1t*:t:1.

Ako sa x;, £y, ¥, oznadimo omjerne udaljenosti tocke ¢unjosjeka

od pravaca
P,=0, Q=0, Q, =o,
imati ¢emo’
X, 1%y 1%, = A%:h: 1,

§to nama daje parametricku predosbu tocaka Eunjosjeka u homo-
genih surednicah x;, x,, .

Kako bi dosli do parametricke predo¢be tangenata tog ¢unjosjeka
u tangencialnih surednicah sliedi iz jednac¢be (5) na isti nacin.

Geometricki sadrzaj parametra ¢ je opet djelivi omjer pridruzenih
trakova. Jednadba unjosjeka, kao proizvoda projektivigkih svezaka
trakova (6) biti ¢e sad

QRQI—P,Q =o, (0

te rjesitba jednadaba (6) vodila bi nas opet do jednadaba tocke cu-
njosjeka u obliku (3).

Jednagba (7) zna¢i cunjosjek, koji se dotica pravaca ), Q, u
njihovih presjecistih sa praveem Q. Istoga je oblika jednacha
‘dunjosjeka

. yP=2px—-qx?, )
trebamo samo staviti
= y=o
P=x=0o0

- Q, =2p-+qx = o.

v Salmon - Fiedler Kegelschnitte. Teubner Leipzig 1866. 2. Auflage
pg. 340.
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Jedna&ba ¢unjosjeka je oblika (8), ako uzmemo jedan premjer
za 08 X, te tangentu krajne todke premjera za os Y. U pravokutnih
surednicah je osi X glavna os &unjosjeka, te osi Y je tangenta
krajne totke osi t. j. vrha to dunjosjeka, u kojem sludaju i jed-
na¢ba (8) se obidno vrinom jednacbom &unjosjeka zove. Jednacbe
projektivickih svezaka (6) izvadjajucih taj Sunjosjek glase ovdje

Xx—ty =o
y—t@p+qx) = o,

pa-su tim surednice toke (xy) &dunjosjeka' (8)

__ 2pt?
=7 —qt?

__ 2pt
y=9= qt?’

Prema tomu, je li q z 0, imamo slu¢aj hiperbole ili elipse, te

za ( = o imamo parabolu, sa kojom se ¢emo ovdje baviti.

Parametricka predotba to¢aka parabole.
3. Projektivicka dva svezka trakova, izvadjajuéi parabolu.
y* = 2px,
imaju za vrhe u sluéaju pravokutnih surednica vrh parabole te
ubjeznu tocku osi parabole. Drugi svezak trakova, imajuc¢i vrh
bezkonaéno udaljen prelazi dakle u sustav istosmjernih pravaca
sa osi X.
Oznaimo li provodnicu tocke, koja ima parametar ¢ sa T, biti ¢e
o X
t = cot (IX) = —,
),’
tim su surednice ove tocke
x = 2pt?
b ©)
y = 2pt.
! Gledaj razpravu dr. Em. Weyra: Uber razionale Curven. Sitzb

d. pg. bohm. Gesellsch. 3. Wissenschaften Prag 1872., gdje tamo po-
kazuje, kako sgodno se moze rabiti racionalni parametar u teoriji

, . . 1
dunjosjeka. Kao parametar rabi reciproku vriednost od ¢ dakle u — e
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Sekanta.

4. Spojnica dvijuh to¢aka parabole, odgovarajuéih parametrom
tl) t2 je
| x vy 1
|2pt? 2pt, 1| =o,
2pt3 2pt, 1 ‘

ili u razvijenom obliku, posto smo bili sa zajednickim faktorom
(t,—t,) pokratili,
X — (t; +t,) y +2pt, t, = o. (10)

Smjernica ove sekante je

1
g —= ———
8= L Fe
pa tim je
cotp =t, +t, .

Istosmjernica, sa sekantom 7/, povudena iz vrha parabole, pre-

sjeca parabolu u to¢ki 7,, kojoj je parametar
t, =t -ty

Iz jednacbe (10) sliedi, da su dvie tocke, za koje valja

t+t, =o,
simetricke prema osi parabole. Nadalje sliedi iz (10):

Spojnice para totaka na paraboli, kojih parametri su uzajam
negativno reciproki, sadinjavaju svezak trakova, kojega je vrh na
osi parabole ili drugimi rie¢mi:!

Kreée li se pravi kut oko vrha parabole, presjecaju traci tog kuta
parabolu w dvijuh totkah, kojih spojnica ide Gvrstom toikom na osi
parabole.

Tangenta.

5. Sekanta prielazi u tangentu todke ¢ za f, =t,=t. Biti ¢e
dakle jednacba tangente tocke #:

x—2ty +2pti=o. (11)

U toj jednac¢bi su (xy) surednice promjenljive tocke na tangenti,

te ¢ parametar diraliSta; obratno bi mogli smatrati (xy) kao sured-

nice neke &vrste totke u ravnini parabole a ¢ parametrom nepo-

! Ova vlastitost valja u obée za Gunjosjek kao poznato, te netreba
ni biti ba§ vrh ¢unjosjeka vrhom pravoga kuta, nu potlem neleZi ta
¢vrsta tocka na osi Cunjosjeka. Sravnaj: Weyr: 1. e. ¢l. 23.
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znatoga diralista tangente iz tocke (xy) na parabolu povucene. Budué
da je ta jednacha glede ¢ stupn]d drugoga sliedi, da iz neke tocke
na parabolu dvie tangente povuc¢i mozemo, t. j. parabola je krivulja
drugoga razreda.

Tangencialne surednice u, v, tangente (11) naéi Lemo sravnitbom

ux—+vy+1=o;

sa jednacbom

jesu dakle

1 12)

trazene tangencialne surednice, te ujedno daju nama jednacbe
(12) parametricku predodbu parabole u tangencialnih surednicah.
Eliminacijom parametra ¢ dobili bi jedna¢bu parabole u tih koor-
dinatah, naime '
pvi=2u.
6. Parametre diralista tangenata todke (xy) dobivamo kao ko-
riene jednacbe (11) glede t, naime

y+Vy*—2px

t, = ———— 2})
f = Y—Vy—2px
= o

Obje tangente se sjedine, lezi li totka (wy) na paraboli; vried
nosti za ¢ se naime sudaraju.
Kut 3, to ga stvaraju tangente iz tocke (xy) na parabolu po-
vucene, dan je sa
tgd = 2(t,—t) — 2V y*—2px .
i IR 2x+p
Nu moZemo i obratno pitati po mjestu tocaka (xy), za koje je
kut & stalni. Stavimo li g3 =a, dobit ¢emo iz jednacbe gornje
za jednadbu spomenutog mjesta:
4 (y*—a*?) 4-4pa®*—2)x+ap?=o
Taj resultat moZemo i ovako izreci.! Mide Ui se stalni kut po
paraboli, tako da su kraci njegovi tangente parabole, opisuje vrh
tog kuta hiperbolu, koja je istostraniéna u sludaju da je 8 =45".

L Salmon-Fiedler 1. c. pg. 254. Auf. 8.
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7. Smjernica tangente parabole u todki t je

tge = T
te smjernica provodnice diraliSta je
1
tg({) = T ’
dakle je 2tga = tgy,

§to je dobro poznata vlastitost parabole, te nas namah geometricki
vodi do druge vlastitosti, da je subtagenta parabole jednaka dvo-
strukoj usjedci diralista. Jeli naime A presjeciste tangente sa osi
X, M diraliste tangente, MP ordinata, OP usjecka tog diralista,
mozemo gornju jednadbu pisati

2MP __ MP
AP ~— or’
iz desa namah sliedi uvedena vlastitost, naime:
2.0P =AP.

Pol te polara.
8. Upoznali smo, da iz to¢ke (xy) na parabolu dvie tangente po-
vuéi mozemo. Relacije medju parametri diralifta sliede iz jednacbe
(11), naime:

t1+tz=%
X (13)
tty Z%

Vriednosti parametara samih smo bili dodufe ve¢ nagli, nu ho-
te¢i naci spojnicu diralista bolje se posluzimo sa gore navedenimi
relacijami.

Oznagimo li sa £n surednice promjenljive to¢ke na polari, biti ce

yn—pEt+x)=o
jedna¢bom polare kao dodirne tetive tangenata tocke (xy).

Obratno bi nasli koordinate pola odgovarajucega polari (u, »).
Polara (1, v,) presjeca parabolu u dvijuh to¢kah, kojih parametre
dobivamo, ako koordinate totke parabole u jednachu polare u, o,

naime :
wyx—+v,yfl1=v
substituiramo. Dobivamo ovako kvadraticku jednacbu

2pu, t24-2pv, t-+1=o0,
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a ozna¢imo li sa ¢, f, korienc ove jednadbe, i sa (wy) surednice
presjeciita tangenata todaka 7,4, biti ce:
1
X = 2ptty = —
p 12 ul
14)
— —_ (
= p(tl +t2)—_"‘* ’

u,

Jest dakle jednadba pola (xy) polare (u,v,) obzirom na danu

parabolu
pviv—(u—+u,)=o0,
koja jednac¢ha na isti nadin sliedi iz jednac¢he danc parabole u tan-
gencialnih surednica naime:
pvi=2u,

kao §to jedna¢ba polare neke tocke u surednicah Descartes-ovih.
Pomoéu jednacha (14) moZemo namah napisati jednachu krivulje
polarno reciproke k nekoj krivulji, obzirom na danu parabolu, neka
je ve¢ ta krivulja dana u surednicah todaka ili u tangencialnih su-
rednicah.

Udaljenost pola od polare.

9. Smatrajuéi polaru kao spojnicu diraliita t;t, tangenata iz neke
totke na parabolu povuéenih, dobivamo za udaljenost d pola (xy)
od njegove polare

q— (t +t2_)_X—X——2pt1t2 b_,
Vit +t)°+1

te obzirom na jednacbe (14):

Iz dobivenog resultata sliedi, da je za stalnu udaljenost ¢ mjesto
odgovarajucih polova krivulja detvrtoga stupnja
(y*—2px)2—d*(y*+p?H=o0.
10. Za duljinu b tetive #,, naéi éemo
| b2 = dp*(t, —1)*[14-(t, +1,)7].
Smatrajuci sad ovu tetivu kao polarnu tetivu, kojoj je pol (xy),
mozemo pisati obzirom na jednadbe (14)

4
b2=? (y*—2px) (y*+p? .




112 K. ZAHRADNIK,

Ako se sklize tetiva stalne dlﬂjine po paraboli, opisuje dalkle
njezin pol krivulju Getvrtoga® stupnja:
. \ bp?
(y*—2px) (y*4-p*) — —~4p- =o.

Trokut tangenata te polare neke tocke.

11. Diralista tangenata toc¢ke (xv) sadinjavaju sa todkom danom
te) o .
trokut, kojega je plodtina:

| | 2t by 1
:('_,—ly,x,l‘:pz§2t_, i L0,

Dttt ity ]
gdje smo za surednice pola (xy) rabili jednacbe (14). Razvijemo li
taj determinant, na¢i ¢emo
=2p® (t,—t,)"

Sa obzirom na jednacbe (14) mozemo 1)15(1t1

pA=(y? ‘)p\)
sto sliedi i neposredno iz ¢lanaka prediducih, buduc da je
2 A =hd.
Iz gornje jednadbe sliedi, da mjesto pola, kojega tangente te po-

lara satvaraju trokut stalne plostine, sastoji iz trijuh parabola, od
kojih jesu dvie imaginarne te ]Cdll«l je realna,? naime

72— 2px — V])"_V =o0.

Ta je parabola kuugruuntn:t sa danom, samo pomaknuta para-
lelno u smisiu osi X.

Teziste ovog trokuta.

12. Oznac¢imo li sa Zn surednice tezista trokuta tangenata te po-
lare neke tocke, valja:
p= 2RIt Y) _ Zy'—px
3p

n=p (t; +t,)

Gledaj moju razpravu: O misté bodu, jehoz tétiva styku ma pro
danou kuzelosecku stalom délku. Cd\()plb _julnoty math. dil 6. pg. 139.
Praha.

2 Gledaj: O nekih krivuljah izvedenib iz sjeka ¢unja. Rad knj. XL.

I
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Nu obratno je resitbom:
Y=
2n*— 3p%
x= 20 OP
P

Postoji dakle medju polom te tezistem kradraticha racionalna
srodnost.® Opise i na pr. pol pravac, protete odgovarajuce srediste

parabolu i to kongruentnu sa danom, imajuéi isti smjer osi, itd.
Da je n =1y, je i geometricki uvidljivo, budu¢ da lezi teziste na
spojnici pola sa sredistem polarne tetive, te budu¢ da ova spojnica
ide sredistem parabole, koje je bezkonadno udaljeno u smjeru osi
parabole, idu sve ovake spojnice istosmjerno sa ovom osi.
Oznacimo li sa d udaljenost pola od tezista trokuta, naéi ¢emo

d

5

17 o e ,772_ 2_ ¢
L X= 31) (y pr>'

Iz ovog rezultata dobivamo jednostavnu geometriéku tumachu
rezultata substitucije koordinata koje god totke ravnine parabole
u jednacbu parabole

l

y2—2px=—o;
ujedno upoznajemo, da je mjesto tocke, koja od tezista trokuta, ito
ga Cine tangente ote todke te polara obzirom na danu parabolu,
ima stalnu udaljenost, je parabola kongruentna sa danom, samo
pomaknuta u smislu osi X. o

Trokut uwpisan paraboli.
13. Budi dan trokut M, M, M, upisan paraboli; parametri nje-
govih vrha neka su #), ,, f;, tim ¢e biti plostina toga trokuta

t, t} 1]
MMMy =2p?  t, t3 1 =—2p2(t;—t,) (t, —t,) (t,—t,).
t, t3 1|

Povucimo vrhom parabole istosmjernicu sa tetivom M, M,, neka
je M, presjecite ove istosmjernice sa parabolom. Oznacimo li sa
t'y parametar tocke M',, dobivamo (¢l. 4

3 37 \

Ne=%+ 2
pa tim je za trokut M, M,M’,:
| /s D2
M, MM/, = — 2p2 (%,

%e) gy

b Za ovu srodnost gledaj moju razpravu: Viatitosti nelih trojina
tocaka na cisoidi; Rad, knjiga LXI, kao $to i tamo navedene histo-
ricke biljezke.



114 K. ZAHRADNIK,

Surcdnice tezita tog trokuta jesu

¥ — 4P (t1+t2)32_t1t2

Ako je sad M,” diraliste tangente parabole istosmjerne sa teti-
vom M, M,, te t,” parametar tog diraliita, biti ce

tu_tL—l__%
3 T ) )

te za plostinu trokuta M, M, M,” dobivamo:

| & tf 1 . | T 1
ity (htt)® 1 |0 —(t—t)* 0|
2 4
— P2 —t)°
= —

iz kojega resultata uvidjamo, da je taj trokut detvrti dio onoga,
5to ga dine tangente todaka £, te t, sa dodirnom tetivom tih tocaka.

il

Oznaéimo li surednice teZista trokuta M, My M, sa Z'+" nadi
¢emo : , P . .
= ) [5 <t1+t2) —8t, t,]

7 =p [t ]

Budué da je y =n=r1n'= n“, sliedi, da teziita ovih trijuh tro-
kuta leze na spojnici razpolovista polarne tetive sa polom, koja je
istosmjerna sa osi parabole, koju smo bili za os X uzeli.

Koliénik plostina trokuta M, M, M,” te M, M, M’ je funkcija ko-
lienika parametara krajnih todaka zajednicke osnovke M, M,. Ozna-
¢imo li taj koliénik

W,
B
biti ¢e kolignik tih trokuta ¢(p.), naime:
o 4 u.
Za vriednost .= — 1, dobivamo maximum fankcije (1), naime
o(—1)=-F1, te za p. =4 1 dobivamo minimum ote funkeije,
naime @(41) = o. Pisemo li p. =, @(y) =y, moZemo gornju

jednachu pisati:

4xy + (x—1)* = o,



TEORIJA PARABOLE NA TEMELJU RACIONALNOGA PARAMETRA. 115

te konstrukcijom hiperbole ovom jednaébom predo¢ene upoznajemo
k svakomu koli¢niku parametara p. = x odgovarajuéi koliénik plo-
§tind doti¢nih trokuta

U sludaju maxima sudara se M, i M,” sa vrhom parabole te
za sluéaj minima reducira se trokut M, M,M,” na jedinu todku,
gdje usuprot u trokutu M, M, M;’ samo dvie totke se sudaraju.

Mjesto tezista trokuta M, M, M,” za sludaj minima je opet dana
parabola, §to dobivamo, ako u vriednosti za £ n"* stavimo t, = ¢, =+¢,,
gdje usuprot mjesto tezista trokuta M, M,M," je parabola imajuéi
zajedni¢ki vrh te zajednicku os, kojoj je parametar velik § para-
metra dane parabole.

Nu za koju god danw stalnu vriednost za y. opisuje tediste na-
vedenih trokuta parabolu, imajuéi zajednithu os i vrh sa danom
parabolom, nu parametar njezin je x% dio parametra dane parabole.
Je dakle jednacba mjesta tezista

y? = 2kpx.
Za trokut tangenata te polare neke togke je

3 (14-u.)2

4 1tutn?’
za trokut M, M, M, jo: S
T 204w
R DT
te za trokut M, M, M,” je
K = S(04w*

14. Nu uvjet # = u.t, opredjeljuje posvema slied tetiva. Jed-
nacha tetive #,4, glasi naime:
X —(t+t) y+2ptit, = o,
dakle je uz gornji uvjet
X — (1) tyy +2puty = o,
Mienja i se sad 4, omotava ova tetiva parabolu, kojoj je
jednacha
(1) y? = 8upx,
te pol tih tetiva opisuje takodjer parabolu, kojoj su jednadbe
X = 2put3
] y = pd-4pt,
ili, ako bi eliminirali parametar ¢, :

2uy* = (I+4-p)%px.



116 K. ZAHRADNIK,

15. Nu mogli bi i stvar obcenitije shvatiti, te mjesto relacije
¢, = ut, uzeti, da postoji
F(t, ty) = o.
Ova relacija opredjeljuje krivulju posvema kao zamotaljku® te-
tiva 7,,. Riefimo li naime jednadbu tetive #,#, glede t;, dobivamo:

Diskriminant jednatbe F = o, posto smo bili prije #, navede-
nim gore izrazom zamjenili, daje nama jednadbu zamotaljke tetiva
t,t,. Mislimo li si jednacbu F = o u obliku

t, = o(ty),
te stavimo li ovu vriednost za #, u izraze za teZiita navedenih
trokuta dobivamo namah jednadbe mjesta tezidta tih trokuta.

Konstrukcija je jako jednostavna za sludaj, gdje postoji medju
t, i t, linearna relacija, u tom sludaju omotava tetiva dunjosjck,
koji mozemo narisati. Svaka tangenta toga Gunjosjeka presjeca
danu parabolu u trazenom paru todaka ¢, t,; pol ove tetive
obzirom na danu parabolu dade to¢ku t;. Povudemo li vrhom
parabole istosmjernicu sa ¢t,, dobivamo todku M,’, te povudemo
li sad tangentu istosmjernu sa ##, naéi ¢emo M;”, &m su poje-

8
dini trokuti, tim i teZista tih trokuta opredieljeni.

Trokut tangenata.
16. Dan budi trokut tangenata 1)7,7,, gdje sa 1i oznacujemo
tangentu, koje diraliSte ima parametar ?;.
Surednice vrha 117, = A; su
X, = 2pt,t,
ys = p (ti+t),
a surednice ostalih vrha sliede ciklitkom zamjenom kazala.
Plostina toga trokuta opisanoga paraboli je:
tt, tity, 1
A=7p*| tift tty 1
tybt, tot, 1
Odbijemo 1i prvi red od tretega, te drugi red od prvoga reda,
dobit ¢emo namah:
A=— p2 (tl—tz) (tl—tS) (tz'_t3>-

1 Sravnaj, Em. Weyr: Beitrige zur Curvenlehre. Wien 1880. ¢l. 10.
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Sravnimo li taj resultat sa onim, 3to smo ga dobili za trokut
upisani paraboli, dobivamo poznat resultat, da je plostina trokuta
opisanoga paraboli pol plostine trokuta $to ga éine dirahsta stranica.

Za surednice tezista trokuta tangenata rabimo li parametre dira-
lista tih tangenata, dobivamo: )
4D

I
A

y — 2P

Ul ——?

Ozna¢imo li sa Z;, =, surednice teZifta trokuta diraliita, naime
trokuta tocaka t,, #,, #,, valja

t, .

3ni—2p%,

B

n = .

Iz ovih oblika upoznajemo odmah, da su teziste trokuta tange-

nata te trokuta diralista tih tangenata u racionalnoj kvadratiénoj
srodiosti.

Oznac¢imo li udaljenost tih teZista sa d,, naéi ¢emo

3
’

i

fe z 3 Q
d =57—4 = 4_p (ni—2p%,)
ili
— 3 s ¥
d = o (n*—2p%).

Mienja li se trokut tangenata uz uvjet, da je udaljenost tezista
toga trokuta od tezista diralifta stalna, opisuju teZista tih trokuta
dvie parabole, koje su kongruentne sa danom, samo paralelno po-
maknute u smislu osi X.

PresjeciSte visina trokuta opisamoga paraboli.
17. Jednacba visine trokuta opisanoga paraboli na tangentu todke
t, kao osnovku, iz suprot lezeéega vrha spustene glasi:
¥ =+ 2t,x = pt, - t,) - 4pt, tot, .
Jednacbe drugih visina dobivamo ciklickom zamjenom kazala,
P Y+ 2tx = p(t, + t,) | 4pt, t t,
Y+ 2t,x = p(t; + t) —+4pt, tyt;.

Visine trokuta presjecaju se u jednoj te istoj tocki. Da nadjemo
usjecku, odbit ¢emo zadnje dvie jednacbe, to nama daje:

x=— L.

2
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Mjesto, da sada ovu vriednost u jednu izmedju tih trijub jednagba
substituiramo, uéinimo ovo za sbroj tih jednagba, da dobijemo re-
sultat u obliku simetrickom. Sbroj tih jednadba je

3y + 3xZt, = 2pXt; + 12pt; tyty,
dakle je odgovarajuce y presjecista visind:
y = pZt, -+ 4pt, tyt,.
Visine trokuta opisanoga paraboli presjecaju se dakle na ravna-

lici parabole u visini
y = pEt; | 4ptityt;.

Kvadrati¢ka involucija toaka na paraboli.

18. Spojnica kojih god dvijuh todaka parabole ima jednacbu

oblika :
x— (t; +t5) y -+ 2ptyt, =0 6
Smatrajmo sad (2y) kao surednice &vrste totke, vrha to svazka
trakova, a t,, t, kao parametre presjeciita kojega god traka tog
svezka. Budué da ¢, i t, dolaze samo u prvom stupnju, sliedi pro-
jektivnost sustava (t,) i (t;), te zamjenljivost — involucija — tih
toaka sliedi iz simetriénosti jednacbe (I) glede t, i t,. Budué¢ da
ta involucija sastoji iz para todaka, zove se kvadratitka involucija
todaka. Dvototke ove involucije naéi éemo, ako u jednacbu stavimo
t, =t, =1, $to nas vodi do jednadbe

x — 2ty + 2pt? =0, (1)

p2— L ¢ X —0.
P +2p

Parametre dvotodaka, koje éemo sa t,,, t';, oznaditi, dobivamo
refitbom gornje jednacbe kao koriene, naime

ili poredano po ¢:

t12 - 2P
tl — y —_ V—_};g — 2px
12 2p

Nu jednagba (I1) sudara se sa jednachom tangente u tocki ¢ (11)
t. j. parametre dirali§ta tangenata tocke (xy) sa obzirom na para-
bolu su dvotocke kvadraticke involucije tocke (wy).

1 Sravnaj: Salmon- Fiedler Kegelschnitte pg. 253 Aufg. 3. pg. 447
Aufg. 8.



TEORIJA PARABOLE NA TEMELJU RACIONALNOGA PARAMETRA. 119

Sad ¢emo naci jednatbu ovake kvadraticke involucije u obliku
normalnom. Svaki trak svezka trakova (ry) presjeca parabolu u
dvijuh to¢kah, kojih parametre nalazimo kao koriene kvadraticke

jednacdbe oblika:
t?4at+b =o.

Nu budué¢ da medju kooficienti @, & postoji linearna jednadba (I),
naime x -+ ay -+ 2bp,

mozemo iz tih dvijuh jednadaba jednu velidinu na pr. b izluditi, te
tim nadjemo :

2pt* —x+a (@pt—y)=o, (15)
kao jedna¢bu involucije totke (zy) [t. . svezka trakova, kojega je
vrh tocka (xy)]. Za dvotodke involucije mora imati jednagba (15)
dva jednaka koriena t. j. parametri tih dvotosaka zadovoljavaju i
derivaciji jednagbe (15) glede ¢. Taj uvjet opredjeljuje parametar

involucije a=— 2t,

te jednacba (15) prielazi u tom sludaju u

x — 2ty + 2pt? = o
iz koje jednadbe opet kao prije upoznajemo ove dvototke kao di-
ralista tangenata povudenih iz tocke (xy) na parabolu. Ujedno upo-
znajemo, kada lezi sredidte (ry) involucije izvan, ili unutri parabole.
U prvom sludaju jesu tangente tocke (xy) realne, u drugom ima-
ginarne, §to postoji prema tomu, je-li

y? z 2px .

PresjeciSta kruga sa parabolom.

19. Svaki krug presjeca parabolu u etirijuh todkah, kojih pa-
rametre nadjemo, ako surednice kojegod totke parabole u jednacbu
toga kruga, naime

X* 4 y? —2ux — 2y +m*=o (16)

stavimo. Naéi ¢eme ovako blkvadramcku ]ednaébu glede ¢, naime

t“—}-(l———~—)t“ +4p — (17)

a korieni ove jednagbe su pammetle presjecista kruga (16) sa
parabolom. Budué¢ da ve¢ tri totke krug posvema opredjeljuju,
mora da postoji medju parametri tih presjecista neka relacija, ne-
ovisna o polozaju i veli¢ine kruga, koja nama kase, kada u obée
Cetiri tocke parabole leZe na jednom te istom krugu.
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Iz jednacbe (17) sliedi namah ova trazena relacija, glasi
It =o; : (18)
daljne relacije medju parametri presjecista danog kruga sa para-
bolom su:

Xtt, =1 — %
Tty toty = J; (19)

m?

Etlt2t3t4 :@

Iz jednagbe (18) sliedi namah cio red vlastitosti parabole, od
kojih ¢emo ovdje neke navesti.

Prolozimo Ui naime parom presjecista kruga K sa parabolom na
pr. &, &, koji god krug K’, te isto tako drugim parom ¥, ¢, koj.
god krug K, dobit emo Cetiri nova presjecista koje leZe na jednom
te istom krugu K'“.

Dokaz. Za tocke t, t,, t, t, valja usljed jednacbe (18)

t -ttt =o.
Za presjecista krugova K’ te K’ sa parabolom valja sli¢no
t -ttt = o
t' 4ty -t f-t, = o.
Sbroj zadnjih dvijuh jednadaba daje obzirom na prvu jednacbu
'ttt = o,
§to nama 1 navedenu vlastitost dokazuje.

Oznagimo presjecidte istosmjernice iz izhodista sa tetivom ke te
parabole sa tun. ProloZimo tockami t,, ¢y, t,, krug, taj sjece parabolu
w daljnoj tocki ¥, sliéno sjeée krug tocaka t,, ¢,, t,, parabolu w daljnoj
tocki ¢, te tocke €, &,, &, ¢ leze opet na jednom te istom krugu.

Dokaz. Radi
t 4ttt =o

ty -ty bt = o
ty -ttt = o,
jednacbe t,,4t,, +t'+t“ =0 q. e. d.

20. Krug se dotica parabole,. ako se dvie presjecista suda-

raju t. j. parametre dvijuh presjecidta su jednaka. Cemo li dakle

sliedi iz jednadaba
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tockami #, ¢, proloziti krug, koji bi se doticao parabole, moramo
samo u (18) staviti ¢, =1, = ¢, biti ¢e dakle

t,+t, 2t =o.

Parametar diralista kruga, iducega tockama f, £, parabole, jed-

nak je dakle
t— — iﬁ
= 5

koji resultat ovako izraziti mozemo:

Prolozimo dvima tockama parabole ¢, t, krug dodirni sa para-
bolom, to je diraliste njeqovo tocka simetricka sa osi prema diralistu
tangente istosmjerne sa tetivom i;fz"

Prolozimo Ui uviek dvima iz presjeciste nekog kruga sa parabolom
dodirni krug na parabolu, dobiti éemo Sest toaka ¢4, t,, t,, ty,,

tass 134, gdje je
th =+t
t]lk = )

2

od kojil leZe triput po Cetiri na jednom te istom krugu.

21. Krug, kojega se tri presjecidta sa parabolom sudaraju, na pr.
ty =1, = {, = 4*, zove sc krugom oskulatornim parabole u todki
t’. Medju tockom oskulacije #,” te danim presjecistem — priredje-
nom toc¢kom ka totki oskulacije — postoji relacija (18)

3t —4t, = o.

Mozemo opet kazati: Konstruiramo li w presjecistih kruga sa
parabolom krugove oskulacije, dobit éemo Eetiri nova presjecista, koja
leZe na jednom te istom krugu.

Tocke oskulacije, krugova oskulacije proloZenih presjecisti kruga
nekog sa parabolom na parabolu lete na jednom te istom krugu.

Parametre vrhd éetverokuta kruinoga upisanoga paraboli pomno-
fene sw stalnom  velicinom jesw opet parametre novoy Setverokuta
leruZnoga na paraboli.

Dokazi tih trijub izreka su sasma analogne sa prijagnimi dokazi.

22, Oznacimo hi sa %, % surednice sredista kruga K, koji siede
parabolu uw tockah 4, h=1,2,3 4, te se 2,3, surednice sdruZe-
noga kruga A', koji sie¢e parabolu u tockah kt,, h=1,2, 3, 4,
ralja za ovaka dva kruga:

2, =p (1 —k? |k
5 =Kk

R. J. A. LXIV. 9
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Ako je mjesto sredista sustava krugova K neka krivulja, to je
mjesto sredista sdrufenoga sustava krugova K’ krivulju sa proom.
projektivicka.

Mjesto sredista pojedinil sustava krugova K, I’ je elipsa uz uyjet,
da je udaljenost sredista odgovarajuéih krugova stulna.

Je-li P plodtina mjesta sredista prvoga  sustava krugove K, je
plostina mjesta sredista drugoy sustava krugova K' jednaka FE°P.

Za t, =t =1t (¢l. 20) dotica se krug parabole u tocki t. U
ovom sludaju prielazi jednacba (18) u

2t 41, + t,=o
te jedna¢be (20) sa obzirom na ovu jednacbu staviv
tit, =12,
x

it =2 —3t*=1— —
p

2}

Yttty = Mt — 2% = —;— (19°)
. R m?
Lttt =M = '4p2 ’

Ako bi sad uzeli, da taj krug diraju¢ parabolu u tocki ¢ ide
vrhom parabole, imali bi 2 = 0; surednice sredista ovakova kruga su

% =p -+ 3pt?
4= — 2pt?;
Dakle je:

Mjesto sredista svih krugova, koji iduéi vrhom parabole, ovu
ticu, je racionalna krivulja treéega stupnja, kojoj jednacbu dobi-
vamo u obi¢nom obliku, ako parametar t eliminiramo. Nadéi ¢emo
ovako:

=t E—p°

‘ 27 p
§to je semikubicka parabola, te je evolutom parabole obicne sa para-
metrom p' = 2p.

Ako bi sad wuzeli, da polumjer krugova diraju¢ih parabolu je
stalni, naime «, dobivamo za treéu od jednadaba (19°)

2?4 42— a?=4pi\M:
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Eliminiramo-li sad iz ove jedna¢be te prvih dvijuh jednadha u
(197) veli¢ine promjenljive X i ¢, dobit ¢emo jednatbu mjesta sre-
dista krugova o stalnom premjeru? diraju¢ih danu parabolu, koje
Jje mjesto kao poznato krivulja istosmjerna sa parobolom u udalje-
nosti jednakoj a.

Tocka srednjih udaljenosti ¢etverokuta kruinoga upisanoga
paraboli.

23. Tocka srednjih udaljenosti ¢etverokuta kruZenoga upisanoga
paraboli ima za surednice

y=%2t1=o

X=—p‘ztxt2=°‘”‘})?

2
gdje je 2, kao 3to i prije usjetka srediita kruga opisanoga ovomu
cetverokutu. Udaljenost d todaka (zy) te («f) je
d=p

t. j. tocka srednjih udaljenosti Cetverokuta krudnoga upisanoga
paraboli ledi uviek na osi parabole, te je od sredista kruga ovomu
detverokutu opisanoga udaljena zu stalnu duljinu, naime za para-
metar parabole p.

Harmonicki éetverokut kruini na paraboli.

24. Upoznali smo, da parametre presjeciita nekoga kruga (16)
sa parabolom dobivamo kao koriene bikvadratitke jedna¢be (17)
glede ¢. Ova presjecista tvore etverokut kruzni upisani paraboli,
te ima li taj detverokut vlastitost, da se njegovi vrsi iz vrha pa-
rabole u harmoni¢kom svezku projiciraju, zovemo taj detverokut
harmoni¢kim &etvorokutom kruznim upisanim paraboli.

Cetiri tocke, kojih parametre su korieni bikvadratitke jednadbe

At* 4 4Bt* 4 6Ct2+ 4Dt -+ E = o, (20)
su harmonicke, ako koeficienti ove jednacbe zadovoljavaju uvjetu?
| ABC
BCD|=o. (21)

} CDE

Y Sravnaj: Salimon-Fjedler Kegelschnitte pg. 441. Auf. 2.
* Cremona-Weyr: Uvod do geometrické theorie kiivek rovinnyeh.
Praha 1873 pg. 13.
#
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U nasem sludaju imamo detiri presjecista kruga sa parabolom.
Sravnitbom jednatbe (20) sa jednacbom (16) sliedi:

1 B— _L( _i)
A=1 B=o, C= 8 1 =

mZ

)
D=", E=-—>
P 4p*
dakle je uvjetna jednacka (21), da se ove detiri tocke projiciraju
iz pola parabole u svezku harmoni¢kom
2(p—x)>—18 (22 B2 —a?) (p—=2) -+ 27pk*=o0, (22
gdje smo sa @ oznaditi polumjer kruga.
Jednacba ova nama kaze da je mjesto srediSta svih krugova sa
stalnim polumjerom a, koje presjecaju parabolu w Cetirijule harmo-
nickih tockah, krivulja tretega stupnja.

Ekvianharmoni¢ki ¢etverokut kruzni na paraboli.
25. Cetiri tocke, kojih parametri su korieni jednacbe (20) su
ekvianharmoni¢ke,’ zadovoljavaju-li koeficienti njezini jednacbi

AE | 302 — 4BD =o. 23)

Za presjedista kruga sa parabolom mozemo dakle kazati, da ¢ine
ekvianharmonicki detverokut kruzni t. j. vrsi njegovi projiciraju
se iz vrha parabole u svezku eckvianharmonitkom, ako koeficienti
jednache (17) zadovoljavaju relaciji:

3(@2-FE2—a?) 4+ (p—x)?=o. (24)

gdje smo opet sa @ oznadili polumjer kruga.

Ova jednacba nama kaze, da sredista svih krugova sa stalnim
polumjerom @, koji parabolu w tockal ekvianharmonickil presjecaju,
lede na elipsi.

Diagonalni trokut ¢etverokuta kruznoga upisanoga paraboli.

26. Oznacimo-li presjeciste stranica #,t, i t,t, kruznoga cetvero-
kuta t£,t,¢, upisanoga paraboli sa @, slitno sa a, = — AT

s = taly. t,t,, te sa £y my surednice diagonalnoga vrha a, biti ée

za tocku o, :
=—p (t;t + t,t,)
(Styt, tyty _’“

PE=SLETEN

1 Ciemona—Weyr l. ¢. pg. 32.
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sasma sli¢ne izraze bi dobili za surednice obijuh ostalih diagonalnih
vrha. Ako sad sa &1 oznadimo surednice tezifta toga diagonalnoga
trokuta @, a,a,, biti ce:

:———%Z t,t,

. P ¥
NE= 32.

FaaY

tity
t -t

Surednice tezista diagonalnoga trokuta, kruznoga detverokuta
upisanoga paraboli, su dakle simetricke funkcije vrhova &etvero-

kuta. Pisemo li
S tit, B

t,+t, N’
B = 2Xtitdt, | 6Xt3t3t% | 14Xt3t3t,t, - 10Xt 3t3t3t,.
Rabe¢i tablice, koje Faa de Bruno za simetriéne funkcije u
svojoj knjizi' navadja, uzevii u obzir, da je taj detverokut kruzni
t. j. da postoji Xf;, = o, dobivamo:
B = — 25t,t,t, [13Z¢, t,t,t, — (Bt,t,)2).

Sli¢no nalazimo za nazivnik :

N = (Bt t,t,)%

je

dakle je
. : (25)
L 2p (Bt,6)°— 135t btt,
==t Tttt

Ako je sad taj ¢etverokut ekvianharmonicki, valja (23)
12Xt tyty t, + (2t t,)" = o,
dakle je za teziste diagonalnoga trokuta ekvianharmoni¢koga Ce-
tverokuta kruznoga upisanoga paraboli

R % St,t,
L 25p  (Ztty)°
=18 Ittt
ili obzirom na vriednost (19)
y—_ pP—*
) K (26)
25 (p—»°
18 g

1 Théorie des Formes binaires. Turin 1876. pg. 27, 28, kao §to i Tab. I.
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Postoji dakle medju sredistem kruga opisanoga Cetverokutu ekvi-
anharmonickomu na paraboli te sredistem njegovog diagonalnoga

trokuta kvadraticka srodnost i to racionalna, jerbo je i obratno

x=7p-+3¢
3: 20&2 )
i o,

t. j. k svakoj tocki () odgovara jedina tocka (¥n) i obratno.

Krug krivosti.

27. Ako se iz Cetirijuh presjecista kruga sa parabolom tri su-
daraju, zovemo taj krug, kako veé prije navedeno, krugom krivosti
— oskulacije — u doti¢noj tocki.

Neka je dakle f, =, =t, =1, jedna¢ba (18) prielazi u ovom
sludaju u

3t+4+t, =o, 27)

te jednacbe (19) jesu sad:
3t24-3tt, =1— —
P
t9-b3t2t, = % (28)
2

3, = —=_,
1 — 4p2

ili sa obzirom na jednacbu (27)

1— = =—¢6t
1Y
%—:—wﬁ (29)
m? ored
=3

Iz ovih jednadaba moZemo sad naéi i surednice () srediita
kruga krivosti todke t, kao $to i polumjer krivosti. Jest naime
a = (1} 6t2
B = 8t3p ’

ili
x = p-3x
8
p=—1

p?’
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te polumjer krivosti p sliedi iz
=B mt = (x— )+ — )
Nu budué da je duljina normale totke ¢ jednaka
n=Vy'+p*,
mozemo, kao poznato gornji resultat i pisati
n3

pi="=3"

P

koji izraz u obée za dunjosjeke valja.

SN et .
— o

Mjesto sredista krugova krivosti totaka parabole, t. j. evolutu
parabole na¢i ¢emo, ako iz jednadaba (30) eliminiramo promjenljivi
parametar t. Naéi ¢emo ovako

3
42 = 58? (i.-pp—), @31)
je krivulja trecega stupnja sa povratistem na osi X u udalje-
nosti = = p, te se zove obiéno semikubitka ili Neil-ova parabola.

Da je zamotaljka zajednickih tetiva krugova krivosti todaka
parabole sa parabolom opet parabola sa zajednidkom osi te vrhom
sliedi iz ¢lanka 14. Jest naime u ovom sludaju

3t4+t, =o tj. :J.:L :——L, te k= —3.
i 3

Normala totke parabole.

28. Jedna¢ba normale totke 7 parabole glasi:
y —2pt =—2t (x — 2pt?)

y-+2tx —2pt 1 4-2t*) =o. (32)

Ova jednacba predo¢uje nama relaciju medju surednicama neke
todke (xy) na normali te parametrom nozista. Smatramo i sad (zy)
za surednice &vrste todke, moemo iz ove jednathe naéi parametre
noZista normala iz to¥ke (ry) na parabolu spudtenih kao koriene
jednagbe (32) glede ¢. Poredamo li ovu jedna¢bu po uzmnozih pa-
rametra #, naéi ¢emo: :

p—x, ¥ _
Bty Tap (33)

ili
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Jednadha ta je stupnja tretega glede ¢, t. j. iz koje god totke
P(xy) ravnine parabole mozemo na ovu tri normale spustiti. Medju
Y. p ] J
parametri nozista postoje sliedeée relacije
Zt

1 — O
b X T
t, t 2}) (34)
Yt tyt, = 41; .
Prva je relacija naime Tt — o
e =

o0 polozaju totke (zy) neovisna, daje nama dakle uvjet, kada nor-
male trijuh todaka parabole se u jednoj te istoj totki presjecaju.
Ovake tri tocke ¢, t,, , parabole oznadit ¢emo kao trojinu nozista
pridruzenih ka toeki (xzy) ili kao trokut noZista tocke (zy).

Iz prve te trece jednacaba (34) sliedi, da samo jedino noziste sa
tockom (zy) na istoj strani osi parabole lezi te ostala dva noziita
dakle da leze na drugoj strani.

Dalje sliedi iz jednacaba (34), da ako totka (xy) lezi na osi
parabole, uvjek jedno noZiite se sudara sa vrhom parabole te
druga dva nozista da leze simetricki prema osi parabole. U ovom
sludaju je naime jedan korien jednacbe (33) jednak nistici, ostala
dva imaju doduSe jednaku absolutnu vriednost, ali su obratnoga
proznaka, te za st =

1t2 - 2p
dobivamo u ovom sludaju obzirom na jednacbu (9)
X, =X —p.

Nozista lezeca simetricki prema osi X jesu dakle realna® prema
tomu je li # > p, imaginarna za z > p, sudaraju se sa tre¢im
nozistem u vrhu parabole za x=p.

1 Ovo se vidi iz Chasles-a, konstrukeije ,Traité des sections coni-
ques“ Gauthier Villars Paris 1865, pg. 114, Jest naime mjesto pre
SJeGISta okomica, iz totke P na t(mgente parabole spustenih, sa pre-
mjeri dodirnih tocaka istostrani¢na hiperbola, koja prolazi todkom P
te tockom bezkonaéno udaljenom parabole. Ova hiperbola presjeca pa-
rabolu osim u njihovoj tocki ubjeznoj u dalnjih thuh tockah, koje su
trazena noziSta normala totke P. Lezi li totka na osi X, 1educna se
hiperbola na njezine asimplote, od kojih je jedna os par lbolc te drug:
pravac na ovu os okomiti, Sto se sa gore navedenim iztrazivanjem slaze

Jednadba spomenutc hlperbole je p(n—y)+nt—x)=o.

U sliede¢em navadjamo _]ednostavnuu konstrukecije. Gledaj moju raz-
pravu: Uber das Normalenproblem fiir die Parabel. Sitzb. d. kg. bohm.
Gesellsch. d. Wissensch. 1879,
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Evoluta, kao mjesto tocaka, za koje se dvie normale saudaraju.

29. Ako se dvie od trijuh normala iz totke (ry) na parabolu
spustenih sudaraju, je ova tocka sredidtem krivosti noZista suda-
rajuc¢ih se normala.

U ovom sludaju biti ¢e {,=1#,=1, a jednacbe (34) prielaze u

2t4+t,=o

ot - t2=P "%
- 2p (35)
i o=
bt =

Stavimo li vriednost za t, iz prve jednac¢be u obje ostale, dobit
¢emo

a2 __P—X
32 = %
— 3= . (86)
4p

Mjesto tocaka (ry), za koje dvie normale na parabolu spustene
se sudaraju, dobivamo ecliminacijom parametra ¢ iz gornjih jedna-
¢aba. Na¢i ¢emo ovako

s 8 (x—p)°
A T 37)

Sravnimo sad ovu jednatbu kao §to i jednatbe (36) sa jednag-
bami (30) i (31), to upoznajemo namah istovjetnost ovoga mjesta
sa evolutom parabole.

Ovdje se nama pojavlja todka (xy) kao presjeciste dvijuh su-
sjednih t. j. sudarajuéih se normala, morali bi dakle opet doéi do
jednacaba (36), ako bi jednaébu normale te njezinu derivaciju po
t riesili glede x te y; te ako bi iz tih jednadaba eliminirali para-
metar ¢, dofli bi opet do jednactbe evolute parabole (37) kao za-
motaljke normala parabole.

Sravnimo li jednadbu normale sa jednadbom
ux+vy-+1=o,
1
T p e ©3)
1
= T opt (12t

kao jednacbe evolute parabole u surednicah tangencialnih u para-

dobivamo

u =
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metri¢koj predocbi; jednadbu obi¢nu bi nagli eliminacijom parametra
t iz jednadaba (31), naime

pw42v)u-vi=o. (39)

Presjeciste normala dvijuh totaka parabole.

30. Normale todaka ¢, i t, parabole presjecaju se u todki ¢,
kojoj su surednice:

x, =p-+2p (t%+t3+tlt2)

Y1 = 4ptity (& o) (40)
Nu za pol P spojnice #¢, smo bili nasli (14)
X = 2p t,t,
y=p (t - ta),
postoji dakle medju totkama P te @ sliede¢a suvislost:
3 =p—x-+ 222
g = 2xy (41)
o

Svakoj tocki P odgovara dakle sasma opredjeljena tocka @), kao
presjecidte normala krajnih to¢aka polarne tetive todke P obzirom
na parabolu, nu obratno k svakoj to¢ki @ odgovaraju tri tocke P.
Sliedi naime iz druge od jednadaba (41) refitbom

y="14, (42)
§to stavljeno u prvu jednacbu daje
X' (5 —p) x* — —I2)—y%=0-

Dobivamo dakle za usjetku tocke P tri vriednosti z', 2, 2/, te
odgovarajuce vriednosti za y daje jednatba (42). Danoj tocki ¢,
kao presjeciiti dvijuh normala parabole odgovaraju tri todke P, kao
polovi spojnicd nozita normala obzirom na parabolu.

Ovo smo mogli iz geometrickih razloga unapred kazati, budué¢
da tocki @ odgovara trokut nozista t,£,/, na paraboli. Trokut polova
P, P, P, je trokut tangenata noZista, te ploitina toga trokuta pold
je dakle pol ploitine trokuta noZista.

Jo¥ ¢emo nadovezati refitbu jedne zadace. Ima se naime naci
mjesto presjecista normala parabole nacrtanih u krajnih tockah te-
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tive iduée todkom (zy). Parametre ¢,, ¢, krajnih todaka tetive iduce
tockom (zy) moraju da zadovoljavaju jednagbi (10):
x—(t +t) y + 2ptit; =o

te surednice presjeciSta nomala tih tofaka dane su jednacbami (40).
Krece li se sad tetiva oko tocku (zy) mienjaju i parametre ¢, ¢,
svoju vriednost. Eliminiramo li sad iz jednadaba (40) te zadnje
jednacbe parametre ¢, #,, dobit ¢emo jednatbu traZenoga mjesta.

Riefimo li zadnju jednadbu po umnozku t,t, te substituiramo li
ovu vriednost u jedna¢bu (40) piSué¢ ujedno

t +t2=7\

x; =p—+x—yr-4} 2pAr?
¥, = — 2xA 4 2y)A2

dobit ¢emo

Surednice presjecista izrazili smo kao cielistve racionalne funkcije
drugoga stupnja glede parametra X t. j. mjesto presjecista je krivulja
drugoga stupnja naime :
2= 4y @+x—x)"— " —2px) [yy; +2x (p+x—x)] =0
1 to parabola’, kojoj je os istomjerna sa okomicom na polaru
tocke (xy).

Trokut normala.

31. Dan budi trokut #¢,¢, upisan paraboli, te bi trazili sad tro-
kut normala vrha. Oznaéimo li presjeciite normala N, N, todaka
li, t; sa Ay, biti ¢ée surednice ovoga presjeciita dane jednadbami
(40), te surednice ostalih presjecista 4, = N,. N, , 4, = N,. N, do-
bivamo ciklickom zamjenom kazala. Za plostinu trokuta 4, 4, 4,
naéi ¢emo, ako plostina trokuta ?,£,t, sa A oznadimo,

A, A, A, =2 A (St).

Ako je sad trokut A trokutom noziita, normale N; vrha # tog
trokuta presjecaju se u jednoj te istoj todki, mora dakle biti plo-
Stina trokuta

o A A A =,
pa tim je
Etl =o,
koju relaciju nama ve¢ poznatu dobivamo sad iz drugoga opet
gledista.

! Sravnaj: Salmon- Fiedler. Kegelschnitte pg. 255 i pg. 438.
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Teziste trokuta nozista.

32. Oznagimo li sa &’ surednice tezista trokuta noziita todke
(xy), biti ¢e sa obzirom na relacije (34)
2p 2
="t 2= — — (p—
= 3 t1 3 (p X)

S. (43)

'n’=%2t1 =S0F

koje jedna¢be nama kazu, da tediste trokuta noZista, koje god tocke
w ravnini parabole ledi na osi parabole.

Nogistni trokuti toéaka na pravew istosmjernom sa vrsnom tan-
gentom parabole imaju zajednidko tediste.

33. Upoznali smo prije, da svakoj to¢ki @ odgovara trokut po-
lova P, P, P,, kojega stranice se doticaju parabole u vrsih nozi-
Stnoga trokuta (¢l. 30). Surednice vrha P, tog trokuta su dani sa

p { X, = 2pt, t,
| ys = pltitt) 5
surednice vrha P,, P, sliede ciklickom zamjenom kazala. Ozna-
¢imo li sad surednice teZidta toga trokuta sa 7 n”, valja

2 ¥ 1

Eﬂ_ 3p tltﬂ’— 3 (p X)
2

.’III — 31) Etl — 0.

Za trokut pola noziStnoga trokuta valja dakle ono isto, §to smo
malo prije za trokut nozista bili naveli.
Udaljenost d teziitd tih trokuta pridruzenih k totki @ je
d=x—p.
Za totke ¢ pravca istosmjernoga sa vrinom tangentom je ova
udaljenost stalna, te lezi li totka @ na pravecu
x= =1

sudara se teZite nozi§tnog trokuta sa teZiStem trokuta polova.

Presjeciste visina noziStnog trokuta.

34. Jednadba pravea iduéega todkom £ parabole okomito na

tetivu tyt, glasi
X y 1
2pt? 2pt, 1 |=o.
1 —(ty1, 0
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Sacdinjavaju li tocke #,t,¢, trokut nozista, valja t, = o, pa tim
moZemo gornju jednacbu pisati:
X y 1
2ptt 2pt, 1 |=o,
1 t, O

ili u obliku razvijenon
y —t; x| 2pt§ —2pt, = o. (44)
Sliéno bi nasli za jednadbu okomice iz vrha #, na stranicu tyt, :
] Y —tyx - 2pt§ —2pt, = 9.

Odbijemo li gornju jedna¢bu od doljne, dobivamo pokrativ sa

faktorom (#, —{,) za usjetku presjecista
x; +2p—2p (t§ +t3 -+t ty) = o.

Nu u svakom trokutu presjecaju se visine u jednoj te istoj
tocki,’ dakle se izraz za x; ne mienja ciklickom zamjenom kazala.
Sbrojimo li ovako dobivene tri jednac¢be, naé¢i é¢emo:

3x; +6p—2p 2247 -+ Et, t,] = o,
dakle je obzirom na jednacbu (34):

x, = x—3p, (45)
Iz sbroja jednadba svih trijuh visina dobivamo radi Zt, = o za
ordinatu presjecista visina:
2P v, 4
=—g Bl =— L (45,)

Iz jednadbe (44) sliedi, da visine trokuta noZista kod promjen-
ljivog & omotavaju semikubicku paraboiu, kojoj je parametar &etiri
put tako velik, nego je parametar dane parabole. Jednadba ove
zamotaljke visina je:

2 — 2 (xA2p)°

Y =7 P

! 8vi trokuti opisani istostrani¢noj hiperboli idu, kao poznato, pre-
sjeciStem visina toga trokuta. Moraju dakle surednice tocke H zado-
voljavati jednacbi hiperbole spomenute u opazci é&lanka (29), o cem
se mozemo lahko uvjeriti time, da vriednosti za x, ¥, mjesto £, =
substituiramo. U ostalom sliedi ovo iz reciprokog odnoSaja k izreci na
svrietku ¢lanka (36). Sravnaj Salmon- Fiedler Kegelschnitte pg. 531.
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Plostina noziStnoga trokuta.

35. Plostina trokuta ¢7,f, upisanoga paraboli, je, kako u ¢l. 13.
navedeno :
t3 0t 1
A= —2p?| t% t, 1
2 t, 1

Budué¢ da vrsi tog trokuta imaju biti nozista normala totke (ry),
valjaju relacije (34). Nu AZ je simetritka funkcija parametra ¢, , ,, t,,
mozemo ju dakle izraziti pomoc¢u vriednosti (34). Dobit ¢emo ovako:

28t,t,)?  3tytyt, — 2%t
A? = 4p*| BBt t,t, —28tt, O =

— 221;1 t, 0 3
3 9m 2.2
— ‘8P(X P>_4 271) y (46)
Stavimo li
4A2 s
,,,,, i
p

dobivamo izreku: Mjesto togaka, kojih trokut noziita ima stalnu
plostinu je krivulja trecega stupnja
Bx—p)P —2Tpiy* = c?, 47

koja obuhvaca evolutu parabole kao poseban sluéaj, naime za ¢=o.

Iz jednatbe (46) upoznajemo dalje, da evoluta parabole ravninu
parabole razdieljuje u dvie &esti te vlastitosti, da todkam unutri
evolute realni trokut nozifta pripada t. j. tri normale ovakih to-
¢aka jesu realne, gdje usuprot todkam izvan evolute imaginiran
trokut nozista pripada t. j. dvie od trijuh normala ovakih todaka
jesu imaginarne. To&ke evolute &ine medju; plostina trokuta no-
zifta ovakih nozista jednaka je niftici, t. j. dvie od normala se
sudaraju.t

! Sasma analogan resultat dobio je Legendre za elipsu [Traité des
fonet. ellipt. T. I. pg. 348] gdje promatra, mnogo li presjeciSta hiper-
bole te elipse ostaje realnih. Za totke unutri evolute elipse jesu sve
Cetiri normale realne, za tocke izvan evolute elipse jesu dvie mormale
realne te dvie imaginarne. Za totke na evoluti dobivamo tri realne
normale. Liepo ovo predoéuje Joachimsthal u svojoj razpravi: ,Uber
die Normalen der Ellipse und des Ellipsoids“ Crelle Journal Bd. 26
pg..175. Sravnaj: Salmon-Fiedler: Kegelschnitte, pg. 459., Aufg. 13.
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36. Sad éemo promatrati taj sludaj, gdje lezi totka (2y) na pa-
raboli samoj. U ovom slu¢aju zadovoljavaju surednice ove tocke
jednacbi dane parabole, postoji naime:

y?=2px
te jednadba (46) glasi:

A2 = 2p(x—p)® — %z Px,

iz koje jednatbe upoznajemo, da uvjek Sest todaka parabole imaju
trokut nozista dane plodtine, te da jesu ove totke podvojno sime-
tricke prema osi X. Usjetke tih todaka opredjeljuju na osi X ku-
bicku involuciju togaka, o kojoj ¢emo kainje u ovoj razpravi go-
voriti. U ovom sludaju je totka (xy) sama ve¢ jedno noziSte, te
neka je ¢' njezin parametar. Iz te totke ¢/ na paraboli moZemo
dakle dvie normale na parabolu spustiti (osim normalu u tocki ¢’
samoj). Parametre tih todaka naéi ¢emo, ako surednice totke %/,

naime x = 2pt’?

y = 2pt’
uvedemo u jednacbu normale (32). Pokratimo li potle sa faktorom
(t—t'), koji nama kaze, da je t=t' jedno noziste, dobiti ¢emo
142t (t+t)=o, 47
iz koje jednacbe kvadraticke glede # parametre normala iz tocke ¢

na parabolu spustenih refitbom dobivamo. Oznacimo li sa ¢, te f,
koriene jednacbe (47), valja

t1+t2=_‘t‘
Y
t"1 2 = 2 ?

od kojih nama prva samo potvrdjuje, da tocke #,, t,, ¢! stvaraju
trokut nozista. Nu u &lanku (7.) smo nagli, da je

tga, = L ’
2t
te oznadimo li kut provodnice totke #, sa osi X sa @,, biti ce:
) cotp, = tgu,
t. J. -
% + Py = *2_ ?

koju relaciju mozemo sad ovako izreci:

Jesu Ui t,, t, nodista normala iz tofke ' parabole ma paraboln
spustenih, je tangenta jednoga nodista okomita ma provodnici dru-
goga nozista.
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37. Da su spojnice t'#, 17, normale todaka t, t, parabole,
bilo na pocdetku ¢&l. 36. iztaknuto, tim je i zamotaljka spojnica
t,'t, evoluta dane parabole.

Nu mogli bi pitati po zamotaljki spojnice nozista t, £,. Uvedemo
li iz jednadba (48) vriednosti u jednacbu (10), dobit éemo

x+ty-+p=o,
iz koje jednacbe proizlazi, da ,spojnice toéaka na paraboli, kojih
normale se na paraboli presjecaju, idw évrstom tolkom (—p, o) na
osi parabole, ili drugimi rie¢mi: svezak trakova sa vrhom (— p, o)
opredjeljuje na paraboli kvadraticku involaciju te vlastitosti, da nor-
male sdruZenih tocaka se presjecaju na paraboli.

Tangencialni trokut nozista.

38. Smatramo li vrhe trokuta nozista A kao diralidta trokuta
D opisanoga paraboli (t. j. trokuta polova), valja (¢l. 16)
2D =A.

Jest dakle mjesto todaka, za koje trokut polova ima staluu plo-
Stinu, krivulja trecega stupnja, koja spada u sustav krivulja (47).

Jednacha ove krivulje je:
3

c
8(x——p)3»~27py2:—4 .
Trokut polova kao trokut opisani paraboli ¢ni sa diraligtama
stranica Sestistran Brianchonop. Oznadimo li tangentu tocke #, sa

Ty, presjeciste T, .7, = A, i t. d. je jedunacba diagonale A,#, :
Btyx + (2t,t, — t) y — 4p [t§ — Ztytyt,] = o. (48)

Jednacbe ostalih diagonala dobivamo ciklicgkom zamjenom kazala.
D .
Diagonale tog Sestistrana presjecaju se u tocki Brianchonovoj B,

kojoj surednice x, y* ovako lahko nadjeme. Oc¢ito moraju surednice
tocke B zadovoljavati i sbroju jednadaba diagonala, budué da to
¢ine za svaku napose. Sa obzirom na jednache (34) je

St} =3It tyty
dakle sliedi za ordinatu tocke B:
y' =o.

Uvedemo li ovu vriednost za y =y’ u jednachu (48), dobit ¢emo
pokrativie sa t,:
3x — 4p (13 — t,t,) = o.
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~ Nu ovaj resultat se nemienja ciklitkom zamjenom kazala, je dakle
Ox'—4p [2562 4+ Bt —o0,

dakle je radi ve¢ spomenutih jednacba (34)
3x'=4pitit,= —2(p—x),

pa tim su

2
[ —
Yi=0
surednice to¢ke B. Sravnimo li sad ove jednadbe sa jednagbami (43),
upoznajemo namah totku B kao teZiste S mozistnoga trokuta, tim
mozemo kazati: U svakom trokutu opisanom paraboli, kojega di-
ralista stvaraju trokut nozista, razpolavlja spojnica diralista jedne
tangente sa presjetistem obijuh ostalih tangenata tetivu tih tangenata.

Krug opisani trokutu noZista.

39. Jednacdba kruga idudega trima totkama (x;y;), i=1, 2, 3, glasi
€+ [xyl| —E€ x*+y% y, 1|40 x> +y% x, 1| — [x*4-y%, %, y| =o.
Uzmemo li sad u obzir, da dana todka (7 %) lezi na paraboli,
te da joj pripada parametar #, valja:
xy1l|[=4p®[t*t1]
IX2+.Y2;Y71[=8P3|t4+t27t71\ .
|x?4y% x, 1| =8p® | t* 7 1] (50)
Iy 4y% %,y | = 16p* | t* t* t|
Budu¢ da ove tocke stvaraju trokut nozista val]a)u relacije (34)
dakle je, ako determinant |t®t 1] sa A ozna¢imo:

: A
ttt 1| =~A2t1t2:——§i)~(p_x)
2 S A
|t4t2 1 | = — At tyt, = T ¥y ‘ B1)
t4t2t | = — AZt,. It t,t, = o. e

. Umetnemo li ove vriednosti u jednacbu kruga, dobit ¢emo po-
krativ sa zajednickim faktorom 4Ap°.

| et —x+pi—Fa=o. o '(52)
Iz ove jednatbe upoznajemo namah, da krug opisani trokutu
nozista uvjek prolazi vrhom parabole t. j. vrh parabole je zajed-

R. J. A. LXIV. 10
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ni¢ko presjecidte krugova opisanih trokutom moZista. Krugovi opi-
sani trokutom noZista stvaraju dakle mrezu krugova.

40. Ozna¢imo li surednice srediita kruga opisanoga trokutu no-
zigta sa o, B te sa r polumjer toga kruga, sliedi iz jednacbe (52):

e

M (53)
v

rmvrpm (E () e

Krug opisani trokutu noZista je dakle uviek realan za koji god
polozaj todke (zy), iz koje smo bili normale na parabolu spustili.
Iz jednatba (53) sliedi lahka konstrukeija trokuta noZifta normala
neke totke (xy) t. j. resitba problema normald za parabolu. Kon-
struiramo linearno sdrudeno srediste M kruga, te opiSimo iz ove
tocke sa polumjerom OM krug; taj krug sieCe parabolu osim u
zajednickom svima krugovom opisanim trojinam nozista presjeciStu
0, u dalnjih trijub tockah koje su tradena noZista.

ro[<

Iz navedene vlastitosti kruga opisanoga trokutu noZiita, da ide
vrhom parabole moZemo i konstrukeiju sredidta krivosti u nekoj
tocki na pr. I” parabole izvesti. Okomica u razpolovistu provod-
nice OP’ presjeca normalu totke P’ u sredistu odgovarajuéega
kruga opisanoga trokutu noZiita normala, koji siede parabolu u
todki P,. Normala todke P, presjeca sad normalu tocke P’ u sre-
distu kruga krivosti ove todke.!

Jednacba (H4) riesi nama ujedno i pitanje po mjestu tocke (xy),
za koju je polumjer kruga opisanoga trokutu nozigta stalni. Tra-
%eno mjesto je elipsa, kojoj se mala os sudara sa osi parabole, te
kojoj je srediste totka (— p, 0).

Osi ove elipse su 2r, 4. Srediste krugova opisanih trokutom
nozista odgovarajuéih totkam ove elipse leze na krugu K, koji ima
vrh parabole O za srediste te » za polumjer. Zamotaljka tih kru-
gova je opet krug koncentricki sa krugom K te sa dvostrukim
polumjerom.

1 Gledaj moju razpravu: Uber das Normalenproblem fiir die Pa-
rabel. Sitzb. d. kg. bohm. Gesellsch. d Wissensch. Prag 1879.
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Feuerbachov krug trokuta nozista.

41. Neka je B, (a,, b,) razpoloviste stranice ht, slitno B,, (a,, b,),
B, (a;, b,) neka su razpoloviSta stranica tit,, tt,. Jednadba
kruga idudega totkama' B, B, B; glasi:
(2.2_|"712)|a'7b71|—x‘a2+b27b71’+yla2+b27a71'—!|a’2+b27a7bl=0'

Sad je radi jednacha (34)

an = p (Bt} —th)
bh = —pth ,
dakle valja
| a, b, Ll=9p[t ¢ 1|=p’A
a2 b2 b, 1| = 2p°A. Lt} —p® | t*t3 t, 1|
| a?+b2% a, 1 |=—p®|t,t3 1]
| a2-+b?% a, b | = — p Tt [AZt] — [t4 -t 1|]—|—
+pEttyt® . |t 1] .

Uzmemo li sad obzir na vriednosti u jedna¢bah (51), nac¢i ¢emo

namah:
| a24-Db2% b, 1 | = —p*[BEt,+1]A = (5p—3X)p2A
| a®+b% a, 1| = pEytyty . A —J)—y—A,

dakle je, ako oznadimo sa 2, P, surednice sredista M, Feuer-
bachova kruga trokuta nozista:

5p — 3x
e ——
2
M,y v (55)
p=— I

41. Totke S, H, M, M, leze kao znamenite tocke trokuta na
jednom te istom praveu, naime Ewler-ovom pravcu trokuta; ovo
nama moze ba¥ sluziti kao kontrola raduna. Totke S, M, H leZe
na jedinom pravecu, budu¢ da je:

— 2 e—w 01

P+x
D) 1

If

J
4
A

x —3p — 1 1

1 Taj krug zove se i krugom deviti todaka, nJegov polum_]er Je pol
polumjera kruga oplsanoga trokutu, te sredlste n_]egovo je razpolowste
spojnice sredista opisanoga trokutu sa presjecitem visina, §to iz nasih
obliéaka neposredno sliedi. Taj krug ima liepe vlastitosti, na koje veé

Euler i Feuerbach bili upatili.
*
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te sliéno sliedi iz identiteta:

2
— 3 p—x) 01

3—3p _Zl 1l |=o,
5p —3x _ Yy
2 8

da totke S, M, H, leze na jednom praveu, koji je sa prvagnjim
identi¢ki, budu¢ da oba imaju dvie tocke S, H zajednicki.

Da to¢ke S, H duljinu MM, kao poznato harmonigki razdjeljuju
sliedi iz oblika:

n— ﬁ o — 31

—n - o 1
Vi T Yi—
0 kojega valjanosti se mozemo lasno osvjedoditi substitucijom vried-
nosti za koordinate.

Y

0 projektivitkoj srodnosti sustava totaka P prema sustavom
: totaka H, M, M,. '

42. Iz linearnosti jednacaba (45), (53), (35) sliedi neposredno
projektivicka srodnost, sustava todaka P sa sustavi todaka H M M,
te iz oblika tih jednadba upoznajemo ovu srodnost kao afinitet.
Na temelju ove srodnosti mogli bi srediste M kruga, opisanoga
trokutu nozista, odgovarajuéi k tocki P linearno konstruirati, ¢im
Je i problem normala za parabolu riesen. Opisuje li totka P kri-
valju, kojoj je plostina F(P), opisuju odgovarajuée totke H, M, M,
krivulje istog stupnja, ali plostine t'h krivulja su neovisno o stupnju
i obliku usljed afiniteta u stalnom omjeru, naime je:

FP):FH): FM): F(M,) = 32 :—16:4: — 3. (56)

Da plostinam F(H), F(M,) negativan proznak odgovara, proizlazi
veé tim, da tocke H i M, neleze sa M te P na istoj strani osi X.

Totka P te odgovarajué¢i njoj Eulerov pravac nozista I1.

43. Tocki P odgovaraju linearno znamenite tocke trokuta no-
Zista, dakle i spojnica tih todaka, koja se zove Eulerovim praveem,
te koju ¢emo sa Il oznaditi. Odgovara ovako tocka i pravac uza-
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jam obzirom na parabolu. Ako je tocka P(zy) dana, odgovara njoj
pravac IT(u, v) gdje je

3

= 2p—x) )
_ xW7p7 (07?
~ yo— '

te obratno, ako je pravac ll(u,») dan kao Eulerov pravac trokuta
nozista, odgovara mu samo jedina tocka P(xy), naime
2pu—3
*=Tou
144pu

v

(58)

N = —

Krivulji » tog stupnja f(ry) = o kao mjestu todaka P odgovara
krivulja 2n tog razreda kao zamotaljka pravaca Il, kojoj je stu-
panj 2n(2n—1). Nu ako je krivulja f(z, y) = o racionalna, = tog
stupnja, ¢ njezin racionalan parametar, mozemo jednadbu

IT = 3yt 2(x—Tp)yn—+2y(p—x) = o,
pisati u obliku

2n
T a,tr=o, (59)

r—o

gdje su @, linearne funkcije’ promjenljivica &, n. Diskriminant
jednacbe (59) stavljen jednak nistici daje nama odmah jednagbu
zamotaljke pravea II.

Razred zamotaljke je 2n, te stupanj 2(2n—1). U najjednostav-
nijem sludaju, ako tocka P (x,y) opife danu parabolu, je

Il = 3tZ+ 2t>—T)n -+ 2pt(1—2t?) = o,

te zamotaljka pravea Il je u ovom sludaju racionalna krivulja tre-
¢ega razreda te detvrtoga stupnja. Razlog; zasto se razred ove
krivulje umanjio je taj, da je ordinata tocke parabole samo stupnja
prvoga u parametru, te tim je jednacba (59) u ovom sludaju samo
stupnja trecega. :

1 Gledaj: Salmon-Fiedler Hohere ebene Curven, pg. 83.
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0 kubiénoj involueiji na paraboli.

44. Elementi parabole, kojih parametre zadovoljavaju jednagbi

a;t?—F ayt?—F a t a0 - Abyt? - byt? b t+Dbo) = 0, (60)
stvaraju na paraboli kubi¢ku involuciju® todaka, ili kubi¢ku invo-
luciju tangenata, prema tomu li smatramo t parametrom tocke ili
tangente parabole. Veli¢ina A je promjenljivi parametar involucije,
te ¢ karakteristiéki parametar involucije.

Za svaku bo vriednost promjenljivog parametra involucije dobi-
vamo tri vriednosti za ¢, te tim tri elemente parabole; obratno ako
bi znali jednu vriednost za =1, t. j. jedan clement parabole, to
nadjemo najprije

3 — agtd - a,tf f-at, 4 ao

- )

byt? +byts bt 4+ bo

te stavimo li ovu vricdnost sad za X u danu jednacbu, dobivamo

za t tri koriene, od kojih je jedan jednak veé¢ prihvacenoj vried-
nosti za ¢ naime ¢,. Mozemo i kazati: svakoj vriednosti za X pri-
pada skupina trijub elemenata na paraboli, odgovaraju¢ trima
korienom jednacbe (60). Sustav ovakih skupina clemenata parabole,
koje dobivamo tim, da za X stavimo postepeno razlidite vriednosti,
zove se kubitka involucija na paraboli, 1 to involucijom todaka,
ako su elementi to¢ke, te involucijom tangenata, ako su clementi
tangente parabole. Involucija t. j. zamjenljivost elemenata u sku-
pini ¢, &, t, sliedi odavle, da za isto A, koja god iz vriednosti
t, ty, t, jednadhi (60) zadovoljava, t. j. koji god elemenat jedne
skupine neproducira pomocéu jednacbe (60) oba ostala elementa
iste skupine.

Korieni jednacba
o (t) =a;t°+at2tat+ao=o0
Y () =Dst*+byt* bt +bo =0
dadu nama parametre elemenata dvijuh trojina t. j. skupina trijuh
elemenata, involucije odgovaraju¢e vriednostima parametra involu-
cije A == 0, A = oo. Dvie skupine involucije opredjeljuju prema tomu
involuciju posvema.

1 Za teoriju kubicke involucije gledaj liep spis dr. Emila Weyra :
Grundziige einer Theorie der cubischen Involutionen Abhandl. d. kg.
boh. Gesellschaft d. Wissensch. Prag 1874. Na dalje sravnaj: Cremona-
Weyr Uvod de geometrické theorie kiivek rovinnych. Praha 1873.
pg. 25.
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Moze se dogoditi, da u jednoj skupini dva elementa se sudaraju,
ovakav elemenat zove se dvostruki elemenat. Ovakomu dvostru-
komu elementu pridruzena totka u skupini zove se razgraniste.
Broj dvostrukih elemenata nadjemo, tim da diskriminant jednadbe

9 () + M) = o

glede t slavimo jednak nistici, naime

o(t) (1) — ¢'(H) Ut) = o, (61)
koja je jednagba stupnja detvrtoga obzirom na parametar ?. Svakoj
vriednosti za ¢, koju dobivamo kao korien jedna¢be (61) odgovara
dvostruki element, tim vidimo, da kubi¢ka involucija ima d&etiri
dvostruke elemente tim dakako i &etiri razgraniita. Dvostruki ele-
ment sa odgovaraju¢im razgranistem zovemo skupinom razgranjivom.

45. Jednasbu srodnosti medju dvima parametri jedne te iste sku-
pine lahko nadjemo. Ako su #,, #, parametri dvijuh elemenata pri-
padajuéih ka jednoj te istoj skupini, valja:

o(t;) + Mi(t) =o
9(ts) + M) = o,

o(ty) Uty) — olts) U(t,) =o.
Pokratimo li jo§ zajedni¢kim faktorom t, — t,, dobivamo u ob-
liku razvijenom :

(3,2) 838+ (3, Dty ty (b, 1) 43, 0) (& -+ 1)° + [, D— B 0)] tyt, +
(2,0) (t, +1t)+ (L, 0)=0 (62)
gdje radi kratko¢e rabimo:
' (h, k) = anbi — axbn.

U ovoj jednadbi, koja je glede #, i ¢, stupnja drugoga, upozna-
jemo namah, da k svakomu elementu skupine priredjena su dva
elementa a iz simetridnosti sliedi zamjenljivost — involucija.

dakle je

Kad bi u toj jednagbi pisali t, =¢, =1, dobili bi parametre
dvostrukih elemenata, te dobivena jednacba:
(3,2) 4 2.3, Dt*+ [3.3,0)+ @ DIt 4 2@,0)t + (1) =0 (63)
slaze se dakako sa jednacbom (61).

Elementi skupine kubiéné involucije stvaraju trokut, taj je u
nagem sludaju upisan ili opisan paraboli, prema tomu, su li ele-
menti todke ili tangente parabole.

,Stranice toga trokuta omotavaju cunjosjek J koji se zove &u-
njosjekom kubitke involucije todaka. U drugom sluéaju: ,Vrsi
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tog trokuta opisuju dunjosjek J, koji se zove ¢unjosjekom kubicke
involucije tangenata.“

Ovo slutimo ve¢ iz toga, budu¢ da kroz svaku todku parabole
t, samo dvie tangente idu, naime spojnice ove tocke sa obima toc-
kama pridruzenima. Nu svakom to¢kom u ravnini parabole idu
dvie tangente zamotaljke. Ova todka opredjeljuje naime na para-
boli kvadrati¢ku involuciju todaka, koja sa danom kubi¢kom invo-
lucijom to¢aka na paraboli ima dva para totaka zajednicki. Spoj-
nice ‘tih todaka idu iztaknutom totnom te su ujedno i tangente
zamotaljke.

Iz jednagbe (10) spojnice ¢, ¢, sliedi:

(th+t)y—x .
2p
Stavimo li ovu vriednost u jednacbu (62), te piSemo li mjesto

t, 4 t, =,

i stavimo li napokon diskriminant ovako dobivene jednacbe glede

tty, =

v. jednakim nistici, dobivamo jednatbu traZzene zamotaljke, koja je
stupnja drugoga koordinatih Deskastesovih, te bi ju dobili u koor-
dinatih Pliickerovih, kad bi pisali

v
t1+t2:_7

ty by = o ’

te ove vriednosti umetnuli u jednacbu (62).

Sliéno se stvar ima, ako bi bili izasli od involucije tangenata na
paraboli. .

Nu budué¢ da dvie skupine involuciju posvema opredjeljuju, mo-
Zemo izre¢i namah poznatu izreku:

»Jesu Ui dangj paraboli dva trokuta upisana te wjedno drugomu
éunjosjeku opisana, to postoji bezkonacno mnogo ovakovih trokuta,
koji su paraboli wpisani te ujedno drugomu Gunjosjeku opisani.

mJesu li danoj paraboli dva trokuta opisana, te ujedno drugomu
cunjosjeku upisana, to postoji bezkonaino mmogo trokuta, koji su
opisani paraboli te drugomu Sunjosjeku upisani. :

Pomocu tog ¢unjosjeka involucije mozemo jednostavno naéi k da-
nomu elementu jedne skupine odgovarajuce elemente iste skupine.

Ono sto sam dosada o kubickoj involuciji naveo, valja za ku-
bi¢ku involuciju na dunjosjeku u obée, te je dovoljno za dalnje
nase razmatranje.
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Kubi¢ka involucija na osi parabole.

46. U &lanku 36. imali smo za ploitinu trokuta nozita normala
odgovarajucega k to¢ki (xy) na paraboli:
. 21
A= 2px—p)’ — 5 PsX, (64)
iz koje jednacbe -upoznajemo, da usjeéke vrhova trokuta mozita sa-
dinjavaju na osi kubi¢ku involuciju, uzmemo li A* =2 kao para-
metar involucije.
Jednacba srodnosti (62) glasi u ovom sludaju

: ' 15
Bt xmtxi—3pm x) - = (69)
Parametre dvotodaka jesu korieni jednadbe
x2——2px—%p2=o. , 7 (66)

Nu iz oblika jednacbe involucije sliedi, da ima ta involacija tre-
totku x = oo, odgovarajué¢ vriednosti parametra involucije A = oo.
Ovo isto sliedi iz sravnitbe jedna¢be (66) sa jednacbom (63). Tro-
tocka involucije zastupa dakle dvie dvototke pa tim i dva razgra-
ni§ta. Parametre drugih dvijuh dvotodaka su

X’=%p, Xllz_%P’
odgovarajuca razgraniita su
x, =—2p, X,=—4p,
te parametre involucije
M= ——Rpt, W=,

Kubicka lnvolucl]a tangenata na paraboll
47. Skupine tangenata, ko]lh dirali¥ta imaju za parametre koriene
jednacbe (60), stvaraju kubicku involuciju tangenata na paraboli.

Ozna¢imo tangente jedne skupine sa T, T,, T,, diralifta tih
tangenata odnosno sa t,, t,, f,, vch T\T, = Ad, Tl — = 4,
Ty Ty = 4,. Dalje ¢emo rabiti oznaku '

Cx — ak+7\bk, } ) , . (67)
pa tim moZemo i jedna&bu (60) pisati:

C, C, C
8 2 g2 L = =
R e
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48. Teziste skupine kubidne involucije tangenata oznadimo sa &,
biti ¢e dakle (&l. 16) surednice toga tezista

;',:2p zltl:?p c __2p a, b,

T3 3 ¢ 3 a;tdb (68)
=Py P& _ 2 a+fb
L3 3 ¢ 3 a, b,

Mienja li se sad X opisuje totka S' pravac, to jest: mjesto tezista
skupind kubi¢ne involucije tangenata parabole je pravac ili drugimi
rieémi:' Mienja li se trokut ovako, da je opisan danoj paraboli te
upisan nekomu Cunjosjekn (Cunjosjek involucije), opisuje njegovo te-
Ziste pravac.

Jednacbu toga pravea bi dobili, ako bi iz jednadaba {(68) pro-
mjenlivi parametar 2 eliminirali.

49. Surednice sredista M'(=’,5") kruga opisanoga trokutu tange-
nata parabole jesu

ol = % -+ pZt, t,

b = % Bt, — 2pZt, tat, .

Ove jednadbe bi nasli ili sliénim nadinom, kao to smo u ¢l. (39)
bili postupali, ili moZemo i ovako postupati. Ozna¢imo li razpolo-
viste stranice 4,4, sa B;, te sa &, 0, surednice toga razpoloviita

biti ¢ce:
L =p tttt
m =5 (& +2t),
pa tim jednadba okomice B, C, u to¢ki B, na stranicu 4,4, =1,

y+2tx =3[t + 2.1 4-2pt? (B, —t,].

1 M. Weill u Nouvelles annales de Mathématiques. II. Serie Tom. 19
pg. 367 razvija u razpravi: , Théorémes sur la parabole ncke vla-
stitosti kubicke involucije tangenata na paraboli, te uzimlje za karak-
teristicki parametar reciproku smjernicu tangente, te za jednacébu invo-

lucije kubicke
t® 4+ M2 4 (AA4-B)t4-Cr 4D =o.
Mi uzimamo stvar obéenitije i drugim nadinom, te navadjamo i vla-
stitosti kubicke involucije todaka parabole, o kojih spomenuta razprava
negovori nista.
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Jednadbe okomicd u razpolovistih obijuh drugih stranica sliede
ciklickom zamjenom kazala.

Odbitbom jednadaba okomica B,C,, B,C, dobivamo usjecku nji-
hovog presjeciita, a budu¢ da je ovo zajednitko presjeciste svih
trijuh navedenih okomica, nemienja se resultat ciklickom zamjenom
kazala, na temelju cesa dobivamo gore navedeni simetricki izraz
za usjedku «'. Nu budu¢ da surednice presjecista jednaébi pojedine
okomice zadovoljavaju, mora da i sbroju tih jednadaba zadovolja-
vaju, naime jednachi:

3y -+ 2x2t, = 2pZt; - 2pXt, Lt t, — 6pt, tyt;.

Stavimo li sad u ovu jednaébu dobivenu vriednost za »r =12,
dobivamo gore navedeni izraz za ordinatu presjecista y ="

Nu budué da sad trokut tangenata parabole ima sadinjavati sku-
pinu involucije tangenata parabole, dane su jednacbom (60), biti
¢e, rabimo prije navedeni pokratak :

o = L . 03 + 4c1
) 4 c,
?)/ — 7p . 4:CO — 02 . (69)
2 Cy

Nu budu¢ da su ¢ linearne funkcije parametra }, sliedi, da
je mjesto srediita krugova opisanih skupinam kubicke involucije
tangenata parabole pravac ili drugimi riedmi’:

Mienja Ui se trokut ovako, da je uvjek danoj paraboli opisan te
nekomu Sunjosjelw upisan, opisuje sredidte kruga, ovomu trokutu opi-
sanoga, pravac.

Jednadbu tog kruga opisanoga promjenljivome trokutu mozZemo
uz primjetbu,’ da je

'X2 2 x
| l'j;};?]'?}r\ :__p22t1t2’
y L

glasi:

c(x? 4 y?) — _g_’ (g +4c;)x — p(deo —cy)y ~+p’e, = o, (70)

ili ozna¢imo li desnu stranu ove jednacbe sa Ko, mozemo ju usljed
jednacbe (67) pisati:
Ko+ 2Ky =0 (701

1 Sravnaj ovu razvitbu sa onom 1. ¢. p. 371.
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Iz ove jednatbe upoznajemo, da krugovi opisani skupinam invo-
lucije tangenata na paraboli stvaruju svezak krugova, t. j. imaju
dvie Evrste todke u konaénosti zajednigke.

Jednacha chordale zajedni¢ke glasi:
by Ka— a3 Ky = 2(a, by)x + [(ayb;) ~+ 4(aoby)]y — p(a, by) = o

t. j.
¥l(ayb;) 4 4(aob,)] = (p — 2x)(a, b;)
iz koje jednacbe upoznajemo, da ta chordala ide kroz tocku:

y =o, x=~—£~>.

a budu¢ da surednice ove todke jednachi (70) zadovoljavaju, upo-
znajemo u- toj tocki jednu od zajednitkih &vrstih to¢aka, vrha to
srezka krugova (70). Iz ovoga sliedi poznata izreka:

Svaki krug - opisani trokutw tangenata parabole ide dakle kroz
tocku y=o, x :—% t. j. kroz goriste parabole *

50. Krug Feuerbachov za trokut tangenata parabole neka ima
za srediste M*, te neka su 2", 4 surednice njegove. Za ove su-
rednice bi nagli poznatim veé¢ nadinom.

i”=% (Et, t, — T})

= (Etltzt.'i “iF *i)" It ) '

Budu¢ da taj trokaut sacinjava skupinu kubicke involucije tan-
genata na paraboli opredjeljene sa jednacbom (60), je:

v P 4 —g

o _? o 03—_,
P I Y (71)
YTy cy ’ -

iz kojih jednagaba: opet upoznajemo da: ,Mienja li se trokut ue
njet, da je opisan danoj paraboli te upisan nekomu cunjosjeku, opi-
suje srediste Feuerbachova: kruga tog promyenljivog trokuta pravac.“

"1 Gledaj: Dr. Em. a Eds Weyr: Zakladoveé vys8i geometrie II. dil
Praha pg. 142, Salmmon-Fiedler Kegelschnitte pg. 255,

o
o
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51. Mienja li se trokut, uz uvjet, da je uvjek opisan paraboli te
upisan nekomu ¢unjosjeku, opisuje njegovo teZiite S’ prava Ily,
srediSte M’ kruga opisanoga ovomu trokutu opisuje pravac Iln,
srediste M'; Feuerbachova kruga tog trokuta .opisuje pravac I,
te osim toga presjeciste visina toga trokuta, budué¢ da trokuta tan-
genata parabole opisuje ravnalicu parabole lly. 3 R

Sustavi todaka S, M', M}, H stvaraju dakle na pravcih 11, Il,,
Ly, 11, prcgektwwke redove todaka, te budu¢ da ubjeZne tocke

tih redova todaka jesu pridruzene totke, jesu ovi redovi sli¢ni

(parametar ubJezne togke sliedi- iz ¢; = o, je dakle 1-4— 2
3

Spojnice pridruzenih todaka kao Ana.memt_lh toéaka ttjokuta leze na
jednom te istom praveu naime Eulerovom praveu E. Zamotaljka
Eulerova pravea je dakle parabola 1 kOJa tide pravce l]s, ]
Hmll, nh e ]
Ovo dobivamo lahko i radunski. J ednacba pravea E kao spojnice
SM' glasi: : - -
X y P |
. 2¢ i —2¢y 303 =o. .
¢y —+2¢, 8¢co cy
Nu budué¢ da je cx = ax - Abyx, mozemo: ovu jedna&bu i pisati
AV+Br+C=o,
gdje jesu 4, B, C linearne fupkecije promjenljivica , y, pa tim je
jednacba zamotal]ke tog pravea: '

-B?*—4AC =0 . ==

(AN e cun]]OSJcL te uvedem raéun pokazu]e, da ]e ta_] éun]OSJek pa-
rabolom. ' ‘

52. Jednacbu ¢unjosjeka involucije, naime tog LunJos]eka, ko_]emu
je taj promjenljiv trokut tangenata parabole uviek upisan, naci
éemo, ako ]ednacbu srodnostl (62) plsemo‘

P (tl + ty) =y
- 2pht, =x. -

1 Eulerov pravac se javlja ovdJe kao spomca pridruzenih tocdaka
sliénih pr()]ektlvmklh redova todaka, 'dakle je njegova zamotaljka pa-
rabora. ‘Ovo sliedi i odavle: ‘Pravac E presjeca pravee [l TI,.,, I,
u totkah S, M’, H tako da je SH = 2SM:, odatle opet sliedi, da
je 7amotal)ka E parabola.

Sravnaj: Cremona- Dewulf Elements de gbométrie pmjectwe Paris
1875. pg. 114 i 115.
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Pomnozimo li dakle jednadbu srodnosti sa 4p? te obavimo li
ovu substituciju, dobivamo:

(3,2)x* — 2(3, I)xy +4(3, 0)y* + 2p[(2, 1) — (3, 0)]x +
+4P(27 0)y +4p*(1,0) = o,
gdje je: (h, k) = (ax bx).

Kubi¢ka involucija toéaka ma paraboli.

53. Tri totke parabole stvaraju skupinu kubi¢ne involucije na
paraboli, zadovoljavaju li parametre tih todaka jednadbi (60). Ovdje
bi mogli opet pitati po mjestu teZista tih skupina tofaka kubicke
involucije na paraboli.

Oznagimo li sa S teZiste ovake skupine, te sa £, " surednice
toga teziita, biti ce :
o = 2p 2 — 2p ci—2¢c

= -
o (72)

”—2—P—Zt _._gp,fi

"= T Ty,

Je i M («”, £“) srediite kruga opisanoga trojini todaka invo-
lucije na paraboli, je

= P14 B8 4 Bty ty] = p -5+

c3

—C G

(73)

€,Cg — CoCy
cj

8" = — p[Zt; . Bty ty —Ety tots] = p —

Oznadimo li sad sa M," sredista Feuerbach-ova kruga za tro-
jinu todaka involucije na paraboli, te sa x,, £, surednice toga
sredifta, biti ce:

g _ —c2
0= Bt —Sye —1]=L 2000 32153_ cf
? (14)
R CoC; —C,C
B2 = 5 [Et, Dty ty — Dty tyt] = %—3834 2,

Mozemo dakle na temelju oblika navedenih jednadaba kazati:
Mienja Ui se trokut, koji je wviek wupisan paraboli te opisan ne-
komu Sunjosjeku, opisuju teZidte, sredista kruga opisanoga, i Feuer-
bachova kruga tog promjenljivog trokuta parabole.
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54. Ako bi u jednalbi, koja nama kubitku involuciju todaka
na paraboli opredjeljuje, falio kvadratitki &lan, t. j. ako bi bilo
@y =0, by =o0 pa tim ¢, =0, imali bi za ove tocke Xt, = o
t. j. trojine todaka involucije bile bi ujedno trojine nozista normala.
U ovom sludaju mogli bi kazati, uvazivie resultate clanaka 32,

39, 40:

U ravnini parabole P postoji jedna parabola P, te vlastitosti, da
trokuti moZista toéaka parabole P stvaraju trokute, koje jesu stano-
vitomu Cunjosjeku opisani. Mjesto sredista krugopa opisanih tima tro-

kutom je parabola, isto tako je mjesto sredista Feuerbachovih kru-
gora tih trokuta parabola.

55. Jednatha é&unjosjeka kubitke involucije todaka na paraboli
dane jednadbom (60) bi dobili ovako.

Pravac, kojega jednacba
ux—+}vy—41=o,
presjeca parabolu u dvijuh tockah, kojih parametri su korieni jed-
nagbe 2put?—+2pvt+ 1 =o.

Sudara li se sad taj pravac sa spojnicom parametra todaka f 7,
iz skupine kubi¢ne involucije na paraboli, moraju vriednosti, koje
za kombinacije koriena naime (% —}%,), t¢,, iz ove jednadbe dobi-
vamo, zadovoljavati jedna¢bi srodnosti involucije. Naéi éemo? ovako
kvadratitku jednatbu glede u, v, t. j. jednacbu &unjosjeka u tan-
gencialnih koordinatah.

56. Kao primjer kubi¢ke involucije todaka na paraboli navadjamo
sliedede :

Dani budi pravac
ax-+by-+tc=o.

Iz to¢aka tog pravea spuséamo okomice na parabolu; parametri
nozigta dani su sa (33), koju jednatbu uslied gornje jednagbe pi-
sati moZemo

4pbt?® 4 2pbt+c+x (— 2bt+-a) = o. (75)

v Sravnaj ¢l. 45.
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Giblje li se sad totka (xy) po danom praveu, opredjeljuju sku-
pine no#ista -normala promjenl]lve tocke kubidku involuciju todaka
na paraboli danu sa jedna¢bom (75), gdje je x prom]enl]lv para-
metar involucije.

Resultati dobiveni prije obéenito mogli bi sad lahko prenesti na
taj sludaj, 8to samo ovdje spominjem.

Izpravak: U ovoj razpravi na strani 113, redku 6. od ozdol, pogre&no
je tiskano Ag=21 - 13 mjesto. t',—+t,4t,. Na istoj strani redku 4.
od ozdol tiskano je (A, —4;) 4, 4, a mora bifi (t; —t,)t,t,.

Izpravei za razprava ,,0-krivaljah u ravnini u ovoj knjizi.

" Strana  Redak Mjesto ' Citaj
20 9 (ozdol) ¢ — o v v o — e
20 6 ., i ie=. §=—
20 3 . S= 8=

' ! [ T
22 13 . -, o5 5
39 5 (ozdol) sine sinede
. T RE
43 6 ‘ R ‘
o z
44 1 (ozdol) Ibyperbelfunktionen Hyperbelfunktionen
46 11, o O
52 14 24 25
54 14 (p, @) (u, @)
61 g ., krivulju krivulja

64 13, - 3a? ' 3ma’



0 ledenoj dobi sjeverne polutke nase zemlje.

Citao w sjednici matem.—prirodosl. razreda jugoslavenske akademije znanosti ¢
umgjetnosti dne 4. sieénja 1882.

DOPISUJUGI OLAN PROF. MARTIN SEKULIC.

Ob ovom predmetu jedva bi bio ikada razmiljao, da me nisu
njeki osobiti odnosaji na to prinukali, osobito me na razmisljanje
potaknu razprava g. dra. Pilara razglagena u ,Radu“ XXX. Osim
toga me je g. dr. Pilar jednom na svedanom sastanku &lanovah
jugoslavenske akademije za moje nazore o ovom predmetu pitao.
Priznajem, da sam si onda zamiljao revoluciju na povriini nase
zemlje usljed razpadnuéa onoga planeta, na mjesto kojega se na-
laze danas toli brojni planetoidi. I sbilja se moze putem meka-
nike poremecenje slobodnih osih kre¢u¢ih se planetah ne samo
protumaciti, ve¢ dogodjaj razpadnuéa jednoga planeta upravo za-
htieva poremecenje slobodnih osih ostalih planetah. Po 3to je pako
razpadnuée onoga planeta tako hypoteti¢na stvar, da nijedne &inje-
nice nemoZemo za vjerovatnost ove hipoteze navesti, to nisam
mogao pokraj daljega razmiiljanja pri gore redenomu nazoru ostati.

Prvo nego svoje iztrazivanje opiSem, imam se osvrnuti na dosad
obstojeée nazore o ledenoj dobi, i na uazroke iz kojih se na ledeno
doba sluti.

1. Geolozi su opazili da se kamenje ogromne velidine na njekih
mjestih nalazi, koje niti najmanje srodnosti neima sa kamenjem
okolice onoga mjesta, ve¢ da je ovim tudjincem domovina vise
putih prili¢no daleko. Ob ovom eratiénom kamenju tvrde geolozi, da
Je samo pomicanjem i puzanjem ledenjakah doneseno u tudje zavidaje.

2. Geolozi tvrde, da se tragovi nalaze po cieloj Europi, Americi
i Aziji, kuda se je led njegda puzao, te doline izrovao i kamenje
izlizao.

R. J. A. LXIV. 11
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3. Grinlandija, zemlja danas pokrivena vjekovitim sniegom, bi-
jase njekad liep pasnjak i to godine 982. poslje Krsta; ali vec-
godine 1408. bijafe Gronlandija tako sniegom pokrivena, da se
tamognji stanovnici moradoge natrag u Skandinaviju odseliti.

1z toga zakljuduju geolozi, da se sjeverna polutka nase zemlje
opet ledenoj dobi priblizuje.

4. Opazilo se je, da se ledenjaci na Alpah spustaju sve nize te
nize, tako da veé¢ danas njeka mjesta zapremaju, gdje pred jedan
dovjedanski rod leda nebijase. I ovo se &ni geologom razlog, da
se nafa polutka ‘ledenoj dobi priblizuje. To ¢emo pako dobro za-
pamtiti, da imade jos i danas zivih ljudih, koji znadu kazati, za
koliko se je led na Alpah spustio.

5. T botanici tvrde da se njeke biljke od sjevera prama jugu
sele; dakle bi se i od ovud slutilo, da se sjeverna polutka ledenoj
dobi priblizuje.

Sve ove pojave naumio sam krititno proresetati, kao sto i do
sad navedene uzroke o ledenoj dobi. Najprvo ¢emo razglabati ob-
stoje¢e nazore o uzroku ledene dobe.

Posto se je o toj ledenoj dobi na sve strane uzrok trazio, do-
djose geolozi u najzadnje vrieme i do toga, da uzrok ledenoj dobi
moze biti samo u planetarnih odnofajih naSe zemlje; i to ako sam
dobro razumio, drZe jedni uzrokom ledene dobe, pomicanje peri-
hela nage zemlje, drugi ga traze u promjeni ekscentrisiteta zemalj-
ske putine, a tre¢i spajaju oba ova uzroka.

Koliko sam radnje ob ovom predmetu proditao, moram pri-
znati, da me ovi nazori nezadovoljie, jer sam opazio, da geolozi
cielu stvar odvise idealiziraju, te strogom fizikalnom i kriti¢nom
izpitivanju izbjegavaju, samo valjda da sebi zadovolje; nemislim
osobno, veé tvarno.

Promjena ekscentriciteta:

Iz astronomije poznato je, da se ekscentricitet zemaljske putine
svake godine umanji za 000004299 velike osi. Le Verrier je teo-
retiénim putem nasao da ekscentricitet moze narasti do 0°07775.
Danas godine 1880. iznafa ekscentricitet nafe zemaljske putine
0'01679225 velike osi. Naravno je, da postaje pitanje: koliko je
godinah trebalo da ekscentricitet spane od 007775 na 0:01679225?

Ako razliku ovih dvajuh brojevah podielimo brojem, za koji se
ekscentricitet svake godine umanjiva, to doznajemo, da prodje
141790 godinah dok ekscentricitet naraste od danasnje veli¢ine na
onu koju je Le Verrier proradunao.
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-Ovo razdoblje od 141790 god. nestoji za sigurno u nikakovu
savezu sa pojavom na Gronlandiji, a jo§ manje sa danasnjim pu-
zanjem ledenjakah niz Alpe; jer jedan &ovjedanski zivot od 100
godina, dapac¢e i pojav na Gronlandiji od skoro 1000 godinah iz-
¢ezava u nifta napram 141 vieku.

Nedvojbeno je, da ne samo nasa kratka opaZanja veé i cielo hi-
storicko doba ¢ovjecanskoga Zivota nebi dostatno bilo todno ustano-
viti neprekidne promjene jednoga pojava koji traje 141790 godinah,
jer te bi promjene, kada bi i bile, bile bi tako malene, da bi ih
Jedva i najtodnijim astronomi¢nim aparatom pratiti mogli, a ni posto
tako surovim opazanjem, kano $to je opazanje pomicanje ledenjakah
niz Alpe.

Pomicanje perihela. ,

Astronomija nas udi, da se perihel uplivom mjeseca i sunca svake
godine pomakne za 50233 u okrugu, a uplivom ostalih planetah
za 11:24", dakle sveukupno za 61:473".

Na temelju ovoga astronomi¢noga opazanja raguna se, da perihel
treba 20990 godinah, dok opuze cielu kruZnicu. Budu¢ da duljina
perihela za godinu 1880. jest 100° 15/ 32'47”: to mozZemo od ove
godine nazad radunati vrieme, kada je u kojoj to¢ki nebeske kruz-
nice perihel bio.

Posto se je danas perihel odmakao od zimskoga solsticija za
10°15°32°47: to nam daje radun, da je perihel bio god. 7283.
u zimskom solsticiju. i

Kada pako perihel stoji u zimskom solsticiju, onda sjaje sunce
na sjevernu polutku u godini dana za 7 danah i 18 satih dulje
nego li na jusnu polutku. Iz ovoga se zakljutuje, da je u ovo doba
sjeverna polutka toplija nego li juZna, po $to je sjeverna polutka
sunéanim zrakam dulje izvrZena nego li juZna.

Kada perihel dodje u proljetni ili jesenski ekvinokcij, onda je
na obe polutke godina jednako razdieljena.

‘Kada perihel dodje u ljetni solsticijum, onda je juZna polutka
7 danah i 18 sati u godini danah dulje sundanim zrakam izvrZena
nego li sjeverna, zaradi toga veli se, da je u to doba juZna polutka
toplija nego li sjeverna.

Polovicu puta perihelova pada toplina na sjevernoj polutei, a po-
lovicu puta raste, na juZnoj polutci je obratno. Radunamo li one
dane i noéi, koje sad jednoj sad drugoj polutci manjkaju, to iz-
nosi na onoj polutei, na kojoj toplina pada za polovicu puta peri-

*
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helova do 142 godinah zime i mnoéi vie nego na onoj polutei na
kojoj toplina raste.

Iz ovoga se zakljuéuje, da se na onoj polutei na kojoj toplina
pada, mora zametnuti vjekovit led i to tako dugo trajati, dok usljed
pomicanja perihela nepo¢me toplina rasti.

Ova je teorija sbilja posve logi¢no izmisljena, samo nastaje pi-
tanje, je li se ona sa iskustvom slaZe; na to pitanje mislim sa slie-
de¢im odgovoriti.

Pogledajmo sada na Gronlandiju. Kako rekosmo bijase perihel
1283. god. u zimskom solsticiju, dakle sjeverna polntka u najtopli-
jem razdoblju; nu Gronlandija bijade 982. god. zclena i napucena,
dakle prije 300 god., ako ne i vide nego li sjeverna polutka teo-
retiéno najtoplija postala. 200 god. poslje toga moradose stanovnici
Gronlandiju radi leda napustiti, te se u Norvezku preseliti (1408).

Pomislimo, da maksimum topline svaki dan nepada uprav na
podne, ve¢ 2—3 sata kainje, pomislimo da maksimum godisnje
topline nepada na 26. junija ve¢ na mjesec srpanj i kolovoz, to
mora i maksimum sekularne topline 2—300 godina kafnje one
dobe pasti, kada se perihel u zimskom solsticiju nalazi.

Zaradi toga morala bi bai sada u nasem vieku sjeverna polutka
najtoplija biti, a ne 300 godinah prije teoreticnoga maksimuma,
kako bi to pojav na Gronlandiji pokazivao.

Iz istih razloga nebi se danas ledenjaci niz alpe spustali, ve¢ bi

se na svom podnozju uprav taliti morali, te bi jih prama visini ne-
stajalo.

Nazor, §to ga prvo izrekoh, da je uprav logiénim putem izmiiljen,
i koji veli, da je ona palutka toplija na kojoj ljeto i proljetje dulje
nego zima i jesen, stoji, kako ¢emo sada vidjeti, u protuslovlju sa
iskustvom.

Gospodin Ferrel napisao je knjigu izaslu u sjevernoj Amexici
pod naslovom ,Meteorological Researche pour the use of the coast
pilot.“ U ovoj knjizi obradjuje g. Ferrel uz zradni tlak i vjetrove
i toplinu na zemaljskoj povriini. Na ime on trazi iz opaZanjah
meteorologickih suvislost topline sa geografitnom S&irinom, te po-
stavlja jednacbu sliedece forme

t = to -+ acos o - bcos2¢ + ccos 3u | d cos 4o.

Prispodabljajué ovu jednacbu sa izkustvom to jest sa meteoro-
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logi¢kim opazanjem po cieloj zemlji, nalazi Ferrel za nepromjenljive
a, b, ¢, d, sliedete numeri¢ne vriednosti
t, = 8:50°C

a=— 175
b= — 2095
¢c=— 100
d = — 266.

Na temelju gornje jednac¢be i ovih iz izkustva izvadjenih nepro-
mienljivih stavlja Ferrel najposlje integral topline za svaku polutku
napose, te nalazi

za sjevernu polutku

j fsin’p = to - ta—bh— te—td = 15:03°C

o
za juznu polutku
‘ t5in/g = to— +a——Lhp-Lte—4d = 16:05°C.
O.

Iz cesa sliedi, da je sada juina polutka za 0°75°C toplija nego
li sjeverna. Ovo dakle pobija sa svim teoriju o perihelu, jer bi,
kako malo prije rekosmo, upravo sada morala biti sjeverna polutka
puno toplija nego li juzna.

Kako je god ona teorija liepo izmidljena, opet neodgovara iz-
kustvu; jer sigurno mna toplinu zemaljske povrdine djeluju drugi
faktori, koji su ba¥ onom suprotivni §to o pomicanja perihela oce-
kujemo. Po §to ovi faktori nadmasuju udinkom one uéinke, koji
postaju usljed pomicanja perihela, to moramo te faktore drzati
uzrokom ledenc dobe. Koji su to faktori, to ¢emo cuti teéajem
nase razprave.

Ovim, $to sam do sad rekao, mislim da sam objektivno i kriti¢no
obrazlozio dosadanje teorije o ledenoj dobi, te ujedno i opravdao
ono, &to sam na podetku ove razprave rekao, da me ove teorije ne-
zadovoljuju.

Poito ovim nijedem postanak ledene dobe iz planetarnih odno-
fajah nase zemlje, nastojati éu sliedeéim na temelju meteorolo-
gijskih opazanja dokazati, da se ima postanak ledene dobe u vje-
kovitom talasanju zemaljske kore, daklem u promjenah kopna i
mora traziti.
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Prije nego pristupimo dokazivanje ove izreke, moramo toéno
prouditi iz meteorolozkih opazanjah termometriénu toplinu na ze-
maljskoj povriini. Da mi bude to moguce, obratio sam se na rav-
natelja centralnog meteorologi¢kog zavoda u Bedu gosp. dr. Hanna
sa molbom, da mi pruzi to obilniji broj meteorolozkih opazanjah.
Isti mi je gospodin sa najvedom prijaznosti odmah poslao knjigu
od Dovea ,Klimatologische Beitrige IL.“ u kojoj knjizi nadjoh do
900 meteorolozkih stacijah posijanih po cieloj zemlji. Za ove sta-
cije naznaen je geogr. polozaj, i opaZena mjese¢na, detvrgodiinja
i godisnja srednja termometri¢na toplina. Osim toga i%ao mi je g.
dr. Hann u obc¢e tako na ruku, da mu ovdje svoju iskrenu zahval-
nost izrazujem.

Toplina na zemaljskoj povriini.

Kako sam taj obilati material u ruke dobio, stao sam traziti ma
kakov zakon, po kom se toplina na zemaljskoj povrdini ravna.
Evo resultata toga moga posla.

U prilozenoj slici neka bude 414 S jedan meridian. 40 A pro-
jekcija ekvatora. S sjeverni a J juzni pol. Pravac 4 T neka znadi
visinu Zive u toplomjeru za srednju godiinju toplinu na polutniku.
ab neka znadi visinu Zive u toplomjeru za geografiénu firinu o,
cd visinu Zive za geogr. §irinu 9, itd. i to sve za srednju godiinju
toplinu. Ako tako po cielom meridianu za svako mjesto naznadimo
visinu Zive za srednju godiSnju toplinu: onda mozemo sve skrajnje
totke b, d, [ jednom krivuljom spojiti, koju krivulju, krivuljom
topline nazivljem. Nedvojbeno je, kako narav te krivulje sazna-
demo, da znamo i zakon po kom se toplina sa geogr. $irinom ravna.

Da izpitam narav ove krivulje, trazio sam jedan meridian, o
kome ima najpouzdanijih i dugotrajnih opaZanjah, a taj meridian
jest trinaesti od Greenwicha prama istoku, okolo kojega sliedece
Stacije leze: Tripolio, Palermo, Napulj, Rim, Mletci, Trst, Plzno,
Drazdani, Torgava, Potsdam, Berlin, Heinrichshagen, Stralsund,
Lund, Karlstadt, Jemteland. Kada sam u prednju sliku visinu zive,
koja predstavlja srednju godinju toplinu za ova mjesta, po geogra-
fiénoj firini ovih mjestah pometao, nagao sam pokusavajué, da je
krivulja topline skoro kruZnica, kojoj je srediste u tocki C.

Ovaj empiriéni pokus, koji moze i sludajan biti, valja dalje iz-
trazivati. Da dokaZemo, da skrajne tocke Zive leze u kruznici, mo-
ramo matemati¢ki aparat upotriebiti.



0 LEDENOJ DOBI SJEVERNE POLUTKE NASE ZEMLJE. 159

U slici vidimo trokut OCd, iz koga sliedi po Carnotovu pravilu
Cd* = Of* + OC* — 20f. OC cos 0. 1

CD je polumjer kruznice, koju drzimo krivuljom topline, te éemo
ga zvati 0. Od je iz dvoje sastavljeno i to iz polumjera poldnev-
nika 0 =a i ¢d = x visine Zive za ovu geogr. firinu. Ekscentri-
citet OC ovih dvijuh kruznicah zovem amplitudom topline za ovaj
meridian i biljezim ju slovom E.

Poslje toga prelazi gornja jednacha u sliedeéu:
0* = (a+x)?—E2—2E (a--x) cos 9. 2

)
Jzduz pravea O 1’ nalazimo dalje, da je
a+ AT =} LK. 3
Budu¢ da nam A4 T'=t predstavlja srednju godisnju toplinu na
polutniku, za koju ¢emo odmah dokazati, da je okolo ciele zemlje

jednaka, to imamo iz jednacbe 3

e =a}t—E. 4

Ili ako spojenjem jednatbe 4 i 2 eliminiramo olinu s, to sliedi

}3_ (a’_‘—t)Zh—(a‘—{'—X)z I
T 2(at)—2(aFx)cosg '

Mi smo rekli, da smo pokusom nasli da je krivulja topline kruz-
nica, ako je to istina, onda mora olina K za pojedina mjesta ovoga
meridiana istu vriednost imati; da se o tom osvjedodimo, treba
olinu £ za pojedina mjesta proradunati, te ée nam konadni brojevi
pokazati §to je na stvari.

Da uzmognemo £ za pojedina mjesta radunati, treba nam prije
njesto razjasniti od ostalih olinah, koje se u jednadhi I. nalaze.
Najprije mi je napomenuti, da se ima nedvojbeno srednja godisnja
toplina po polutniku saznati, jer u ovoj jednaghi je olina ¢ kano
nepromjenljiva uzeta. Da to podje za rukom, pobrao sam sve sta-
cije okolo polutnika, na kojih su pouzdano opazanja vodjena, te ih
u sliedecoj tablici sastavio. Znakovi 41— za geografiénu duljinu
i #irinu znade, da se ova broji od Greenwichkoga meridiana prama
istoku i prama zapadu, po tom od polutnika prama sjeveru i jugu.
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‘massing . . . | 334 [114%80’| — [26-72(26 87\27-13|2741 27 53 27-12|26 3812666/27-12/27-42|27-1626 72/2672|27 36|26 72 27-23/27 01
e o e
Singapore . . | 1917 [103%50¢| — [25:66/26:55 27 05(27-13(27-45 2755|27-61(27-16|27-22(26:82|26°55(26:45|26:22/27 202743 |26-87/26'93
! —— = ! J
Amboine. . . | 3%41/ 128015 — [26 97(27:07|26:90/26-20|26:22 25 56|25:02/25-21|25-46/26-10\26 77/27:08127-05/26-41/26'51 26112621
G |

|
Christianborg | 5°24/ | 0°10¢| — |27-30|27-62|28:21|28:53 mm.w:mm 11/25-05/24-32(25 52|26°95(27-65 (27" 28]27-40|28:35(25°16|26°71(26-90
- |

Para . .. .. | 1°30‘ | 48929‘| — |26:71|26'04|26:06|26'30 mq.ooqu.ow 27-55|27-45(27-31|27-52/|27-71|27°40[2671|26°45(27-34|27°51(27-00
o T — s
Georgton . . | 6°50‘ | 58°11‘| — 125'81|25'74 2602|26°39|26 26 2600(27-16/26:71|27-21|27 40|26-88(26:11{25'87|26-23|26 27|27-15/26'39
IT —
Cayenne . . . | 4°56/ | 52°19/) — 26 17 25:47|25'72|26°0225°9225'72/25°9126-27)26-81 26-82(26-52|25°84]25.82|25°90|25°94/26-72|26°10
..._I

Palembang . | 2050/ |104%53¢ — [26-49|26:67|27 05|27-87|27-27|26 83|26°69(26°62|27-22|27°16 26:95(26-57{26-57|27-18|26:71|27°11|26-90

Poprieko. . . — — | —|26:47/26'51(26:77|26°87|27-19/26:52|26-31|2627|26:72|26-94(26-93|26°68]36°33|26-87|26°51 2668|2666
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U ovoj tablici znaéi ¢ geogr. firinu, ¢ geogr. duljinu, % visinu
nad morem, koji ¢e se znakovi i u ostalih tablicah pridrzati. Bro-
jevi, koji pokazuju kako se dugo opazalo, znade godine.

Iz ovih pouzdanih opaZanja, kojim je ciela zemlja po polutniku
opasana, vidi se, da je srednja godisnja . toplina na polutniku
t = 26'66°C. Iz te tablice vidi se i to, da je izmedju navedenih
mjestah najveca razlika 0°90°C (Para 2700 i Cayenne 26°10°C).
Ova je razlika tako malena, da se na nju obazirati nesmiemo.

Kad smo to ustanovili, imamo jo¥ nesto reé¢i o polumjeru pol-
dnevnika a. Ovaj broj uzeo sam povoljnim, jer sam u istih jedi-
nicah mjerio i visinu Zive za pojedina mjesta, s toga razloga dobi-
vamo i K u istoj jedinici. Po $to sam sludajno pri prvotnoj kon-
strukeiji uzeo a = 180 mm., a istom mjerom mjerio i visinu Zive,
toesam pri ovom sludajno uzetom broju i u cieloj razpravi ostao.

Da na temelju jednac¢be I. uzmognemo proracunati K za svako
mjesto, treba nam samo u ovu jedna¢bhu redom metati opaZenu
srednju godi$nju toplinu, i odnosno geogr. firinu dotiénoga mjesta.
Tako ra¢unajué¢ dobio sam sliedeéu tablicu, u kojoj znaéi ¢ toplinu
doti¢noga mjesta, a broj godina kako se dugo pazilo. Visina nad
morem mjeri se metrom.

Ime ] ! Y h 2 n E
Tripolis . . . . . . 32050/ 12% | — | 2044| — | 8310
 Palermo. . .. .. 3807/ | 1822/ — | 1775 €2 | 3526
Napulj. ...... 40%52/ 14015\ — | 1549| 20 | 3818
Rim ........ 419412028 — | 1554| 26 | 3658 |
Mljetci . . . ... 45926 12021 — | 1325 20 | 3774
Trst o oo 45039/ 13046/ — | 1450| 16 | 3449
Plzno .. ... .. 490457 13928/ 981 | 976| 21 | 3985
Drazdjani . . . . . 49045 13%23/| 360 | 83| 15 | 40-08
Torgava. . . ... 51°34¢| 18°0/ | 291 894 | 12 | 8928
Potsdam. . . . . . 52023/ 13°4 | 106 | 30| 14 | 3952
Berlin . ... ... 52030/ 1898 | — | 900| 36 | 3816
Heinrichshagen . | 53°28¢| 18029/| — 750 18 | 3974
‘Stralsund . . . . . 54°19/| 18%¢ = 807 20 3784
Lund ....... 55042/ 139111 — | 730! 50 | 3770
Karlstadt . . . . . 59028'| 13930/ — | 6:38| 10 | 3293
Poprieko . . ... | — = — Z — 37'36
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Iz ove tablice vidimo, da se amplituda E za razna mjesta mienja,
i da ove promjene nesliede u nikakvom redu, posto se odnose na
geografiénu §irinu sad pozitivno sad negativno, a ove promjene
imamo samo lokalnim odnoSajem pripisati; tako vidimo pri gradovih
Berlin i Potsdam, da .,je za Berlin amplituda manja nego za Pots-
dam, akoprem su ova dva grada skoro tik jedan drugoga, a tomu
je uzrok, $to je Berlin veéi grad, a u vecih gradovih je toplina
vazda po njeito veéa mnego li u okolici. Slitno ¢emo opaziti pri
gradovih London i Greenwich; lokalni upliv vidimo i pri gradovih
Trst i Mletci, jer Trstu iza ledja lezi kameniti Kras, koji jedan
dio svoje topline odsieva prama Trstu, zarad esa je toplina veda
u Trstu nego li u Mletcih, a zarad toga ima i amplituda drugu
vriednost.

Ako dakle negledamo na lokalne odnosaje, onda nalazimo u isnu
da je krivulja topline za ovaj meridian kruZnica. A amplituda
ovoga meridiaua je poprie¢ni broj K = 37'36.

Sto sam ovdje pokazao za trinaesti meridian, to bi mogao i za
svaki meridian dokazati, jer sam se u istinu o tom osvjedocio; nu
drzim, da je suvisno ovdje to dalje dokazivati, a viditi ¢emo teca-
jem razprave jo§ za dva druga meridiana iste odnosaje.

Na temelju onoga, $to do sad rekosmo, mozemo sada vec sliedeci
zakon izreéi:

Krivulja topline je 2a svaki poldnevnik n« sjevernoj polutci kruz-
nica; a amplituda topline mienjo se od meridiana do meridiana.

Nedvojbeno je sada, da smo u stanju za svako povoljno mjesto
na jednom meridianu srednju godisnju toplinu izradunati, samo ako
nam je amplituda toga meridiana poznata, jer za tu svrhu treba
samo jedna¢bu I. po olini x riesiti, a to je

x = a— Ex cos'9+V(a—|—t)2—2Ex(a—l—t)m—i;]fj;igaszﬁp. 11

U ovoj jednac¢bi znadi Ex amplitudu povoljnoga meridiana.

Kada smo ovako daleko dogli, nastaje sada pitanje, kako se am-
plitude za razne meridiane mienjaju sa geografinom duzinom.

Da ovo pitanje uzmognem riefiti, morao sam za njekoliko meri-
dianah amplitudu proradunati, te onda traziti zakon, po kom ampli-
tuda sa geogr. duzinom raste ili pada.

Pri tom iztrazivanju nafao sam, da amplitude neprekidno od
Greenwichkoga meridiana svejednako prama istoku i zapadu rastu.

Da vidimo, kako se to sa izkustvom slaZe evo ovdje umeéem
dve proradunate tablice za Greenwichki meridian, i za neworleanski,
koji tede skoro sredinom Amerike.
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Za Greenvichsks meridian.

1

|

Mjesto ? [ y h t n | E
Oran. . ... ... 85044/ 00414 49 | 1700] 12 | 4177
Saintes. . . . . . |45044/ 0039 26 | 1536| 24 | 3223
Rochelle . . . . . 4609 | 10104 23 | 11681 7 | 3982
Poitiers . . . . . . 46985/ 0021/ 126 | 1173| 10 | 40'45
Isle of Wight .. |50045¢ 1020/ — | 1024| 10 | 3776
Greenwich . ... |51929¢ 000 | 47 | 894| 79 | 39-38
London . .. ... 51080°| 095 | — | 1046| 49 | 3651
Boston . . . ... 52048/ 095 | — | 950| 29 | 3690
York ....... 53051/ 105 | — | 932| 12 | 36'14
New Malton 5498/ | 0044/ 25 | 866| 8 | 8700
Kinfaus . . . . . . 5603/ 3019/ 42 | s8928| 27 | 3544
Aberdeen . . . . . 5709 | 203 | 15 | 955, 8 | 3280
Stromnes . . ... 58057/ 3918/ — 798| 12 3360
Sandwich . . . .. 5905/ | 3017/ — 7901 29 3360
Unst........ 60045/ 101 | — | 705| 3 | 3349
Poprieko . . ... — — — — — | 3645

Za Neworleanski meridian.

Mjesto ) i g h t n | E
Rivas ....... 11015 86015/ — | 2516 2 | 5774
New Orleans . 29959¢ 90% | — | 1977 , | 5899
Memphis . . ... 3508/ | 88°0‘ | — | 1598 | 3 | 4846
St Louis ..... | 3837/ 90°16/ — | 1827| 24 | 5001
Muscatine. . . . . 410264 919 | 1~7 | 926 16 | 5496
Beloit . . . . . . 4203cv; 8904 240 | 971| 6 | 5205
‘Millwaukee . . . . | 48°4 | 87%7/ 189 | 802 5306
Popricko ... .| — | —  — = | = |smel

163
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Ova dva karakteristitna meridiana moradoh navesti, jer iz ovih
dvajuh meridianah moze se izvesti amplituda za svaki povoljni
meridian 90° stupnjeva od Greenwicha prama istoku i zapadu po
sliede¢oj formuli, koju sam sastavio iz svih proradunatih amplitudah.

Ako Ey znaéi amplitudu za povoljni meridian, E, amplitudu za
orleanski, a E; amplitudu za Greenwichki meridian, najposlje ¥ geo-
grafiénu firinu povoljnoga meridiana: onda nafa formula glasi ovako

Ex = By — (Eo — Ey) cos? (I11.)

Ovu empiriénim putem postavljenu jednadbu mozemo na razni
nadin verificirati; i to ako proracdunamo amplitudu jednoga meri-
diana, za koji je ve¢ amplituda drugim nac¢inom poznata, dalje ako
na njezinu temelju proradunamo toplinu za povoljna mjesta na na-
znadenom prostoru, te ako tim uvjetom zadovolji, onda ju valjanom
drzati mozemo. Najposlje moZzemo na temelju ove jednadbe i jed-
nacbe 1. isoterme proradunati, te se osvjedoditi, da li se ove isoterme
slazu sa onima, koje su po Doveu povudene.

Verifikacija jednacbe I11.

1. Najprvo ¢emo po ovoj jednacbi izra¢unati amplitudu trinae-
stoga meridiana, koju smo ve¢ drugim nadinom nasli. Po ovoj jed-
nachi biti ¢e amplituda trinaestoga meridiana istoéno od Greenwicha

E,;, =53 61 — [63:61 — 36°45| cos 13,

Od ovud sliedi E,, = 3689, po prijainjoj tablici imamo k,;=37-36
dakle je razlika 0'47. Ova je razlika tako malena, da se njezin upliv
na toplinu povoljna mjesta ovoga meridiana tekar u drugoj dese-
tinki pokazuje, dakle puno manje iznaga nego li moguce pogreske
pri opazavanju toplomjera.

2. Sada idemo proracunati toplinu jednoga mjesta u srednjoj
Aziji iz amplitude greenwitkoga i neworleanskoga meridiana; a to
mozemo jednostavno, ako metngmo u jednachu II. mjesto E gornji
izraz iz jednacbe III. Onda sliedi

IV. x=a—[E,—E,— Eg) cosy]cos gy
+V (aH) > —2(E,—(Eo—Ey) cos¥) (a—-t) [ Eo—(Eo—Eqg)cosd] *cos

Grad Barnaul lezi u srednjoj Aziji, njegove su geograf. koordi-
pate =5b3%20/ 4 {—83°27"
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Ako u gornju jednatbu pomeéemo vriednosti poznatih olinah,

tada sliedi <—0-33°C

kano srednja godiinja toplina ovoga mjesta.

Na ovom se mjestu opaZava toplina ve¢ ima 30 godinah, 1 to
za prvih 19 godinah iznosi srednja godidnja toplina 0-25°C, zadnjih
11 godinah premjeiteno je paziliite, te se opaZava toplina sa regi-
strirajuéim nastrojem, koji svaki etvrt sata biljezi meteorolozke po-
javé, za ovih 11 godina pokazuje nastroj kano srednju godiinju
toplinu 0'46°C. Racunom nadjen broj lezi medju ova dva broja,
te se od njihove sredine razlikuje samo za 0.03°C. Pogreska tako
malena, da o njoj govora vise biti nemoze.

3. Grad Zagreb. Njegove koordinate su ¢=45°49"y=16° vi-
sina nad morem h = 144 ». Polag jednac¢be IV. sliedi za Zagreb
x = 13:30°C.

Nalazim za Zagreb u izvjeicu meteorol. centr. zavoda u Bedu
od godine 1868. srednju godifnju toplinu t=9T1°R = 12"14°C.
‘Budu¢ da Zagreb nad morem lezi 144 », to dolazi kao popra-
vak zaradi visine nad morem gornjoj toplini jo§ 0-89° pribrojiti: po
tom je srednja godiinja toplina grada Zagreba na morsku povriinu
reducirana t = 13'03°C. Na§ radun daje 1330, dakle je razlika
0:27°C., iz koje se sigurno na mnevaljanost nafe teorije zakljuciti
nesmije.

Ja mislim, da sam veé i sa ovim podpuno dokazao, da se nasa
teorija podpuno ili barem toliko, koliko svaka dobra teorija sa iz-
kustvom slaze. PoSto pako nam za svrhu nafe razprave treba
pregled topline na cieloj povriini nade zemlje, ili barem na onom
dielu, koji na nage glavno iztraZivanje o ledenoj dobi sjeverne po-
lutke spada: to ¢u u tu svrhuiujedno kano verifikaciju nasih jed-
nacbah proradunati isoterme, te ih staviti u jednu kartu, a njeke glave
prispodobiti sa onima, koje su ve¢ po drugih vjestacih ustanovljene.

Radunanje isotermah nije nista drugo, nego algebraitka i aritme-
ticka operacija sa nagom jednabom IV.; jer ona nosi u sebi sve
elemente, o kojih toplina na povrsini onoga diela nafe zemlje, na
kojega smo do sad iztrazivanja protegli, i to 90° geogr. irine od
Greenwicha prama istoku i prama zapadu. Ovu etvrtinu povriine
nage zemlje zovem prednjom polovicom sjeverne polutke, drugu
detvrtinu zadnju polovicu.



166 M. SEKULIC,

Isoterme imadu se ovako radunati. Po $to je toplina isoterme
poznata, to moramo koordinate svih onih todaka traZiti, koje
istu toplinu imaju, budu¢ da su dvie koordinate a jedna jednadba,
dakle moramo jednu koordinatu poznatom uzeti, te onda tocku tra-
ziti u kojoj ju druga koordinata sjece. Riefenje naSe jednacbe po
koordinati ¢ jest jednostavnije, zaradi toga uzimljemo geografiénu
irinu kao poznatu, te ¢emo za svaki drugi meridian traZiti pro-
sjek sa drugom koordinatom.

Riedivsi jednadbu IV. po olini ¢ sliedi

cos&L#ﬁ o (a—t)>—(a-x)
. Eo—E;  2(E.—Eg) (att) — 2 (Eo— Eg) (a+x) coso

Ragunanje po ovoj jednadbi nije tako tegotno, kako bi se na
prvi pogled mislilo; jer kad se umetnu numeriéne vriednosti za
pojedine poznate oline, prelazi formula u sliede¢u jednostavniju

42708 — (180 —x)*

J=351242 — — “=° oV ;
cosy =31242— 7500 — 3439 (180 x) cosg ez

Na temelju ove jednadbe proradunao sam isoterme za prvu po-
lovicu sjeverne polutke od —25°Cdo +25°C. No u priloZenu
kartu, koja ima posebnu svrhu protezati se samo na naslov ove
razprave, unesao sam isoterme od 25°C do + 0°C. Pokraj toga
proradunao sam isoterme i za drugu polovicu sjeverne polutke sa
njekom malom promjenom nafe jednacbe, te sam i te isoterme
unesao u kartu, jer mi se ¢ni, da je ve¢ sad zanimivo znati nesto
o toplini okolo sjevernoga pola, ujedno sam unesao u kartu na
mnogo mjestah srednju godi¥nju toplinu, da se ve¢ sad moZe va-
ljanost proradunatih isotermah moze prosuditi.

U ostalom ¢éu proglasiti u posebnom djelu kartu za sve isoterme
sjeverne polutke, kako mi vrieme dopusti ovo djelo dokondati.

U sliedeéoj tablici su proradunane koordinate u karti unefenih
isotermah.
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Posto smo na ovaj nadin stvorili nadim racunom glavni pregled
topline na prednjoj polovici sjeverne polutke, to moZemo ovdje
jo§ prispodobiti isoterme proradunane sa toplinom pojedinih stacija,
koja su na nafoj karti crvenom bojom brojkami oznadena ; ujedno
sam unesao zelenom bojom Doveovu isotermu x=0°C. Ovu iso-
termu moZemo prispodobiti sa proradunanom. Tom sgodom vidimo,
kako se Doveova isoterma na istoénoj obali sjeverne Amerike iz-
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ba¢a prama jugu, isto tako okolo isto¢ne obale juzne Grénlandije:
tim izbo¢inam je uzrok ledena morska struja, koja ove obale po-
lieva, te se ima u lokalne odnofaje pisati. Dalje vidimo, da se
Doveova krivulja izmedju Islandije i Skandinavije izbada prama
sjeveru. Za $to je Dove ovu krivulju ovdje tako jako izbodio, to
mi nije poznato, jer na ovom mjestu kano na moru nema nika-
kovih meteorolozkih opazanjah, barem takovih makar vodjenih i na
ladjah nenadjoh u njegovoj knjizi. Sli¢no se opazava veda izbodina
i na skandinavskom poluotoku, koja je prama jugu od veé sniZena,
jer prama sjeveru lezi Tornea sa — 052, blizu koga grada ova bi
Doveova isoterma prolaziti morala. U ostalom se obe krivulje do-
statno slazu.

O toplini na povriini sjeverne polutke mislim da smo sliedeée
nedvojbeno ustanovili :

1. Zapadne obale velikih kontinentah na sjevernoj polutei su
najtoplije, a tomu je sliede¢i razlog. Svaka struja, bila zraéna bila
vodena, koja potide od polutnika prama sjeveru, dobiva usljed
vréenja nase zemlje od zapada prama istoku smjer, koji odgovara
jugozapadu, uslied toga mora i toplija od polutnika tekuéa voda
zapadne obale polievati, na suprot tomu tefe svaka od sjevera
prama polutniku tekuéa struja smjerom sjevero-istoénim, dakle po-
lieva istodne obale kontinentah. Ovo potvrdjuje iskustvo.

2. Sredina velikih kontinentah je najhladnija.

3. Toplina pada od polutnika prama sjeveru, sa geografitnom
firinom. Krivulja topline je kruZnica.

4. Toplina pada od najtoplijega meridiana prama sredini konti-
nentah po jednostavnom zakonu.

Posto smo ovim nacinom ustanovili odnoiaje topline na zemalj-
skoj povrsini, moZemo sada traziti uzrok ledenoj dobi u promjeni
zemaljske povriine; jer kako vidimo nedvojbeno stoji, da je toplina
zemaljske povriine jedino zavisna o njezinoj konfiguraciji.

Na tom temelju opazavamo, da je od velikoga upliva na toplinu
kopna svako more, koje se proteze od polutnika prama sjeveru,
jedno, #to prenosi svojom strujom toplu vodu od polutnika prama
sjeveru, drugo, Sto prenosi ekvatorialnu toplinu u vodenih parah
zatajenu prama zapadnim obalam kontinentah. Vodene se pare kon-
densiraju skoro odmah kako se kopna dirnu, te pustaju zatajenu
toplinu, te tako ¢ine zapadne obale toplije. To vidimo jasno na
kartah, koje nam pokazuju oborine. One su najjate u Europi po
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Englezkoj, Skotskoj i Skandinaviji, a u Americi okolo otoka Sitke,
po kojih mjestih je razmjerno i najveéa srednja godiinja toplina.

Kada smo ovo sve ovako razjasnili, prelazimo traZiti uzrok le-
denoj dobi na ovom temelju.

Hipoteza.

Na mjesto danasnjega atlanti¢noga oceana morao je biti u ledeno
doba jedan kontinent, ili barem taki savez izmedju Afrike ili
Europe sa Amerikom, da niti topla morska struja, nije mogla do
sjeverno-zapadnih obala Europe dopirati, niti su se mogle vodene
pare zrakom dolaze¢ na danadnjih mjestih kondensirati, ve¢ puno
juZnije i valjda okolo Pyreneah.

Vjerovatnost ove hipoteze :

1. Platon pripovieda, da je u danasnje atlantiéno more potonula
zemlja Atlantis zvana.

2. U ovo pripoviedanje vjeruje i vjerovalo je viie udenih ljudih,
naime Buffon, po tom francuski astronom Bailly, koji u svojoj
knjizi ,,Histoire de lancienne astronomie’ predmnieva, da su
stanovnici ove potonule zemlje morali uzobrazeni biti, te da je od
njih kultura na Egipéane presla.

3. Strabo kaZe: Promjena medjah izmedju kopna i mora ima se
pripisati snizivanju i podizanju zemaljske povriine, a mne silnim
poplavam. Strabo veli: Tim promjenam nisu podvrzeni manji ili
veél otoci, veé¢ cieli kontinenti.

4. Humboldt veli ovako doslovee u svom kosmosu: ,Dass die
Hebung der Kontinente eine wirkliche Hebung, nicht bloss eine
scheinbare der Gestalt der Oberfliche des Meeres zugehorige sei,
scheint nach einer jetzt allgemein verbreiteten Ansicht der Geo-
gnosten, aus langen Betrachtungen der Thatsachen, wie aus der
Analogie wichtiger vulkanischen Erscheinungen zu folgen“ na dru-
gom mjestu ,Sinken und Steigen des festen oder fliissigen in ihrem
einseitigen Wirken so entgegengesetzt, dass das Steigen des einen,
das scheinbare Sinken des andern hervorruft — sind die Ursache
aller Gestaltsverinderungen der Continente."

5. Snizivanje i podizanje kopna i mora opazavamo danas tako
jasno na Skandinavskom poluotoku.

6. Vulkani po centralnoj Americi, na kapverdickih i kanarskih
otocih, zatim na Islandiji i otoku Mayenu, pokazuju, da jof i danas

R. J. A. LXIV. 12
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pod Atlantitnim oceanom njeke silne promjene biti moraju, a isto
tako i potresi, kojih je krug djelatnosti u Humboldtovu Kosmosu
naznacen, proteZzu se vecinom na atlanti¢ni ocean, te odjekuju kano
onaj Lisabonski tja na amerikanske obale.

Svi ovi vulkani i potresi stoje u uzkom savezu sa potonulim
kontinentom, te se dadu veoma lako mna temelju mehanike kao
posljedica na lavu slegle se zemaljske kore protumaditi.

Iz svega ovoga sliedi, da nasa hipoteza njeku vjerovatnost u
sebi nosi.

Ja mislim, da ¢e svatko morati spoznati, nakon ovoga §to sam
rekao, da kontinentalna sveza staroga i novoga svieta mora biti
od velika upliva na meteorolozke odnosaje ovih kontinentah, naime
Europe.

Potonuli kontinent Atlantis nemoramo si za ova svrhu Bog zna
kako velik predstavljati, da navedene meteorolozke promjene pro-
uzrokuje; treba samo da zabrani toploj ekvatorialnoj struji prela-
ziti etrdeseti stupanj geograf. firine, a ujedno toliku irinu od juga
prama sjeveru imati, da se vodene pare od polutnika tekué na
njegovih visodinah kondensirati moraju; tako da sjeverni dio atlan-
titnoga oceana ostane bez upliva na meteoroloke odnodaje, kako
je to danas sjeverno njemadko mcre i balticki zaljev.

Sada ¢éemo priblizno proradunati upliv toga kontinenta na toplinu
prednje polovice sjeverne polutke, ja rekoh priblizno, jer nemamo
nikakovih podataka za todan radun; ali mislim, da ¢e nam se tim
pribliznim radunom barem pokazati slika toga upliva, jer inade
nebi imali pojma od toga upliva.

Kada bi nam ma i jedna amplituda iz one dobe poznata bila,
mogli bi i posve to¢no upliv toga kontinenta na ostalu povriinu
proradunati, budu¢ pako da to nije, to neostaje drugo nego si
misliti, da toplina od zapadne amerikanske obale, koju je u ono
vrieme valjda polievala topla struja mirnoga oceana kano i danas,
pada po istom zakonu prama sredini sjedinjenoga staroga i novoga
svieta. Na temelju tome mislimo si da je amplituda topline na new-
orleanskom meridianu u ono doba bila ista, koja je i danas, jer
Ju oznaduje zapadna obala Amerike; od toga meridiana morala je
toplina prama Greenwichkom meridianu padati, a mi mislimo, da
po istom zakonu: dakle mozemo amplitudu Greenwichkoga meri-
diana proraunati.

Danas je razlika amplitudah izmedju neworleanskoga i green-
wichkoga meridiana 53'61—36'45 = 17-16. Recimo, da je u ono
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doba Greenwichka amplituda bila za ovu razliku veéa od newor-
leanske, onda je Gireenwichka amplituda iznosila E, = 70-77.
Ako nam je na ovaj nadin greenwichka amplituda poznata, onda
mozemo na temelju jednacdbe V. isoterme za ono doba proradunati.
Usljed promjene amplitudah ima se ona jednadba sada ovako pisati

cos = 8 — 649 —afx
T By — B 2(By —Eo)a+-1)—2(Eg — Eo)(a +x) cos ¢
42708 — (180 - x)?

7092—34:32(180Fx) cos ¢

Na temelju ove jednadbe proradunao sam koordinate isotermah
Xx =o0, x=—9501x=—10; te ih u sliede¢oj tablici naznadio.
Posto su i ove isoterme za ono doba samo priblizne, to bi bio
uzaludni rad, kada bi i dalje isoterme za ovo doba radunao bio.
Ove sam samo zato proradunao, da dobijemo pregled topline za
ono doba, i iz toga pregleda mozemo na ledeno doba zakljuditi.

ili

cosy = 41242 — Vl.a

— | @ |72°53/| 70 680 66° 64° 62° 60

1_0 : le 0o 32022/ 43"17‘:52”49’ 61041//70°19/{ 7901

— | P |62°44¢|61° 600 58° 56° 540 520

2 I 0o 27038/|85° 14" 17042/ 58“44‘| 69014" 79041/
0O |52074 |51° 500 48° 46° 440 41058/

0 d‘J— 0° 2404971 34°41/) 500107 63°43/| 76°33/| 90°

Ove sam koordinate unesao u priloZenu kartu, te isotermu
x == 0'C nazna¢io modrom bojom, a ostale dvije istom bojom situo
natoc¢kao.

Iz ove karte vidimo da isoterma srednje godisnje topline x = 0°C
prolazi sjevernom Spanijom po prilici po Pyreneih, onda juZnom
Francuskom i srednjom Italiom kroz sredinu Hrvatske i Magjarske,
te prelazi povrh crnoga mora u Aziju.

U ovome sludaju bila je dakle po ovih mjestih srednja godiinja
toplina uprav onaka kakva je danas po juznoj Sibiriji. Nije dakle
nikakovo &udo, da se je vjekoviti led ne samo po gorah srednje
Europe prostirao, veé je i po nizinah sjeverne Njemacke lezati morao
veéinom godine, posto ovuda prolazi isoterma x = — H°C, iz desa
sliedi, da su u ono doba sjevero-njemadke tundre bile u istih kli-
mati¢nih odnogajih, u kojih su danas one okolo uica ricke Ob.

*
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Ovim dobivamo pojam o klimatiénih odnoSajih u onom sludaju,
ako bi stari sviet bio sa novim u kontinentalnoj svezi, a nedvoj-
beno sliedi iz ovoga cieloga iztrazivanja, da ledeno doba prednije
sjeverne polutke imamo traziti ne u planetarnih odnofajih, veé¢ u
promjeni zemaljske povriine. Nelaskam si najmanje, da sam ovom
razpravom ovo pitanje nedvojbeno riesio, veé mislim, da sam stru-
kovnjake i vijestake na ovo pitanje upozorio, i da je vriedno isto
i dalje resetati, ujedno se nadam, da ¢e vjeitijemu nego sam ja poéi
za rukom ovo pitanje jasnije riesiti.

Na ovom istom temelju veoma je lako pojav na Gronlandiji
protumaditi. Da Gronlandija opet zelenom postane, netreba drugo
nego morsko dno u Davisom prolazu tako podignuti, da se ledena
morska struja preko ovoga klanca nemoZe izlievati u atlanticki
ocean, te da neodbija one tople struje koja uprav na juinu Gron-
landiju smiera; moguénost, da se je zemaljska kora na ovom
mjestu slegla, te ledenu struju propustila, stoji izvan pitanja, kada
promislimo, kako se jo§ i danas kopno i more mienja, i gdje cieli
otoci izfezavaju a novi se zamecu; dapade treba samo da Baffinov
zaljev tako jako zamrzne, da se od ovud oni ledeni bregovi otiski-
vati nemogu, pak ce biti labradorska i gronlandska zemlja toplija.



Deset dara u Djakovu.

oD STIEPANA SCHULZERA MUGGENBURZKOGA.

(Predano w sjednici matematicko-prirodoslovnoga riuzreda jugoslavenske akademije
enanosti © umjetnosti 15. listopada 1881.)

,Posjetite me u Djakovu, okolica ¢e vam se dopasti!® glasio je
prijatni oprostaj, kad sam se njekod u Vinkovcih Njegovoj Pre-
uzvisenosti, nagemu veleitovanomu crkvenomu pastiru i pokrovitelju
najvisega znanstvenog zavoda u domovini, poklonio i njegov si
blagoslov izprosio. — Taj poziv bje nastupom nove godine milostivo
opetovan.

Budué da si ja svojom zada¢om smatram, da odkrijem nasu do-
macu floru gljiva, koja je u pravom smislu riedi ,terra incognita®,
jer se prije mene jo¥ nikada stopa ikakvoga mykologa ovoga tla
taknula nije: nastojao sam, da si za taj pohod i najzgodnije vrieme
odaberem, i tako 9. rujna prosle godine u Djakovo prispjeh.

Sto mogu vide ob ondje probavljenih dnevih re¢i, nego da spa-
daju medju mnajsretnije moga Zivota! Gostoljubje u djakovackoj
biskupskoj residenciji tako je sve obc¢e poznato, kao #to su traci
sundani; a da onu njeznu pazljivost na sve moje Zelje i potrebe
osobe moje, koja mi se je sa svih strana, tja do onog momka, ko-
jega mi kano posluznika dodieliSe, izkazala, samo od prilike na-
crtam, zato mi je pero preslabo. To zahvalno srdce moje cutiti
moze, ali sve to izredi ili napisati nemogu.

Okolica je djakovacka vinkovackoj slitna. Ista ona valovita na-
plovina, samo njesto vifa; javnocvietke, poimence stabalje, je u glav-
nom isto. — Samo onaj liepi, prostrani, uzorito uredjeni perivoj
sa raznovrstnimi bielo- i ernogoricami mogase gljivam njesto nova
obecati.

Nu medju ine mnoge &udnovate tajne gljiva spada i to, da se
gdjekoja vrst samo na njekom stanovitom, cesto veoma stegnutom
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mjestancu nalazi, do&im je po cielom, inade prividno posve isto-
vietnom okoliSu neima; a povrh toga jo¥ i to, da mnogobrojne
vrsti desto po godine, deset godista, a i duZe sasvim izostaju, pak
onda opet svojim pojavom iztrazitelja iznenade.” — Ja se dakle
ni najmanje nezaplafen latih potrazivanja, te éu ovdje sve one
gljive, §to sam ih za deset dana, bud sam naiao, bud mi ih drugi
donieli, navesti.?

Kao sto je redeno, sastoji se zadaca preostalih mi dana Zivota
u tom, da od nasih gljiva toliko odkrijem, koliko mi bude dosu-
djeno, drugimi rie¢mi: da na svojem drugom velikom, slikami pro-
vidjenom djelu: ,Formen des Pilzreiches aus Slavonien, koje
danas 1196 vrsti sadrzaje, dotle radim, dok mi to bude moguce.
— One vrsti, koje su u spomenutom vremenu u okolici djako-
vatkoj nadjene,® i koje su za ono djelo nove, oznaciti éu zvjezdi-
com, a one, koje su za mykologiju u obée nove, priobéiti ¢u sa
podpunom diagnosom.

P. znadi perivoj; N. njivu; G. gaj; K. kucu, gdje jos spomenuti
moram, da sam Sumu, koju zovu ,gaj“, samo jedanput pohodio.
. Ustilago Maydis (DC) Fr. N.

2. Cystopus Bliti (Bivon) Lév. P.

3. Caeoma (Uredo) flavum Bonord. P.

4. " Helioscopiae Schichtd. P.
5
6

—

»  Leguminosarum Lnk. var. Trifoliorum DC. P.
" (Epitea) aurea Bon. P.

[

Valjda je najéudnovatiji meni poznati primjer Agaricus (nunc
Lentinus) hispidosus Scopoli, $to ga je ovaj istinu ljube¢i pisac u
Kranjskoj naSao, opisao i naslikao. Sto je godina medjutim proslo, da
te gljive nije nitko nigdje opazio. Posljedicom bijage: da se je ta
vrst napokon iz svih knjiga izpustila, pak tek u zadnjem djelu dr.
Friesa pojavljuje se opet, jer je sludajno meni sreéa prijala, te sam
ju iz nova nasao.

? Osim g. dvorskoga kapelana i ceremoniara Mija Cepeliéa, koji se,
kao Sto je poznato, pomologijom, lepidopterologijom i javnocvietkami
uspjesno bavi, a sada i gljivam svoju pozornost obraca, osvrtahu se
i drugi na nje, dapace i njeine rucdice izkazafe znanosti dast, dona-
Sajué mi, §to bi nafle.

® To se neima tako razumjeti, kao da sam ja sve one vrsti, koje
su za moje djelo nove, na mjestu iztrazio, naslikao i opisao. Tomu
nedostaje deset dana, Tako sam samo sa prolaznimi gljivami postupao,
a jate sam gljive samo sa potrebnimi biljezkami providio, kuéi ponio
i ondje ih jo§ duZe vremena proucavao.
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Uromyces Phaseolarum dB. P.
. Phragmidium vulbosum Schichtd. P.
Sporidesmium Eremita Cda. P.

10. Torula Albuginis Schlzr var. Cucurbitae N.

11. Oidium fructigenum Ehrb. P.

12. Penicillium glawcum Lnk. K.

18. Sepedonium mycophilum Lnk. G.

14. Sporotrichum cinerewm n. sp. Hyphis ramosis, inseptatis re-
pentibus, intricatis; conidiis globosis, 0.0015—0.002 mm. in diam.

Ovu mi gljiva donese veledastni gospodin Josip Vallinger, bis-
kupski tajnik, konsistorijalni prisjednik, kod kojeg na crnilu koz-
natu pepeljastu koru sadinjavage.

15. Mucor Mucedo Fresen. K.

16. Corynewm betulinum n. sp. Receptaculum seu stroma primo
epidermide tectum, deinde transverse erumpens et epidermide ele-
vata cinctum, extus nigrum, intus brunneum; conidiis disco immer-
sis, e strato hymenico crassiusculo oriundis, fusiformibus, 1—5 sep-
tatis, 0.016—0.04 mm. longis, 0.009—0.014 mm. crassis, fuscis,
stipitibus hyalinis, ramoso-filiformibus, usque 0.04 mm. et parum
ultra longis. In ramis aridis Betulae albae. Saepissime sterile. Sept. P.

Ova se gljiva sa Cordinom slikom od C. disciforme Kuze et
Smdt na hrastovih i brezah, $to se ustrojstva tide, slaZe, ali pred-
stavlja okruglu plodu sa izrezanim rubom; moguce je ipak, da ta
gljiva na hrastovih u tom, na briezah pako u eliptickom obliku
nide; to bi trebalo jo§ dokazati.

17. Trichoderma viride P. P.

18. Cytispora Salicis babilonicae n. sp. Sacculis nigris, plerumque
irregulariter multilocularibus, rarius simplicibus; spermatiis cylin-
draceis, saepe curvulis, hyalinis, 0.003—0.004 mm. longis, parum
ultra 0.001 mm. crassis. In ramulis emortuis adhuc pendentibus
Salicis babylonicae. Sept. P.

Jednostavni posudicki oblik nalazi se najéesée na najtanjih gran-
gicah, te nalidi posvema posudici (Perithecium) Calosphaerije br.
22, ali je znatno manji, s toga se dakle nemoZe predpostaviti, da
si Cytispora kuédice Calosphaerije prisvaja. Bad usuprot ja mislim,
da su obe razliditi oblici jedne te iste gljive, da se naime klidudi
trus od Calosphaerije ondje, gdje substrat (tlo) za proizvadjanje
kesi¢énog oblika prikladan nije, ili kakve druge za to neprikladne
okolnosti vladaju, kao Cytispora oplodjuje.

w o3
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Do toga sam zaklju¢ka doSao promatraju¢ odnofaj obitavanja
obih tih gljiva. Na debljem kraju grane nalazi se izkljudivo i
u znacajne hrpe skupljena Calosphaeria (vidi 22); &m se pako
grana viSe tanji, pokazuju se u sve veéem broju individua Cyti-
spore sa prijainjom pomieSana, a poredanja Calosphaerie na hrpe
malo po malo nestaje, dok ih napokon na najtanjih granéicah vise
niti neima, na kojih lih Cytispore stanuju.

19. Phragmotrichuin gigasporum n. sp. Peritheciis mox liberis,
infra globosis, superne in collum brevem abeuntibus, 0.5—0.57 mm.
latis, 0.6 mm. altis, nigris, corneis 0.05 mm. crassis, demum dehi-
scentibus et dilabentibus. Sporae concatenatae, inaequali- fusifor-
mes, plerumque ventricosae, utrinque plus minusve acuminatae,
0.034—0.08 mm. longae, in medio 0.019—0.027 mm. crassae, pri-
mitus dense cincinnato-pilosae, demum glabrae, obscurissimae. Sub-
sparsim ad cortices Populorum pyramidalium vetustarum, diu pro-
stratarum. Sept. P.

Da li trus imade pregradke (Septa), toga za vrieme iztrazivazja
nisam vise mogao razluditi, jer su truske veé¢ posvema dozrele i pod
vodom neprozirne bile. Usuprot zamietio sam izmedju krhkoga, lom-
noga, bezbojnoga episporija i endosporija uzak, prividno prazan
prostor, rek bi njeki svietli rub oko zadnjega, koji u ostalom sa
omotom drhéenine kod trusa Massarije nista zajednidkog neima.

20. Erysiphe communis var. Convolvulacearum Link. P.

21. Valsa (Euvalsa) betulaecola n. sp. Stroma valseum, sub epi-
dermide nidulans, parenchymati corticis interioris immersum, ab
ejus substantia parum mutata infuscata compositum, friabile, su-
binde sterile. Peritheciis in quoque stromate paucis, saepe tantum
singulis, monostichis, atris, corneis, subsphaeroideis, ad basin quan-
doque applanatis aut impressis, 0.3—0.55 mm. latis, cum ostiolo
0.5—0.65 mm. altis; ostiolis cylindraceis, 0.07—0.15 mm. crassis,
0.2—0.3 mm. longis, nec prominulis. Asci cylindraceo-clavati, sub-
sessiles, 8spori, 0.086—0.092 mm. longi, 0.013—0.014 mm. crassi.
Paraphyses nullae. Sporae cylindraceae, saepe curvulae, 0.016—0.036
mm. longae, 0.004 mm. crassae, hyalinae, irregulariter-guttulatae.

Ad ramos dejectos Betulae albae. Sept. P.

Neslaze se dosta sa nijednom vriéu Valsah na brezah, ito ih
je Nitschke u tolikom broju naveo. Odnosaja, bud srodnoga, bud
protivni¢koga, izmedju ove Valse i Coryneuma br. 16, §to sam ga
na istoj grani nafao, nisam mogao nadi.
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22. Calosphaeria Salicis babylonicae n. sp. Stroma nullum. Peri-
theciis singularibus, nonnunquam quasi in orbem dispositis, perider-
mio tectis, sphaeroideis, 0.38—0.48 mm. latis, nigris, tenuibus sed
firmis, collibus crassiusculis, brevibus, ostiolis fere orbiforme - dila-
tatis, parum prominulis. Asci ramoso - pedicellati; pars sporifera
fusiformis aut apice rotundata, 0.04—0.051 mm. longa, 0.005—0.006
mm. crassa, 6—8spora. Paraphyses non observavi. Sporae cylin-
draceae, leviter curvatae, 0.01—0.014 mm. longae, circa 0.002 mm.
crassae, hyalinae.

Ad ramulos Salicis babylonicae gregatim et socialiter cum Cy-
tispora Nr. 18. Sept. P.

U hrpi, koja sastoji od 3—5 individua, imadu one posudice, Sto
se na okrajcih nalaze, ponjeito kos, prema sredini nagnut polozaj.
Ako se na to obazremo, dolazimo odmah do misli da se ovdje
njeki iz posve nepromienjene kore sastavljeni trusnjak (Stroma),
kao kod mmnogih vrstih Diaporthe, nalazi. Sto se ovdje nikakov
tamniji rub nevidi, nedini ni§ta, jer sam ja i vrstih Diaporthe na-
§ao, kod kojih ovoga ruba nebijase.

Premda je ovaj razpored u hrpe preteZniji, nasao sam ipak i na
istoj grani osamljenih individua. Kod takovih se je ve¢ opisana
tvorba vrata sa razfirenim (u oblik plode) uf¢em, znatno manje
razluciti dala, kod njekojih je dapade nije ni bilo; kesice (Asci) se
stvarahu na jednostuvnih strudeih, i bijahu 0.058—0.075 mm. duge,
od ¢ega je njesto vise od trecega diela na prilidno jaki konéasti
strudak odpadalo; napokon bijahu truske samo 0.008—0.011 mm.
duge. Paraphysam nisam ni ovdje traga nafao, kao $to je u obce
sve ostalo jednako.

Po mojem nazoru bilo bi krivo, da se radi takvih razlika ova
dva oblika kao posebne vrsti uzimlju; th braca Tulasne nagli su,
da vrat kod njihove ,Calosphaeria minima“ gdjekada skoro sasvim
izdezava, gdjekada opet tako dug bude kao promjer posudice.

O skoro izvjestnoj srodnosti sa Cytisporom br. 18 vidi ondje.

23. Hypoxylon fuscum F. G. et P.

24. Xylaria digitata Grev. P.

25. Hysterium (Hysterographium) Djakovense n. sp. Perithecia
subimmersa, oblongata, recta aut flexuosa, utrinque attenuata, sub-
parallela, 0.5—1 mm. longa, in medio 0.2—0.3 mm. lata, rima
longitudinali dehiscentia, nigra. Asci cylindracei, substipitati, 0.113
mm. longi, 0.011—0.014 mm. crassi, octospori.. Paraphyses filifor-
mes, nec cohaerentes. Sporae subobovatae, BSseptatae, accedentibus
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adhue septis longitudinalibus 1—3, nec guttulatae, in medio parum
constrictae, 0.018—0.02 mm. longae, 0.008 mm. cr., fuscae. Ad
ligna arida Fraxini. Sept. P.

Od H. Fraxini P. ni¢uée iz jasenovih okorjelih grana razlikuje
se po obliku posudice i po tom, §to su kesice i truske sasma dru-
goga oblika i znatno manje.

26. Peziza citrina (Hedw.) Batsch. P. G.

27. P. badia P. G.

28. Cyathus striatus Willd. P.

29. Scleroderma Bovista Fr. G.

30. Scl. vulgare Fr. P. G.

31. Globaria Bovista (Linné) Quel. P.

32. Lycoperdon pyriforme Schffr. P. G.

33. Geaster Djakovensis n. sp. Involucrum® fugacissimum. Peri-
dium exterius septipartitum, tenuissimum, coriaceum, substantia
carnosa 2 mm. crassa tectum, laciniis triangularibus, utrinque pal-
lidis, demum reflexis. Peridium interius papyraceum, globosum, 1.4
cm. latum, dilute umbrinum, nec striatum, nec nitiduny, ore conico
nec plicato, nec dentato. Capillitium fuscum. Sporae umbrino-pur-
pureae, globosae, 0.002—0.0028 mm. latae, minutissime verrucu-
losae, subinde pedicellatae. Solitarius.

In silva Gaj prope Djakovo. Sept.

Mreza vlasatih konéi¢a (Capillitium) nide po svoj nutarnjoj stieni
peridiuma, nu ipak dolazi najjada iz dna, nalik na gust snop, koji
sve do uscta size. Svagdje se sastoji iz dugih, cjevastih, nepregra-
djenih sponaka (Hyphae), koje se samo gdje gdje razgranjuju, izu-
zam na vriéku, gdje se obilnije razgranjuju. Osim ovih vide se u
manjem broju, ponajvise sa okrajaka iduce, uZetu podobne sveze
od vide sponaka.

34. Auricularia mesenterica P P.

35.% Clavaria gracilis P. P.

! Budué¢ do je vanjski omotak iz nutra gladak, iz vana hrapav sa
priliepljenimi grumenciéi zemlje obiéno veoma slab, i budué da se kod
razvijenih gljiva jedva, kadkad nikako razluditi neda, pisci ga obiéno
ni nenapominju. Oni govore samo o nekom zubasto razciepkanom vanj-
skom (za pravo srednjem), i nekom nutarnjem zawmotku, koji fruktifi-
kaciju obkoljuje.

Da me u obée razumiju, pridrzajem i ja njihovo nazivlje; budué
pako, da se ovaj organ, koji zbilja od pocetka veé¢ obstoji, ignorirati
nesmie, a i nemoze, prozivljem ga ja za sad ,Involucrum®.
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36.% Clavaria stricta P. P.

37.% Thelephora cristata (P) Fr. G

38. » palmata (Scop.) Fr. G

39. Merulius lacrymans Schum.* K.

40. Hydnum Auriscalpium Linn. P

41. - repandum Linn. G.

42. Daedalea quercina P. G. P.

43. Trametes gibbosus (P) Fr. G

44. Trametes erubescens n. sp. Pileo semiorbiculari, 5—6 cm.
lato, horizontali, subradiatim minute - tuberculato, rufo, zona mar-
ginali albida; subtus rotundato - effuso, primitus albo - pruinato,
fusco - luteolo, dein lilacino, ad tactu fuscescenti; poris linearibus,
0.5 usque fere 2 mm. longis, 0.5—0.75 mm. latis; tubulis ad basim
circa 8 mm. longis, versus marginem sensim abbreviatis, non dis-
cretis, e fusco - luteolo lilacinis. Caro suberosa, pallide - fusca, ad
basim circa 1 em. crassa. Sporae globosae, 0.002—0.003 mm. latae,
humectatae, translucidae.

Ad ramos putridos Coryli in silva Gaj prope Djakovo. Sept.

Sa T'r. rubescens (A. Schw.) Fr. svakako veoma srodan, to oso-
bito crvenkasta boja, kad gljiva vene, i maleni okrugli trusci jasno
dokazuju, premda se u mnogom od njega razlikuje. Napose nadjoh
ondje osobit Hymenium verum, dega ovdje neima, gdje pojedini
vrici sponaka bez reda u cievéice proviruju.

Znamenito je, 1 ima biti predmetom daljnjega iztrazivanja, da
su na tih vricih sponaka, kao &to i kod Polyporus applanatus P.,
vrlo male bradavice bile, na kojih se valjda — tako ja naslucujem
— trus razvija.

45. Polyporus Medulla panis P. var. Proteus Bolton. P.

46. . versicolor P. G. P.

417. - fraxinicolus Schizr. P.

48, . adustus Wild. P. G.

» lucidus P. P. G.
50. squamosus Huds.
51. Boldus sublomentosus Linn. P
52, n  luridus Schffr. G

53. ,  scaber Bull. G.

1 Veoma obilna bujica kod gradnje nove crkve na dnu jednog stupa
od odrva: s toga se preporutuje, odstraniv stup, mjesto otvoriti i petro-
lejem politi.
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54. Schizophyllum commune Fr. P.

55. Panus stypticus (Bull.) Fr. P

56. ,,  Sainsonit Lév. P.

57. Lentinus tigrinus (Bull.) Fr. P

58. Cantharellus cibarius (P) Fr. G

59. Russula delica Fr. P.

60. " foetens P. G.

61. ,  fragilis P. pileo rubro. G.

62. . mtegra Linn. G.

63.* Gomphidius testaceus Oudem. P

64. Aguricus (Psathyrella) disseminatus P. P. G.

65. - (Hypholoma) fascicularis Huds. P. G.

66. " - lateritius Schff. G.

67. ” - appendiculatus Bull. G.

68. Agaricus (Crepidotus) subinteger n. sp. Membranaceus, e cy-
lindraceo cyphellaeformis, tandem resupinato - explanatus, centro
affixus, orbiculare-reniformis, 5—6 mm. latus, extus albidus tenue-
tomentosus; lamellis e centro ortis, liberis, sat distantibus, ventrico-
sis, usque 1.5 mm. latis, luteo-fuscescentibus, acie flexuosa et
timbriata; sporis purpureo-ferrugineis, globoso-ellipsoideis, 0.003-0.004
mm. longis. Odor nullus.

Ad corticem Fraxinorum languescentium gregatim. Sept. P.

Od svih poznatih sliénih vrsti razlikuje se po svojih slobodnih
listicih (lamellae), izuzam A. haustellaris Fr., koji na strudku stoji
(stipitatus), te je nje§to sasma drugo.

69.¥ Agaricus (Crepidotus) variabilis P. P.

70. ” (Galera) tener Schffr. P
71. - (Hebeloma) crustuliniformis Bull. (.
72. " (Inocybe) rimosus Bull. G.

73. ” ” argyllaceus P. P.

4. " geophilus P. G.

5. Agamus (Pholiota) Djakovensis n. sp. Pileo umboniforme-
pulvinato, carnoso, margine diu deflexo, 4—6 cm. lato, aureo, ver-
sus verticem obscuriore cinnamomeo-squamoso, squamis adpressis,
demum nonunquam glabro, jove pluvio valde viscoso; lamellis con-
fertis, liberis, postice rotundatis, 6—8 mm. latis, ex argyllaceo pur-
pureo-fuscis, acie integra; stipite subradicato, adscendenti, e farcto
demum cavo, subdiscreto, sursum 7—10 mm. crasso, deorsum pa-
rum incrassato, fere subbulboso, pileo concolore, etiam deorsum ab
loco annuli squamoso, sed squamis minutioribus et squarrosis, tem-
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pore pluvioso subviscido. Annulus deest, sed squamae viscusque
sunt sine dubio reliquiae veli universalis. Caro luteo-alba; odor
bonus, sapor dulciculus nec nauseosus. Sporae obscure cinnamo-
meae, ellipsoideae, 0.004—0.005 mm. longae.

Ad Fraxinos defectas subcaespitosim. Sept. P.

Kao i A. subsquarrosus Fr. bez prstenka, a i u mnogih drugih
stvarih ovomu slian, nu kapica mu je jednostavno dutka, bez &vr-
ljuge (umbo), te drugdije bojadisana, a strudak mu se nikada ne-
izdubljuje.

Po obliku i po boji i A. aurivellusu Batsch veoma nalik, nu
strutak mu nikada nepostaje Zupljim.

76.*¥ Agaricus (Clitopilus) Orcella Bull. P.

7. - (Pluteus) cervinus Schffr. P.

78. ” (Pleurotus) sapidus Schizr. P.

79. ” (Mycena) galericulatus Scop. G.

80. - " Jilipes Bull. P. G.

81. 5 - arboreus n. sp. Pileo submembranaceo,

ex acute-, late-conico, 3—11 mm. lato, 4—9 mm. alto, tandem
interdum toto explanato et subumbilicato, e plumbeo griseo, pri-
mitus ad marginem striatulo, deinde subtilissime radiatim fibrilloso ;
lamellis subdistantibus, liberis, parum emarginatis, valde ventricosis,
usque 5 mm. latis, e cinereo luteo-albidis; stipite inter muscos
quasi radianti, saepe flexuoso, fracto succum achroum stillante,
undique 0.5—2 mm. crasso, 2—6 cm. longo, laevi, glabro, in prin-
cipio nec colorato, deinde diluto rubro - fusco, tandem pallide-
coeruleo, pars inter muscos abscondita nigra, in pileuam diffuso,
apice saepe curvato, ideo pileus cernuus. Odor nullus; sapor parum
raphaneus, nec odiosus. Sporae obtuse-ellipsoideae, 0.006—0.009
mm. longae, 0.004—0.005 mm. crassae.

Ad cortices quercuum vetustarum muscosarum, adhuc vivarum,
gregatim. Sept. in silva Gaj prope Djakovo.

Melju , Lactipedi“ nenavadja Fries nijedne vrsti sa sokom bez boje.

82. Agaricus (Mycena) viscido-luteus n. sp. Pileo hemisphaerico
in marcescentia in medio parum depresso, vix 1 cm. lato, mem-
branaceo, obscure-ceraceo, laevi, glabro, valde viscoso; lamellis sub-
distantibus, denticulo affixis, deinde liberis et postice rotundatis
ventricosis, 2 mm. latis, luteolis; stipite subconcolori, 1 mm. crasso,
contiguo, deorsum parum incrassato, 2.2 cm. alto, farcto, glabro,
laevi, viscoso. Sporae obtuse-ellipsoideae, plasmafarctae, 0.006—0.007
mm. longae, 0.004 mm. crassae. Solitarius, terrestris. Sept. P.
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Razlikuje se od A. tenellus Batsch tim, Sto d&vrljuzi ni traga
neima, $to mu kapica nije prugasta, 3to su mu listi¢i trbudasti, a
strudak deblji.

83. Ag (Collybia) longipes Bull. G.

84. Agaricus (Collybia) accommodans n. sp. E mycelio byssoideo,
tam acus pini, quam folia et ramenta putrescentia conjugante, ad
decimetros lateraliter et profunde extenso, oriuntur gregatim multa
individua. Pileo, excepte medio carnoso, membranaceo, 2—3.5 cm.
lato, mox convexe-orbiculare expanso, parum umbilicato, tandem
ad marginem inaequalem fisso, fuscescente-albido, laevi, glabro;
lamellis distantibus, concoloribus, postice subemarginato - adfixis,
mox liberis, nonnunquam ad latera venosis, 3—5 mm. latis, acie
saepe inaequalibus sed non serratis; stipite fistuloso, contiguo, pri-
mitus ubique 0.>—1 mm. crasso, tandem sursum usque 2—4 mm.
incrassato, longitudine valde variabili, 1.5—3.5 cm., quod non a
provecta aetate dependet, in juventute achroo, dein a basi usque
saturate - castaneo colorato, nudo. Sporae ellipsoideae, 0.004 mm.
longae. Odor nauseosus; sapor dulciculus, haud ingratus. Sept. P.

U Bulliardovoj tabeli 56, koju dr. Fries kod Ag. nummularius
navadja, nalazi se samo obris, koji se s ovom naSom gljivom pri-
liéno slaze, pa da Friesova diagnoza u mene njesto dvojbe ne-
ostavlja, ja bi se usudio drzati obe identi¢nimi. Fries govori o
promjenljivoj &vrljuzi, kojoj ja na velikom broju promatranih in-
dividua ni traga nafao nisam i o kojoj ni Bulliard nista nespo-
minje; stru¢ak nadje on ,e farcto cavus®, ja pako u svako doba
Supalj, o tamnom bojadisanju, koje dodufe kasnje nastupa, nego-
vori nista. Listiéi su kod njega, kao i kod mene, priliéno riedki,
naproti kod Bulliarda njesto guié¢i. Razlog pako, da po meni od-
krivenu gljivu za njesto drugoga drZim, daje mi njegov naziv:
,pulcher*, kojim se nafa gljiva ba¥ osobito ponositi nemoze.

85. Agar. (Collybia) rigidipes n. sp. Pileo membranaceo, regu-
lari, fornicato, 2.5 em. lato, ochraceo, vertice subrugoso, ceterum
glabro, laevi, nec nitido; lamellis dilutioribus, distantibus, liberis,
ventricosis, fere 4 mm. latis; stipite elastice - firmo, fistuloso,
discreto, 1.5 mm. crasso, 5.6 cm. longo, glabro, laevi, nitido, apice
achroo, deorsum molochino usque nigro - castaneo, basi carnoso-
peronato sicut interdum A. odorus Bull. et A. aeruginosus Curt.
Sporae oblongo-ellipsoideae, 0.006—0.008 mm. longae, 0.003 mm.
crassae. Solitarius ad quisquilias putrescentes in silva Gaj prope
Djakovo. Sept.
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Pravi Marasmius." Budué da sam ja dosada samo jedan exem-
plar, svakako dobro razvijen, nasao, to jo§ neznam, da-li je ona
sara na strucku stalan atribut ili ne.

86. Ag. (Collybia) Rotula P. G.

87. ,  (dmanita) vaginatus Bull. albidus Fr. G.

88. Stemonitis fusca Roth. P.

Domorodno djelo, na kojem sad radim, obogatio sam dakle ovim
desetodnevnim iztrazivanjem za dvadeset i jednu vrst, od kojih je
njih 15 samoj znanosti, koliko ja znam, dosad nepoznato, dakle
Su posvema nove.

! Friesov rod ,Marasmius“ nisam primio u ,System gljiva®, S&to
sam si ga za osobnu porabu sastavio, jer su mu granice prama Aga-
ricusu, po onih vrstih, Sto ih je Fries onamo uvrstio, netoéno oznadene.



0 svezeih i redovih cunjosjeka.

NAPISAO PROF. J. . VANECGEK.

(Predano u sjednici matematiéno-prirodoslvennga razreda jugoslavenske akademije
znanosti © umjetnosti 15. oZujka 1882.)

O svezcih 1 redovih ¢unjosjeka do sada nisu poznate ove poudke:

1. Skup svih &unjosjekd, koji prolaze kroz detiri &vrste tocke,
tvori svezak dunjosjekd prvoga stupnja ili kratko: svezak &unjo-
sjeka S'. — Predpostavljajmo, da su tri od ovih temeljnih todaka
(vrha) stalne; d&etvrta pako temeljna totka da se giblje u nekom
Sunjosjeku K svezka S'. Tim dobivamo novi sustav dunjosjeka,
koji se zove svezkom é&unjosjeka drugoga stupnja S%. U ovom
svezku nalazi se bezkona¢no mnogo svezaka prvoga stupnja.

Kratkosti za volju oznaditi ¢emo sa K temeljni unjosjek svezka
82 — Izvodimo iz &unjosjekd zakladnog ¢unjosjeka K novi sve-
zak K, koji je temeljni svezak novoga svezka ¢unjosjeka trecega
stupnja S°.

2. Svezak S! ima bezkonadno mnogo &unjosjeka, S? ima bez-
kona¢no mnogo svezaka S, a kona¢no nalazi se u S® bezkonaéno
mnogo svezaka S2.

Lik &unjosjeka svezka S jest poznat. Medju &unjosjeki svezka
S? nalaze se dvie skupine parabola, a jedan skup istostraniénih hi-
perbola, koji ¢ini svezak &unjosjeka prvoga stupnja; ali ovaj svezak
— kao takav — nije dest svezka S2.

U svezku S? nalaze se na dalje tri svezka S?, od kojih svaki
prolazi kroz one tri stalne temeljne to¢ke; njihovi &unjosjeci uza-
jammno se sti¢u u jednoj od ovih triju temeljnih todaka.

3. Mjerstveno mjesto sredista svih &unjosjeka svezka S* jest
svezak dunjosjeka drugoga stupnja M?; sredista Sunjosjeka svezka
S? tvore svezak dunjosjeka prvoga stupnja M'; konaéno prolaze
sredista Cunjosjeka svezka 5! dunjosjekom M, koji ide, kako je
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poznato, razpolovljujuc¢imi totkami podpunoga detverokuta — koji
je opredieljen kroz zadate detiri tocke temeljre — a koji na dalje

prolazi razkutnimi to¢kami ovoga podpunoga &etverokuta.

4. Ove tri diagonalne totke x, 7, 2 su vrhovi trokuta, kojemu
su strane X, Y, Z polarami protuleze¢ih vrhova napram svezku S*.

U svezku S? okreéu se strane X, Y, Z trokuta xyz oko triju
todaka 2y, 7,, 2. Ove su togke vrsi trokuta, kojemu se strane sti¢u
sa temeljnim Gunjosjekom K u onih trijuh temeljnih stalnih tockah.
—* Nvezak ¢unjosjeka S?* ima temeljni svezak K*, kojemu je polarni
trokut r,y,2,. Vrsi trokuta @,4,2, mi¢u se u stranah X, Y,, Z,
trokuta x,y,2,. Dakle:

Svezku S! odgovara jedini polarni trokut zye; svezku S? odgo-
vara bezkonadno mmnogo trokuta xyz, a skup ovih zove se svezak
<! prvoga stupnja polarnih trokuta, trokut y, 2, pako njegovim
temeljnim trokutom.

Svezku S? prinalezi bezkonatno mmogo svezaka t' ili svezak
=2 drugoga stupnja, kojemu je temeljni trokut X; Y;Z,.

5. Skup svih éunjosjeka, koji se stidu (tangiraju) sa detiri stalna
pravea A, B, C, D nazvati ¢emo redom d&unjosjeka prvoga raz-
reda, te ¢emo ga oznaditi slovom X,

Tri pravea 4, B, C od ovih temeljnih pravaca neka se ne miéu
dodim cetvrti pravac svojim gibanjem omotava neki Eunjosjek K
reda X1 :

Svaki polozaj pravea D opredieljuje sa ostala tri stalna pravea
A, B, (! jedan red. Ukupninu svih ovih redova zovemo redom X*
drugoga razreda, a ¢unjosjetku K njegovom temeljnom &unjosje-
kom. — Sastavimo red K' ¢unjosjekd K, koji se stie sa tri stalna
temeljna pravea; redovi X2, koji odgovaraju dunjosjecima K, sadi-
njavaju red X? trecega razreda, a red K'mu je temeljnim redom.

6. Red X! obsiZe bezkonadno mnogo &unjosjekd, a red X? bez-
konadno mnogo redova X'. Kona¢no sastoji £* od bezkona¢ne mno-
zine redova X2

Poznato je, da su u redu X' dvie sustave elipsa, dvie sustave
hiperbola, a jedna samo parabold; medju hiperbolami nalaze se
dvie istostrani¢ne. Ove hiperbole sadinjavaju u redu X2 dva oso-
bita skupa, a parabole tvore red P, ali ovaj — kao takav —-
nije dest reda X% — Izvan toga nalaze se u X? tri reda X', od
kojih se svaki stide sa tri stalna temeljna pravea 4, B, C, a ko-
jemu se svi ¢unjosjeci sti¢u u jednoj tocki nekojega od ovih stalnih
pravaca.

R. J. A. LXIV. 13
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1. Sredista reda prvoga razreda nalaze se — kao $to je poznato
— na praveu M, koji prolazi razpolovljujuéimi tockami trijuh dia-
gonala podpunoga detverostrana, koji je temeljnimi pravei 4, B,
C, D opredieljen. Pravci M, koji odgovaraju redu X% prolaze je-
dinom to¢kom, koja je srediite y temeljnog &unjosjeka K reda X2
a sva ova sredista v, koja odgovaraju redu X? nalaze se na praveu,
koji ide razpolovljujucimi totkami diagonala podpunoga d&etvero-
strana, koji je opet opredieljen temeljnim redom K! reda X% —
Mozemo kazati :

Mjerstveno mjesto sredidta dunjosjeka reda X! jest pravac, koji
prolazi razpolovljuju¢imi to¢kami diagonala temeljnoga &etvero-
strana reda X'; sredidta reda X2 nalaze se na svezku .pravacs
prvoga stupnja, kojemu srediite pada u srediste temeljnog &unjo-
sieka K reda X*; a konatno leze sredista reda X3 na bezkonatnoj
mnozini svezaka pravaca prvoga stupnja, kojim sredista leze na
praveu takovu, da prolazi razpolovljujuéimi todkami- diagonala pod-
punoga &etverostrana, koji je opredieljen sa cetiri temeljna praves
temeljnoga reda K*, koji pripada rvedu X2

8. Diagonale X, Y, Z podpunoga &etverostrana A B CD jesu
strane trokuta, kojemu su vrhovi @, v, 2 poli protulezedih strani
naprama redu 1.

U redu X* ¢unjosjeka prolaze vrsi x, y, & trokuta X YV Z kroz
tri pravea X, Y,, Z,. Ovi pravci spajaju stiéne totke stalnih pra-
vaca 4, B, C sa temeljnim c¢unjosjekom K.

Red X? ¢unjosjeka ima temeljni red K, kojemu je polarni trokut
X, Y,Z,. Strane trokuta X; Y, 7, okreéu se oko vrhova w,, y,, 2,
trokuta X, Y,Z,. Dakle:

Redu X' &unjosjeka pripada polarni trokut XVYZ, a redu X2
odgovara bezkona¢no mmogo trokuta XYZ; skup ovih nazvati
¢emo redom t' prvoga razreda polarnih trokuta, a trokut X, Y, Z,
njegovim temeljnim trokutom. Redu X? prinalezi bezkonadno mnogo
redova 7' ili red =2 drugoga razreda, kojemu je w,y,2, temeljni
trokut.



0 obéenitih svezcih te redovih céunjosjeka.

NAPISAO J. S. VANEGEK.

(Predano u sjednici matematiéno-prirodoslovnoga razreda jugoslavenske akademije
znanosty ¢ wmjetnosti 10. svibnja 1882.)

1. Predpostavljajmo &unjosjek K te krivulju I stupnja [ toga
a krivalju M stupnja m toga.

U razpravi, koja je izagla u spisih parizke akademije, dokazao
sam, da opise li vrh @ polarnog trokuta @a, @, obzirom na d&unjo-
sjek K krivulju L, te opie i vrh «; krivulju M, to opiie treé¢i
vrh a, krivulju 2/m toga stupnja.

Za m=1, dobivamo transformaciju Hirstoou. Ako je L prav-
cem, je njegovom tvorinom inversije ¢unjosjek (L), koji prolazi
objema presjecidti pravea M sa temeljnim ¢unjosjekom K te nje-
govim polom 7 kao $to i polom / danog pravea L.

2. Vrst dunjosjeka (L) inversije naé¢i ¢emo ovako. Opredjelit
¢emo &unjosjek inversije (U) ubjeznoga pravea U ravnine, u kojoj
se nalazi temeljni dunjosjek K. Budu¢ da (U) prolaziti mora ubjez-
nimi kruznimi togkami, mora da je slidan te sliéno poloZeni &unjo-
sjek sa temeljnim dunjosjekom K, iduéi srediitem toga Gunjosjeka.
Svaka to¢ka ¢unjosjeka (U) transformira se u tocku ubjeznu. Mo-
%emo dakle namah iz polozaja danoga pravea L opredjeliti vrst
Sunjosjeka inversije (L). Prema tomu siete li pravac L éunjosjek (U)
w dvijub realnih todkah ili w sudarajuéih se ili imaginiranih tockah,
je krivulja inversije (L) odnosno ili hiperbola ili parabola ili elipsa.

Osim toga nalazi se unutri dunjosjeka (U) tocka 2, te vlastitosti,
da pravac iduéi ovom tockom transformira u istostraniénu hiperbolu.

Oznadimo sa ¢, u presjecista pravdaste ravnalice M sa temeljnim
éunjosjekom K, te ¢emo je prozvati temeljnimi to¢kami. Prolazi li
dani pravac L nekom od tih todaka, upoznajemo iz prije navedene
konstrukeije, da se &unjosjek inversije raztavlja u dva pravea, od
kojih je jedan tangentom temeljnog ¢unjosjeka u tocki temeljnoj,

*
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te drugi pravac spaja drugu temeljnu togku sa drugim presjecistem
pravea L sa temeljnim cunjosjekom K. Odito je, da realnost tih
pravaca ovisna je o realnosti temeljnih tocka ¢, w.

Pravac L, koji ide polom m ravnalice M, transformira se tako-
djer u dunjosjek, koji se reducira na dva pravea, od kojih se jedan
sudara sa L, drugi sa M.

Tangenta u nekoj iz temeljnih todaka ¢, # ima za krivulju in-
versije dunjosjek, koji se prema tomu, 3to je bilo redeno, raztavlja
u dva pravea i to u danu tangentu samu te u pravac M.

3. Kao §to smo u ¢&lanku 1. transformirali red todaka I obzirom
na temeljni dunjosjek K te pravéastu ravnalicu M, moZemo opre-
dieliti tvorinu inversije polarne tvorine I stupnja ! toga, koja je
svezak trakova prvoga stupnja.

Upotrebimo sad izreke:

Omotava Ui stranica A polarnoga trostrana A A, Ay, obzirom na
obéeniti cunjosjek krivulju L., & toga razreda, te isto tako strawica
A, krivulju M, m toga razreda, to omotava treéa stranica Ay kri-
vulju (A,) razrede 2lm toga.

U nafem sludaju reducira se krivulja L na svezak trakova /
prvoga stupnja ili krivulju lga razreda; isto tako M reducira se
na totku m kao na krivulju lga razreda. Izvedena krivulja (1) je
¢unjosjek, koji se ti¢e polare M tocke m te polare totke ! kao §to
i obijuh tangenata povucenih iz te tocke.na temeljni ¢unjosjek K

4. Opredielimo vrst ovako dobivenoga d&unjosjeka (). Pravei
L, M su tangente ovog ¢unjosjeka. Trak A4 svezka I iduéi sre-
ditem temeljnoga cunjosjeka transformira se u pravac A, isto-
smjerni sa L. Dalje praveu B3 istosmjernomu sa M odgovara drugi
pravac B,, koji je istosmjeran sa M.

Tim smo dobili istosmjernjak opisani ¢unjosjeku inversije (7).
Vrst ovoga dunjosjeka ovisna je o tom, dotica li se (/) stranice L
ili M unutri ili izvan njezine duljine omedjene objema vrhi, koje
na njoj leze. :

Ako presjeciste obijuh pravaca L, M oznadimo sa o, budi nje-
gova polara 0. Ta polara presjeca L, M u diralistih », y tih
pravaca sa dunjosjekom (7). Imaju li oba pravea L, M obzirom
na temeljni ¢unjosjek sdruzene smjere, jesu dvie stranice opisanoga
istosmjernjaka takodjer istosmjerne, te to¢ke , # nalaze se na stra-
nicah njegovih bezkonaéno velikih.

Iz poznate izreke novije geometrije sliedi:
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Cunjosjel: (&) je hiperbolom, elipsom ili parabolom, prema tomu,
lezi Ui tocka x odnosno izvan, unutri ili na bezkonaéno velikoj desti
stranice M istosmjernjaka LMA,B, opisanoga éunjosjeku (1), ili
drugadije, modemo li na Cunjosjel iz njegovog sredista povuéi dvie,
ni jednu ili jedinu tangentu.

Sredifta svezaka, koji se transformiraju u parabole, leZe na
praveu M, koji je istosmjeran sa polarom M toék% m.

Svezak, koji ima srediite na tangenti f, povucene iz &vrste
totke m k temeljnomu cunjosjeku K, transformira se u dunjosjek
degeneriraju¢i u dvie tocke; jedna od tih todaka je diraliste ¢ te
drugi je pol pravea, koji spaja drugu temeljnu to¢ku u sa diralistem
tangente povucene iz dane to¢ke k temeljnomu dunjosjeku.

Svezak, kojega srediite @ se nalazi na praveu M transformira
se isto tako u dvie tocdke, naime u to¢ku « te tocku m.

Iz ovoga je ocevidno, da svezak, imajuci svoje sredidte u jednoj
temeljnoj tocki ¢ ili v, se transformira u tu tocku te u tocku .

Tim dobivamo detiri osobita pravea mt, mu, tu i M‘, koji zadnji
pravac obuhvaca sredista paraboliénih svezaka te je istosmjeran sa
M. Ta é&etiri pravea razdieljuju ravninu temeljnoga ¢unjosjeka u
deset polja. U jednom iz tih polja nalazi se srediste svezka, koji
se ima transformirati. Opredielimo li vrst dunjosjeka za jedan takav
svezak, tada svi svezci, imajuéi sredista u istom polju, prielaze u
¢unjosjeke iste vrsti.

5. Trazimo sad lik inversije svezka trakova prvoga -stupnja.
Svim njegovim trakom pripada sredidte svezka I zajednicki. Ovo
sredifte transformira se kao 3to tocka opet u tocku /,, koja je za-
jedni¢ka svima &unjosjekom potiduc¢im iz svezka /. Nu budué¢ da
svi dunjosjeci moraju, kao $to je bilo prije redeno, i¢i temeljnimi
to¢kami #, « te polom i ravnalice M, stvara sustav svijuh &unjo-
sjeka inversije svezak, kojega detiri vrsi su tocke ¢, u, m, [,.

Razumi se, da mogu biti i todke #, u imaginarne, potle ima
svezak dva vrha imaginarna te dva vrha, naime m, ,, uvjek realna.

6. Najprije jest nafom zadacom, promatrati, koje vrsti ¢unjosjeci
u tom svezku se nalaze.

Ovu opredielbu veoma lahko izvedemo pomocéu &unjosjeka (U)
¢l. 2. Srediste [ svezka trakova, koji imamo transformirati, lezi ili
izvan ili na Gunjosjeku ili unutri dunjosjeka (U).

U prvom sludaju idu iz ! dva traka, dirajuca cunjosjek (U).
Ovake prielaze u parabole. Jedan diel svezka trakova siede (U);
taj se transformira u hiperbole, medju kojima je jedna istostrani¢na.
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Tri traka idu tockama ¢, u, m; ova prielaze u tri para pravaca.
Drugi diel trakova nepresjeca realno dunjosjek (U) i taj se trans-
formira u skupinu elipsi. Obje parabole diele skupinu elipsd od
skupine hiperbola.

U drugom sludaju, gdje / lezi na (U), dobivamo samo jedinu
parabolu od traka, koji ti¢e u / dunjosjek (U), te potle samo sku-
pinu hiperbold, medju njima jednu istostraniénu, te tri para pravaca.

U trecem slucaju, lezi li naime { unutri (U), dobivamo samo je-
dinu skupinu iste vrsti Gunjosjekd i to hiperbold, medju kojimi je
jedna istostraniéna te tri para pravaca.

Nu ako bi togka ! se sudarala sa tockom 2, o kojoj je bio u
él. 2. govor, potle su ¢unjosjeci inversije samo istostrani¢ne hiper
bole te tri para pravaca. Ovo su rezultati poznati, nu drugim pu-
tem izvedeni.

7. Transformiramo li sad polarnu tvorinu svezka trakova prvoga
stupnja, naime red tocaka L, kojoj svaku todku smatramo kao
srediste svezka trakova, potlem dobivamo red unjosjeka, koji sc
dotidu detirijubh pravaca mt, mu, M, a L,.

I ovdje mozemo opredieliti vrst cunjosjekd, nalazeéih se u redu
¢unjosjeka. Trebamo samo na ona iz deseti polja iztaknutih u
¢él. 4. se osvrnuti, kojimi pravac L prolazi.

Ovdje dobivamo dvie skupine hiperbola te dvie skupine elipsa,
koje se izmjenjivaju, te jedinu parabolu. Jedna skupina je odic-
ljena od druge parom tofaka. Ovakih parova todaka, koje su de-
generovanimi ¢unjosjeki, imamo tri, detvrti odiclujuéi ¢unjosjek je
ona parabola.

Sjedini 1i se red todaka L sa redom parabolitkim M', potlem
sastoji red dunjosjeka iz pukih parabold, te iz trijuh parova tocaka
od kojih su tri tocke ubjezne.

8. Ovdje promatrani svezci te redovi &unjosjeka su najjedno-

stavniji likovi ove vrsti. Ovdje smo je bili promatrali — rezultati,
sami doduse drugim putem su poznati — iz razloga, da nama

sluze kao temelj ka sliedeé¢im sastavljenim svezkom te redovom.
Predpostavljajmo koju god krivulju L stupnja ! toga, koju bi
imali sa obzirom na dunjosjek K te pravéastu ravnalicu M trans-
formirati. Iz I dobit ¢emo krivulju inversije (L) stupnja 27 toga,
ako ju transformiramo kao red todaka. Nu uzimajuéi L kao zamo-
taljku svojih tangenata te transformiraju¢i svaku tangentu, dobi-
vamo ¢unjosjeke inversije. O svakom ¢unjosjeku inversije znademo,
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da prolazi &vrstimi tockami ¢, u, m koje pripadaju svim &unjo-
sjekom zajednicki.

U d&lanku u spisih londonske akademije sam dokazao, da dira-
listu dane krivulje sa tangentom odgovara diraliste krivulje inver-
sije te dunjosjeka u koju tangenta prielazi.

Iz ovoga sliedi, da svaki ¢unjosjek inversije tangente dane kri-
vulje L se dotica takodjer krivulje inversije (L) dane krivulje.

Oznagimo sa L’ svezak trakova, koji omotava krivulju L, te
dunjosjeke inversije pojedinih trakova ozna¢imo sa (LY. Pomocu
ove oznake, te predidu¢ih dedukcija mozZemo kazati.

Teény L' dame krivulje L transformiraju se w Cunjosjeke, koji
imaju tri todke zajednidki te tiéu svi skupa krivulju (L), koja je
krivuljom inversije krivulje L.

Krivulja (L) je 21-toga stupnja. Budué¢ da svi Sunjosjeki (L/)
idu trima &vrstima todkama te tidu krivulju 27 toga stupnja, mo-
zemo njihov skup prozvati svezkom Cunjosjeka 21-toga stupnja.

Obi¢ni svezak &unjosjeka, opredieljen &etirima tockama, je samo
poseban slu¢aj ovdje iztaknutoga svezka. Predje li naime krivulja
L u tocku ili srediste svezka trakova lga stupnja, je njezinom
tvorinom inversije opet to¢ka, koju svi dunjosjeki, u koje se traci
tog svezka trakova transformiraju, ti¢u t. j. kojom prolaze. Budué
da je tot¢ka krivulja nultoga stupnja, moZemo polag nase definicije,
svezak &unjosjeka, koji imaju detiri tocke zajedni¢ki prozvati
svezkom Cunjosjekd nultoga stupnja.

Budué¢ da se krivulja /-toga stupnja transformira u drugu kri-
vulju 21-toga stupnja, moglo bi se iz podetka misliti, da dobivamo
uviek samo svezak ¢unjosjeka takoga stupnja, niposto polag obi¢nog
aritmeti¢kog reda. Nu u prije navedenom ¢lanku sam dokazao, da
se krivulja inversije reducira prema tomu, kroz koliko temeljnih
todaka dana krivulja L prolazi. Mozemo dakle uviek krivulju L
ovako izabrati, da krivulja inversije nafoj potrebi zadovoljava.

9. Put, kojim smo kod promatranja svezka d&unjosjeka nultoga
stupnja bili udarili, vodi nas i ovdje k opredielbi vrsti pojedinih
gunjosjeka, nalazeéih u svezku 2 toga stupnja.

Upotrebimo opet ¢unjosjeka (U). Pravac, koji ga tice, siece ili
nesiede, transformira se kao §to ve¢ navedeno odnosno u parabolu,
hiperbolu ili elipsu. Sve tangente zajednicke i krivulji L i &unjo-
sjeku (U) transformiraju se dakle u parabole. Krivulja L kao kri-
vulja stupnja [ toga, je u obée I(l—1) toga razreda. Obje krivulje
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L i (U) imaju 2/(1—1) zajedni¢kih tangenata ili drugimi rieémi:
svezak dunjosjeka 2/ toga stupnja sadrzaje 2/(/—1) parabola.

Medju dvima susjednima zajednickima tangentama lezedi traci
presjecaju (U) ili realno ili imaginarno. Ovdje dobivamo skupinu
hiperbola ili skupinu elipsa. Obijuh vrsti skupinid nalazi se dakle u
svezku 2/ toga stupnja I(l—1). Ove se skupine izmienjuju te su
odieljeni uvjek parabolom.

Medju hiperbolami nalazi se takodjer /(l—1) istostraniénih hiper-
bola, budu¢ da mozemo poznatom totkom 2 na krivulju L toliko
tangenata povuéi. Osim ove hiperbole istostraniéne dolaze i pari
pravaca.

Svaka tangenta krivulje L, koja ide nekom iz todaka ¢, u, w,
transformira se u dunjosjek, koji se raztavlja u dva praveca. Ovdje
uviek stvaraju pravei tu, mt, mu dio raztavljenega Sunjosjeka.

Iz svake tocke #, i, m moZzemo u obée /(lI—171) tangenata na kri-
vulju L povuéi. Dobivamo ovako uviek za koju god iz navedenih
todaka [(I—1) para pravaca. Cvrsti pravei tu, mt, mu jesu ovdje
l(l—1) strukimi a svakom iz todaka #, u, m ide osim toga l(l—1)
pravaca, koji svi skupa spadaju u svezak dunjosjeka 20 toga
stupnja.

Presjecaju li sve tangente krivulje L ¢unjosjek (U), tada sastoji
svezak 2 toga stupnja iz pukih hiperbola te pravaca; gdje usuprot,
nepostoji li nikakvih zajednickih tangenata, su svi Gunosjeci svezka
elipse.

10. Predjemo sad k transformaciji krivulje L razreda [ toga.
Njezina krivulja inversije (L) je 2! toga razreda.

Mislimo si svako diraliste krivulje I sa njezinom tangentom da
stvara srediste svezka trakova prvoga stupnja. Svaki takav svezak
transformira se u dunjosjek, koji tide krivulju inversije (L), budué
da svezak uviek jednu tangentu dane krivulje L sadriava.

Svaki cunjosjek izvedeni iz tocke krivulje L mora, polag predi-
ducega, da tide &vrste pravee fu, mt, nu. Tim smo dobili red
¢unjosjeka, imajucih tri zajednicke tangente, te kojega svaki cunjo-
sjek tige krivulju (L) razreda 2! toga.

Prozvat éemo taj red, redom cunjosjeka ¢ tog razreda. Ako je
dana krivulja L nultoga razreda, to jest pravcem, dobivamo red
¢unjosjeka nultoga razreda, koji je obi¢nim redom sa &etirima za-
jednidkima tangentama.

11. Skupine dunjosjeka iste vrsti u redu 2/ tog razreda opre-
dielimo ovako: Dana krivulja L je u obce stupnja [(I—1) toga,
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pa tim ju siede svaki iz &vrstih pravaca tu, mt, mu u [(1—1) todkah,
koje se transformiraju u dunjosjeke rastavljajuée se uviek u dvie
tocke. Svaka tocka ¢, u, m je kod toga I(I—1) strukom todkom, te
druge tri skupine todaka stvarajué¢ih sa prvimi pare tocaka, leZe
na pravcih fu, mt, mu Pari tih todaka diele pojedine skupine &unjo-
sjekd reda, koje se izmjenjuju. Ovakimi razdielujuéimi tvorinami
su takodjer parabole ovoga reda. Budu¢ da pravéasti parabolicki
red M’ krivulju L u I(1—1) tockah siede, dobivamo I(! 1) parabola
u redu 2/ tog razreda.

Dalje nalaze se u redu 2/ tog razreda 2[(l— 1) skupina hiperbola
te 2{(l—1) skupina elipsa.

Tim nadam se je otvoreno polje novim promatranjem o svezcih
te redovih Gunjosjeka razliditih stupnjeva te razreda.



0 obéenitoj inversiji te o transformaciji pomocu
reciprokih provodnica.

NAPISAO J. . VANECEK.

(Predano u sjednici matematicko-prirodoslovnoga razreda jugoslavenske akademije
znanoste § umgjetnosti 16. studenoga 1882.)

1. U predidu¢em ¢lanku ovoga ,Rada“ uputio sam na obcéenitu
transformaciju u ravnini, uslied koje se krivulja L stupnja /-toga
transformira obzirom na drugu krivulju M stupnja - toga u kri-
vulju stupnja 2/7m-toga.

Zamienimo li jednu iz tih krivulja pravcem, dobivamo transfor-
maciju Hirst-ovu, te u sludaju, da je taj pravac bezkonaéno uda-
ljen, imamo obiénu transformaciju pomoéu reciprokih provodnica.

Sama transformacija obéenita je iz geometridkog gledista veoma
jasna isto tako 1 njezin poseban slu¢aj, transformacija pomocu re-
ciprokih provodnica. Budu¢ da ova zadnja transformacija ponaj-
prije bila proudena i to jo¥ putem matematickim, to se je dogodilo,
da se je doflo k mnogim poutkam nepodpunim, kao §to ¢emo u
0voj razpravi upoznati.

2. Predpostavljajmo koji god Gunjosjek Z kao osnovku transtor-
macije te pravac M, sa obzirom na koji se ima dana krivulja M
transformirati.

Svaka to¢ka d; ravnine obzirom na Z i M transformira se ovako:
Opredieli se njezina polara I);, koja siede pravac M u tocki d, ;
polara njezina D, ide tockom d; kao $to i polom m pravea M te
presjeca D, u traZenoj toc¢ki d,. Tocke d,, d,, d, stvaraju polarni
trokut obzirom na Z. Za neke posebne tocke ima potle i taj trokut
poseban poloZaj. Nafom prvom zadacom biti ¢e, upoznati ove oso-
bite totke kao $to njihove izvedene tocke.

3. Prigledimo prije svega k tockam pravca M, koji siede osnovku
Z u totkah a, b. Koja god to¢ka d; toga pravca ima polaru Dy,
koja ide polom m pravca M, te siede taj pravac u todki dj.
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Polara njezina D, ide opet totkom m, koja je dakle objema
praveem D;, D, zajedni¢ki; uslied toga je m toskom izvedenom.
Stvar se jednako ima i kod svih ostalih totkah pravea M, izkljusiv
to¢ke a, b. Imamo dakle:

Totka pravaca M transformira se w pol tog pravea.

Za tocku @ sudaraju se oba pravea D,, D, u tangentu povucenu
ovom tockom na osnovku. Presjeciite njihovo postane neopredie-
ljeno, pa tim moZemo tangentu A smatrati izvedenom todke . Za
tocku b dobivamo tangentu B. Dakle:

Temeljna tocka pravca M transformira se u pravac, koji u toj
tocki tice osnovku Z.

4. Polara svake todke pravea A ide diralistem njegovim a, te
polara ove tocke je opet pravac A sam. Treéi vrh polarnog tro-
kuta lezi uviek dakle u to¢ki «. MoZemo tim kazati:

Svaka tocka, izuzam tocke a, m, tangente povuéene todkom te-
meljnom @ pravea MW na osnovku transformira se u ovu tocku,
koja se opet u onu tangentu transformira.

5. Druga osobita to¢ka raviine ¢unjosjeka Z je todka m. Nje-
zina polara je pravac M, koji sam sebe siede u cieloj svojoj du-
ljini. Mozemo dakle svaku njegovu totku smatrati kao drugi vrh
polarnog trokuta. Polara svake ovake tocke ide tockom m te siete
pravac M u tocki, koja je treéim vrhom trokuta.

Za sve tocke pravea M kao druge vrhe, izuzam totke «, b, do-
bivamo opet sve to¢ke istog pravea kao trece vrhe polarnih trokuta.
Mozemo dakle izredi stavak:

Pol m pravca M transformira se obzirom na taj pravac w pra-
vac M sam. )

Prozvemo li tocke a, b, m glavnima totkama te spojnice njihove
glavnimi pravei transformacije; spojimo li nadalje sve poutke simo
spadajuée u jednu, dobivamo:

Scala glavna tocka transformira se w svoju polaru; pravac em,
koji tice osnovku, transformira se w sama se te w svoj pol kao $to
i w pravac ab ; pravac, koji ide glavnima tockama osnovke trans-
formira se w ostala dva glavna pravee kao $to i u svoj pol, w ko-
jem se ta dva pravea presjecaju.

6. Kod transformacije pomoc¢u reciprokih provodnica postane
pravac I pravcem ubjeznim, ali je uviek realnim; na njom nalaze
se imaginarna presjeciita @, b sa osnovkom, koja je presla u krug
Z. Pol pravea M nalazi se tada u sredistu m krivalje Z.
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Zadnji stavak prediducega ¢lanka glasi obi¢no ovako:

Praveu ab odgovara srediste inversije m, praveu am tocka a te
praveu bm totka b.

Na temelju prediducega svaki lasno uvidja nepodpunost ovoga
stavka. Makar i bili pravei am, b imginarni, nuzdno je, uzeti je
u radun, kako se to &ini sa tockami @, / ma i bile imaginarne.

7. Svaki pravac L transformira se po obcenitoj transformaciji
u dunjosjek R, koji ide polem pravea L kao to i njegovimi temelj-
nimi tockami, potlem glavnimi to¢kami transformacije.

Ide li L nekom glavnom toc¢kom, raztavlja se izvedeni ¢unjosjek
E u dva pravea. Neka sad ide pravac L tockom . Ova njegova
togka transformira se u pravac am. Drugi dio &unjosjeka R je
dakle opet pravac naime spojnicom todke b sa drugim presjecistem
pravea L sa osnovkom.

Pravac L neka ide totkom m. Ova totka pravea se transfor-
mira u pravac M. Drugi dio ¢unjosjeka R ima i¢i objema temelj-
nima todkama pravea L, dakle je taj pravac sam drugim dilom.

Iz ovoga sliedi:

Pravac, koji ide nekom glavnom tockom transformacije, transfor-
mira se uw dva pravea, iz kojih je jedan polarom ome glavne tocke,
kojom taj pravac ide.

Ovog dila reduciranoga Gunjosjeka teorija transformacije pomocu
reciprokih provodnica nepozna, budu¢ da kaze o praveu iduc¢em
sredidtem inversije m, da se transformira u pravac M, te smatra
ovo kao iznimku od obédenitog pravila, ¢im ovo sbilja nije.

8. Svaki pravac L transformira se obzirom na dunjosjek Z te
ubjezan pravac M u &unjosjek slidan te slidno poloZen sa dunjo-
sjekom Z, budué¢ da mora iéi objema imaginarnima tockama «, b
kao 8to 1 polom m pravea M, koji je sredistem osnove.

Nu ide i L tockom u, potlem se taj dunjosjek R, koji je slican
te sligno poloZen sa krugom temeljnim Z, raztavlja u dva praveca
L, M. Obzirom na to je vidljivo, da to nije korektno, kad se kaze,
da je pravac krugom, kojega je srediste u bezkonadnosti, budué¢
da se ima uzeti na obzir i ubjezan pravac, kao drugi dio reduci-
ranoga kruga.

9. Koji god &unjosjek L transformira se obzirom na pravac M
te osnovku Z obéenito u krivulju detvrtoga stupnja. Oblik ove
izvedene krivulje R ovisan je polozaju ¢unjosjeka L prema praveu
M te ka tangentam u temeljnih totkah tog pravca na osnovku po-
vucenih. Mo%emo tim po volji koju god krivulju 4. stupnja dobiti.
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Siete li ¢unjosjek L pravac M u dvijuh realnih totkah, trans-
formiraju se ova presjecidta prema prijainjemu u tocku m, koja je
tim dvotockom izvedene krivulje.

Na isti na¢in transformiraju se presjeciita krivulje L sa pravcem
A (. 3) u dvotogku a; isto valja i za B:

Totke @, b mogu biti i imaginarne, gdje usuprot je totka m
uviek realna, nu moze biti i isoliranom toc¢kom krivulje E. Tice
li krivulja L jedan izmedju glavnih pravaca 4, I3, M, prielazi dvo-
to¢ka izvedene krivulje B u povrati§te (point rebroussement). Iz
ovoga je uvidljivo, da moZemo dobiti krivulju 4. stupnja, bez po-
vrati§ta ili sa jednim, dvima ili trima povratiftama.

10. Osobito zanimiva krivulju 4. stupnja dobivamo na sliedeéi
na¢in. Osnovka je krug Z te pravac M ima takav polozaj, da
to¢ke a, b, m stvaraju istostranidan trokut. Krug upisan u taj trokut
se ima transformirati. Budué¢ da ti¢e svaki pravac 4, B, M, ima
krivulja B tri povratista u tockah @, b, m, koje odgovaraju dirali-
§tima krivulje L sa stranicami trokuta abm.

Izvedena krivulja F ima tri grane, te je hipocikloidom kruga
K, kojega polumjer je tre¢ina polumjera kruga L te se valja po
drugom krugu koncentrickom sa L o polumjeru osnovke Z.

Tim dana je konstrukeija hipocikloide sa trima granama. Ovu
krivulju bi mogli i izvesti na nac¢in Steiner-a' izaberemo li za stra-
nice trokuta pravce istosmjerne sa stranicami trokuta «bm iduce
to¢kami, odgovarajuéimi todkam krivulje I, u kojih nju siedu
pravei ab, ¢b, me, gde znaéi ¢ srediste krivulje L.

11. Krivulja R izvedena iz &unjosjeka I raztavlja se u desti,
ide i L nekom iz glavnih todaka.

Ide li L todkom , transformira se ta to¢ka u pravac M (dl. 5.)
sve ostale todke u krivulju R, treéega stupnja, koja ima todku m
za dvotvodku. Budué da ¢unjosjek L siede pomoéni &unjosjek (U),
(poznat iz prediduce razprave ¢l. 2.) u tocki m, mora ju barem jof
jedanputa sie¢i u jednoj to¢ki, tako da dobivamo na I jedan ili tri
ubjezne tocke, §to je u ostalom poznato iz teorije ovih krivulja.

12. Za nas je opet zanimiva krivulja, koju dobivamo za poseban
polozaj krivulje Z.

Osnovka Z je krug imajuéi srediite s. Pravac M ima opet takav
poloZaj, da tocke a, b, m istostranidan trokut stvaraju. Krivulja

1 Monatsberichte der Berliner Akademie, Januar 1856.
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L je krug, te ima sredidte na praveu ms, ide totkom s a tie
pravac M.

Izvedena krivulja B raztavlja se u pravac M te u krivulju 3.
stupnja, koja ima u todki m povratiste a ide tockami @, b. Ovaj
drugi dio krivulje inversije I je cisoida.

Cemo li ovu krivulju konstruirati po nadinu Salmon-a® trebamo
samo uzeti, da je udaljenost toc¢ke m od pravea M pol polumjera
kruzne ravnalice, koja ima svoje sredi§te na praveu ms te prolazi
tockom m.

13. Priglednemo jo§ k slucaju, gdje ide krivulje L tockami
a, b, m; potle siete jo§ osnovku u dvijuh tockah ¢, d.

Izvedena krivulja I etvrtoga stupnja raztavlja se u tom sludaju
u 4 pravea 4, B, M, te cd, §to namah upoznamo, priglednemo li
k tockam, kojimi mora da krivulja R ide.

Neka sad predje osnovka u krug Z, te krivulja L neka predje
takodjer u krug idué¢i sredistem s osnovke; pravac M uzmimo, da
je ubjezan.

Obje krivulje L, Z idu imaginarnimi todkami kruznimi «, b te
se siedu u todkah ¢, d. Izvedena krivulja raztavlja se u ubjeZan
pravac M, u oba Imaginarna praveca as, bs te u pravac cd.

U teoriji reciprokih provodnica se kazZe, da krug idué¢i sredistem
inversije se transformira u zajedni¢ku sekantu obijuh krugova, $to
opet vidimo, da nije korektno.

1 Hohere ebene Curven pg 225.



K poznavanju leSinskih alkaloida.

op DrA. (GusTAVA JANECKA.

Citano w sjednici metematicko - prirodoslovnoga razreda jugoslavenske alademije
znanosti | wmjetnosti 8. studenoga 1882.

Vrlo zanimiva iztraZivanja Selmi-eva, kao 1 Nencki-eva, nadalje
ona od Moriggia i Battistinia, te napokon Gautier-ova nepripustaju
dvojbe o existenciji leinskih alkaloida kao produkta raztvorbe
albuminata. Iz najnovijih publikacija A. Gautiera i A. Etarda*
sliedi dapade, da se alkaloidi¢na tjelesa vrlo desto, pak i u velikih
mnozinah u samom zivatem organismu stvaraju, te da su ona
stalni i nuzdni produkti normalnoga ili patologi¢koga Zivota ani-
malnih tkanina. Pomislimo li, da se obi¢nimi metodami iztraZivanja
ledinskih ostanaka za otrovne alkoloide i takvi alkaloidi¢ni produkti
raztvorbe tkanina izluditi momdu, te s druge strane, da se raz-
mjerno riedko spominju opazanja sli¢nih tJelcm moramo dopustiti,
da tu imamo protuslovje, koje bi valjalo riesiti. Zaliboze lezi raz-
jasnjenje tomu na blizu. Ono potide odanle, §to se sudbeno-kemij-
ska iztraZivanja_Cesto izvadjaju po abloni a po polulaicih, kojim —
govorim tu iz vlastita osvjedofenja — i samo znanje o ex1stencg1
takovih produkta posvema manjka. Navadja li Gautier,® da je na
starija opazanja (prije Selmi-ovih te Gautier-ovih) o lesinskih “alko-
loidih tako malo obzir uzet, da se je ,sve do godine 1872. svaki
otrovni alkaloid, §to ga poznatimi sudbeno-kemijskimi iztraznimi
metodami izludujemo, smatrao kao otrov u organizam uveden®, to
treba strogu ovu izreku po mom osvjedodenju joste u toliko razi-
riti, da se isto moze i sada joste, godine 1882., u mnogih sludajevih
punlm pravom predbacivati.

Gn]llocom nastavsi alkoloidi, kao sto su ih dosele razni iztraZi-
vaoci blize proudili, jesu skoro svi tekuca tjelesa. U sliede¢em
namjeravam progovoriti o krutom jednom produktu gnjilobe, o
kojega alkaloidi¢noj naravi nedvojim.

Kod iztrazivanja tjelesnih ostataka po Draggendorff-ovoj metodi
dosao sam opetovano (dogodilo mi se je tako dosada u sedam slu-
¢ajeva, kojih se Jest tice ljudskih ostanaka: Zeludca, jetara, slezene,
crieva, srdca, pluca, krvi, jedan put i moZdjana, a jedun svinjskoga
Zeludca) na jedno tielo, koje se je dalo mu¢kanjem iz amonijakalne
teku¢ine u tragovih prevesti u kloroform, a u veéih mnozinah u
amylov alkohol. Ove raztopine ostavile su naime, poslie oprezna iz-
parenja do suha te opetovanoga odidc¢enja, kruto, skoro bezbojno tielo
u malih dakako mnozinah, koje tielo niti pod sitnozorom nepoka-
zivaie nista kristalinidna. Na lakmusov papir reagovaie ono in-
tensivno alkali¢no. Raztopi li se u razriedjenoj solnoj kiselini, te
izpari li se onda polako do suha, tad ostavlja ostatak, kako se ¢ini,
kristaliniéna oblika. Prvotna tvar se u hladnoj razrled_]eno] solnoj
kiselini polako i dosta tezko topi, nego brzo.kad se ugrije; teze
topi se u vodi. Raztopina u solnoj kiselini, iz koje je suvisak kise-

! Bull. Par. 37, 305. 2 Compt. rend. 94, 1119.



200 G. JANECEK,

line izparenjem na vodenoj kupelji odstranjen, daje sa raztopinom
zlatnoga klorida zut, amorfno-prasast, sa fosformolybdenovom kise-
linom #ut, pahuljast talog. Zivinokalijev jodid stvara s njom’talog
sumporne boje, koji i poslje 36-satnoga stojanja ostaje bezlik. Sa
platinenim kloridom daje ista raztopina tekar poslie njekog stajanja
zut talog, dodim njom sublimovani ferriklorid nereaguje. Vodena
raztopina prvotna alkaloidi¢na tela sa raztopinom trieslovine bude
odmah bielo i amorfno talozena; taj se talog mneraztapa u slaboj
solnoj kiselini. Sa koncentrovanom sumpornom kiselinom tvar ta
nereaguje; raztopliena u razriedjenoj sumpornoj kiselini redukuje
kalijev ferrikyanid vrlo intensivno.

Od osobite” zanimivosti je reakcija sa Frihde-ovom tekuéinom :
subha tvar uz dodatak te tekuéine postane odmah krasno-modrovio-
letna, promieni onda boju u zeleno, konafno u Zuto, te ostaje
poslie duljega stojanja smedjo-zuta. Kako se vidi, ova reakcija na-
lici vrlo reakeiji morfinskoj, koja potonja se osim toga smatra vrlo
karakteristicnom. Kad su se stavila dva stakalca od ure jedno do
drugoga, i to jedno sa upitnim tielom, drugo pako sa uzorkom
morfina, te je obima dodano Frihde-ove tekuéine, kod obijuh se
je uzoraka ista promjena boje uvjek takoreku¢ istodobno pojavila,
sa vanrednom sliénoséu nuance. Samo ljubidasta boja, Sto ju poka-
zuje morfin poslie po prilici 24-satnoga stojanja, kod upitnoga tiela
nije opazena.

Sbog malih mnozinah iztraznoga materijala, koje sam do sada
uviek na razpolaganje imao, nije bilo moéi izvesti joite i neke
dalnje reakcije, time manje podpunije iztraZenje toga tiela. Ali
forensiéna vaznost opisanih, te razmjerno desto se opetujucih opa-
#zanja sklonila me je, da na nje joste prije zapodetih dalnjih iztra-
zivanja upozorim, tim viSe, $to mi se mogucnost zamjene opazena
alkoloida s morfinom nedini izkljudenom. Okolnost, §to se upitno tielo
pojavljuje dakako dosta Cesto, ali ipak ne uviek, pokazuje na to,
da njegova prisutnost u animalnih tvarih visi o nekih nepoznatih
joste uvjetih ; poglavito mislim, da sam opazio, da je od velika upliva
veéi ili manji doticaj sa zrakom za vrieme gnjijenja, osvjedogio
sam se takodjer, da upotrebljena ekstraktivna sredstva (kloroform,
amylov alkohol) nisu uzrok pojavljanju toga alkaloida, nasuprot su
se ona posve izhlapljiva te @ista pokazala. Spominjem to izri¢no u
odi opazanja Heitinger-ova® o prisutnosti organickih osnova u amy-
lovu alkoholu. U koliko po meni opazeno tielo mozda stoji u sa-
vezu sa ekstraktivnom tvarju, $to ju je dobio L. Liebermann® pri-
godom iztrazivanja leSinskih ostanaka po Stas-Otto voj metodi,
tezko se dade prosuditi, jer Liebermann bas reakcije sa Frihde-ovom
raztopinom u svojoj razpravi nespominje. Ali od ptomaina, 3to ga
je Selmi® naao, te o njem navadja, da morfinu nalidi, da se ka-
rakterisuje ljubidastom bojom kod ugrijanja sa sumpornom kiselinom,
te da sa Fe, Cl, modrast postane, moj je alkaloid nedvojbeno razlicit.

Zagreb, kr. sveud. kemijski zavod, mjeseca rujna 1882.

1 Monatsh. f. Chem. 3, 688 2 Ber, d. d. chem. Gesellsch. Berlin.
3 Ber. d. d. chem. Gesellsch. Berlin, 6, 141; 9, 151.
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U knjizarnici Lavoslava Hartmana u Zagrebu mogu

se dobiti knjige, koje izdaje jugoslavenska akademija zna-

nost! i umjetnosti, koje izlaze njezinom pomocu i koje su
prefle u njezinu svojinu:

Rad jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti. Kpjiga I do
XIX. U Zagrebu 1867—1872. Ciena svakoj knjizi 1 for. 25 nové. a. v.

Rad jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti. Knjiga XX,
do LX. LXII. LXIII. U Zagrebu 1872—1882. Ciena svakoj knjizi 1 fr. 50 n. a. v.

Rad jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti. Knjiga
LXI., LXIV. Matemati¢ko-prirodoslovni razred. I, II. Ciena 1 for. 50 nvé.
ITa., IIb. 75 né. :

Monumenta spectantia historiam Slavorum meridionalivm. Vol.
1. 1L III. IV. V. IX. XII. Listine o odnosajih izmedju juinoga sla-
venstva i mletalke republike. Skupio S. Ljubié. Knjiga I. II. IIL
1V. V. IX. XII. U Zagretu 1868. 1870. 1872. 1874, 1875. 1878. 1882. Ciena
prvoj, drugoj, trecoj i deveto) knjizi po 3 for., etvrtoj 4 for. a petoj i
dvanaestoj 2 for. 50 nové.

Monumenta spectantia historiam Slavorun. meridionalium. Vol.
VI. VIII. XI. Commissiones et relationes venetae. Tow. I. II. III. Za-
grabiae 1876. 1877. 1880. Ciena prvej i treéoj knjizi 2 fr., drugoj 2 fr. 50 né.

Monumenta spectantia historiam Slavorum meridionalium. Vol.
VII. Documenta historiae chroaticae periodum antiquam illu-
strantia. Collegit digessit, explicuit dr. F'r. Ra¢ki. Zagrabiae 1877. C. 6 f

Monumenta spectantia historiam Slavorum meridionalium. Vol,
X. Monumenta Ragusina. Tom. I. Zagrabiae 1879. Ciena 2 for. 50. nv¢,

Monumenta historico-juridica Slavorum meridionalium. P, I
vol. I. Statuta et leges Curzulae. Zagrabiae 1877. Ciena 3 for.

Monumenta historico-juridica Slavorum meridionalium. P. I.
vol. II. Statuta et leges civitatis Spalati. Zagrabiae 1878. Ciena 3 fr,

Stari pisci hrvatski. I. Pjesme Marka Marulié¢a. Skupio I. Kuku-
ljevié Sakcinski. U Zagrebu 1869. Ciena 2 for., a. v.

Stari pisci hrvatski. II. Pjesme Si§ka Menéeti¢a Vlahoviéa i
Gjore Drizié¢a. Skupio V. Jagi¢. U Zagrebu 1870. Ciena 2 for. a. v.
Stari pisci hrvatski. III. Pjesme Mavra Vetrani¢a Cavéiéa. Dio
1. Skupili dr. V. Jagié, dr. I. A. Kaznaéié, U Zagrebu 1871. Ciena 2 fr.
Stari pisci hrvatski. 1V. Pjesme Mavra Vetranié¢a Cavéiéa. Dio 11,
Skupili dr. V. Jagi¢, dr. I. A. Kaznati¢ i dr. Gj. Dani¢ié. U Zagrebu

1872. Ciena 2 for. 50 nové. a. v.

Stari pisci hrvatski. V. Pjesme Nikole Dimitrovi¢a i Nikole Na-
ljeskoviéa. Skupili dr. V.Jagié¢ i dr Gj. Danitié. U Zagrebu 1873. C.2f.

Stari pisci hrvatski. VI. Pjesme Petra Hektorovi¢a i Hanibala
Luci¢a. U Zagrebu 1874. Ciena 2 for. a. vr.

Stari pisci hrvatski. VII. Djela Marina Drzi¢a. U Zagrebu. Ciena 3 fr.

Stari pisci hrvatski. VIII. Pjesme Nikole Naljeskovi¢a, Andrije
Cubranovié¢a, Mise Pelegrinovié¢a i Saba MiSeti¢a Bobaljevic¢a
i Jegjupka neznana pjesnika. U Zagrebu 1876. Ciena 1 for. 70 nvi.

Stari pisci hrvatski. IX. Djela Iva Frana Gunduli¢a. Na sviet iz-
dala jugosl. akad. znanosti i umjetnosti. U Zagrebu 1877. Ciena 5 for a. v.

Stari pisci hrvatski. X. Djela Frana Lukarevi¢a Burine. Na sviet iz-
dala jugosl. akad. znanostii umjetnosti. U Zagrebu 1678, Ciena 2 for. 50 nvé.

Stari pisci hrvatski. XI. Pjesme Miha Buni¢a Babulinova, Ma-
roja i Oracia Mazibradi¢a, Marina Buresi¢a. Na sviet izdala juges'.
akad. znanosti i umjetnosti. U Zagrebu 1880. Ciena 1 for. 80 nové. a. v.

Stari pisci hrvatski. XII. Djela Gjona Gjora Palmotié¢a. Na sviet
izdala jugosl. akad. znanosti i umjetnosti. U Zagrebu 1882. Dio 1. Ciena 3 fr.

Starine. Izdaje jugoslaveuska akademija znanosti i umijetnosti. Knjiga L do
XIV. U Zagrebu 1869--1882. Ciena I. knjizi 1 for. 25 né. a. v., VIL. i X. 2
for. a. v., a ostalim po 1 for. 50 nov¢. a. v.



Izprave o uroti bana Petra Zrinskoga i kneza Fr. Frankopana.
ckupio dr. Fr. Ra tki. U Zagrebu 873. Ciena 3 for,

Vetera monumenta Slavorum meridionalium historiam illu-
strantia. Edidit A. Theiner. Tomus I. Romao 1863. Ciena 8 for. a. v.
Tomus II. Zagrabiae 1875. Ciena 10 for. a. v.

Pisani zakoni na slovenskom jugu. Bibliografski nacrt dr. V. Bogi-
§ic¢a. U Zagrebu 1872. Cicna 1 for. 25 nové. a. v.

Zbornik sadasSnjih pravnih obi¢aja u juinih Slovena. Kunjiga L
Gragja u odgovorima iz razli¢nih krajeva slovenskoga juga.
Osnovao, skupio, uredio V. Bogi&ié. U Zagrebu 1874. Ciena 6 for. a. v.

Réénik 1é¢ni¢koga nazivlja. Sastao dr. Ivan DeZman. U Zagrebu
1868. Ciena 1 for. 50 nové. a. v.

Flora croatica. Auctoribus Dr. Jos. Schlosser et Lud. Farkas-Vuko-
tinovié. Sumptibus et auspiciis Academiae scientiarum et artium Slavorum
meridionalium. Zagrabiae 1869. Ciena 6 fl. a. v.

Fauna kornjasah trojedne kraljevine. Od dra. Josipa Kraso-
slava Schlossera Klekovskoga. Na sviet izdala jugoslavenska aka-
demija znanosti i umjetnosti. Svezak I. IL. III. U Zagrebu 1877. 1878. 1879.
Ciena svakoj knjizi 3 for. )

Dvie sluZzbe rimskoga obreda za svetkovinu syv. Cirila i Metuda
izdao Ivan Ber¢i¢. U Zugiebu 1870. Ciena 1 for. a. v.

Historija dubrovaéke drame. Napisao prof. Armin Pavié¢. U Zagrebu
1871. Ciena 1 for. 25 nové. a. v. :

Historija knjiZevnosti naroda hrvatskoga i srbskoga. Napisao V.
Jagié. Pomoéju jugoslavenske akademije znanosti i umjetnosti. Knjiga I.
Staro doba. U Zagrebu 1867. Ciena 1 for. 20 nové. a. v.

Opis jugoslavenskih novaca od prof. Sime Ljubié¢a. Podporom jugo-
slavenske akademnje. Zagreb 1875. Ciena 10 i 15 for.

Jugoslavenski imenik bilja. Sastavio dr. Bogoslav Sulek. Ciena 2 fr. a. v.

Bilinar. Flora excursoria. Sastavili dr. J. C. Schlosser i Ljud. Vu-
kotinovi¢. Zagreb 1876.

Narodne pjesme o boju na Kosova god. 1389. Sastavio u cjelinu
Armin Pavié. U Zagrebu 1877. Ciena 1 for.

Korijeni s rije¢ima od njih postalijem u hrvatskom ili srpskom
jeziku. Napisao Gj. Danic¢ié. U Zagrobu 1877. Cijena 4 for. a. v.

Ljetopis jugoslavenske akademije. I (1367 -77). U Zagrebu 1877.
Ciena 60 nov¢.

Rjedénik hrvatskoga ili srpskoga jezika. Na sviet izdaje jugoslaven.
akademija znan. i umjet. Obradjuje Gj. Danicié. (Ogled.) U Zagrebu 1878.

Rjeénik hrvatskoga ili srpskoga jezika. Na sviet izdaje jugosla-
venska akademija znanosti i winjetnosti. Obraduje B. Danici¢. Dio I. Svezak
1. 2. 3. 4. U Zagrebu 1880. 1831.1 1832, Cijena svesku 3 for. a. v. cijelomu
prvomu dijelu 12 for. a. v.

Figure u nasem narodnom pjesni¢tva s njihovom teorijom.
Napisao L. Zima. U Zagrebu 1880. Ciena 2 for 50 nové. a vr.

Izvjeice o zagrebadikom potresu 9. studenoga 1880. Sastavio J.
Torbar. Ciena 2 for.

Euehologium glagolski spomenik manastira Siuai brda. Izdao
dr. Lavoslav Geitler. Ciena 2 for.

Povjestni spomenici juznih Slavenah. Izdaje Ivan Kukuljevié
Sakcinski. Kujiga [. U Zagrebu 1363. Ciena 3 for. a. v.

Rjeénik iz knjizZevnih starina sepskih. Napisiy) Gj. Dani ¢ié Knjiga
IL. i III. Ciena svakoj 3 for. a. v.

Nikoljsko jevangjelje. Na svijet izlao Gj. Danici¢. Ciena 1 for.
30 nov¢. a. v.

Zivot sv. Save i Simeuna. Od Domentijana. Na sviet izdao Gj. D a-
nigié. Ciena 1 for. 30 novt. a. v.

Zivoti kraljeva i arhiepiskopa srpskih. Od Danila. Na svijet izdao
Gj. Danidié. Ciena 1 for. 30 nové. a. v.

Poslovice. Na svijet izdao Gj. Dani¢i¢. U Zagrebu 1371. Ciena 1 for.



