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HOMOGENE MREŽE 
ZATVORENIH ORIJENTABILNIH PLOHA 

1. Uvod 

U jednom drugom članku1 bio je razmatran problem hoimo­
genih mreža ravnine s općeg topolloškog stajališta, a i s metrič­
kog stajališta u ravninaimia triju geometrija. Prirodno se nameće 
zamisao, da se analogni problem, postavi i za ostale topološke 
tipove ploha. U ovom će se dakle članku taj, problem proširiti 
samo na zatvorene orijentabilne plohe. No i problem hoimogenih 
mreža zatvorenih neorijentabilnih piloha mogao bi se na sličan 
način postaviti i rješavati. 

Plohe, kojih ćeimoi mreže ovdje promaitraiti, neka su topo-
loški regularne, dakle bez topoiloških singulariteita, t. j . neka 
za svaku točku plohe postoji okoliš hoimeoimioirfan krugu. Ako 
je takva ploha zatvorena orijlentaibillna ploha roda p, mi ćemo 
je u daljem razmatranju simbolički označiti sa P (p). 

Problem homogenih mreža ploha P (p) u njegovu najjed­
nostavnijem obliku — koji bi odgovarao slučaju p r a v i l n i h 
hoimogenih mreža ravnine, gdje se pored topolloške pravilnosti 
tražila i određena metrička pravilnost — može se postaviti 
samo u poznatom slučaju kugline plohe, no kako je kuglina 
ploha hoimeoimoirfna ravnini sfarne geometrije, bio j|e taj, slučaj 
hoimogenih mreža već proimaitran u [1]. 

Ne može se ovdje zahtijevati metr ička pravilnost u smislu 
pravilnih homogenih mreža za plohe P (p) u slučajevima p ^ 1, 
jer te plohe u trodimenzionaillnoim. eiuikliđlslkoim proisrtioru moraju 
bi t i nejiednolikoi zakrivljene. Ovdijie ćemo dakle razmatra t i p ro ­
blem hoimiogiemih mreža piloha P (p) saimo is topološkoig stajališta. 
Pritom: ćemo se služiti siimboCičkoim oiznalkom i nekim osnovnim 
pojmovima onako, kako su oni definirani u [1]. No kako su 
tamo definicije bile prilagođene baš problemu hoimogenih mreža 
r a v n i n e , t rebat će da ih sada djelomice izmijenimo* i malo 

1 S. Bilinski [1]. (Brojevi u uglatim zagradama odnose se na lite­
raturu, koja se nalazi na kraju članka.) 
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općenitije postavimo. Da zbog složene suvislosti promatranih 
ploha n e bi neki zanimljivi slučajevi unapri jed iz razmatranja 
bili isključeni, i samu ćemo definiciju mreže2 sada imalo p r e ­
inačiti. Ne ćemo- naime isključiti mogućnost višestruke inci-
dencije jedne stranice i jednog poligona n i mogućnost dvo­
struke iniciideneije jedne stranice i jiednog čvorišta ili dvostruke 
incidemcije jedne stranice i jednog poligona, Zato' ćemo pojam 
mreže sada ovako definirati: 

Skup S, koji nije prazan, a sastavljen je od tri vrs te 
elemenata, kojjle ćemo. zvati »čvorišta, stranice«, odnosno 
»poligoni«, čini »mrežu«, ako ima ova svojstva: 

1) Za svaka ^dva elementa različitih vrsta određeno' je, 
koliko su puta među sobom incidentni ili nisu incidentni. 

2) Ako među trima elementima- irazličitilh vrata postoje 
ineideneije, onda uz .svaku incidenciju stranice sia čvorištem 
i stranice s poligonom postoji uvijek i incidencija čvorišta 
s poligonom. 

3) Uz svaku incidenciju jadnog čvorišta s jednim poli­
gonom postoje točnoi dvije stranice, koje su s t im čvorištem 
i s tim polligonom incidenitne, ali tako, da uz dvije različite 
incidteracije čvorišta к poiligonoim postoje dva (različita p a r a 
s njima incidentnih stranica, t. j . t akva diva para, koji se 
barem u jednoj stranici razlikuju. Reći ćemo, da spomenuti 
par stranica čini »kut« i da taj, k u t pripada tom čvorištu 
i tom poligonu. Dva kuta, koja pripadaju istom čvorištu ili 
istom poligonu, a imaju jedinu stranicu zajedničku, zvat 
ćemo »HUBjednima«. 

4a) Svaka je stranica incidentna s dva razna čvorišta, 
ili jie dvaput incidentna s jednim istim čvorištem. Dva 
čvorišta incidentna s istom' stranicom zvat ćemo »susjed­
nima«. 

4b) Svaka jie stranica incidentna s dva razna, poligona, 
ili jie dvaput incidentna s jednim istim poügonom. Dva po­
ligona incidentna s istom stranicom zvat ćemo »susjednima«. 

5a) Svako jie čvorište incidentno barem s jednom st ra­
nicom. 

5b) Svaki je poligon incidentan barem s jednom s t ra ­
nicom.. 

6) К svakom se pairu istovrsnih elemenata skupa S 
dade odrediti konačan slijed susjednih elemenata toga 
skupa, kojemu je prvi i posljednji član pa r zadanih e le­
menata. 

2 [1] Definicija 10. 
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7a) Susjedni kutovi, koji pripadajiu jednom istom čvo­
rištu, čine ciklus. 

7b) Susjedni kutovi, koji pripadaju jednom, istom poli­
gonu, čine ciklus. 

Osim toga trebat će nam jioiš ove definicije, oznake i obja­
šnjenja: 

Čvorište, kojemu pripada s kutova, zvat ćemo- »s-tero-
struikim čvorištem«. 

Poligon, kojemu pripada те kutova, zvat ćemo »n-tero-
feutom«. 
Neka je A s-terostruko čvorište neke mreže, a među kuto­

vima, koji mu pripadaju, neka je 7cj kutova nj-terokuta, k2 

kutova n2-terokuta, k3 kutova ns-terokuta,. . . , кт 'kutova тег_ 
terokuta, onda je 

s = 2 fcr 
i = l 

Označimo li svaki kuit čvorišta A sa те., t. j . s brojem kutova 
onog poligona, kojemu taj kut pripada, onda će sa С = [те; , те; , 
те,.'-, . . . , њ ] biti označen ciklus kutova, koji pripadaju čvo­
rištu A. 

Ako su kod neke mreže ciklusi kutova za sva čvorišta 
među sobom jednaki, onda ćemo je zvati »JJ-mrežoim«, a 
ciklus C, zajednički za sva čvorišta, zvat ćemo ciklusom 
te mreže, koju ćemo simbolički označiti sa 

R [п^, п. , n; , . . . , n. ] 

ili kraće R [C]. 
Neka je a s-terokut neke mreže, a među kutovima, koji mu 

pripadajiu neka je кг kutova n,-strukog čvorišta, k2 kutova 
n2-stru!kog čvorišta, . . . , kr kutova nr - stinukog čvorišta, onda je-

г 

s = ~£ fc.. 

Označimo li svaki ku t poligona a sa те;, t. j . s brojem kutova 
onog čvorišta, kojemu'taj. kut pripada, onda će sa С = [n. , nt , 
ni , . . . , n,. ] biti označen ciklus kutova, koji pripadaju poli­
gonu a. 
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Ako siu kod neke mreže ciklusi kutova za sve poligone 
među isoibom jednaki, zvat ćemo je »Q^mirezom«, a ciklus 
C, zajednički za sve poligone, zvat ćemo eiklusioim: te mireže, 
koiju ćemo simbolički označiti s Q [n; , щ , ni , . . . , ni ] ili 
kraće Q [C]. 

R-mireže i Q-<mreže zvat ćemo zajedničkim imenoim 
»homogene mreže«. 

Budući da ш Q-mreze recipročne i?-mrežama, vrijedit će 
za njih isti zaključci s obzirom na mogućnost egzistencije poje­
dine mireže i duaP.nl s obzirom na broj pojedinih elemenata 
mreže, pa je dovoljno, dia daijie irazroaitriaimoi saimoi jedne od 
njih. Mi ćemo se dakle ograničiti samo n a proučavanje R-mtreža. 

Iz gornjih ćemo- definicija sada izvesti neke posve jedno­
stavne zakilijpoke. 

Ima li mireža konačni broj ielem.eniata, označit ćemo sa a(), 
at i a2 broj! čvoirištai, stranica odnosno poligona. Budući da po 
definiciji mreže slkiup S njezinih elemenata nije prazan, mora 
vrijediti barem jedna od ove tr i relacije 

« o ^ l ; ai ^ 1; г х 2 > 1 . (1) 1,2,3 

No vrijedi li jedna, i to> bilo koja od njiih, iz, 4a), 4b), 5a) i 
5b) izlazi odmah, da i preoistaSe dvijie moraju vrijediti. 

Nadalje, aikoi je s broj kutova, koji pripadaju jednom čvo­
rištu, moira urvijlek biti 

s ^ 3 . (2) 

M a z i to iz 7'a) i iz činjenice, da svaki ciklus sadržava barem 
tr i elementa3 . 

Ako je n broj kutova n-terokuta, na isti način iz 7b) zaklju­
čujemo, dia mora-uvijek biti 

n^>3. (3) 

Ako nekoim čvorištu homogene mreže .pripada k. kutova 
nj- terokuta, pa se u ciklusu homogene mreže neki određeni broj 
nj doista nalazi, onda ponajprije za pripadni broj ki mora vri­
jediti 

Je. ^ 1 (4) 

3 [1] Stavak 1. » 
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a zatim, kako svalkoim čvorištu te homogene mreže pripada 
barem jedan ku t п г- terokuta, mora među svim poligonima 
mreže biti sadržan barem jiedan њ-terokut, t. j . mora biti 

q „ . ^ l , (5) 

gdje je qn broj svih n ;- terokuta te homogene mreže. 

Pojaim mreže, korji je dan u gornjim definicijama, sada 
ćemo geometrijski konkretizirati: 

Pod »mrežom plohe P (p)« razumijevat ćemo naime 
takvu njezinu razdiobu u pokigone (koji cijelu plohu pot­
puno i jednostruko pokrivaju), koja zadovoljava uvjetima 
1)—7b) gornje definicije Pri tom ćemo pod »poligonom« 
lazurmjevati topološku si ku kruga, gdje je ma periferiji 
istaknuto nekokko točaka, »čvorišta^, a »istranuca« meka je 
Jordanov luk omeđen čvorištima, koji luk neka je ujedno 
zajednička granica poligona. Relaciju uncidencije razumi­
jevat ćemo u njiezmu običnom geometrijislkoim smislu Reći 
U P ^ ~> v" takva mreža plohe P (p) >hornogena«, ako ispu­

ni te goni ih cLx ničija R-mneže ih Q-mreže 

I od ^ažavan^a homogen h mreža ravnine u sfernoj, para-
bo' ^. 1 , ,bo cnoj gvi ne t i ip pokazalo •e, da se za mo-
gi4 , nci с tih mu/ .a moiaju zadovoljiti dvije vrste 
IH i ] j j t h uv 1л — u ia/nim geometrijama raz'hčiti 
— i > сз n u L r k h ч о -tava pojedmih od tri ravnine. 
P i ' korrb l i ' to i J<o-i ^ ' o š k e prirode i za sve geo-
m 1 C a ta uv Лд t in t tek zajedno sistem dovoljnih 
u\ п " __ t' ne ju hcmOj^n h mieža ravnine 

I , i in t gzistencije homogenm mreža ploha P (p) sadržava 
b i ' i \ p^ inena t Ovaj drugi, t j topološki, uvjet egzisten-
c i n e pc ta» n ,e n a m e n" osnovi zamišljene 
p , a ume t a k w mi Je Pi tom je bitna pretpostavka, 
l i 1 ' r c n " 17.,1 dn e rmeže ravnine u svakom mo-
• l , , , , - > i z d a t e n cl о mieže obuhvaća jedno jedno-
t̂ podiučje ravn ne Pokazalo se, da se kod takve 

1 ^скп n a . ni z ^ n š ' j e n e — postepene izgradnje 
m d n\ r Час ч kako pojedinih elemenata mreže, 
tal n ib n cz n h lm rip "keksa, odv.ja na osnovi sheme 
s1 i к ' L Kako " ! o'1 po-tepene izgradnje mreže neke 
pkoi т" о uilauu p > 0 — zbog složene suvislosti te plohe 

4 [Ц § 1. definicija 8. i 9. i §§ 7. i 8, 



— ta- bitna pretpostavka ne može ispuniti, dolazit će kod te 
postepene izgradnje ,mreže do identifikacije i nekih drugih ele­
menata mreže, a ne samo p rema shemi složenih ciklusa. Zbog 
toga uvjeti egzistencije mireže, koji su za ravninu bili dovoljni, 
bit će .ovdje sarmo nužni. Zato1 će t rebat i još s jednog drugog 
stajališta istražiti mogućnost egzistencije homogenih mreža 
ploha' P (p). Pokazat će se, da sie pr i tom slučajevi p = 0, p = 1 
i p ^ 2 među sobom bitno razlikuju5. 

2 . Homogene mreže torusa*) 

Poznati slučaj homogenih mreža plohe P (0), koje su izo-
moirfne Arhimedovim pollupiravilnim poliedrima, ovdje ne ćemo 
više razmatrati , nego ćemo obrati t i pažnju samo slučajevima 
p ^ 1. Razmotrimo dakle najprijle slučaj p = l , t. ji. slučaj 
torusa. 

Univerzalna ploha pokrivanja (»Covering stuf асе«, »Uber-
lageirungsfläcbe«) plohe P (1) boimeoimoirfna jie pairaboličnoj r av ­
nini. Odatle izlazi neposredno, da će svakoji mreži R [C] plohe 
P (1) odgovarati jedina mreža: R [C] piaraboilione ravnine, no 
prebrz bi bio zaključak, da vr i jedi i obrnuto,, t. j . da svakoj 
mreži R [C] paraboličine ravnine odgovara jedna, mreža R [C] 
plohe P (1). Iz gornjeg naime' jpiš me bi moraik» izlaziti, da je 
egzistencija mreže R [C] paralboilične ravnine dovoljna za. egzi­
stenciju mireže R [C] plohe P (1). 

Fundamentalna grupa plohe P (1) je slobodna Abelova 
grupa s dvije izvodnice (Erzeugende). Ona jie izomorfna dvo-
paraimetarsikoij diskontinuiranoj grupi' translacija ravnine odre­
đenoj! vektorima 

r = ma + nb, (6) 

gdje su m i n cijedi brojevi, а а i b dva; l inearno nezavisna 
vektora. Za fundamentalno područje te grupe možemo uzeti 
na pir. parallelogram, kojemu su stranice vektori a i b. Identi­
fikacijom suprotnih stranica toga paralelognama nastaje ploha 
P (1). Prema tome jie jasno, alko postoji mreža R [C] paraboli one 
ravnine, bit će za isti ciklus С moguća homogena mreža plohe 

5 U članku: H. Heesch [6] našao sam rezultate, koji su djelomice 
slični nekim rezultatima ovog članka. Ipak sam ovdje zadržao te rezul­
tate iz dva razloga. Najprije radi potpunosti i zaokruženosti cjeline, a 
zatim, jer su izvedeni na drugi način. 

* Bilješka dodana kod korekture. U članku H. S. M. Coxeter [5] 
promatrane su pravilne mreže torusa. 
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P (1) samo onda, ako grupa simetrija jedne metričke mreže 
R [C] parabolične ravnine sadržava kao suihgrupu jednu diskon­
t inuiranu grupu translacija određenu relacijom (6). No iz slika 
pravilnih homogenih miraza pairaboiične ravnine6 neposredne 
se razabira, da svaka od tih mreža sadrži doista grupu (6) kao 
subgrupu grupe svojih simetrija. Odatle izlazi, -da će biti mo­
guće homogene mreže plohe P (1) sa svakim onim ciklusom, s 
kojim su •moguće i homogene imireže paraiboilične' ravnine. No 
protivno nego u slučajni homogenih mreža plohe P (0) broj 
pojedinih elemenata mireže R [C] plohe P (1) ne će ciklusom С 
biti određen.. To možemo lako ovako razabrati: 

Neka je (6) grupa translacija sadržana u grupi simetrija 
neke određene pravi lne mreže R [C] paraibolične ravnine, ali 
tako, da isu a i b dva najmanja moguća linearno nezavisna vek­
tora onih translacija, kod kojih mreža prelazi sama u sebe. 
Uočiimo sada bilo koju suibgrupu grupe (6) određenu vektorima 

rkl = mfca + nib, (7j 

gdje su m i n cjelobrojni parametri , а к i I bilo koja dva čvrsto 
odabrana pr i rodna brojja. Za fundamentalno područje grupe 
(7) •možemo uzeti parallelogram, kojemu su stranice vektori к а 
i l b, a identifikacijom suprotnih stranica bit će i opet određen i 
jedna ploha P (1). Za dva različita para brojeva кл, 1г i k.ž, l2 
bit će fundamentalna područja1 grupe (7), t. j . spomenuti para-
lelograml na mreži R [C] parabolične ravnine različite površine 
osim u slučaju, kad je 

fcili = fc_l_, (8) 
pa će zato i dvije pr ipadne mreže R [C] plohe P (1) sadržavati 
različiti broj pojedinih elemenata mreže. Samo alko vrijedi 
jednadžba (8), imat će obje mreže R [C] plohe P (1) isti broj 
elemenata, ali ni sada; one ne moraju biti izoimorfne, jer pr i­
padni paralelogrami parabolične ravnine, iako su iste površine, 
ne .moraju obuhvaćati kongruentne dijelove mreže ravnine. 

Budući d a ima neizmjerno 'mnogo klasa topioiloških presli­
kavanja toruisa na torus, koja ne imogu prijeći običnom defor­
macijom jedna u druge, jasno je, da dvije izomorfne mreže 
to rusa općenito ne moraju biti hoimotopne. Možemo te slučajeve 
razmotri t i n a pr. ovako: 

Neka je (6) bilo koja subgrupa grupe tramislacija sadržane 
u grupi simetrijia neke pravilne mreže R [C] paraiboliene rav­
nine (dakle a i b sada ne moraju biti najmanji mogući vektori 

6 [1], str. 106—107. 
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translacije). Poznata je činjenica, ako je хг, y1 p a r relativno 
prostih broijeva, oruđa diofaintska jednadžba 

Xi У2 — -¾ Vi = 1 (9) 

ima uvijek rješenje u x2, y<>- Neka dakle vrijedi relacija (9) i 
neka je 

a ' = x 1 a + uib, 
, , * \ (10) 
b = x 2 a + y2 b, 

onda i parallelogram Л., kojemu su stranice vektori a' i b' , 
čini jedino fundamentalno područje grupe (6). Samo u sluča­
jevima, kada je 

xi — Уч = 1 > x2 = Vi = 0, 
ili kada jie (11) 

---1 = 2/2 = 0 , . - 3 = 2/1 = 1 

paralelofgram // , kongruentan, je pairaleloigraimu Л, ikojemu su 
stranice vektori a i b. Neka dakle relacije (11) ne vrijede, pa 
џека je Рг (1) ploha određena identifikacijom suprotnih s t ra ­
nica pairalelograma U. Smatramo li za korespondientne takve 
dvije točke ploha P (1) i P , (1), kaje su slike bilo jedne iste 
točke pairaiboilične ravnine, bilo dviju točaka ekvivalentnih s 
obzircim na grupu (6), ondia će toim korespondencijom! ploha P (1) 
biti topološki preslikana na plohu P , (1), ali koid toga presli­
kavanja bilo koja • zatvorena crta plohe P (1) ne mora prijeći u 
hoimotopinu cr tu plohe P, (1). Tako će i pripadne mreže R [C] 
obiju ploha biti izoimorfne, ali ne homotopne, t. } . jedna mreža 
ne može prijeći u drugu jednoim obiönom defoirmacijom plohe 
P ( l ) . 

Primjeri dviju takvih izomorfnih, ali ne hamotoipnih, mreža 
dani su u si. 1. i si. 2., koje predočuju mreže R [3, 4, 6, 4] ploha 
P (1) i P , (1), gdje su koreapoindentna •čvorišta označena istim 
brojem. U tom su primjeru u relacijama (10) uzete vrijednosti 
х, = y 1 = y 2 = 1; ж2 = 0. 

Budući da relacija (9) ima neizmjerno mnogo rješenja, bit 
će za isti ciklus neizmjerno mnogo izomoirfinih 'mreža plohe 
P (1), koje misu hoimotopne. 

Zaključak ovih raizmatranja možemo dakle ukratko ovako 
izreći: 
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S t a v a k 1. Ako je za neki ciklus С moguća homogena 
mreža parabolične ravnine (a takvih je ciklusa u svemu jeda­
naest), onda za taj ciklus С postoji neizmjerno mnogo ineđu 
sobom anizomorfnih mreža torusa, a medu onima od tih mreža, 
koje su medu sobom izomorfne, postoji opet neizmjerno mnogo 
njih, koje nisu homotopne. Za preostale cikluse homogene mreže 
torusa nisu moguće. 

3. Homogene mreže zatvorenih ploha roda većeg od jedinice**) 

Hiperbolična je ravnina hoimeoimorfna univerzalnoj plohi 
pokrivanja plohe P (p) u slučajevima p ^ 2. (U idućem razma­
tranju neka je radi kratkoće sa P' (p) označena općenita ploha 
P (p), gdje je p ^ 2). Prema tome, ako postoji mreža R [C] bilo 
koje plohe P ' (p), s :gurno postoji za isti ciklus С i homogena 
mreža hiperbolične ravnine. Dakle je za neki određeni ciklus 
С egzistencija mreže R [C] hiperbolične ravnine nužni uvjet 
egzistencije mreže R [C] neke plohe P' (p). 

Slično kao i u slučaju torusa zaključujemo;, da će za neki 
ciklus С postojati homogena mreža određene plohe P ' (p), ako 
za isti ciklus С postoji takva homogena mreža R [C] hiperbo­
lične ravnine, gdje njezina grupa simetrija sadržava kao sub-
grupu fundamentalnu grupu te plohe, t. j , . ako postoji grupa 
pomaka hiperbolične ravnine bez fiksnih točaka, kod kojih 
neka. homogena mreža R [C\ sama sebe pokriva, kod kojih je 
fundamentalni poligon te plohe fundamentalno područje te 
grupe. 

No ta nam spoznaja ipak ne daje mogućnost, da dođemo 
kao kod torusa brzo do zaključka о mogućnosti egzistencije 
mreže R [C] na nekoj plohi P' (p), jer je — osim u najjedno­
stavnijim, trivijalnim, slučajevima — teško, gotovo i nemoguće, 
razabrati, da li grupa simetrija neke mreže R \C] hiperbolične 
ravnine doista sadrži fundamentalnu grupu neke plohe P ' (p) 
kao subgrupu. - * 

Zato u ovom slučaju moramo potražiti drugi način, koji 
bi nam dao mogućnost da odgovorimo na pitanje egzistencije 
homogene mreže određene plohe P (p) za neki određeni ciklus 

Bilie к (.i i -л i d korekture. U raspravama H. S. M. Coxeter 
[2], [3] pi >гл i.' homogene mreže zatvorenih ploha naročito 
u vez sa leoiij т a i i u a 
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С. Radi toga ćemo najprije naći nelke relacije, koje određuju 
broj elemenata homogene mreže. Iz tih ćemo relacija onda moći 
izvesti neke općenite zaključke s obzirom na postavljene pro­
bleme. - \ 

Si. i. 

4. Broj pojedinih elemenata homogenih mreža zatvorenih 
orijentabilnih ploha 

Dok je kod kugle broj pojleditnih elemenata homogene 
mreže njezinim ciklusom С posve određen, pokazali smo na­
protiv, da kod homogenih mireža torusa to ne vrijedi. Pitajmo 
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se sada, da li ikod ploha P' (p) ciklus homogene mreže broj 
njezinih elemenata određuje? 

Da na to pitanje odgovorimo, pretpostavimo, da postoji 
homogena mreža R [C] neke određene plohe P ' (p), pa neka 

SI. 2. 

u ciklusu С ^ [u. , n. , n. , .... n. 1 te mreže dolazi k. kutova 
nj-teroku'ta (i = 1, 2, . . . , r). Pita se najprije, koje sve relacije 
možemo postaviti između 3r -f- 4 brojeva p, k;, ni, a0 , a i , a2 , 
q (i = 1,2, 3, . . . , r), t. ji. između rada plohe, brojeva, koji 

određuju ciklus homogene mreže i broijia pojedinih njezinih 
elemenata. " 
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Ponajprije jie očito, da: mora biti 

2 q „ = «2,. (12) 
i = l 

a budući da za svaku stranicu poistoje po. dvije ineidencije s 
poligonima mreže, vrijedi relacija 

r 

2 n.q_.= 2«i . (13) 
i = l 

Ako pak za, neku određenu vrijednost indeksa i izbrojimo 
na dva moguća načina broj incidenicija svih n.-torokuta sa 
svim čvorištima mreže, nalazimo;, da taj broj iznosi 

«ofcj = n ; q , (i== 1, 2, . . . , r ) . (14) 

Zbrojimo li ovdje ovih i relacija, dobivamo 

г 

i = l 

a0 = • (15) 

i*, 
i = l 

Konačno ćemo« se još obazreti na relaciju za Eulerovu 
karakteristiku с mreže: 

«0 «1 + «2 — C, 

* koju zbog relacije 

с = 2 (1 — p) 
možemo pisati u obliku 

a0 — ai + «2 = 2 (1 — p) . (16) 

No relacije (12), (13), (14) i (16) (dakle u svemu r -f 3 
relacija) među sobom su nezavisne, a kako1 među tim veliči­
nama nema više među sobom nezavisnih relacijia, moći ćemo 
(2r + l)-niu zgodno odabranu od tih veličina uzeti po volji, a 
r -4- 3 preostale veličine bit će time određene. Ako je ploha 
P' (p) dana i ciklus С njezine homogene mreže poznat, bit će 

140 



time poznate i veličine p, ni i kt pa će doista brojevi <x(), а1г 

a2 i qn biti određeni kao njihove funkciije. Imamo dakle ovaj 
zaključak: 

S t a v a k 2. Broj pojedinih elemenata mreže R [C] bilo 
koje plohe P ' (p) ciklusom mreže С posve je određen. 

U stvari, mi ćemo spomenute brojeve odrediti na ovaj 
način: 

Ponajprije je prema (14) 
к 

<_„. = a 0 — » (i?) 

pa ako to uvrstimo u (12) i u (13), izlazi 
r к 

«2 = «о У — - (18) 
4__* у ! 

\ a« 2 fci • (19) 
i = l 

Ako te vrijednosti za аг i a.2 uvrstimo u (16), dobivamo 

2 (p —1) 
«o = -r (20) 

2*.(i-bH 
i = l v l/ 

Iz (20) i (19), odnosno (20) i (18), izlazi 

(P—i)j h 
«i = -r — ' (21) 

(22) 

' k. 
2 ( p - l ) 2 — 

Ž4T-i)-
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dok je prema (17) i (20) 

2 ~ i - ( p - i ) 

q = _ (23) 

1-.(4-4 i 

(i=l, 2, 3, . . . , r ) . 

Iz tih relacija .možemo odmah izvesti neke zaključke: 
Budući da su prema relacijama (1)1,2, 3 i (5) brojevi a„, 

as i a2 za svaku mrežu sigurno pozitivni, razabiramo iz relacija 
(20), (21) i (22) da u slučaju p = 0 mora biti 

i-.(4-4-)<>. <24> 2 

dok u slučajevima p ^ 2 moira vrijediti relacija 

'2«ч(т-т)>'-
No to su upravo metrički nužni uvjeti za egzistenciju homogenih 
mreža ravnima sifeme i ©lip,točne geometrije, odnosno hiper­
bolične geometrije7. Da ti nužni uvjeti moraju biti i ovdje 
ispunjeni, iz razmatranja u prošlim paragrafima unaprijed je 
evidentno. 

Gornji izvod relacije (20) iz (16), (18) i (19) ispravan je 
samo onda, ako jednadžba 

2-.(1-^-)-1 <26> 
ne vrijedi. Budući da relacija (26) čini nužni uvjet za egzisten­
ciju homogenih mreža paraibolične ravnine, mora ona biti ispu­
njena i za homogene mreže toruisa. Relacije (20), (21), (22) i (23) 
daju u tom slučaju neodređene izraze za brojeve a„, «,, «2 i 
q„ ; , ,а to je u skladu s gore uočenom činjeničnim, da broj, poje­
dinih elemenata mreže nijje u slučaju torusa ciklusom .mreže 
određen. 

[1] relacije (14a) i (14c). 
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5. Egzistencija homogenih mreža zatvorenih orijentabilnih ploha 
roda većeg od jedinice 

Vratimo se sada pitanju egzistencije homogenih mreža 
ploha P ' (p). Problem ćemo ovako postaviti: Neka je dana neka 
određena ploha P ' (p) i neki određeni ciklus C. Postoji li mreža 
R [C] plohe P ' (p)? 

Jasno je iz razmatranja u § 3, da je za egzistenciju te 
mreže nužni, uvjet, da za taj isti ciklus С postoji 'mreža R [C] 
hiperbolične ravnine. Prema toime mora se zadovoljiti relacija 
(25), a moraju za taj ciklus .postojati i čvorišta po volji visokog 
reda.8 

Da to dvoje nije za egzistenciju homogene mreže neke 
plohe P ' (p) uvijek dovoljno, možemo se lako uvjeriti na poseb­
nim slučajevima. Na pir. za ciklus druge vrste С — [3, 4, 3, 6, 3, 8] 
homogena mreža hiperbolične ravnine sigurno postoji, jer je 
zadovoljena relacija (25) i jer za taj, ciklus postaje dva čvorišta 
drugog reda, od kojih svako za se čini potpuni sistem čvorišta. 
Kad bi sada za taj ciklus postojale mreže R [C], na pr. plohe 
P (2), bili bi brojevi pojedinih njezinih elemenata određeni 
relacijama (20)—(23). No te relacije daju u ovom slučaju raz­
lomke kao brojeve pojedinih elemenata mreže. Tako na pr. 

48 
a„ = — i t. d., ра kako a,„ av a2 i qn moraju biti prirodni 
brojevi, očevidno je, da ta pretpostavka nije moguća. 

Na isti način uviđamo, .da za taj isti ciklus homogena 
mreža nije moguća u slučajievims p , = 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11, 
13, 14, . . . , jer za sve te vrijednosti od p relacije (20)—(23) 
daju razlomke za brojeve pojedinih elemenata mreže. No u 
slučajevima p = 1 2 , 23, 3 4 , . . . veličine «,„ аг, «2 i qn popri­
maju vrijednosti pr irodnih brojeva, pa u tim slučajevima mo­
gućnost egzistenicijie mreže R [C] nije isključena. 

Od ciklusa, koji pripadaju mogućim homogenim mrežama 
hiperbolične ravnine, možemo na taj način isključiti — kao 
nemoguće za homogenu mrežu neke plohe P ' (p) — sve one 
cikluse, za koje relacije (20)—(23) ne daju cjelobrojne vrijed­
nosti za brojeve elemenata mreže. Ciklusi mogućih homogenih 
mreža bit će tada sadržani među onim ciklusima, za koje te 
relacije daju cjelobrojne vrijednosti. Štaviše, čini se, da bi 
mogućnost egzistencije neke homogene mreže plohe P ' (p) mogla 
biti određena ovim uvjetoim: 

8 Hl §§ 8, 9. 
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S t a v a k 3. Ako za neki ciklus С postoji homogena mreža 
hiperbolične ravnine, a osim toga za taj ciklus С i neki dani 
prirodni broj p ^ 2 relacije (20)—(23) daju veličinama al)t alt 

a2 i qn cjelobrojne vrijednosti, onda za taj ciklus С postoji i 
homogena mreža plohe P ' (p). 

Ova] je stavak h potetičke prirode, jer d e a d još nisam 
паьао dokaz- za tu Widmu ah rm se ona с гч vi э vjerojatna, 
jer u \e1 ikom biOjU 1 i elmh slučajeva za с kl u-г, koji zado­
voljavaju grinji uv t n „ bi о tesk( kon d u i a j mrežu R [C] 
plohe P' (p) Tako 0 w pi u najiedn^stavn •* m r1učaju, t j . 
u slučaju p = 2, ?= 1 ГОЈЗЈС^ riacitau rrnežn R[C] plohe 
P (2), za svak, p t ~dm dv d ^ e t i p 1 "ute eva (vdi § 6.) 
ciklusa, koji ^punja A U U>/ rte stavka « г u ^'ožemjim stu-
čajtv ma gdje <-e n ссп' iakc lako uo \ c t i uk tu ra mreže, 
čini m ce, da <e ne n v v л uv djeti ni z r i nemogućnost 

Prema tome važno je razabrati, u kojim ce slučajevima 
relacije (20)—(23) dati za brojeve «„, au «2 i qn cjelobrojne 
vrijednosti. Možemo odmah primijetiti, da je ovdje dovoljno 
ispitati samo relacije (20) i (23), jer ako su svi q cijieli brojevi, 
onda zbog (12) te isto vrijedi i za «2, a ako su a0 i a2 cijeli 
brojevi, onda je zbog (16) i a, cio broj. 

Ako je sada dan neki ciklus C, bit će time brojevi r, n- i 
fcj određeni. Neka je onda 

pt \2 щ) ъ 
gdje su a i b dva prirodna relativno prosta broja, onda će prema 
(20) i (23) biti a() i qn (a time i аг, a2) cijeli brojevi samo- onda, 
ako; za broji p > 1 vrijedi (r -f- l)-na kongruiencijia. 

2 (p — i ) = o, (moda), 
2bkt ( p—1) = 0, (modan). (i = 1, 2, . . . , r). 

Odatle neposredno razabiramo, da će se u svakom -slučaju 
moći odrediti broj p > 1 tako, da te konigruencije budu zado­
voljene, t. j . ako (pretpostavimo, 'da stavak 3. doista vrijedi, 
tada imožemo reći: 

S t a v a k 4. Za svaki ciklus, koji pripada nekoj mogućoj 
homogenoj mreži hiperbolične ravnine, može se odrediti rod p 
plohe P ' (p) za koju mreža R [C] postoji. 
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Pokazat ćemo nadalje, da vrijedi омај stavak: 

S t a v a k 5. Ako je pt najmanji od brojeva većih od jedi­
nice, koji zadovoljavaju kongruencije (27), onda je 

Pv= v Pi — v +' 1 (28) 
(v = l , 2, 3 . . .) 

opće rješenje sistema (27). 
Da je (28) doista rješenje sistema (27), odmah se razabira. 

Da ne može biti rješenja, koje nije u (28) sadržano, možemo 
se ovako uvjeriti: Ponajprije j|e sigurno, ako su p' i p " dva 
rješenja sistema (27), gdje je 1 < p ' <C p", onda je uvijek i 

p = p"— p ' + l (29) 

jedno rješenje toga sistema. Uzmimo zatim, da postoji jedno 
rješenje p, koje nije u (28) sadržano, tada ono mora ležati 
između dva susjedna rješenja iz (28), t. j . mora biti za neki 
određeni broj vn 

voPi — v0 + 1 < p < (v0 + 1) px — vo 
i l i 

1 < p — v o p i + vo < P i - (30) 

Budući da su po pretpostavci brojevi vu p t —• vQ - j - 1 i p 
dva rješenja sistema (27), to je prema (29) i broj p — VoPi ~b vo 
rješenje tog sistema, a p rema (30) hi on bio manji od najmanjeg 
rješenja p b a to je dakako nemoguiće, pa je time tvrdnja stavka 
dokazana. 

No sada možemo, još više pokazati, jer vrijedi idući stavak: 

S t a v a k 6. Ako je p = p1 najmanji, broj, za koji postoji 
uz neki određeni ciklus С mreža R [C] plohe P ' (p), tada postoje 
za isti taj ciklus homogene mreže svih onih plaha P ' (p„), gdje 
je pv = vp1 — v -f- 1 (v— 1, 2, 3 , . . .), dok za taj ciklus С ne 
postoje homogene mreže preostalih ploha P' (p). 

Da za taj ciklus ne .-mogu postojati homogene mreže pre­
ostalih ploha P ' (p), izlazi iz stavka 5., a da te mreže ploha 
P ' (pr) doista pastojie, dokazat ćemo ovako: 

Uzmimo da postoji mreža R [C] plohe P ' (p,), pa neka je 
P ' (р'џ)- jedna ^-struka nerazgranata ploha pokrivanja plohe 
P' (pj). Budući da je svaka, točka plohe P ' (px) v-struko presl i­
kana n a plohu P ' (p'u), t im će preslikavan jern bit i prenesena 
na plohu P ' (p'v) i mreža R [C]. 
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Ako su sada a0>
 a i i a2> odnosna a0', a / , a2' brojevi poje­

dinih elemenata mreža R [C] plohe P (p3), odnoisno plohe Р\р[), 
onda zbog (16) mora. biti 

2 (1 —p'v) = a0— ctj+ a'2= va0—vax+ v a 2 = v • 2 (1 —p { ) , 
t. j . 

Pv-V (Pi 1) + 1 =Pv> 

ра je tako stavak dokazan. 
Iz tog stavka možemo odmah zaključiti: Ako je za neki 

ciklus С na pr. Pj jednako 2, t. j . ako je mreža R [C] moguća 
na plohi P (2), oinda je uvijek moguća i na svim ostalim plo­
hama • P' (p), a ako je za neki ciklus С na pr. p 1 jednako 12, 
mreže R [C], bit će moguće samo na plohama P ' (p), gdje je 
p = 1 2 , 23, 3 4 , . . . , i t. d., 

Kako se u slučaju v > 1 može ploha P {pv) realizirati kao 
v-struika plaha pokrivanja plohe P (Pi) na .v iše različitih načina 
i to tako, da dvije homeoimorfnie plohe P (pv), kao plohe pokri­
vanja, budu (različite, t. j . da se he daju jedna na drugu topo-
lošTki tako« preslikati, da bilo koje dvije pr idružene točke »po­
krivaju« jednu istu točku osnovne plohe P (рД imogu po dvije 
mreže R [C] jedne iste plohe P' (p) bit i anilzoirnorfne. Prema 
tome postoji i općenito mogućnost, da dvije mreže R [C] neke 
plohe P' (p) ne budlu izoanorfeie, makar uz isti ciklus С moraju 
imati isti broj pojedinih elemenata. 

Slično kao i kod torusa postoji i kod ploha P ' (p) neizmjer­
no mnogo klasa takvih topološikih preslikavanja plohe P ' (p) 
na samu. sebe, koja ne ;mogu prijeći dodavanjeni neke obične 
deformacije plohe P ' (p) jedna u. druge. Zato će i kod homo­
genih mreža ploha P ' (p) postojati svakoj) takvoj mreži neizmjer­
no mnogo njdh, koje su s njom izoimorfne, ali nisu hoimotopne. 

6. Neki slučajevi homogenih mreža ploha P' (p) 

Proimotrit ćemo sada neke slučajeve homogenih mreža 
ploha P' (p). Poći ćemo pritoim" od najjednostavnijeg slučaja, 
kad je r = l , t. ј ; . kad su svi poligoni homogene mreže isto­
vrsni. Izostavimo li u tom slučaju brojevima kt i пг indekse, 
tada mjesto jednadžbi (20), (21) i (22) dobivamo1 ove jednostav­
nije relacije. 
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_ 4 n (p — 1) 
а ° - \ ь Г = ^ ¥ = ^ ' (31) 

2 kn (p —1) ' „ 
a i = " f c ^ = 2 f c = - 2 n ' ( 3 2 ) 

_ 4k (p —1) 
а8~1£п^2"к=21Г' {33) 

koje u slučaju p = 0 prelaze u poznate relacije za pravilne 
poliedre9. 

Kako među šest veličina au, a1; a2, k, n, p postoje tri ne ­
zavisne relacije, može se svaka od tih veličina izraziti s bilo 
koje tri odabrane od preostalih. Od svih tako mogućih relacija 
uzmimo ove dvije: 

2 kao 
(k —2) eto — 4 (p —1) (34) 

k ( n - 2 ) « 2 - 4 ( p - l ) ' ( 3 b ) 

koje izlaze iz (31), odnosno (33). Uz pomoć tih relacija možemo 
"naime odrediti ograde za moguće vrijednosti brojeva к i n, i 
to 'ovako: 

Ponajprije iz (34) zbog relacija (3) i (1)а izlazi 

• k£6 ( 2 p — 1 ) . (36) 

A zatim, budući da je sada s — k, na sličan način iz (35) zbog 
relacija (2) i (1)3 izlazi 

n < : 6 (2p—-1) . (37) 

Uzmimo sada najprije slučaj p = 2. Tada je prema (2) i 
(36) odnosno, p rema (3) i (37) 

3 < k < C 1 8 , ( 3 8 ) 

3 < ; u < : i 8 . 
Treba dakle potražiti sve one cijele brojeve к i n iz inter­

vala (38), koji daju prema relacijama (31), (32) i (33) pr irodne 
vrijednosti za brojeve pojedinih elemenata mreže. Na taj, način 
dobivamo u svemu 25 dioifantskih rješenja tih relacija, sadržaj­
nih u tablici (39). 

9 Vidi na pr.: H. S. M. Coxeter [4], str. 13. i 14. * 
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p 71 к « 0 « i a.. 

I 

2 

3 

7 12 42 28 si. 3. 

I I 

2 

3 

8 6 24 16 

I I I 

2 

3 
9 4 18 12 si. 4. 

I V 

2 

3 
10 3 15 10 

V 

2 

3 

12 2 12 8 

V I 

2 

3 

18 1 9 6 

V I I 

2 

4 

5 8 20 10 

VIII 

2 

4 
6 4 12 6 

I X 

2 

4 
8 8 8 4 

X 

2 

4 

12 1 6 3 

X I 

2 

5 

10 20 8 si. 6. 

X I I 

2 

5 5 4 10 4 

XIII 2 

5 

10 1 5 2 

X I V 

2 

6 
4 6 12 4 

X V 

2 

6 
6 2 6 2 si. 7. 

X V I 

2 

7 3 28 42 12 si. 5. 

XVII 

2 

8 

3 16 24 6 

XVIII 

2 

8 4 4 8 . 2 

X I X 

2 

8 

8 1 4 1 

X X 

2 

9 3 12 18 4 

X X I 

2 

10 
3 10 15 3 

1 XXII 

XXIII 

2 

10 
5 2 5 

3 

1 XXII 

XXIII 

2 

12 
3 8 12 2 

XXIV 

2 

12 
4 3 6 1 

X X V 

2 

18 3 ( 6 9 1 J a l . 8 . J 
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Pripadni ciklusi mreže za sva ta rješenja jesu prve vrste 
i to simetrični tipa M. Prema tome za te cilkdiuse postoje homo­
gene mreže hiperbolične ravnine. No za svako pojedino od tih 
rješenja mije taško pokazati da se množe konstruirati i piripadma 

£ scu Ч 

r G ^ И 
si. з. 

mreža R [C] plohe P (2). Prema tome postoji 25 homogenih, 
mreža plohe P (2) s istovrsnim poiligoinima. 

Iz tablice (39) odmah razabiramo, da je imeđu tim mrežama 
jedanaest parova među sobom recipročnih, tako na pr. mreže 
I i XVI; II i XVII i t. d., dok su mreže XII, XV i XIX same 
sebi recipročne. • ,• , : . . -
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U si. 3.—8. dani su crteži nekoliko karakterističnih sluča­
jeva tih mreža, i to: si. 3. predočuje mrežu R [3, 3, 3, 3, 3, 3, 3], 
a si. 5. mrežu R [7, 7, 7], obje razrezane sa četiri zatvorena 
prereza duž stranica mreže u jedno jednostavno-suvislo po­

dručje; si. 4. predočuje mrežu R [3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3] u 
»kanonskom razrezu« plohe P (2), gdje sve crte prereza 
prolaze jednim čvoirištem mreže, aili ne idu duž stranica mreže; 
napokon slike 6., 7. i 8. prikazuju redom mreže R [5, 5, 5, 5], 
R [6, 6, 6, 6, 6, 6] i R [18, 18, 18]. 
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Kako smo ovdje ispitali mogućnost homogenih mreža plohe 
P (2) uz r = l , tako bismo mogli postupati posve analogno za 
bilo koji drugi slučaj plohe P' (p), gdje je p > 2. No mi ćemo 

SI. 5. 

ovdje promotri t i samo nekoliko primjera takvih mreža. Ponaj­
prije je jasno iz prošlog razmatranja, da su za svih dvadeset i 
pet slučajeva ciklusa prema rješenjima iz tablice (39), za koje 
su moguće homogene mreže plohe P (2), takve mreže moguće 
i u svakom slučaju gdje je p > 2. Uzmimo kao primjer slučaj 
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Si. e. 

si т. 
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VIII. tablice (39), t. j . ciklus С = [4, 4, 4, 4, 4, 4]. Tada je prema 
(31) i (33) et0 = 4 ( p — 1 ) ; a2 = 6 (p — 1), dakle postoji moguć­
nost te mreže za svako p ^ 2. U slici 9. predočena je mreža 
R [4, 4, 4, 4, 4, 4] plohe P (7). 

No ne mora i obrnuto svaka mreža bilo koje plohe P ' (p) 
biti moguća i na plohi P (2). Evo tri takva primjera: uzmimo 
najprije ciklus C= [ 5 ,5 ,5 ,5 ,5 ,5 ] . Za taj je ciklus prema (31) 

5 
i (33) a0 = -~(p — 1), a0 = 3 (p — 1), ра je prema toime P (3) 

SI. 8. 

ploha najnižeg roda, za koju postoji mogućnost homogene mreže 
s tim ciklusom. Ta je mreža predočena na si. 10. Kao drugi 
primjer uzmimo ciklus С = [6, 6, 6, 6, 6]. Sada je a0 = 3 ( p — 1), 

5 
a2 — тг (P— 1)' Р а I е - ^а m r e ž a moguća na plohi P (3) i u 
si. 11. je ona prikazana. Te su dvije posljednje mreže među 
sobom recipročne. Promotrimo: napokon ciklus С — [4, 4, 4, 4, 

8 14 4, 4, 4]. Sada je a0 = — (p — 1), a2 = -—('p — 1), ра p rema tome 3 о 
za taj ciklus postoji mogućnost homogene mreže istom na plohi 
P (4). Ta je mreža predočena u si. 12. 

Prijeđimo sada na slučajeve г > 1 . Promotrit ćemo ovdje 
četiri jednostavna primjera takvih mreža. Uzmimo* najprije 
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SL 9. 

ciklus С =[4 , 4, 4, 5]. Pokazalo se, da za taj ciklus druge vrste 
postoji barem jedna homogena mreža hiperbolične ravnine10. 
Budući da je u tom slučaju prema (20) i (23) 

' a0 = 40 (p — 1), 
q4 = 30(p —1), q5 = 8(p—1), 

10 [1], str. 99. 
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si. to. 

postoji za taj ciklus mogućnost homogene mreže ploha P' (p) 
za svako p. Na slici 13. nalazi se crtež mreže R [4, 4, 4, 5] plohe 
P (2). 

Za ciklus druge vrste tipa С ^ [3, 3, n, 3, n] postoji za svako 
n 2ä 5 jedna homogena mreža hiperbolične raivnine. U tom 
slučaju relacije (20) i (23) daju 

4 n ( p —1) 
n — 4 

_ 4 n ( p —1) 8(p — 1 ) 
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SI. 11. 

Odatle razabiremo, da na pr. za n = 6 postoji mogućnost homo­
gene mreže bilo koje plohe P ' (p). Crtež na si. 14. prikazuje 
mrežu R [3, 3, 6, 3, 6] plohe P (2). 

Za ciklus prve vrste С — [5, 6, 5, 6] ima jedna homogena 
mreža hiperbolične ravnine. Budući da. je sada 

15 5 
«o = - j j - (p — 1), q» = 3 (p — 1), q6 = у (p — 1), 

postoji za taj ciklus mogućnost homogenih mreža na plohama 
roda p = 8, 5, 7 , . . . . Takva je mreža za slučaj p = 3 prikazana 
na si. 15. , 
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SI. 12. 

Kao posljednji primjer uzmimo ciklus prve vrste С = 
— [4 ,5 ,4 ,6] . Za njega postoji jedna homogena mreža hiperbo­
lične ravnine. Sada je 

15 
(х,, = 15 (p — 1), q4 = - g - ( P — 1), q5 = 3(p —1) , 

<_e = у (p — D-

I za taj ciklus postoji dakle mogućnost hamogenih mreža za 
plohe roda p = 3, 5, 7, . . . . Primjer takve mreže za p = 3 na­
lazi se na si. 16. 
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SI. 13. 

SI. 14. 
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7. Broj mogućih homogenih mreža ploha P' (p) 

Za homogene mreže kugline plohe (p = 0) u slučaju r = 1 
daju relacije (31), (32) i (33) samo 5 diofantskih-rješenja, pa 
zato i ima samo 5 regularnih, Platonovih tjelesa. No u slučaju 
p = 0, r > 1 nalaze se među cjelobrojnim rješenjima jednadžbi 
(20), (21) i (22) i ova: 

fel " i h "2 a0 
a\ a2 

I 2 4 l п 2n Зп n + 2 

II 3 3 i п 2n 4n 2nd-2 

koja odgovaraju mrežama n-terostrane jprizme i antiprizme, 
dakle i ta dva tijela pripadaju u Arhirnedova polupravilna 
tjelesa. Za n možemo, ovdje uzeti bilo koji prirodni broj veći 
od 2. Prema tome ima neizmjerno mnogo homogenih mreža 
kugline plohe. 

Vidjeli smo, da postoji doduše samo konačan broj ciklusa, 
za koje su homogene mreže torusa moguće. No za jedan isti 
ciklus ima neizmjerno mnogo homogenih mreža, koje nisu među 
sobom izomorfne, a i po broju elemenata se razlikuju. 

Kako broj ciklusa, za koje su moguće homogene mreže 
hiperbolične ravnine, nije ograničen, moglo bi se možda pomi­
sliti, da će biti neizmjerno mnogo i homogenih mreža neke 
plohe P' (p). Ali nije tako. Pokazat ćemo naime, da vrijedi: 

S t a v a k 7. Za neku određenu plohu P' (p) ne može posto­
jati više nego konačni broj (koji uostalom ovisi о р) homogenih 
mreža, koje nisu među sobom izomorfne. 

Za dokaz ovog stavka trebat će nam ovaj gotovo evidentni 
pomoćni stavak. 

S t a v a k 8. Bilo koje rješenje p, r, кГ, nv a0, щ, а2, q„. 
(i = 1, 2, . . . , r) relacija (20) — (23) odgovara najviše konačnom 
broju mogućih homogenih mreža plohe P (p), koje nisu medu 
sobom izomorfne. 

Dokaz te tvrdnje izlazi odmah iz činjenice, da u konačnom 
«skupu od a0 + ax + a2 elemenata može postojati najviše kona­
čan broj međusobno različitih mogućnosti relacija incidencije 
među elementima različitih vrsta. 

Preostaje samo. još da se dokaže: 
S t a v a k 9. Ako je dan bilo koji broj p ^ 2, tada uz uvjet, 

da vrijede nejednadžbe (1) — (5), postoji najviše konačan broj 
diofantskih rješenja relacija (20), (21), (22) i (23). 
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Stavak 7. je tada neposredna posljedica stavaka 8. i 9. 
Dokazaf ćemo sada dakle stavak 9. 

Ako je r = 1, onda su uz dano p brojevi kin prema rela­
cijama (36) i (37) ograđeni, dakle može postojati samo- konačni 
broj, parova k,n, koji dolaze.u obzir, a kako su sa Je, n i p 

SI. 15. 

brojevi a„, a, i a.-, već određeni, ispravnost tvrdnje stavka je 
u tom slučaju očita. No pokazat ćemo, da isto vrijedi i bez 
obzira na to, koliko različitih brojeva nк ciklus mreže sadržava, 
dakle za svaku vrijednost broja r. • 

Pokazat ćemo najprije, da je za neku danu vrijednost od 
p broj s, t. j . broj svih članova ciklusa ograđen: 
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Budući da je zbog relacije (25) u desnoj strani jednadžbe 
(20) nazivnik poizitivan, možemo iz nje na osnovi relacija (l)i 
i (3) zaključiti, da je uvijek 

t 
2 k X 6 ( 2 p - l ) , 

SI. 16. 

pa je onda zbog (2) 
3 ^ J ^ 6 ( 2 p - l ) , (40) 

. Prema tome i u općem slučaju ciklus homogene mreže, 
п а р т , plohe P (2) ne može sadržavati više od 18 članova. 
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Zbog (40) su i brojevi kt ograđeni, dakle prema (4) mora 
biti 

l_^fc i<fc (2p — X) (41) 
(i = L 2, .... r). 

No uvjerit ćemo se, da za svako p i skup mogućih brojeva 
nj mora biti ograđen. 

Zato ćemo najprije pokazati, da u ciklusu С = [n. , n. , ni , 
..., щ ] ne mogu biti dva broja n. (v=l,2,. .. , s) (ili čak i 
više njih) relativno vrlo velika; tako nije moguće da za njih 
vrijedi na pr. 

n;> 1 2 ( 1 2 p 2 - 1 8 p + 7). (42) 

Pretpostavka, da u ciklusu С postoje barem dva broja n; , za 
koje vrijedi relacija (42),. dovodi naime do kontradikcije: 

Iz (15) mora Zbog (42), (5) i (40) izlaziti 

. 2 (12 p2 — 18 p + 7) 
a o > 2 p - l ' 

dok bi naprotiv iz (20) zbog (2), (42) i (3) sigurno izlazilo 

2 (p — 1) 
ao < 1 1 

2Ч 
t. j . 

12 (12p 2 — 1 8 p + 7 ) j + 1 ' \2 з ј 1 

. 2 ( 1 2 . p 2 — 1 8 p + 7) 
a o < 2 ~ p - = l 

Prema tome je učinjena pretpostavka nemoguća. 
Preostajala bi još eventualna mogućnost, da za jedan jedini 

od brojeva ni ( ^ = 1 , 2 , . . . , s) nema igornje ograde, t. j . da 
uz svaki, po volji veliki, zadani b ro j n0 postoji uz dani broji p 
rješenje sistema (20) — (23), kod kojega je jedan od brojeva 
щ veći od n0. 

Označimo sada brojeve ni tako, da je onaj jedini od njih 
— za koji još ne znamo, da li j e ograđen ili nije — označen sa 
nr (P a J e prema tome kr = 1 ) , dok će preostali — ograđeni 
— brojevi biti označeni sa nlt n2,.. . , nr_1. 
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Prema (20) je tada 

a0 = 
2 (p—1) 

2 
i = i 

2 (p —1) _ 2 (p — 1) 
1 _ 1 A _ i _ 

(43) 

2 nr 

gdje je kraće označeno 

2Чт-^)-т-л- (44) 

Uz uvjete (2) i (3) uvijek je A > 0 s jedinim izuzetkoim od 6 
diofantskih rješenja relacije A <, 0. No vrijednosti od A, koje 
nisu pozitivne, n e dolaze u obzir za rješenja relacije (43), jer 
bi tada bilo aa <C 0. 

Budući da brojevi kt moraju biti iz intervala (41) i mora 
pri tom vrijediti i relacija (40), dok nizovi brojeva nt, n.,, . . , , 
пт_1 (1 < r <̂  s) mogu biti samo neke od kombinacija (bez 
ponavljanja) (r—l)-vog razreda od brojeva: 3, 4, 5 , . . ., 12(12p2— 
— 18 p + 7), jasno je, da izraz A prema (44) može poprimiti 
samo konačni broj vrijednosti Alt A2, А-л, .. . , Av. Neka je sa 
Am označena najmanja pozitivna od tih vrijednosti. 

Pretpostavka, da broj nr za bilo koju vrijednost od p nije 
ograničen, dovodila bi sada do kontradikcije. 

Uzmimo naime, da broj пт nije ograničen, nego da postoji 
za bilo koju vrijednost od p beskomacni niz rješenja relacije. 
(20), t. j . beskonačni niz skupova brojeva 

(ć, r'; ki, ki, ..., k'rx , , кгх, n':, ni, .... nli ,, n'%, 

gdje je >?. = 1, 2, 3, . . . gornji indeks, pa neka je 
lim nl

Tx = oo , 

dok je kl
Tx = 1 , (45) 

tada bi bilo moguće odabrati broj Л0 tako, da je vrijednost od. 
n\ po volji velika, na pr. da je 
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No to je nemoguće, jer bi prema (14) zibog (5) i (40) bilo 

pa onda radi (46) izlazi 

a o ^ n j j . . 

dok bi opet prema (43) i (46) bilo 

dakle 

« o < 
2 p - l 

Am ' 

a time je nemogućnost učinjene pretpostavke očita. 
Prema tome je doista skup svih mogućih brojeva ni za 

svaku vrijednost od p ograđen. 
Budući da je dakle zbog 1 <^ r <̂  s i zbog (40) broj r 

ograđen, a pokazalo se, da su i moguće vrijednosti brojeva 
nj, n2,. . . , n ograđene, može postojati samo 

konačni broj kombinacija tih brojeva, pa je zato ujedno i broj 
mogućih rješenja sistema jednadžbi (20) do (23) sigurno kona­
čan. Tako je i stavak 9. dokazan. 
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