Dr. Stanko BILINSKI

HOMOGENE MREZE
ZATVORENIH ORIJENTABILNIH PLOHA

1. Uved

U jednom drugom &lanku! bio je razmatran problem homo-
genih mreZa ravnine s opéeg topologkog stajaliSta, a i s metri¢-
kog stajali$ta u ravninama triju geometrija. Prirodno se namece
zamisao, da se analogni problem postavi i za ostale topoloske
tipove picha. U ovom ¢e se dakle danku taj problem prosiriti
samo na zatvorene orijentabilne plohe. No i problem homogenih
mreza zatvorenih neorijentabilnih ploha mogao bi se na sli¢an
naéin postaviti i rjeSavati.

Plohe, kojih ¢éemo mreze ovdje promatrati, neka su- topo-
logki regularne, dakle bez topoloskih singulariteta, t. j. neka
za svaku todtku plohe postoji okoli§ homeomorfan krugu. Ako
je takva ploha zatvorena orijentabilna ploha roda p, mi ¢emo
je u daljem razmatranju simbolidki oznaciti sa P (p).

Problem homogenih mreza ploha P (p) u njegovu najjed-
nostavnijem obliku — koji bi cdgovarao sluaju pravilnih
homogenih mreZa ravnine, gdje se pored topoloSke pravilnosti
trazila i odredena metritka pravilnost — moZe se postaviti
samo u poznatom sludaju kugline plohe, no kako je kuglina
ploha homeomorfna ravnini sferne geometrije, bio je taj studaj
homogenih mreza veé¢ promatran u [1].

Ne moze se ovdje zahtijevati metritka pravilnost v smislu
pravilnih homogenih mreZa za plohe P (p) u sluéajevima p = 1,
jer te plohe u trodimenzionalnom euklidskom prostoru moraju
biti nejednoliko zakrivljene, Ovdje ¢emo dakle razmatrati pro-
blem homogenih mreZa ploha P (p) samo s topoloskog stajalista.
Pritom éemo se sluziti simbolitkom oznakom i nekim osnovnim
pojmovima onako, kako su oni definirani u [1]. No kako su
tamo definicije bile prilagodene bas problemu homogenih mreZa
ravnine, trebat ¢e da ih sada djelomice izmijenimo i malo

1 S. Bilinski [1]. (Brojevi u uglatim zagradama odnose se na lite-
raturu, koja se nalazi na kraju ¢&lanka.)
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opéenitije postavimo. Da zbog slozene suvislosti promatranih
ploha ne bi neki zanimljivi sluéajevi unaprijed iz razmatranja
bili iskljuteni, i samu ¢emo definiciju mreZe? sada malo pre-
ina¢iti, Ne ¢emo maime isklju¢iti mogucénost viSestruke inci-
dencije jedne stranice i jednog poligona ni mogucnost dvo-
struke incidencije jedne stranice i jednog ¢vorista ili dvostruke
incidencije jedne stranice i jednog poligona. Zato éemo pojam
. mreze sada ovako definirati:
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Skup S, koji nije prazan, a sastavljen je od tri vrste
elemenata, koje ¢temo zvati »&vorista, stranice«, odnosno
»poligoni«, €ini »mreZu«, ako ima ova svojstva:

1) Za svaka dva elements razli¢itih vrsta odredeno je,
koliko. su puta medu sobom incidentni ili nisu incidentni.

2) Ako medu frims elementima razli¢itih vrsta postoje
incidencije, onda uz svaku incidenciju stranice sa ¢voristem
i stramice s poligonom postoji uvijek i incidencija ¢vorista
s poligonom,

3) Uz svaku incidenciju jednog éveridta s jednim poli-
gonom postoje toéno dvije stranice, koje su s tim ¢évoristem
i s tim poligonom incidentne, ali tako, da uz dvije razlicite
incidencije évoriSta s poligonom postoje dva razlic¢ita para
s njima incidentnih stranica, t. j. takva dva para, koji se
barem u jednoj stranici razlikuju. Reé¢i éemo, da spomenuti

 par stranica ¢ini »kut« i da taj kut pripada tom Gvoristu

i tom poligonu. Dva kuta, koja pripadaju istom &vori$tu ili
istom poligonu, a imaju jednu stranicu zajednit¢ku, zvat
¢emo »susjednimax.

4%) Svska je stranica incidentna s dva razna ¢vorista.
i je dvaput incidentna s jednim istim c¢veriStem. Dva
&voriSta incidentna s istom  stranicom zvat ¢emo »susjed-
nimac,

4b) Svaka je stranica incidentna s dva razna poligona,
ili je dvaput incidentna s jédnim istim poligonom. Dva po-
ligona incidentna s istom stranicom zvat éemo »susjednimax.

5% Swvako je évoriste incidentno barem s jednom stra-
nicom.

5b) Svaki je poligon incidentan barem s jednom stra-
nicom.

6) K svakom se paru istovrsnih elemenata skupa S
dade odrediti konatan slijed susjednih elemenata toga
skupa, kojemu je prvi i posljednji &lan par zadanih ele-
menata.

2 {11 Definicija 10.



7%) Susgjedni ‘kutovi, koji pripadaju jednom istom &vo-
ristu, ¢ine ciklus.

) Susjedni kutovi, koji pripadaju jednom istom poli-
gonu, Cine ciklus.

Osim toga trebat ¢e nam jo§ ove definicije, oznake i cbja-
Snjenja:

Cvoriste, kojemu pripada s kutova, zvat ¢emo »s-tero-
. strukim ¢voriSteme,
Poligon, kojemu pripada n kutova, zvat ¢emo »n-tero-
kutom«.

Neka je A s-terostruko &voridte neke mreZe, a medu kuto-
vima, koji mu pripadaju, neka je k, kutova n,-terokuta, k,
kutova n,-terokuta, k, kutova ny-terokuta,..., k, kutova n,.-
terokuta, onda je

~

~
s = k..
1

i

It
-

Oznatimo 1i svaki kut ¢évoriSta A sa n, t. j. s brojem kutova
onog poligona, kojemu taj kut pripada, onda ¢e sa C=[n,, n
n

in?
La e nis] biti oznaten ciklus kutova, koji pripadaju &vo-
ristu A.
Ako su kod neke mreze ciklusi kutova za sva ¢vorista
medu sobom jednaki, onda éemo je zvati »R-mreZomc, a
ciklus C, zajednicki za sva &vorista, zvat éemo ciklusom
te mreze, koju ¢emo simbolitki oznaciti sa

R [ni], My Mys veer Ny
ili kra¢e R [C].
Neka je a s-terokut neke mreze, a medu kutovima, koji mu

pripadaju neka je k, kutova n,-strukog évorista, k, kutova
ny-strukog évorista, . . ., k_kutova n _-strukog ¢vorista, onda je

T
<

s = 2 k;.
i=1

Ozna¢imo li svaki kut poligona o sa n;, t. j. s brojem kutova
onog &vorista, kojemu’taj kut pripada, onda ée sa C=[n,, n,,
N, o nis] biti oznaten ciklus kutova, koji pripadaju poli-
gonu a.
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Ako su kod neke mreze ciklusi kutova za sve poligone
medu sobom jednaki, zvat éemo je »Q@-mirezomg, a ciklus

C, zajednitki za sve poligone, zvat ¢emo ciklusom te mreze,

koju éemo: simbolitki oznatiti s Q [n,, n,, My e nis]

krace @ [C].

R-mreZe i Q-mreze zvat ¢emo zajednitkim imenom

»homogene mreze«.

Buduéi da su @-mreze neca‘{pnrowén»e R-mrezama, virijedit ée
za njih isti zakljudei s obzirom na moguénost egzistencije poje-
dine mreze i dualni s obzirom na broj pojedinih elemenata
mreze, pa je dovoljno, da dalje razmatramo samo jedne od
njih. Mi ¢emo se dakle ograni¢iti samo na prouc¢avanje R-mreza.

Iz goinjih ¢emo definicija sada izvesti neke posve jedno-
stavne zakljucke.

Ima li mreza konatni broj elemenata, oznacit ¢emo sa «,,
a, i a, broj ¢voriSta, stranica odnosno poligona. Buduéi da po
definiciji mreze skup S njezinih elemenata nije prazan, mora
vrijediti barem jedna od ove tri relacije

a1 a>1; a>1. 1) 1,23

No vrijedi li jedna, i to bilo koja od njih, iz 4v), 4%), 5% i
5%) izlazi odmah, da i preostale dvije moraju virijediti.

Nadalje, ako je s broj kutova, koji pripadajw jednom ¢&vo-
ristu, mora uvijek biti-

s> 3. 2

Izlazi to iz 72) i LZ ¢injenice, da svaki ciklus sadrzava barem
tri elementa3.

Ako je n broj kutova n-terokuta, na isti nacin iz 7b) zaklju-
¢ujemo, da mora - uvijek biti

n>3. 3)

Ako nekom ¢&voriStu homogene mreZe pripada k; kutova
n,-terokuta, pa se u ciklusu homogene mreZe neki odredeni broj
n; doista nalazi, onda ponajprije za pripadni broj k, mora vri-
j‘edit‘l:

k21 (€]

3 [1] Stavak 1.
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a zatim, kako svakom &voritu te homogene mreze pripada
barem jedan kut n,-terokuta, mora medu svim poligonima
mreZe biti sadrZan barem jedan n,-terokut, t. j. mora biti

q, 21, ®)
gdje je g, broj svih ni;teroku‘ta te homogene mreze.

Pojam mreze, koji je dan u gornjim definicijama, sada
¢temo geometrijski konkretizirati:

Pod »mrezom plohe P (p)« razumijevat ¢emo naime
takvu njezinu razdiobu u poligone (koji cijelu plohu pot-
puno i jednostruko pokrivaju), koja zadovoljava uvjetima
1)—7% gornie definicije. Pritom ¢éemo pod »poligonom«
razumijevati topologku siiku kruga, gdie je ma periferiji
istaknuto nekoliko togaka, »&voriSta«, a »stranica« meka je
Jordanov luk omeden ¢voriStima, koji luk neka je ujedno
zajednitka granica poligonid. Relaciju incidencije razumi-

jevat éemo u njezinu obitnom geometrijskom smisliu. Reéi
cemo, da e takva mreza p lohe P (p) »homogenax, ako ispu-
‘ebe gornjih definicija R-mreZze ili @-mreZze.

ivania homogen’h mreza ravnine u sfernoj, para-
wbo iénoj geometriji pokazalo se, da se za mo-
snci‘e tih mreza moraju zadovoliiti dvije vrste
od thh uvjeta — u raznim geometrijama razli¢iti
ica metridkih svojstava pojedinih od tri ravnine.
¢ kombinatoritko- Lo@ouoske prirode i za sve geo-
Gba ta uvieta tne tek zajedno‘ sistem dovoljnih
ciiu homogenih mreZa ravnine.

Pitenje egzistencije homogenih mreza ploha P (p) sadrzava
hitno novi momenat Ovai wdrugl t. J topwokors‘kl uwvjet egzlsten—

. Putom J:e bl‘ma )p»ret‘pOustavka,

i mreZe‘ ravnine u svakom mo-

izgradeni d'o mreze obuhvaca jedno jedno-

o podrucge ravn ne, Pokazalo se, da se kod takve
ol n j

Z I
‘fikaciia, kako po;edlmh ememenata mreze,
jih niez nih komp eksa, odvija na osnovi sheme
Kako s2 kod postepene izgradnje mreZe neke
u sufaju p > 0 — zbog sloZene suvislosti te plohe

4 [1] § 1. definicija 8. i 9.7 §§ 7. 1 &



— ta- bitna pretpostavka ne moze ispuniti, dolazit ¢e kod te
postepene izgradnje mreze do identifikacije i nekih drugih ele-
menata mreze, & ne samo prema shemi slozenih ciklusa. Zbog
toga uvjeti egzistencije mreze, koji su za ravninu bili dovoljni,
bit ¢e ovdje samo nuZni. Zato ¢e trebati jo§ s jednog drugog
stajaliSta istraziti mogucénost egzistencije homogenih mreza
ploha P (p). Pokazat ¢e se, da se pritom sluéajevi p==0, p==1
i p = 2 medu sobom bitno razlikuju?.

2. Homogene mreZe torusa*)

Poznati slutaj homogenih mreza plohe P (0), koje su izo-
morfne Arhimedovim polupravilnim poliedrima, ovdje ne ¢emc
viSe razmatrati, nego ¢emo obratiti paznju samo slutajevima
p = 1. Razmotrimo dakle najprije slutaj p=1, t. j. slucaj
torusa.

Univerzalna ploha pokrivanja (»Covering suface«, »Uber-
lagerungsfliche«) plohe P (1) homeomorfna je paraboli¢noj rav-
nini. Odatle izlazi neposredno, da ée svakoj mreZi R [C] plohe
P (1) odgovarati jedna mreZa R [C] parabolitne ravnine, no
prebrz bi bio zakljucak, da vrijedi i obrnuto, t. j. da svakoj
mrezi R [C] paraboli¢ne ravnine odgovara jedna mreza R [C]
plohe P (1). Iz gornjeg naime jo§ ne bi moralo izlaziti, da je
egzistencija mreze R [C] parabolitne ravnine dovoljna za egzi-
stenciju mreze R [C] plohe P (1).

Fundamentalna grupa plohe P (1) je slobodna Abelova
grupa s dvije izvodnice (Erzeugende). Ona je izomorfna dvo-
parametarskoj diskontinuiranoj grupi translacija ravnine odre-
denoj vektorima

r=ma+nb, . (6)

gdje su m i n cijeli brojevi, a a i b dva linearno nezavisna
vektora, Za fundamentalno podruéje te grupe moZemo uzeti
na pr. paralelogram, kojemu su stranice wektori a i b. Identi-
fikacijom suprotnih stranica toga paralelograma nastaje ploha
P (1). Prema tome je jasno, ako postoji mreza R [C] paraboiliéne
ravnine, bit ¢e za isti ciklus C moguéa homogena mreZa plohe

5 U é&élanku: H, Heesch [6] nasao sam rezultate, koji su djelomice
sliéni nekim rezultatima ovog ¢lanka. Ipak sam ovdje zadrzao te rezul-
tate iz dva razloga. Najprije radi potpunosti i zaokruZenosti cjeline, a
zatim, jer su izvedeni na drugi naéin.

* BiljeSka dodana kod korekture, U ¢lanku H. S. M. Coxeter [5]
promatrane su pravilne mreZe torusa.
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P (1) samo onda, ako grupa simetrijd jedne metricke mreZe
R [C] parabolitne ravnine sadrzava kao subgrupu jednu diskon-
tinuiranu grupu tramslacija odredenu relacijom (6). No iz slikd
pravilnih homogenih mreza parabolitne ravnine® neposrednc
se razabira, da svaka od tih mreZa sadrzi doista grupu (€) kao
subgrupu grupe svojih simetrija, Odatle izlazi, da ¢e biti mo-
gute homogene mreze plohe P (1) sa svakim onim ciklusom; s
kojim su moguée i homogene mreze parabolitne ravnine. No
protivno nego u slutaju homogenih mreZa plohe P (0) broj
pojedinih elemenata mreze R [C] plche P (1) ne ¢ée ciklusom C
biti odreden. To moZemo lako ovako razabrati:

Neka je (6) grupa translacijd sadrzanz w grupi simetrija
neke odredene pravilne mreZe R [C] parabolitne ravnine, ali
tako, da su a i b dva najmanja moguca linearno nezavisna vek-
tora onith translacija, kod kojih mreza prelazi sama u sebe.
Uotimo sada bilo koju subgrupu grupe (6) odredenu vektorima

r,, = mka + nib, (7)

gdje su m i n cjelobrojni parametri, a k i 1 bilo koja dva évrsto
odabrana prirodna broja. Za fundamentalno podrucje grupe
(7) moZemo uzeti paralelogram, kojemu su stranice vektori k a
i 1b, a identifikacijom suprotnih stranica bit ¢e i opet odredend
jedna ploha P (1). Za dva razli¢ita para brojeva k,, I, 1 ky, 1,
bit ¢e fundamentalna podru¢ja grupe (7), t. j. spomenuti para-
lelogrami na mrezi R [C] parabolitne ravnine razli¢ite povrsine
osim u slucaju, kad je

kily =kolo, ®)

pa ¢e zato i dvije pripadne mreZe R [C] plohe P (1) sadrzavati
razli¢iti broj pojedinith elemenata mreZze. Samo ako vrijedi
jednadzba (8), imat ¢e obje mreZe R [C] plohe P (1) isti broj
elemenata, ali ni sada one ne moraju biti izomorfne, jer pri-
padni paralelogrami parabolitne ravnine, iako su iste povrsine,
ne moraju obuhvatati kongruentne dijelove mreZe ravnine.

Budu¢i da ima neizmjerno mnogo klasa topoloskih presli-
kavanja torusa na torus, koja ne mogu prije¢i obi¢nom defor-
macijom jedna u druge, jasno je, da dvije izomorfne mreze
torusa gpcéenito ne moraju biti homotopne, MoZemo te slutajeve
razmotriti na pr. ovako:

Neka je (6) bilo koja subgrupa grupe translacija sadrzane
u grupi simetriji neke pravilne mreze R [C] parabolitne rav-
nine (dakle a i b sada ne moraju biti najmanji moguéi vektori

§ 1], str. 105—107.



translacije). Poznata je ¢injenica, ako je x,,y, par relativho
prostih brojeva, onda diofantska jednadzba

X1Yo — X Y1 =1 9)

ima uvijek rjeSenje u x,,y,. Neka dakle vrijedi relacija (9) i
neka je

a=x,a+yb,

) 1 Y1 (10)

b'= Xod + ygb 5
onda i paralelogram //,, kojemu su stranice vektori a’ i b’,
¢ini jedno fundamentalno podrucje grupe (6). Samo u sluca-
jevima, kada je

1=y =1, Ta=y;=0,
ili kada je (11)
=9 =0, xa=y;=1 '

paralelogram II, kongruentan je paralelogramu /I, kojemu su
stranice vektori a'i b, Neka dakle relacije (11) ne vrijede, pa
neka je P, (1) ploha odredena identifikacijom suprotnih stra-
nica paralelograma /. Smatramo li za korespondentne takve
dvije totke ploha P (1) i P, (1), koje su slike bilo jedne iste
totke paraboli¢ne ravnine, bilo dviju tocaka ekvivalentnih s
obzircm na grupu (6), onda ¢e tom korespondencijom ploha P (1)
hiti topoleski preslikana na plohw P, (1), ali kod toga presli-
kavanja bilo koja zatvcrena crta plohe P (1) ne mora prijeé¢i u
homotopnu crtu plohe P, (1). Tako ¢e i pripadne mreze R [C]
obiju ploha biti izomorfne, ali ne homotopne, t. j. jedna mreza
ne moze prije¢i u drugu jednom obiénom deformacijom plohe
P (1).

Primjeri dviju takvih izomorfnih, ali ne homotopnih, mreza
dani su u sl. 1. i sl. 2., koje predotuju mreZe R [3, 4, 6, 4] ploha
P (1) i P, (1), gdje su korespondentns ¢vorista oznatena istim
brojem, U tom su primjeru u relacijama (10) uzete vrijednosti
=y =y, =1 x,=0.

Buduéi da relacija (9) ima nelzmjerno mnogo rjeSenja, bit
¢e za isti ciklus neizmjerno mnogo izomorfnih mreZa plohe
P (1), koje misu homotopne.

Zakljutak ovih razmatranja mozemo dakle ukratko ovako
izreti: :
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Stavak 1. Ako je za neki ciklus C moguéa homogena
mreZa paraboliéne ravnine (a tekvih je ciklusa u svemu jeda-
naest), onda za taj ciklus C postoji neizmjerno mnogo medu
sobom anizomorfnih mreZa torusa, a medu onima od tih mreZa,
koje su medu sobom izomorfne, postoji opet neizmjerno mnogo
njih, koje nisu homotopne. Za preostale cikluse homogene mreZe
torusa nisu mogudée.

3. Homogene mreZe zatvorenih ploha roda veéeg od jedinice**)

Hiperboli¢na je ravnina homeomorfna univerzalnoj plohi
pokrivanja plohe P (p) u slucajevima p = 2. (U iduéem razma-
tranju neka je radi kratkote sa P’ (p) cznalena opcenita ploha
P (p), gdje je p = 2). Prema tome, ako postoji mreza R [C] bilo
koje plohe P’ (p), sigurno postoji za isti ciklus C i homogena
mreZa hiperboli¢ne ravnine. Dakle je za neki odredeni ciklus
C egzistencija mreze R [C] hiperbolitne ravnine nuzni uvjet
egzistencije mreze R [C] neke plohe P’ (p).

Sli¢éno kao i u su€aju torusa zakljutujemo, da Ge za neki
ciklus C postojati hemogena mreza odredene plohe P’ (p). ako
za isti ciklus C pestoji takva homogena mreza R [C] hiperbo-
litne ravnine, gdje njezina grupa simetriid sadrzava kao sub-
grupu fundamentalnu grupu te plohe, t. j. ako postoji grupa
pomaka hiperbolitne ravnine bez fiksnth totaks, kod kojih
neka homogena mreza R [C] sama sebe pokriva, kod kojih je
fundamentani poligon te plohe fundamentaino podrucje te
grupe.

No ta nam spoznaja ipak ne daje mecgucnost, dz dodemo
kao kod tcrusa brzo do zakljutka o moguénosti egzistencije
mreze R [C] na nekoj plohi P’ (p), jer je — osite v najjedno-
stavnijim, trivijalnim, slu¢ajevima — tefko, gotcvo i nemoguce,
razabrati, da li grupa s'metrija neke mreze R {C] hiperbolitne
ravnine doista sadrzi fundamenta inu grupu neke plohe P’ (p)
kao subgrupu, -

Zato u ovom sludaju moramo potraziti drugi nacin, koji
bi nam dao moguténost da odgovorimo na pitanje egzistencije
homogene mreze odredene plohe P (p) za neki odredeni ciklus

=na kod korekture. U ras
nelze homogene mres
grupa,

-avama H. S. M. Coxeter
atvorenih ploha narocito

u vezi sa 1eo ijor
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C. Radi toga ¢emo najprije nac¢i neke relacije, koje odreduju
broj elemenata homogene mreZe. Iz tih ¢emo relacija onda moéi
izvesti neke opcenite zakljutke s obzirom na postavljene pro-
bleme. . - S ,

&

.

4. Broj pojedinih elemenata homogenih mreZa zatvorenih
orijentabilnih pleha
Dok je kod kugle broj pojedinih elemenata homogene
mreze njezinim ciklusom C posve odreden, pokazali smo na-
protiv, da kod homogenih mreZa torusa to me vrijedi. Pitajmo
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se sada, da li kod ploha P’ (p) cikius homogene mreZe broj
njezinih elemenata odreduje?

Da na to pitanje odgovorimo, pretpostavimo, da postoji
homogena mreza R [C] neke odredene plohe P’ (p), pa meka

u ciklusu C={[n,, n, n,, ..., "i,] te mreze dolazi k; kutova
n;-terokuta (i=1,2,..., 7). Pita se najprije, koje sve relacije
moZemo postaviti izmedu 3r + 4 brojeva p, k;, n,, a, ay, g2,
q, (=123,...,7, t j izmedu roda plohe, brojeva, koji
odreduju ofklus homogene mreZe i broja pojedinih njezinih
elemenata.
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Ponajprije je o¢ito, da mora biti

T
Y g, =, 12)
i=1

a buduéi da za svaku stranicu postoje po dvije incidencije s
poligonima mreZe, vrijedi relacija

T
<%
Y, q,=2a;. (13)
i=1 .
Ako pak za neku odredenu vrijednost indeksa i izbrojimo
na dva moguéa mnatina broj incidencija svih n;-torokuta sa
svim ¢voriStima mreze, nalazimo, da taj broj iznosi
aoki=niqn'_, i=1,2,...,7). (14)
Zbrojimo 1i ovdje ovih i relacija, dobivamo
r

<
p 9,

i
i=1

Konadno ¢emo se joi obazreti na relaciju za Eulerovu
karakteristiku ¢ mreze:
o — oy + us =,
koju zbog relacije
c=2(1—p)
moZemo pisati u obliku
ap—oy + 0 =2(1—p). (16)
No relacije (12), (13), (14) i (16) (dakle u svemu r -3
relacija) medu sobom su nezavisne, a kako medu tim veli¢i-
nama nema vise medu sobom nezavisnih relacija, mo¢i ¢emo
(2r ++ 1)-nu zgodno odabranu od tih veli¢ina uzeti po volji, a
r + 3 preostale veli¢ine bit ¢e time odredene. Ako je ploha
P’ (p) dana i ciklus C njezine homogene mreZe poznat, bit ¢e
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time poznate i veli¢ine p, n; i k; pa ée doista brojevi a,, a,
a, i q, biti odredeni kao njihove funkcije. Imamo dakle ovaj
zakljucak:

Stavak 2. Broj pojedinih elemenata mreZe R [C] bilo
koje plohe P’ (p) ciklusom mreze C posve je odreden.

U stvari, mi ¢emo spomenute brojeve odrediti ma ovaj
nadin:

Ponajprije je prema (14)

k;
=y —> am

n

pa ako to uvrstimo u (12) i u (13), izlazi

e
U = g 2, o (18)

U = = g z k. (19)

Ako te vrijednosti za a; i «, uvrstimo u (16), dobivamo

2 (p—1
o= b=h . 20)

Shlp—y)

z (20) i (19), odnosno (20) i (18), izlazi

w= - =1 ; @1
L1 1
K, (3 — ?) —1
i=1 4

2 (p—1) )

. (1 1Y\
Xk (‘z“?i)*l

i=1

L
)
I

s 22)
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dok je prema (17) i (20)

9= = (23)

Iz tih relacija moZemo odmah izvesti neke zakljucke:

Buduéi da su prema relacijama (1);,,,, i (5) brojevi «,,
«, 1 a, za svaku mrezu sigurmo pozitivni, razabiramo iz relacija
(20), (21) i (22) da u slucaju p =10 mora biti

é K, (;~—%) <1, 24)

dok u slutajevima p = 2 mora vrijediti relacija

< 1 1 .
Zi K, (5~Ti) >1. 25)

No to su upravo metricki nuZzni uvjeti za egzistenciju homogenih
mreza ravnina sferne i eliptitne geometrije, odnosno hiper-
bolitne geometrije’. Da ti muZni uvjeti moraju biti i ovdje
ispunjeni, iz razmatranja u proslim paragrafima unaprijed je
evidentno.

Gornji izvod relacije (20) iz (16), (18) i (19) ispravan je
samo onda, ako jednadzba

g K, (é — %—) =1 26)

ne vrijedi. Budu¢i da relacija (26) &ni nuZni uvjet za egzisten-
ciju homogenih mreza parabolitne ravnine, mora ona biti ispu-
njena i za homogene mreZe torusa. Relacije (20), (21), (22) i (23)
daju u tom slu¢aju neodredene izraze za brojeve a,, o, o, i
Qn; » @ to je u skladu s gore uodenom ¢injenicom, da broj poje-
dinih elemenata mreZe nije u slutaju torusa ciklusom mreZe
aodreden.

7 [1] relacije (142) i (14¢).
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3. Egzistencija homogenih mreZa zatvorenih on_]entabllmh ploha
roda veceg od jedinice

Vratimo se sada pitanju egzistencije homogemh mreZa
ploha P’ (p). Problem ¢emo ovako postaviti: Neka je dana neka
odredena ploha P’ (p) 1 neki odredeni ciklus C. Postoji 1i mreza
R [C] plohe P’ (p)?

Jasno je iz razmatranja u § 3, da je za egzistenciju te
mreze nuzni uvijet, da za taj isti ciklus C postoji mreza R [C]
hiperboli¢ne ravnine. Prema tome mora se zadovoljiti relacija
(25), a moraju za taj ciklus postojati i ¢voriSta po voiji visckog
reda.?

Da to dvoje nije za egzistenciju homogene mreZe neke
plohe P’ (p) uvijek dovoljno, moZzemo se lako uvjeriti na poseb-
nim slu¢ajevima. Na pr. za c¢klus druge vrste C — [3, 4, 3, 6, 3, 8]
homogena mreza hiperboli¢ne ravnine sigurno postoji, jer je
zadevoljena relacija (25) i jer za taj ciklus postoje dva ¢vorista
drugog reda, od kojih svako za se &ni potpuni sistem &vorista.
Kad bi sada za taj ciklus postojale mreze R [C], na pr. plohe
P (2), bili bi brojevi pojedinih njezinih elemenata odredeni
relacijama (20)—(23). No te relacije daju u ovom slutaju raz-
lomke kao brojeve pojedinih elemenata mreze. Tako na pr.
a‘,:%—i‘- it d, pa kako a, «;, @, i g, moraju biti prirodni
brojevi, otevidno je, da ta pretpostavka mije moguca.

Na isti naéin uvidamo, .da za taj isti ciklus homogena
mreZa nije moguca u slu¢ajevima p=3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10, 11
13, 14,..., jer za sve te vrijednosti od p relacije (20)-—(23)
daju razlomke za brojeve pojedinth elemenata mreze. No u
slutajevima p=12, 23, 34, ... velitine «,, a,, a, i q,, popri-

maju vrijednosti prirodnih brojeva, pa u tim sluéajevima mo-
gucnost egzistencije mreze R [C] nije iskljucena.

Od ciklusa, koji pripadsju moguéim homogenim mreZama
hiperbolitne ravnine, moZemo na taj nadin iskljugiti — kao
nemoguc¢e za homogenu mreZzu neke plohe P’ (p) — sve one
cikluse, za koje relacije (20)—(23) ne daju cjelobrojne vrijed-
nosti za brojeve elemenata mreZe. Ciklusi moguéih homogenih
mreza bit ¢e tada sadrzani medu onim cik;lusima, za koje te
relacije daju cjelobrojne vrijednosti. StaviSe, ¢ni se, da bi
moguénost egzistencije neke homogene mreZe plohe P’ (p) mogla
biti odredena ovim uvjetorn:

8 [1] 88 8, 9.
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Stavak 3. Ako za neki ciklus C postoji homogena mrefa
hiperboli¢ne ravnine, a csim toga za iaj ciklus C i neki dani
prirodni broj p = 2 relacije (20)—(23) daju veli¢inama o,, ¢,
og 1 q,, cjelobrojne vrijednosti, onda za taj ciklus C postoji i
homogena mreZa plohe P’ (p).

Ovaj je stavak hipoteticke prirode, jer dosad jo§ nisam
nagac dokazs za tu tvidnju, ali mi se ona ¢éini vrio vjerojatna,
jer v velitkom bioju kenkrelnih shutajeva zo cikluse, koji zado-
voljavaju gornji uviet, nije bilo te$ke konstruiraii mrezu R [C]
plohe P’ (p). Tako je na pr. u najjednostavnijem slugaju, t. j.
u stuCaju p==2, r==1 moguée nacrtati mreza R [C] plohe
P (2), za svaki poiedini cd dvadeset 1 pat siucejeva (vidi § 6.)
ciklusa, koji ispuniava‘v uviete stavka 3., & u s'oZenijim slu-
tajevima, gdje se ne moZe tske lako uoditl struktura mreZe,
¢ini mj se, da se ne moze ni uvidjeti njezina nemoguénost:

Prema tome vazno je razabrati, u kojim ¢e slucajevima
relacije (20)—(23) dati za brojeve a,, ay, @, i q,, cjelobrojne

vrijednosti. Mozemo odmah primijetiti, da je ovdje dovoljno
ispitati samo relacije (20) i (23), jer ako su svi q, cijeli brojevi,
onda zbog (12) to isto vrijedi i za «,, a ako su a, i «, cijeli
brojevi, onda je zbog (16) i «, cio broj.

Ako je sada dan neki ciklus C, bit ¢e time brojevi r, n; i
k, odredeni. Neka je onda
. 11 a
Shz—a)—tmh

i=1

gdje su a i b dva prirodna relativno prosta broja, onda ¢e prema

(20) i (23) biti o, 1 q, (a time i a, a,) cijeli brojevi samo onda,
ako za broj p > 1 vrijedi (r + 1)-na kongruencija.

2 (p—1)=0, (mod a),

2bk; (p—1)=0, (modan). (i=1,2,..., 7).

Odatle neposredno razabiramo, da ¢e se u svakom slutaju

moi¢i odrediti broj p > 1 tako, da te kongruencije budu zado-

voljene, t. j. ako pretpostavimo, da stavak 3. doista vrijedi,
tada mozemo reéi:

@m

Stavak 4. Za svaki ciklus, koji pripada nekoj moguéoj
homogenoj mrezi hiperboliéne ravnine, moZe se odrediti rod p
plohe P’ (p) za koju mreza R [C] postoji.
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Pokazat ¢emo nadalje, da wrijedi owvaj stavak:

Stavak 5. Ako je p, najmanji od brojeva veéih od jedi-
nice, koji zadovoljavaju kongruencije (27), onda je

p,=vpr—v+1 (28)
v=1,23..)
opée rjeSenje sistema (27). »
Da je (28) doista rjeSenje sistema (27), odmah se razabira.
Da ne mozZe biti rjeSenja, koje mije u (28) sadrzano, mozemo
se ovako uvjeriti: Ponajprije je sigurno, ako su p’ i p” dva
rjeSenja sistema (27), gdje je 1 <<p <p”, onda je uvijek i

p=p"—p+1 (29)
jedno rjefenje toga sistema. Uzmimo zatim, da postoji jedno
rjeSenje p, koje nije u (28) sadrZano, tada ono mora leZati
izmedu dva susjedna rjeSenja iz (28), t. j. mora biti za neki
odredeni broj ¥,

" vopr—vo+1<p < (vo+1) p1—vo
1<§—‘V0p1+\/0<p1. (30)

Budu¢i da su po pretpostavei brojevi »,p; —v,+11 p
dva (ryesema sistema (27), to je prema (29) i bI‘OJ P— ¥y P1 v
rjeSenje tog sistema, a prema (30) bi on bio manji od najmanjeg
rjeSenja p;, a to je da\k‘atko nemoguce, pa je time tvrdnja stavka
dokazana.

No sada mozemo jo§ viSe pokazati, jer vrijedi iduci stavak:

Stavak 6. Ako je p=7p, najmanji broj, za koji postoji
uz neki odredeni ciklus C mreZa R [C] plohe P’ (p), tada postoje
za isti taj ciklus homogene mreZe svih onih plohd P’ (p,), gdje
je p, =vp,—v+1 (»=1,2,3,...), dok za taj ciklus C ne
postoje homogene mrefe preostalih ploha P’ (p).

Da za taj ciklus ne mogu postojati homogene mreze pre-
ostalih ploha P’ (p), izlazi iz stavka 5., a da te mreze ploha
P’ (p,) doista postoje, dokazat ¢emo ovako:

Uzmimo da postoji mreza R [C] plohe P’ (p,), pa neka je
P’ (p,) jedna »-struka nerazgranata ploha pokrivanja plohe
P’ (p,). Buduéi da je svaka totka plohe P’ (p,) »-struko Presli-
kana na plohu P’ (p,), tim ée preslikavanjem biti prenesena
na plohu P’ (p,) i mreza R [C].
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Ako su sada a,, o, i a,,” odnosno @,, e, a,’ brojevi poje-
dinih elemenata mreza R [C] plohe P (p]), odnosno plohe P’(p)),
onda zbog (16) mora biti

2 (1—p)=ay—a+ = vog—va+va,=v -2 (1—p),
t. j. '
p=v (p—1+1=p,

pa je tako stavak dekazan.

Iz tog stavka moZemo odmah zakljuciti: Ako je za neki
ciklus C na pr. p, jednako 2, t. j. ako je mreZa R [C] moguca
na plohi P (2), onda je uvijek moguéa i na svim ostalim plo-
hama P’ (p), a ako je za neki ciklus C na pr. p; jednako 12,
mreze R [C], bit ¢e moguée samo na plohama P’ (p), gdje je
p==12,23,34,...,i t. d.

Kako se u slucaju » > 1 moze ploha P (p,) realizirati kao
v-struka ploha pokrivanja plohe P (p,) na viSe razli¢itih nacina
i to tako, da dvije homeomorfne plohe P (p,), kao plohe pokri-
vanja, budu razli¢ite, t. j. da se ne daju jedna na drugu topo-
logki tako preslikati, da bilo koje dvije pridruzene tocke »po-
krivaju« jednu istu totku osnovne plohe P (p,), mogu po dvije
mreze R [C] jedne iste plohe P’ (p) biti anizomorfne. Prema
tome postoji i opéenito moguénost, da dvije mreze R [C] neke
plohe P’ (p) ne budu izomorfne makar wz isti ciklus C moraju
imati isti broj pojedinih elemenata.

Sli¢no kao i kod torusa postoji i kod ploha P’ (p) neizmjer-
no mnogo klasa tskvih topologkih preslikavanja plohe P’ (p)
na samu sebe, koja ne mogu prije¢i dodavanjem neke obitne
deformacije plohe P’ (p) jedna u druge. Zato ¢e i kod homo-
genih mreZa pléha P’ (p) postojati svakoj takvoj mreZi neizmjer-
no mnogo njih, koje su s njom izomorfne, ali nisu homotopne.

" 6. Neki slucajevi homogenih mreZa ploha P’ (p)

Promotrit ¢emo sada neke slucajeve homogenih mreza
ploha P’ (p). Poéi ¢emo pritom” od najjednostavnijeg slucaja,
kad je r=1, t. j. kad su svi poligoni homogene mreZe isto-
vrsni. Izostavimo li u tom slugaju brojevima k, i n; indekse,
tada mjesto jednadzbi (20), (21) i (22) dobivamo ove jednostav-
nije relacije.
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4n (p—1)

0= fn—2k—on 6D
= _2kn(p—1) -

M "ok —an’ (32)

g = 4k (p:pm (33)

kn—2k—2n
koje u slucaju b:O prelaze u poznate relacije za pravilne
poliedre?.

Kako medu Sest veli¢ina o, a,, ay, k, n, p postoje tri ne-
zavisne relacije, moze se svaka od tih veli¢ina izraziti s bilo
koje tri odabrane od preostalih. Od svih tako moguéih relacija
uzmimo ove dvije:

- 2 kao
k—2)ap—4 (p—1)

— 2’71(12
(n—2) ap—4 (p—1)

n (34)

k

(33)

koje izlaze iz (31), odnosno (33). Uz pomoé tih relacija moZzemo
‘naime odrediti ograde za moguée vrijednosti brojeva k i m, i
to ovako:

Ponajprije iz (34) zbog relacija (3) i (1), izlazi
k<6 (2p—1). ' (36)
A zatim, buduéi da je sada s=k, na slican naéin iz (35) zbog
relacija (2) i (1), izlazi
n<6 (2p—1). (37
Uzmimo sada najprije sluéaj p=2. Tada je prema (2) i
(36) odnosno prema (3) i (37)
3<k<L18,
3<n<18.

Treba dakle potraziti sve one cijele brojeve k i n iz inter-
vala (38), koji daju prema relacijama (31), (32) i (33) prirodne
vrijednosti za brojeve pojedinih elemenats mreze. Na taj naéin
dobivamo u svemu 25 diofantskih rjeSenja tih relacija, sadrza-
nih u tablici (39).

(38)

9 Vidi na pr.: H. S. M. Coxeter [4], str. 13. i 14. i
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n k oy k o a,
L
I 7 12 42 28 |3
% 8 6 24 16
11 s 9 4 ] 18 12 |sL4
v 10 3 \ 15 10
v 12 2 12 8
VI 18 1 9 6 |
VIt 5 s | 20 0w |
VIII 6 4 12 6
IX : 8 8 8 4
X 12 1 6 3
X1 ) 10 20 g |6
XII 5 5 s | 10 | 4
XIII 10 1 5 2
X1V 4 6 12 4
XV ¢ 6 2 6 2 sl
XVI 7 3 28 42 12 L5
XVII 3 16 24 6
XVII 8 4 4 8 2 |
XIX 8 1 4 + |
XX 9 3 | 12 18 4
XXI 3 10 15 3 |
10 —
XXII 5 2 5 1
XXIiI 3 “8 12 2 |
12 -
KXIV 4 3 6 1
XXV 18 3 6 | o | 1 |as
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Pripadni ciklusi mreZe za sva ta rjeSenja jesu prve vrste
1 1o simetritni tipa M. Prema tome za te cikluse postoje homo-
gene mreze hiperbolitne ravnine, No za svako pojedino od tih
rjefenja nije tesko pokazati da se moze konstruirati i pripadna

mreza R [C] plohe P (2). Prema tome postoji 25 homogenih
mreza plohe P (2) s istovrsnim poligonima.

Iz tablice (39) odmah razabiramo, da je medu tim mreZama
jedanaest parova medu sobom recipro¢nih, tako na’ pr.-mreZe
IiXVLIIi XVITit d,dok su mreze XII, XV i XIX same
sebi reciprocne. ! S LR

. 149



U sl. 3.—8. dani su crtezi nekoliko karakteristiénih sluca-
jeva tih mreza, i to: sl. 3. predo¢uje mrezu R [3, 3, 3, 3, 3, 3, 3],
a sl. 5. mrezu R[7, 7, 7], obje razrezane sa &etiri zatvorena
prereza duZ stranica mreze u jedno jednostavno-suvislo po-

D
L 6 5
D"' 7 ‘{! \\D
;o8 300

e
a~

\ 42
; "" 1 ' 4’0 ,I
D el 3 3 3 i D
2 N/ TR
D
- SL 4

drué¢je; sl. 4. predotuje mrezu R [3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3l u
skanonskom razrezu« plohe P (2), gdje sve crte prereza
prolaze jednim &voriStem mrede, ali ne idu duz stranica mreze;
napokon slike 6., 7. 1 8. prikazuju redom mreZe R [5, 5, 5, 5],
RI6, 6, 6, 6, 6, 6] i R [18, 18, 18].
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Kako smo ovdje ispitali moguénost homogenih mreZa pl’osh*e
P (2) uz =1, tako bismo mogli postupati posve analogno za
bilo koji drugi slu¢aj plohe P’ (p), gdje je p > 2. No mi éemo

- ~
ovdje promotriti samo nekoliko primjera takvih mreza. Ponaj-
prije je jasno iz prosSlog razmatranja, da su za svih dvadeset i
pet slucajeva ciklusa prema rjeSenjima iz tablice (39), za koje
su moguce homogene mreze plohe P (2), takve mreZe moguce
i u svakom sluc¢aju gdje je p > 2. Uzmimo kao primjer sluéaj
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VIIL tablice (39), t. j. ciklus C = [4, 4, 4, 4, 4, 4]. Tada je prema
31) 1 33) a,=4 (p—1); a, =16 (p — 1), dakle postoji moguc-
nost te’ mreze za svako p = 2. U slici 9. predotena je mreza
R [4,4,4,4,4,4] plohe P (7).

No ne mora i obrnuto svaka mreZa bilo koje plohe P’ (p)
biti moguéa i na plohi P (2). Evo tri takva primjera: uzmimo
najprije ciklus C = [5,5,5, 5, 5,5]. Za taj je ciklus prema (31)

.. 5
i (33) ag= (p—1), ;=3 (p—1), pa je prema tome P (3)

Sl. 8.

ploha najnizeg roda, za koju postoji moguénost homogene mreze
s tim ciklusom. Ta je mreza predotena na sl 10. Kao drugi
primjer uzmimo ciklus C = [6, 6, 6, 6, 6]. Sada je ¢, =3 (p— 1),
az:g(p—l), pa je 1 ta mreZa moguéa na plohi P(3) i u
sl. 11. je ona prikazana. Te su dvije posljednje mreze medu
sobom recipro¢ne. Promotrimo napokon ciklus C = [4, 4, 4, 4,
4,4, 4]. Sada je a, :—g (p—1), ay== }g(p— 1), pa prema tome
za taj ciklus postoji moguénost homogene mreze istom na plohi
P (4). Ta je mreza predotena u sk 12,

Prijedimo sada na slutajeve r >>1. Promotrit éemo ovdje
Cetiri jednostavna primjera takvih mreza. Uzmimo najprije
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SL 9.

ciidus C =[4,4,4,5]. Pokazalo se, da za taj ciklus druge vrste
postoji barem jedna homogena mreZa hiperbolitne ravninet®.
Budu¢i da je u tom sluéaju prema (20) i (23)
Uy = 40 (p —_ 1),
Q4=30(P“—1), Q5=8(P—1):

1 [11, str. 99.
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Sl 10.

postoji za taj ciklus moguénost homogene mreZe ploha P’ (p)
za svako p. Na slici 13, nalazi se ertez mreze R [4, 4, 4, 5] plohe

P (2).
4 Za ciklus druge vrste tipa C = [3, 3, n, 3, n] postoji za svako

n 25 jedna homogena mreza hiperbolitne ravnine. U tom

sluéaju relacije (20) i (23) daju
_4n(p—1)
S Tn—a
= 88—
n—4

_4npp—1
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SL 11.

Odatle razabiremo, da na pr. za n = 6 postoji moguc¢nost homo-
gene mreze bilo koje plohe P’ (p). Crtez na sl. 14. prikazuje
mrezu R [3, 3, 6, 3, 6] plohe P (2).

Za ciklus prve vrste C = [5, 6,5, 6] ima jedna homogena
mreza hiperboliéne ravnine, Budué¢i da. je sada

15 5
w="73(pP—1 ¢=3@—1) a=HF-D
postoji za taj ciklus moguénost homogenih mreZa na plohama
roda p=3,5,7,... . Takva je mreza za slucaj p =3 prikazana

na sl. 15,
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Sl 12,

Kao posljednji primjer uzmimo ciklus prve vrste C =
= [4, 5,4, 6]. Za njega postoji jedna homogena mreZa hiperbo-
licne ravnine. Sada je

15 '
a =15 (p —1), q4=—2"(10——1), %=3p—1),

5
Qs = 5 (p—1).

I za taj ciklus postoji dakle moguénost homogenih mrea za
plohe roda p=23,5,7,... . Primjer takve mreZe za p=3 na-
lazi se na sl. 16. V
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7. Broj moguéih homogenih mreza ploha P’ (p)

Za homogene mreZe kugline plohe (p=0) u slucaju r=1
daju relacije (31), (32) i (33) samo 5 diofantskih-rjeSenja, pa
zato { ima samo 5 regularnih, Platonovih tjelesa. No u slucaju
p==0, r > 1 nalaze se medu cjelobrojnim rjesenjima jednadzbi
(20), (21) i (22) i ova:

ky ny ks 1y o a, oy
I 2 4 1 n 2n 3n n+2
I 3 3 1 n 2n 4n 2n+2

koja odgovaraju mreZama n-terostrane prizme i antiprizme,
dakle i ta dva tijela pripadaju u Arhimedova polupravilna
tjelesa. Za n moZemo ovdje uzeti bilo koji prirodni broj veéi
od 2. Prema tome ima neizmjernc mnogo homogenih mreZa
kugline plohe.

Vidjeli smo, da postoji dodu$e samo konaéan broj ciklusa,
za koje su homogene mreZe torusa moguce. No za jedan isti
ciklus ima neizmjerno mnogo homogenih mreza, koje nisu medu
sobom izomorfne, a i po broju elemenata se razlikuju.

Kako broj ciklusa, za koje su moguée homogene mreZe
hiperboli¢ne ravnine, nije ograni¢en, moglo bi se mo2da pomi-
sliti, da ¢e biti neizmjerno mnogo i homogenih mreZa neke
plohe P’ (p). Ali nije tako, Pokazat éemo naime, da vrijedi:

Stavak 7. Za neku odredenu plohu P’ (p) ne moZe posto-
jati vise nego konaéni broj (koji uostalom ovisi o p) homogenih
mreZa, koje nisu medu sobom izomorfne.

Za dokaz ovog stavka trebat ¢e nam ovaj gotovo evidentni
pomocéni stavak.

Stavak 8. Bilo koje rjesenje p, 7, k;, n;, ag, o1, g, q,
(i=1,2,..., 1) relacija {20) — (23) odgovara najvise konaénom
broju moguéih homogenih mreza plohe P (p), koje nisu medu
sobom izomorjfne.

Dokaz te tvrdnje izlazi odmah iz ¢injenice, da u konaénom
skupu od «, + a; -+ a, elemenata moZe postojati najvie kona-
¢an broj medusobno razli¢itih mogucénosti relacija incidencije
medu elementima razli¢itih vrsta.

Preostaje samo jo§ da se dokaze:

Stavak 9. Ako je dan bilo koji broj p = 2, tada uz uyjet,
-da vrijede nejednadzbe (1) — (5), postoji najvise konafan broj
diofantskih rjelenja relacija (20), (21), (22) i (23).

159



Stavak 7. je tada mneposredna posljedica stavaka 8. i 9.
Dokazaf ¢éemo sada dakle stavak 9.

Ako je r=1, onda su uz dano p brojevi k i » prema rela-
cijama (36) i (37) ogradeni, dakle moZe postojati samo konaéni
broj parova k,n, koji dolaze.u obzir, a kako susa k, nip

Sl 15. -

brojevi a,, a, i a, ve¢ odredeni, ispravnost tvrdnje stavka je
u tom sluéaju ocita. No pokazat ¢emo, da isto vrijedi i bez
obzira na to, koliko razli¢itih brojeva n, ciklus mreze sadrzava,
dakle za svaku vrijednost broja 7.

Pokazat ¢emo najprije, da je za neku danu vrijednost od
p broj s, t. j. broj svih ¢lanova ciklusa ograden:
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Bududi da je zbog relacije (25) u desnoj strani jednadZbe
(20) nazivnik pozitivan, mozemo iz nje mna osnovi relacija (1),
i (3) zakljuéiti, da je uvijek

v

2 k<6@p—1),

i=1

Sl 16.

pa je orda zbog (2)
3<e<6(2p—1). (40)

Prema tome i u opéem slucaju ciklus homogene mreZe,
na pr, ploche P (2) ne moZe sadrZzavati vie od 18 &lanova.
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Zbog (40) su i brojevi k; ogradeni, dakle prema (4) mora

biti
1<k<BEp—1 (41)
' (i=1,2 ..., 7.

No uvjerit ¢emo se, da za svako p i skup moguéih brojeva
n, mora biti ograden.

Zato éemo majprije pokazati, da u ciklusu C = [ni], LONE
e nig] ne mogu biti dya broja n (r=1,2,...,s) (ili ¢ak i
viSe njih) relativno vrlo velika; tako nije moguée da za njih
vrijedi na pr.

n, > 12(12p*—18p+ 7). (42)
Pretpostavka, da u ciklusu C postoje barem dva broja n,, zZa
koje vrijedi relacija (42), dovodi naime do kontradikcije:
Iz (15) mora zbog (42), (5) i (40) izlaziti
2(02p2—18p+7)
Op > 9 p— 1 >
dok bi maprotiv iz (20) zbog (2), (42) i (3) sigurno izlazilo
’ 2 (p—1
w0 < (p—1) ,
2. 1 _ 1 +1 - 11y 1
(2 12(12p2—18p+7)) (2 3)

2 (12p>—18p+1)
2 p—1 ’
Prema tome je ufinjena pretpostavka nemoguca.

Preostajala bi jo§ eventualna moguénost, da za jedan jedini
od brojeva m, (»=1,2,..., 5) nema gornje ograde, t. j. da
uz svaki, po volji veliki, zadani broj n, postoji uz dani broj p
rjeSenje sistema (20) — (23), kod kojega je jedan od brojeva
n, veti od n,.

o <<

Oznagimo sada brojeve n, tako, da je onaj jedini od njih
— za koji jo§ ne znamo, da li je ograden ili nije — oznaden sa
n, (pa je prema tome k_=1), dok ée preostali — ogradeni

— brojevi biti oznaceni sa n,, n,, ..., n,_,-
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Prema (20) je tada

2 (p—1
g = l(p ) =
~ 1
2 ki(’z‘_-n_.)_l
i=1 i
2 (p—1 2 (—1
== b =2e=D
}:k 1 1 1 1 A— =
‘ (2 n, 2 n "
i=1 ¢ "
gdje je krace oznaceno
—1
Cre (2 L) Lo (44)
-21 ki<2 "i) S =4

Uz uvjete (2) i (3) uvijek je A>0 s jedinim izuzetkom od 6
diofantskih rjeSenja relacije A < 0. No vrijednosti od A4, koje
nisu pozitivne, ne dolaze u obzir za rjeSenja relacije (43), jer
bi tada bilo a, << 0.

Buduéi da brojevi k; moraju biti iz intervala (41) i mora
pri tom vrijediti i relacija (40), dok nizovi brojeva ny, n,,..,,
n,_, (1 <7 <s) mogu biti samo neke od kombinacija (bez
ponavljanja) (r—1)-vog razreda od brojeva 3, 4, 5, .. ., 12-(12p*>—
— 18 p -+ 7), jasno je, da izraz A prema (44) moZe poprimiti
samo konatni broj vrijednosti A,, A,, A,,..., 4,. Neka je sa
A,, oznalena najmanja pozitivna od tih vrijednosti.

Pretpostavka, da broj n_ za bilo koju vrijednost od p nije
ograniten, dovodila bi sada do kontradikeije.

Uzmimo naime, da broj n, nije ograniten, nego da postoji
za bilo koju vrijednost od p beskonatni niz rjeSenja relacije
(20, t. j. beskona¢ni niz skupova brojeva

apy Kb K, e, Kl g, K, nd, nd, L, nhy, 0l
gdje je =1, 2, 3,... gornji indeks, pa neka je
llm 1'7,7’:;, =00,
/> oo

dok je k=1, (45)

tada bi bilo moguée odabrati broj 4, tako, da je vrijednost od
n:go po volji velika, na pr. da je

2p—1
% fladlt .
s > A

m

(46)
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No to je nemoguce, jer bi prema (14) zbog (5) i (40) bilo

o _>: n:ﬁov Fd
pa onda radi (46) izlazi
2p—1
oo > __pA >
dok bi opet prema (43) i (46) bilo
2 (p—1 2 (p—1) -
= 2P 1) < (p A)~
A7 Aty
o p
dakle )
2p—1
o < - >
0 Am

a time je nemoguénost utinjene pretpostavke oéita.

Prema tome je doista skup svih mogué¢ih brojeva n; za
svaku vrijednost od p ograden.

Buduéi da je dakle zbog 1 <r<s i zbog (40) broj r
ograden, a pokazalo se, da su i moguée vrijednosti brojeva
ky, ko, .oy k, my, g, ..., n_ ogradene, moZe postojati samo
konaéni broj kombinacija tih brojeva, pa je zato ujedno i broj
moguéih rjeSenja sistema jednadzbi (20) do (23) sigurno kona-
¢an. Tako je i stavak 9. dokazan.
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