Dr. VILIM NICE

CETVEROSTRUKI FOKUS UNIKURZALNIH
CIRKULARNIH KRIVULJA 3. REDA I NEKI OSOBITI
PRAMENOVI TIH KRIVULIJA,

Neki pravac p, koji sije¢e jednostruku ravnalicu neke prav-
¢aste plohe 3. reda u toc¢ki A, neka probada ovu plohu jo§ i u
totkama B i C. Probodi$ta B, C nalaze se na paru izvodnica ove
plohe, koje se sijeku ma njenoj dvostrukoj ravnalici, recimo u
to¢ki O. Sijetemo 1i sada nasu plohu ravninama pravea p i sve te
presjetne krivulje centralno projiciramo iz totke O na bilo
kakvu ravninu, dobit ¢emo na toj ravnini pramen unikurzalnih
krivulja 3. reda, odreden dvostrukom toékom (tri elementa),
trima jednostrukim to¢kama (projekcije to¢aka A, B, C), te tan-
gentama u dvjema od tih to¢aka (u projekcijama totaka B, C).
Sjeciste F' ovih tangenata je ¢vrsta toCka ovoga pramena, jer su
¢vrste u njemu i spomenute tangente.

Mjesto bilo kakove pravéaste plohe 3. reda uzmimo sada
Pliickerov konoid, a pravac p neka se nalazi u neizmjerno dale-
koj ravnini para minimalnih izvodnica foga konoida. Svezak
njegovih ravnina bit ée prema tome svezak usporednih ravnina.
Totka O bit ée ovdje neizmjerno daleka totka dvostrukog pravea
ovog konoida, a to je, kao $to znademo, ona njegova tocka,
kojom prolazi par njegovih minimalnih izvodnica.!) Odavle
direktno slijedi poznata ¢injenica, da se svi presjeci Pliicke-
rova konoida projiciraju u smjeru dvostrukog pravca na direk-
cione ravnine kao cirkularne krivulje. Sijeemo 1li sada ovaj
konoid sveskom usporednih ravnina neizmjerno dalekog pravca
p i sve te presjeke u smjeru dvostrukog pravea projiciramo na
bilo koju direkcionu ravninu, dobit ¢emo na toj ravnini pramen
cirkularnih krivulja 3. reda, koje imaju zajedni¢ku dvostruku
totku, neizmjerno daleku realnu to¢ku i obje apsolutne tocke
s njihovim tangentama. Realno sjecidte F ovih imaginarnih
tangenata u apsolutnim totkama zove se Cetverostruki fokus.

1) Miiller-Krames: Vorlesungen iiber darstellende Geometrie, Bd. I1I.
str. 204.
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Buduéi da su apsolutne to¢ke i njihove imaginarne tangente
zajedni¢ke svim krivuljama ovog pramena, to ¢e i ovo realno
sjeciste F biti zajedniCki cetverostruki fokus svih cirkularnih
krivulja ovog pramena.

Po jedna ravnina svakog sveska usporednih ravnina prolazi
jednom izvodnicom Pliickerova konoida. Presjek toga konoida
s tom ravninom raspada se u spomenutu izvodnicu i neku elipsu,
koja se u prije spomenuti pramen cirkularnih krivuplja 3. reda
projicira kao kruZnica. Buduéi da je srediite kruZnice sjeciste
njenih tangenata u apsolutnim totkama, to ée sredi$te spome-
nute kruZnice, u pramenu na$ih cirkularnih krivulja 3. reda
roda nultoga, biti zajedni¢ki &etverostruki fokus svih krivulja
ovog pramena. .

Kad svaku cirkularnu krivulju 3. reda roda nultoga mozemo
shvatiti kao projekciju nekog ravnog presjeka Pliickerova
konoida u smjeru dvostrukog pravca na jednu njegovu direk-
cionu ravninu?), tad pomoéu gornjih razmatranja moZemo na
svakoj takovoj unikurzalnoj cirkularnoj krivulji 3. reda odrediti
njen &etverostruki fokus.

Neka je zadana unikurzalna cirkularna krivulja 3. reda k
kao projekcija nekog presjeka Pliickerova konoida u smjeru
njegovog dvostrukog pravea na jednu direkcionu ravninu (vidi
sliku). Povutemo li tangente a,, a, na tu krivulju, usporedne
s njenom asimptotom, i njihova diralista T,, T, spojimo s dvo-
strukom to¢kom, tada su ove spojnice t,, t, projekcije torzalnih
pravaca toga Pliickerova konoida, dakle okomitih jedan na
drugom. Kod unikurzalnih cirkularnih krivulja 3. reda ove dvije
spojnice moraju biti medusobno okomite?). Uzmemo 1i sada sve
presjeke naleg Plickerova konoida, &ije su ravnine usporedne
s ravninom zadanog presjeka, tada ¢e njihova projekcija dati,
kao §to vet znademo, pramen cirkularnih krivulja 3. reda sa
zajednitkom dvostrukom to¢kom, realnom neizmjerno dalekom
to¢kom, te apsolutnim tockama i njihovim tangentama. Tangente
7y, T, U sjeci§tima tih krivulja s pravcima t,;, t; bit ¢e usporedne
s praveima a,, a,, a razmak njihov bit e jednak razmaku pravaca
a, a,, jer su parovi ovih tangenata tragovi tih usporednih ravni-
na u torzalnim ravninama, koje su kod Pliickerova konoida uspo-
redne. Sve krivulje ovog pramena imaju zajedniCki cetvero-
struki fokus, a jedna izmedu tih krivulja raspada se u kruznicu
i pravac, koji prolazi dvostrukom to¢kom, a usporedan je s prav-

¢} Vidi moju radnju: Vanjska oznaka unikurzalne cirkularne krivulje
3 reda. Nast, Viesnik, knj. L., str. 360.
4) Vidi moju radnju: Cit, pod 2).
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cima a,, a,. Srediste ove kruZznice c¢ bit ¢e dakle traZeni ¢etvero-
struki fokus F, a sama kruZnica je projekcija presjene elipse
s onom ravninom naseg sveska, koja prolazi onom izvodnicom
naseg Plluckerova konoida, koja je usporedna s pravcima ay, as.
Rekli smo veé, da ova kruZnica ¢ mora prolaziti dvostrukom
to¢kom, a prema gornjemu mora sje¢i pravce t,, t, tako, da tan-
gente 7, r, na tu kruZnicu, u tim sjeci$tima, budu wusporedne
s praveima a,, a,, a razmak tih tangenata da bude jednak
razmaku onih pravaca a,, a.. Povuéemo li prema tome neki
pravac okomito na tangente ay, a, i raspolovimo udaljenost nje~

|
A

, C

A

govih sjeci$ta s pravcima t;, t,, a to poloviste spojimo s dvostru-~
kom toékom, tada se na toj spojnici s nalazi srediSte F traZene
kruznice ¢, odnosne ¢etverostruki fokus cirkularne krivulje k.
Udaljenost njegova od dvostruke toéke na stranu vitice krivulje,
jednaka je polovici razmaka tangenata ay, a,, $to slijedi iz gor-
njih razmatranja.

Uzdignemo 1i u dvostrukoj to¢ki okomicu o na asimptotu, tada
za pravee ty, t,, 01 s vrijedi (t; t, 0 §) = — 1, odnosno <% oty ==
< t8, jer je kut pravaca t, t, pravi, Vidimo dakle, da ¢emo
dobiti ¢etverostruki fokus svake unikurzalne cirkularne krivulje
3. reda ovako: dvostruku tofku te krivulje spojimo s diralistima
njenih tangenata a,, a, usporednih s asimptotom i kroz nju povu-
demo okomicu ¢ na te tangente, odnosno asimptotu. Prenesemo
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li pravac o oko jedne ili druge ove spojnice simetriéno na drugu

stranu, tada na dobivenom pravcu lezi cetverostruki fokus na-
strani vitice, udaljen od dvostruke tocke za polovicu udaljenosti

tangenata a,, d,.

.. Imamo li Setverostruki fokus F neke cirkularne unikurzalne
krivulje k 3. reda i oko nje, kroz njenu dvostruku toéku, opisanu
kruznicu ¢, tada se na temelju prostornih razmatranja moze
utvrditi zanimljiva veza ove kruZnice s naSom krivuljom k.

Svaku zraku dvostruke to¢ke krivulje k moZemo smatrati
projekcijom jedne izvodnice Pliickerova konoida. Neka takva
izvodnica i sijete kruznicu c u to¢ki L, a krivulju k u toc¢ki K.
Buduéi da su ravnine presjeka k, ¢ usporedne, to iz prostornih
odnosa jasno slijedi, da to¢ka L mora biti ispod pravca r, upravo
toliko, koliko je to¢ka K ispod pravca a,. Pomoc¢u ove Cinjenice
moZe se vrio jednostavno konstruirati svaka krivulja naSeg pra-
mena, ako mu je zadan zajednicki smjer asimptota, dvostruka
tocka i ¢etverostruki fokus. Tangente u pojedinim to¢kama mogu
se dobiti takoder vrlo jednostavnim putem, koji se temelji na
poznatim svojstvima Pliickerova konoida. Na pr. presije¢emo
li tangentom kruznice ¢ u toki L pravac r, pa spojnicom toga
sjeciSta i dvostruke to¢ke presije¢emo usporednicu tangente
kruZnice ¢ u totki L, povudenu todkom K, tada ¢ée nam ovim
sjeciStemn povucena usporednica s pravcem KL sjeéi pravac a, u
totki, kojom prolazi tangenta krivulje k u tofki K (vidi sliku!).
Ova planimetrijska konstrukcija je projekecija prostornog odre-
divanja presjecnice ravnina presjeka k s dirnom ravninom
Pliickerova konoida u to¢ki K.

Uzmimo na krivulji k kao naprijed spomenutoj projekciji
nekog ravnog presjeka Pliickerova konoida, totku A i zrakom
SA sijecimo kruZnicu ¢ i asimptotu krivulje k u totkama A,, 4,.
Iz na8ih dosadanjih razmatranja vidi se, da mora biti 4, A =
SA,, §to vrijedi i za sve to¢ke krivulje k, jer su radi paralelnosti
ravnina krivulja k i ¢ u prostoru, kao presjeénih ravnina spome-
nutog Pllickerova konoida, jednake duzine AA,, SA, u pro-
storu, dakle i njihove projekcije na naoj slici, a odatle slijedi
i A,A == SA,. Vidimo dakle, da izlazi ovaj veé poznati sta-
vak: Svaka unikurzalna cirkularna krivulja 3. reda je cisoida
kruZznice opisane oko njenog tetverostrukog fokusa kroz dvo-
struku tofku i njene asimptote, a za dvostruku tofku kao pol.

Pomoc¢u ovih nagih prostornih i ravninskih razmatranja lako
se moze uvidjeti i to, kako svaku elipsoidnu unikurzalnu krivu-
lju 3. reda, t. j. onu, koja ima obi¢an par imaginarnih toéaka u
neizmjernosti, zgodnom afinom transformacijom (u prostoru
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paralelnim projiciranjem) moZemo prevesti u ecirkularnu i obr-
nuto, isto kao Sto i svaku elipsu moZemo projicirati u kruZnicu
i obrnuto. Osim toga odavle izlazi ¢injenica, da je svaka unikur-
zalna krivulja 3. reda s parom imaginarnih tofaka u neizmjer-
nosti cisoida*) neke elipse, koja je dira u njenim imaginarnim
neizmjerno dalekim to¢kama, te asimptote ove krivulje, a za
dvostruku to¢ku kao pol.

Konstruktivno odrediti ovakovu elipsu je vrlo lako. Spojimo
dvostruku toéku ove krivulje s dirali§tima T,, T, njene neiz-
mjerno daleke toc¢ke i tim spojnicama presijecimo njenu asimp-
totu. Prenesemo li na tim spojnicama njihov odsjeé¢ak od asimp-
tote do dvostruke totke od totaka T,, T, u istom smjeru, tada
dobivene to¢ke T,, T, (vidi sliku) leZe na traZenoj elipsi. Spoj-
nica njihova je promjer te elipse, dok su njene tangente u tim
tockama usporedne s asimptotom krivulje. S ovim i dvostrukom
totkom krivulje ta je elipsa odredena. Ako je jo§ i spojnica
T,, T, okomita na asimptotu krivulje, postaje ta elipsa kruzni-
com, odnosno naSa krivulja je cirkularna. Za cirkularne kri-
vulje 3. reda roda nulfoga vrijedi prema tome jo$ i ovaj stavak:

Ako su spojnice dvostruke tocke S s tangencijalnim tockama
T, T, neizmjerno daleke toke neke unikurzalne krivulje 3.
reda s parom imaginarnih tofaka u neizmjernosti medusobno
okomite, pa na te spojnice prenesemo od toéaka T,, T, mjihov
odsjeéak od asimptote do dvostruke totke u smjeru asimptota —
dvostruka tocka, tada ¢e ova krivulja biti cirkularna samo onda,
ako je spojnica dobivenih dviju tolaka okomita na mnjenu
astmptotu.

Iz ovoga stavka nam se namece izravno novi konstruktivni
postupak za odredivanje Cetverostrukog fokusa, buduéi da je
taj fokus poloviste duzine T,, T,.

U vezi s naSim razmafranjima moZemo lako rijesiti pitanje,
kada ¢e se tetverostruki fokus F nalaziti na krivulji k. Povuce-
mo li dvostrukom toékom S usporednicu s asimptotom, tada ¢e
sredi§te F kruznice ¢ pasti na krivulju k samo onda, ako od te
usporednice bude jednako udaljeno kao i asimptota, samo na
suprotnu stranu. Ovo je, kao 5to znademo, poznata &injenica kod
strofoide.”)

4) K. Zahradnik: Einheitliche Erzeugung der bekannten rationalen
Kurven dritter Ordnung als Zissoidalen, (Prager Ber., 1806). G. de
Longchamps: Sur les cubiques unicursales. (Nouvelle Corréspondance

‘mathématique T. IV, 1878 i Progressd, T. 1., 1891).
%) H. Wieleitner: Spezielle ebene Kurven, str. 38.
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Na temelju opisanih ¢injenica moZze se vrlo jednostavno kon-
struirati svaka unikurzalna cirkularna krivulja 3. reda, koja je
zadana Cetverostrukim fokusom, dvostrukom totkom i dvima
realnim totkama od kojih jedna mozZe biti i u neizmjernosti.

Mi ¢emo medutim sada promotriti pramen ovakovih krivu-
1ja, ako je on zadan Cetverostrukim fokusom (Cetiri elementa),
dvostrukom to¢kom (tri elementa) i: a) jednom to¢kom u neiz-
mjernosti, b) jednom to¢kom u konacnosti, ¢) jednom totkom,
koja pada u dvostruku todku i d) jednom tockom, koja pada u
tetverostruki fokus.

a) Uzmimo na na8oj slici da je pramen unikurzalnih cirku-
larnih krivulja 3. reda zadan Cetverostrukim fokusom F, dvo-
strukom totkom S i neizmjerno dalekom to¢kom Krivulje k.
Neizmjerno daleka to¢ka daje nam smjer asimptote, a svaka
asimptota odreduje nam jednu krivulju tog pramena. Svaka
krivulja ovog pramena moZe se odmah konstruirati, ¢im zadamo
asimptotu, jer je poznata kruznica c¢. Medu krivuljama ovog
pramena nalaze se dvije sa &iljkom, jedna strofoida, a jedna
se raspada u kruZnicu i pravac, §to se sve vrlo lako moZe raza-
brati iz nasih ravniénih i prostornih razmatranja.

b) U ovom sluéaju neka je na$ pramen zadan opet tofkama
F, S i tockom A u konalnosti. Presijetemo li spojnicom SA
kruZnicu ¢ u toki A,, pa na taj pravac prenesemo duzinu A4,
od totke S na suprotnu stranu do totke A,, tada ovom tockom
prolaze -asimptote svih krivulja ovog pramena, jer znademo,
da je na svakoj takovoj krivulji 4,4 — SA,. Svakom asimpto-
tom u ovom pramenu odredena je jedna krivulja toga pramena.
Povucéemo 1i na svaku ovu krivulju tangente usporedne s nje-
nom asimptotom, tada je razmak tih parova tangenata opet
jednak promjeru kruZznice c¢. Povucimo unutar svakog ovakvog
para usporednih tangenata s asimptotom simetralu. Radi para-
lelnosti ravnina knvul]a k i ¢ u prostoru svaki ovakav par tan-
genata a‘l, al, mozemo dobiti paralelmm pomicanjem para tan-
genata iy, vy, kruZnice ¢ u smjeru i veli¢ini odredenocj totkama
AA,. Pomaknemo 1i kod svakog para i njegovu simetralu, tada
sve te simetrale prolaze nekom to¢kom O, koja se od tofke F
nalazi isto tako daleko i u istom smjeru kao i to¢ka A od totke
A,, odnosno totka 4, od tocke S, t. j. FO == A, A, jer kod svakog
takovog pomaka totka F prelazi u totku O. Za ovakav pramen
unikurzalnih cirkularnih krivulja 3. reda moZemo prema tome
napisati slijedeéi stavak:

Kod pramena unikurzalnih cirkularnih krivulja 3. reda, koji
je zadan tolkom A, ¢&ine asimptote svih krivulja toge pramena
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pramen pravaca, ¢iji se vrh As nalazi na spojnici SA udaljen
od tocke S isto toliko kao tofka A od sjecista Ay spojnice SA
s kruZnicom c, opisanom oko fokusa F s polumjerom FS, samo
na suprotnu stranu. Tangente svih krivulja ovog pramena, uspo-
redne s njthovom asimptotom, omataju neku kruinicu h, koja
je jednaka kruinici c, a dobivena je paralelnim pomakom kru-~
Znice ¢ u smjeru i udaljenosti tocaka A,, A. Evidentno je, da
dobivena krufnica h prolazi vrhom As pramena asimptota.

Ako je totka A, kao osmi zajednic¢ki elemenat krivulja toga
pramena, na viticama tih krivulja, tada unutar toga pramena
ne postoji niti jedna krivulja sa Siljkom. Ako je pak ta totka
na rastegnutim dijelovima tih krivulja, tada postoje u pramenu
dvije krivulje sa $iljkom. Smjer njihovih asimptota dobit éemo
tako, da totku As na spojnici SA prebacimo simetriéno na drugu
stranu, pa iz te to¢ke povuéemo tangente na kruZnicu c¢. Prema
tome da 1 su te tangente imaginarne ili realne, dobit ¢emo gore
navedena dva slutaja. Povuéemo li naime paralelu s asimptotom
simetriéno s druge strane tocke S, tada sjeci$ta te paralele
s kruznicom ¢, spojena s totkom S, daju tangente krivulje k
u tocki S, jer ovim sjecidtima (A,) pripadne totke A padaju u
to¢ku S. Postane li ta paralelna sekanta kruZnice ¢ s asimptotom
njena tangenta, onda te dvije tangentne krivulje k u dvostrukoj
tocki S padaju skupa, t. j. ta to¢ka postaje 8iljak. Ovakove real-
ne tangente na kruZnicu c postojati ¢e samo onda, ako je vrh
A, pramena asimptota unutar kruznice ¢, jer ¢e vrh pramena
paralela s tim asimptotama pasti u tom slucaju izvan kruznice c.
U ovakovom pramenu unikurzalnih cirkularnih krivulja 3. reda
postoji samo jedna strofoida, jer ¢e samo u jednom slucaju biti
fokus F 1 asimptota krivulje jednako udaljeni od paralele s asim-
ptotom kroz dvostruku toku. Isto se tako u samo jednom slu-
¢aju raspada krivulja ovog pramena u pravac i kruZnicu.

c) Padne li totka A u tocku S, t. j. bude i mjesto totke A
zadana jedna (od dviju moguéih) zajedni¢ka tangenta krivulja
toga pramena u dvostrukoj tocki, ne ¢e se nista bitno promije-
niti. Totka A¢ je sjeciSte ove tangente kruznicom ¢, a tocka As
se nalazi simetri¢no na suprotnoj strani. Sve ostalo je analogno
kao u proslom sluéaju.

U ovom pramenu unikurzalnih cirkularnih krivulja 3. reda
postoji uvijek jedna i samo jedna krivulja sa Siljkom, jer one
u to¢. b) spomenute tangente padaju ovdje skupa. Strofoida je
u ovom pramenu takoder samo jedna, a i samo se Jedna krivulja
raspada u pravac i kruznicu.
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d) Odaberemo 1i totku A tako, da padne u zajednicki Cetve-
rostruki fokus F, tada se cijeli problem mnogo pojednostav-
njuje. Sada su sve krivulje pramena strofoide, a vrh A., kojim
prolaze asimptote svih tih strofoida, dobit ¢emo ako tocku F
na spojnici FS prebacimo simetri¢no na drugu stranu tocke S,
jer je u ovom sludaju A = F, a A; F = FS = SA,. Sredifte O
kruZnice h poklapa se dakle s dvostrukom to¢kom S, a kod svake
je strofoide dvostruka totka jednako udaljena od njenih tange-
nata usporednih s asimptotom. Vidimo dakle, da za ovakav pra-
men strofoida moZemo izre¢i slijedeti stavak:

Zadamo li pramen kubnih strofoida zajedni¢kom dvostrukom
tockom (tri elementa) i zajednickim CEetverostrukim fokusom
(pet elemenata), tada asimptote tih krivulja fine pramen pra-
vaca, tako da dvostruka tocka raspolavlja udaljenost vrha ovog
pramena do zajednickog fokusa. Tangente krivulja ovog pra-
mena, usporedne s njithovom asimptotom, omataju kruznicu, koja
prolazi zajednickim cetverostrugim fokusom, a sredilte joj je
u zajednickoj dvostrukoj tocki.

Ocito je, da je pramen ovih krivulja simetri¢an obzirom na
spojnicu zadanih dviju to¢aka, pa prema tome u njemu postoji
i jedna uspravna strofoida.
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